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STABIL P¶AROS¶IT¶ASI MODELLEK ¶ES EZEKEN ALAPUL¶O
KÄOZPONTI P¶AROS¶IT¶O PROGRAMOK1

BIR¶O P¶ETER
Budapesti M}uszaki ¶es Gazdas¶agtudom¶anyi Egyetem

¶Attekint}o jelleg}u dolgozatom c¶elja bemutatni a legfontosabb stabil p¶aros¶³t¶asi
modelleket, ¶es ezek f}o alkalmaz¶asi terÄuletek¶ent a |bizonyos gazdas¶agi, t¶ar-
sadalmi helyzetekben minden szerepl}onek elfogadhat¶o megold¶ast k¶³n¶al¶o|
kÄozponti p¶aros¶³t¶o programokat. Emellett ismertetek n¶eh¶any friss kutat¶asi
eredm¶enyt a p¶aros¶³t¶as-piacok dinamik¶aj¶ara, illetve a stabil p¶aros¶³t¶asi prob-
l¶em¶ak bonyolults¶ag¶ara vonatkoz¶oan. V¶egÄul megmutatom, hogy ez a modell-
csal¶ad mik¶ent helyezhet}o el a kooperat¶³v j¶at¶ekelm¶elet t¶argykÄor¶eben.

Bevezet¶es

Stabilnak nevezÄunk egy olyan egyens¶ulyi helyzetet, ahol nincsenek olyan sze-
repl}ok, akiknek lehet}os¶egÄuk van egy ¶uj egyÄuttm}ukÄod¶es l¶etrehoz¶as¶ara, amely-
ben mindannyian jobban j¶arn¶anak (felbontva ekÄozben esetleg m¶as jelenlegi
kapcsolataikat). Gale ¶es Shapley 1962-es, klasszikuss¶a v¶alt cikk¶eben [20]
a h¶azass¶agi kapcsolatok alapmodellj¶en szeml¶eltette ¶es elemezte a probl¶em¶at.
Egy term¶eszetes algoritmus seg¶³ts¶eg¶evel megmutatt¶ak, hogy mik¶ent tal¶alhat¶o
tetsz}olegesen megadott preferenci¶akra egy stabil p¶aros¶³t¶as ¯¶uk ¶es l¶anyok kÄo-
zÄott. A stabilit¶as itt azt jelenti, hogy nincs olyan blokkol¶o p¶ar, melyben
mindk¶et f¶elnek meg¶ern¶e az ¶uj h¶azass¶agot megkÄotnie (elhagyva esetleg jelen-
legi h¶azast¶ars¶at).

A stabil p¶aros¶³t¶as probl¶ema, ¶es az ennek kÄulÄonf¶ele ¶altal¶anos¶³t¶asaib¶ol kapott
modellcsal¶ad a j¶at¶ekelm¶elet ¶es a kombinatorikus optimaliz¶al¶as egyik fontos
kutat¶asi terÄulet¶ev¶e v¶alt az elm¶ult ¶evtizedekben. Ennek tal¶an legf}obb magya-
r¶azata, hogy a modellek igen hasznosnak bizonyultak gazdas¶agi ¶es t¶arsadal-
mi probl¶em¶ak le¶³r¶as¶ara, s}ot, az ezekre ¶epÄul}o algoritmusokat egyre sz¶elesebb
kÄorben kezdt¶ek el alkalmazni kÄozponti p¶aros¶³t¶o programokban. Dolgozatom
c¶elja az alapmodellek ¶es a legismertebb alkalmaz¶asok bemutat¶asa.

A stabil p¶aros¶³t¶as probl¶em¶at p¶aros gr¶afok eset¶en napjainkban is gyakran
t¶argyalj¶ak a h¶azass¶agi kapcsolatok kontextus¶aban. A p¶elda haszn¶alat¶ahoz
azonban hallgat¶olagosan h¶arom dolgot biztosan felteszÄunk: minden szerepl}o-
nek legfeljebb egy h¶azast¶arsa lehet, h¶azass¶ag csak ¯¶u ¶es l¶any kÄozÄott l¶etesÄulhet,
tov¶abb¶a nincs ki¯zet¶es (hozom¶any) a szerepl}ok kÄozÄott. A stabil p¶aros¶³t¶asi
modellek legfontosabb ¶altal¶anos¶³t¶asai pontosan ezen felt¶etelek felold¶as¶aval
kaphat¶ok meg, a dolgozat eszerint tagol¶odik fejezetekre.

1Be¶erkezett: 2006. okt¶ober 12. E-mail: pbiro@cs.bme.hu.
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Az els}o fejezetben Gale ¶es Shapley klasszikus eredm¶enyeit mutatom be
az eredeti form¶aj¶aban. A stabil h¶azass¶ag megtal¶al¶as¶ara |valamint a leg-
fontosabb alkalmaz¶asok alapvet}o elj¶ar¶as¶aul| szolg¶al¶o ,,le¶anyk¶er}o algoritmus"
elemz¶es¶et ismertetem ¶es m}ukÄod¶es¶et egy p¶eld¶an szeml¶eltetem.

A m¶asodik fejezetben egy szerepl}o tÄobb kapcsolatot is l¶etes¶³thet egyszerre
egy adott kv¶ota erej¶eig. A stabil b-p¶aros¶³t¶as probl¶ema szint¶en megoldhat¶o
a Gale-Shapley algorimussal, a gyakorlatban is ezt a m¶odszer alkalmazz¶ak
sz¶eles kÄorben k¶etoldali piacokon. A kÄozponti p¶aros¶³t¶o programok kÄozÄul bemu-
tatom a legismertebbeket: az egyetemi felv¶eteli rendszert |melyet haz¶ankban
is l¶enyeg¶eben ebben a form¶aban m}ukÄodtetnek| illetve a gyakornok elhe-
lyez¶es¶et.

A harmadik fejezetben a k¶etoldali piacok helyett egyoldaliakat vizsg¶alunk.
A stabil p¶aros¶³t¶as probl¶em¶at itt p¶aros gr¶afok helyett tetsz}oleges gr¶afokon
¶ertelmezzÄuk ¶es szobat¶ars probl¶em¶anak nevezzÄuk. Megmutatom, hogy ekkor
csak a stabil f¶el-p¶aros¶³t¶asok l¶etez¶es¶et lehet garant¶alni. Ismertetek n¶eh¶any ¶uj
eredm¶enyt a piac dinamik¶aj¶at, illetve a probl¶em¶ak bonyolults¶ag¶at illet}oen.
Alkalmaz¶asra p¶eldak¶ent az oszthatatlan javak p¶aronk¶enti cser¶ej¶et hozom,
melynek egyik fontos megval¶osul¶asak¶ent lehet eml¶³teni a p¶aronk¶enti vesecsere-
programokat.

Az utols¶o, negyedik fejezetben megengedjÄuk a ki¯zet¶est a szerepl}ok kÄozÄott.
A k¶et modellcsal¶ad kÄozti kÄulÄonbs¶eget a hozz¶ajuk szorosan kapcsol¶od¶o j¶at¶ek-
elm¶eleti probl¶em¶ak bemutat¶as¶aval igyekszem megvil¶ag¶³tani. Megmutatom,
hogy a ki¯zet¶eses esetben a stabil megold¶as l¶etez¶ese p¶aros gr¶afon |amely
ekvivalens a hozz¶arendel¶esi j¶at¶ekok magj¶anak nemÄuress¶eg¶evel| egyszer}u kÄo-
vetkezm¶enye Egerv¶ary 1931-es t¶etel¶enek.

Az itt kÄozÄolt ¶³r¶as nagy r¶esze, b}ovebb terjedelemben, megtal¶alhat¶o kÄozgaz-
d¶asz diplomamunk¶amban [7].

1 Stabil h¶azass¶ag probl¶ema

Gale ¶es Shapley [20] m¶elt¶an h¶³ress¶e v¶alt cikk¶eben a stabil p¶aros¶³t¶asok k¶etoldali
alapmodellj¶et h¶azass¶agkÄot¶esekkel szeml¶eltette. A cikk egyik kÄulÄonlegess¶ege,
hogy semmilyen matematikai formul¶at nem haszn¶alnak benne, ¶all¶³t¶asaikat
j¶ozan ¶esszel kÄonnyen meg¶erthet}o kÄoznyelvi ¶ervel¶essel bizony¶³tj¶ak. Ennek
szellem¶eben szeretn¶em ¶en is bel¶atni k¶et legfontosabb t¶etelÄuket, ¶es csak ezut¶an
ismertetem a probl¶ema form¶alis le¶³r¶as¶at.

Legyen adva ¯¶uknak ¶es l¶anyoknak egy-egy halmaza. Egy ¯¶u ¶es egy l¶any
kÄozÄott lehets¶eges a h¶azass¶agkÄot¶es, ha kÄolcsÄonÄosen elfogadhat¶onak tal¶alj¶ak
egym¶ast. FeltesszÄuk, hogy mindenki szigor¶u rangsort tud fel¶all¶³tani lehets¶eges
partnerei kÄozÄott. C¶elunk egy stabil h¶azas¶³t¶as l¶etrehoz¶asa, vagyis ¶ugy rendezni
p¶arokba a l¶anyokat a ¯¶ukkal, hogy ne legyen blokkol¶o p¶ar: egy olyan ¯¶u ¶es
l¶any, akik nem egym¶as h¶azast¶arsai, de mindketten boldogabbak lenn¶enek
egym¶assal. M¶ask¶eppen fogalmazva, ha egy ¯¶u ¶es egy l¶any nem h¶azas, akkor
legal¶abb az egyikÄuknek jobban kell szeretnie a jelenlegi h¶azast¶ars¶at, ez¶ert nem
lesz elcs¶ab¶³that¶o. Egy stabil p¶aros¶³t¶as el}o¶all¶³that¶o a le¶anyk¶er}o algoritmussal,
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melynek menete a kÄovetkez}o.
Minden ¯¶u az els}o kÄorben tegyen aj¶anlatot a sz¶am¶ara legjobban tetsz}o

l¶anynak. Ha egy l¶any tÄobb aj¶anlatot is kapott, akkor tartsa meg a legjobb
udvarl¶ot, a tÄobbit utas¶³tsa vissza. A visszautas¶³tott ¯¶uk tegyenek aj¶anlatot
a kÄovetkez}o l¶anynak preferenci¶ajuk szerint. Minden kÄorben a l¶anyok, akik
tÄobb aj¶anlatot is kapnak, csak a legjobbat tarts¶ak meg felt¶etelesen, a tÄobbi
k¶er}ot utas¶³ts¶ak vissza v¶eglegesen.

¶Eszre kell vennÄunk, hogy ¶³gy a visszautas¶³tott ¯¶uk nekik egyre kev¶esb¶e
tetsz}o l¶anyoknak k¶enytelenek aj¶anlatot tenni, m¶³g a l¶anyok helyzete mindig
csak javulhat a folyamat sor¶an. Emiatt egy ¯¶u ugyanannak a l¶anynak biz-
tosan nem tehet aj¶anlatot k¶etszer az algoritmus sor¶an, a folyamat teh¶at legfel-
jebb annyi kÄorben biztosan v¶eget ¶er, ah¶any lehets¶eges p¶ar volt. Amikor m¶ar
senki nem akar, vagy nem tud ¶uj aj¶anlatot tenni, akkor az udvarl¶o ¯¶ukb¶ol
f¶erjek lesznek, a marad¶ek ¯¶ukat viszont m¶ar minden lehets¶eges partnerÄuk
visszautas¶³totta, ¶³gy }ok aggleg¶enyek maradnak.

Bel¶atjuk, hogy az eredm¶eny egy stabil p¶aros¶³t¶as. P¶aros¶³t¶as, hiszen minden
¯¶u egyszerre legfeljebb csak egy l¶anynak udvarolt, ¶es minden l¶any legfeljebb
egy k¶er}ot tartott meg minden kÄorben. A stabilit¶as igazol¶as¶ahoz vegyÄunk egy
¯¶u-l¶any p¶art akik nem egym¶as h¶azast¶arsai az algoritmus v¶eg¶en. Ennek k¶et
oka lehet, vagy udvarolt a ¯¶u a l¶anynak, de az visszautas¶³totta, vagy nem
is udvarolt neki. Ha a ¯¶ut a l¶any visszautas¶³totta valamikor az algoritmus
sor¶an, akkor abban a pillanatban volt egy jobb k¶er}oje a l¶anynak, de mivel a
l¶any csak egyre jobb ¶es jobb aj¶anlatot kapott, ez¶ert a legv¶eg¶en is kedvez}obb
udvarl¶oja (f¶erje) lesz a ¯¶un¶al. Ha viszont a ¯¶u nem is tett aj¶anlatot a l¶anynak,
akkor az csak az¶ert lehetett, mert mindv¶egig neki jobban tetsz}o l¶anyoknak
udvarolt, ¶³gy a folyamat v¶eg¶en is olyan feles¶eget kap, akit jobban kedvel a
l¶anyn¶al. Ezzel bebizony¶³tottuk a kÄovetkez}o t¶etelt:

T¶etel (Gale-Shapley, 1962). A stabil h¶azass¶ag probl¶em¶anak mindig l¶etezik
megold¶asa.

A le¶anyk¶er}o algoritmus ¶altal adott eredm¶enyr}ol azonban tÄobb is elmond-
hat¶o. Minden ¯¶u olyan feles¶eget kap, akin¶el jobbat semmilyen m¶as stabil
p¶aros¶³t¶asban nem kaphatott volna. M¶ask¶eppen fogalmazva: minden ¯¶u a
legjobb stabil p¶arj¶at kapja, vagyis a p¶aros¶³t¶as ¯¶u-optim¶alis.

T¶etel (Gale-Shapley, 1962). A le¶anyk¶er}o algoritmussal kapott megold¶as op-
tim¶alis minden ¯¶unak.

Ennek igazol¶as¶ahoz vezessÄunk be egy de¯n¶³ci¶ot: mondjuk azt, hogy egy
l¶any el¶erhet}o egy ¯¶u sz¶am¶ara, ha van olyan stabil p¶aros¶³t¶as, amelyben }ok
egym¶as h¶azast¶arsai. Indirekt m¶odon tegyÄuk fel, hogy Andr¶as volt az els}o
olyan ¯¶u az algoritmus sor¶an, akit egy sz¶am¶ara el¶erhet}o l¶any, Kati vissza-
utas¶³tott. Ez csak ¶ugy tÄort¶enhetett meg, hogy abban a pillanatban Katinak
volt egy jobb k¶er}oje, mondjuk Bal¶azs. Bal¶azsnak biztosan nincs Katin¶al
jobb el¶erhet}o partnere, hiszen akkor nem Andr¶as lett volna az els}o olyan
¯¶u, akit egy el¶erhet}o partner visszautas¶³tott. Emiatt Bal¶azs abban a sta-
bil p¶aros¶³t¶asban sem kaphat jobb feles¶eget Katin¶al, amikor Andr¶as ¶es Kati



156 Bir¶o P¶eter

egym¶assal h¶azas. Ez ellentmond¶as, hiszen Kati ¶es Bal¶azs ekkor egy blokkol¶o
p¶art alkotna.

A stabil h¶azas¶³t¶as probl¶ema le¶³r¶asa term¶eszetes m¶odon adhat¶o meg gr¶af-
elm¶eleti nyelvezettel. A szerepl}oket egy gr¶af cs¶ucsainak feleltetjÄuk meg, ha
k¶et szerepl}o egym¶asnak kÄolcsÄonÄosen elfogadhat¶o, akkor kÄozÄottÄuk egy ¶el fut a
gr¶afban. Amennyiben a cs¶ucsok halmaza kett¶eoszthat¶o oly m¶odon (p¶eld¶aul
¯¶ukra ¶es l¶anyokra), hogy ¶elek csak a k¶et halmaz kÄozÄott futnak, akkor a gr¶afot
p¶arosnak nevezzÄuk. P¶aros¶³t¶asnak nevezÄunk egy ¶elhalmazt, ha abban semelyik
k¶et ¶elnek nincs kÄozÄos pontja, vagyis az ¶elhalmaz fÄuggetlen. A lehets¶eges
partnereken vett preferenci¶ak szerint minden cs¶ucsnak szigor¶u rendez¶ese van
a r¶a illeszked}o ¶eleken. Ha p¶eld¶aul egy v cs¶ucsra illeszkedik f ¶es e ¶el, ¶es f jobb
mint e, akkor azt f >v e-vel jelÄoljÄuk. Ezt az ¶abr¶akon egy ir¶any¶³tott szÄoggel
jelezhetjÄuk, ami e ¶elb}ol f ¶elre mutat. A kapcsolatok ¶es egy¶eni rangsorok
megad¶as¶ara gyakran preferencia-list¶akat haszn¶alunk. Itt az egyes szerepl}ok
list¶aj¶aban a sz¶am¶ara elfogadhat¶o partnerek vannak felsorolva a preferencia
szerint csÄokken}o sorrendben.

TÄomÄor le¶³r¶ast adhatunk a stabil p¶aros¶³t¶asokra a karakterisztikus fÄuggv¶eny
seg¶³ts¶eg¶evel. Egy adott G = (V;E) gr¶afban egy M µ E p¶aros¶³t¶as le¶³r¶as¶ara
de¯ni¶aljunk egy xM : E ¡! f0; 1g karakterisztikus fÄuggv¶enyt, ahol minden
e 2 E ¶elre teljesÄul, hogy

xM (e) =

½
1 ha e 2 M
0 ha e =2 M

Ekkor az adott gr¶afra, ¶es az egy cs¶ucsra illeszked}o ¶elek rendez¶es¶ere (G; O)
egy M stabil p¶aros¶³t¶as de¯ni¶alhat¶o a karakterisztikus fÄuggv¶eny¶ere megadott
egyenl}otlens¶egekkel:

(P ) P¶aros¶³t¶as:P
v2e

xM (e) · 1 minden v 2 V -re
(S) Stabilit¶as:
minden e =2 M ¶elre l¶etezik egy v 2 e
cs¶ucs, hogy

P
v2f;f¸ve

xM(f) = 1

Vagyis egy ¶elhalmaz p¶aros¶³t¶as, ha minden cs¶ucsot legfeljebb egy p¶aros¶³-
t¶asbeli ¶el fed. A p¶aros¶³t¶as pedig stabil, ha minden p¶aros¶³t¶asban nem szerepl}o
e ¶elhez tal¶alhat¶o olyan v cs¶ucs, amelyre e illeszkedik ¶es amely fedve van a
cs¶ucs ¶altal prefer¶alt f p¶aros¶³t¶asbeli ¶ellel.

1. P¶elda V¶egÄul l¶assunk egy p¶eld¶at a stabil p¶aros¶³t¶as probl¶em¶ara ¶es a
Gale-Shapley algoritmusra:

Fi¶uk Preferencia L¶anyok Preferencia
A : [K;L] K : [B;A; C]
B : [M;L; K] L : [A; B]
C : [K;M ] M : [C;B]

A

B

CK

L M
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EsetÄunkben Andr¶asnak p¶eld¶aul legjobban Kati tetszik, m¶asodsorban Lau-
ra, M¶onival pedig nem lehet kapcsolata (nem ismerik egym¶ast, vagy valame-
lyikÄuk ink¶abb egyedÄul marad, mintsem ebben a h¶azass¶agban r¶eszt venne). A
le¶anyk¶er}o algoritmus sor¶an Andr¶as Katinak, Bal¶azs M¶oninak, Csaba pedig
szint¶en Katinak tesz aj¶anlatot. Kati a k¶et aj¶anlatb¶ol a sz¶am¶ara kedvez}obbet,
Andr¶as¶et tartja meg. A visszautas¶³tott Csaba a m¶asodik kÄorben M¶oninak
kezd el udvarolni, melynek hat¶as¶ara M¶oni kikosarazza addigi k¶er}oj¶et, Bal¶azst.
V¶egÄul, a harmadik kÄorben Bal¶azs aj¶anlatot tesz Laur¶anak, amit }o elfogad.
Nincs tÄobb visszautas¶³t¶as, az algoritmus meg¶all, Andr¶as Katival, Bal¶azs Lau-
r¶aval, Csaba pedig M¶onival kÄot h¶azass¶agot. Meggondolhatjuk, hogy ha a
l¶anyok tenn¶ek az aj¶anlatokat (¯¶uk¶er}o algoritmus), akkor az Andr¶as-Laura,
Bal¶azs-Kati, M¶oni-Csaba p¶arok jÄonn¶enek l¶etre, ¶es ¶³gy k¶et l¶any is jobban
j¶arna.2

A stabil p¶aros¶³t¶as probl¶em¶aj¶anak tanulm¶anyoz¶as¶ahoz remek kiindul¶opont
Roth ¶es Sotomayor [35], valamint Gus¯eld ¶es Irving [22] kÄonyve. Az el}obbi
kÄozgazdas¶agi, j¶at¶ekelm¶eleti n¶ez}opontb¶ol, m¶³g az ut¶obbi algoritmuselm¶eleti,
kombinatorikus aspektusb¶ol ad ¶atfog¶o le¶³r¶ast a t¶emakÄorr}ol. Aj¶anlom tov¶abb¶a
Fleiner [17] munk¶aj¶at, a stabil p¶aros¶³t¶asokkal kapcsolatos m¶elyebb matema-
tikai, h¶al¶oelm¶eleti, gr¶afelm¶eleti ÄosszefÄugg¶esek meg¶ert¶es¶ehez.

2 Kapacit¶asos modellek, b-p¶aros¶³t¶as probl¶ema

Magyarorsz¶agon, ¶ugy gondolom, hogy mindenki sz¶am¶ara egy term¶eszetes
elv¶ar¶as az egyetemi felv¶eteli rendszerrel szemben, hogy ha egy di¶akot nem
vesznek fel egy szakra, akkor az csak k¶et okb¶ol kÄovetkezhet be: vagy egy
sz¶am¶ara kedvez}obb helyre vett¶ek fel a di¶akot, vagy a szak kv¶ot¶aja lett feltÄoltve
jobb jelentkez}okkel. A vil¶ag sok m¶as hely¶en, p¶eld¶aul az EgyesÄult ¶Allamokban
m¶egsem m}ukÄodtetnek ilyen rendszert, ¶es nem csak a stabilit¶as term¶eszetes
felt¶etele s¶erÄul, hanem a felvettek l¶etsz¶ama is hektikusan v¶altozhat egyes
egyetemeken, mert a sikeres jelentkez}ok egy r¶esze csak az utols¶o pillanat-
ban dÄont arr¶ol, hogy hov¶a iratkozik be. M¶asr¶eszr}ol viszont haz¶ankban az
iskolai felv¶eteleken k¶³vÄul tudtommal sehol m¶ashol nem alkalmaznak kÄozponti
p¶aros¶³t¶o programot, m¶³g a vil¶ag sok m¶as hely¶en, p¶eld¶aul az EgyesÄult ¶Allamok-
ban sz¶eles kÄorben haszn¶alnak ilyen centraliz¶alt elj¶ar¶asokat a munkaer}opiacon,
f}ok¶ent gyakornokok elhelyez¶es¶ere m¶ar 1952 ¶ota.

Mi ennek az oka? V¶elem¶enyem szerint, legf}ok¶eppen az, hogy a fenti piacok
szerepl}oi nincsenek kell}ok¶eppen tudat¶aban ezen kÄozponti p¶aros¶³t¶o rendsze-
rek t¶arsadalmi ¶es gazdas¶agi haszn¶anak, ¶es esetleg tartanak a szabad dÄont¶esi

2A kutat¶asok egy fontos ir¶anyvonala a szerepl}ok strat¶egi¶aj¶anak elemz¶ese. A k¶erd¶es
leegyszer}us¶³tve ¶ugy fogalmazhat¶o meg, hogy egy elj¶ar¶as sor¶an a szerepl}onek ¶erdemes-e
mindig igazat mondani, a val¶os preferenci¶aj¶at megadni a kÄozponti programnak, avagy
el tud-e ¶erni jobb v¶egeredm¶enyt, ha n¶eha hazudik. Megmutathat¶o, hogy a le¶anyk¶er}o
algoritmus eset¶en minden ¯¶unak optim¶alis strat¶egia az igazmond¶as. A l¶anyok kÄozÄul viszont
n¶eh¶anynak ¶erdemes hazudnia abban az esetben, ha nem csak egy stabil megold¶asa van
a feladatnak. A fenti p¶eld¶aban mondjuk ha Kati eltitkoln¶a, hogy Andr¶ast is hajland¶o
elfogadni f¶erjnek, akkor v¶egÄul Bal¶azst kapn¶a a le¶anyk¶er}o algoritmus eredm¶enyek¶ent. A
k¶erd¶eskÄor r¶eszletes elemz¶ese megtal¶alhat¶o Roth ¶es Sotomayor [35] kÄonyv¶enek 4. fejezet¶eben.
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joguk csorbul¶as¶at¶ol. Alvin Roth a terÄulet tal¶an legismertebb kÄozgazd¶asza egy
tanulm¶any¶aban [33] a kÄovetkez}oket ¶³rta a p¶aros¶³t¶o-programokr¶ol: ,,VegyÄuk
¶eszre, hogy az itt vizsg¶alt kÄozpontos¶³tott piacok nem jelentenek kÄozponti
tervez¶est, ahogyan a legtÄobben ezt ¶ertelmezik, mivel ezek a piacok ¶ugy let-
tek megalkotva, hogy ¶erz¶ekenyek legyenek a szerepl}ok kinyilv¶an¶³tott pre-
ferenci¶aira, ahelyett, hogy egy tervez}o ezekt}ol fÄuggetlen c¶eljainak el¶er¶es¶et
szolg¶aln¶ak. Ami itt kÄozpontos¶³tva van, az nem az el¶erend}o c¶el, hanem a
piaci mechanizmus maga." Vagyis a kÄozpontos¶³tott p¶aros¶³t¶o-programok olyan
szab¶alyoz¶asi keretet teremtenek, amelyben a szerepl}ok szabad v¶alaszt¶asa ha-
t¶ekonyan juthat ¶erv¶enyre egy vil¶agos, mindenki ¶altal elfogadott automatiz-
mus r¶ev¶en.

A motiv¶aci¶o ismeret¶eben l¶assuk mi a stabil b-p¶aros¶³t¶as probl¶ema form¶alis
megad¶asa. Gr¶afelm¶eletben, ha minden v pontra adva van egy eg¶esz¶ert¶ek}u
b(v) kv¶ota, amelyn¶el tÄobb ¶ellel a v cs¶ucs nem lehet fedve, akkor a felt¶etelt
teljes¶³t}o ¶elhalmazt b-p¶aros¶³t¶asnak nevezzÄuk. A b-p¶aros¶³t¶as illetve a stabilit¶as
krit¶eriuma hasonl¶ok¶eppen le¶³rhat¶o tÄomÄor formul¶akkal a karakterisztikus fÄugg-
v¶enyek seg¶³ts¶eg¶evel. Ez esetben egy Mb µ E(G) b-p¶aros¶³t¶as xMb karakterisz-
tikus fÄuggv¶enye ugyan¶ugy az

xMb(e) =

½
1 ha e 2 Mb

0 ha e =2 Mb

m¶odon de¯ni¶alhat¶o. A b-p¶aros¶³t¶as ¶es a stabilit¶as felt¶etele pedig a kÄovetkez}o-
k¶eppen m¶odosul:

b-P¶aros¶³t¶as:P
v2e

xMb(e) · b(v) minden v 2 V -re
Stabilit¶as:
minden e =2 Mb ¶elre l¶etezik egy v 2 e
cs¶ucs, hogy

P
v2f;f¸ve

xMb(f) = b(v)

Gale ¶es Shapley le¶anyk¶er}o algoritmusa a di¶akok elhelyez¶es¶ere is hasonl¶o-
k¶eppen haszn¶alhat¶o, (munk¶ajuk c¶elja pontosan egy ilyen elj¶ar¶as kidolgoz¶asa
volt). A kÄulÄonbs¶eg csup¶an annyi, hogy a kv¶ot¶akkal rendelkez}o egyetemi
szakok a di¶akok jelentkez¶es¶eb}ol nem csak a legjobb aj¶anlat¶at fogadj¶ak el,
hanem annyi darabot tartanak meg a legjobb jelentkez¶esek kÄozÄul, amennyi a
kv¶ot¶ajuk volt. A visszautas¶³tott di¶akok ugyan¶ugy a list¶ajuk szerint tesznek
¶ujabb aj¶anlatokat minden egyes kÄorben. A megold¶asr¶ol hasonl¶o indokl¶assal
bel¶athat¶o, hogy a jelentkez}ok sz¶am¶ara ad optim¶alis megold¶ast.

¶Erdemes megjegyezni, hogy a stabil b-p¶aros¶³t¶as probl¶ema gr¶afelm¶eleti
konstrukci¶okkal visszavezethet}o stabil p¶aros¶³t¶as probl¶em¶ara (r¶eszletes le¶³r¶as
tal¶alhat¶o err}ol Cechl¶arov¶a ¶es Fleiner [14] munk¶aj¶aban).

Egyetemi felv¶eteli elj¶ar¶as

A hazai egyetemi felv¶eteli elj¶ar¶as l¶enyeg¶eben a Gale ¶es Shapley ¶altal kidol-
gozott algoritmust kÄoveti. Fontos kÄulÄonbs¶eg, hogy az egyetemi szakok |
felv¶eteli pontsz¶amok alapj¶an kialak¶³tott| rangsora nem szigor¶uan rendezi
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a jelentkez}oket.3 A m¶asik nem elhanyagolhat¶o elt¶er¶es, hogy a magyar ,,vo-
nalh¶uz¶asos m¶odszer" l¶enyeg¶eben az egyetemi szakok fel}ol futtatja az algorit-
must, ¶³gy a kapott eredm¶eny a di¶akok sz¶am¶ara mindig a lehet}o legrosszabb
megold¶ast adja. Hab¶ar az eredm¶enyek kÄozti kÄulÄonbs¶eg nem biztos, hogy
jelent}os, |v¶elem¶enyem szerint, ¶es a nemzetkÄozi tapasztalatok alapj¶an| a
hazai elj¶ar¶ason m¶ar csak elvi okokb¶ol is ¶erdemes lenne v¶altoztatni.

V¶egÄul megjegyzem, hogy Bolognai-folyamatk¶ent aposztrof¶alt kÄozÄoss¶egi
kezdem¶enyez¶es, melynek c¶elja az Eur¶opai Fels}ooktat¶asi T¶ers¶eg kialak¶³t¶asa,
maga ut¶an vonhatja egy egys¶eges eur¶opai felv¶eteli rendszer bevezet¶es¶enek
szÄuks¶egess¶eg¶et. Hiszen, ha a tÄobbszint}u k¶epz¶es egyik c¶eljak¶ent megval¶osul a
di¶akok nagym¶ert¶ek}u mobilit¶asa, vagyis egyre tÄobb jelentkez}o adja be felv¶eteli
k¶erelm¶et kÄulÄonbÄoz}o orsz¶agokban, akkor a nemzeti felv¶eteli-rendszerek m}ukÄo-
d¶es¶eben zavar keletkezhet, amennyiben az elj¶ar¶asok nincsenek Äosszehangolva.

Gyakornokok elhelyez¶ese

Roth 1984-ben publik¶alt cikk¶eben [32] bemutatta az amerikai orvosi rezi-
densek elhelyez¶es¶ere szolg¶al¶o p¶aros¶³t¶o-program l¶etrejÄott¶enek tÄort¶enet¶et. Sokak
meglepet¶es¶ere kiderÄult, hogy az 1952-ben bevezetett elj¶ar¶as tulajdonk¶eppen
Gale ¶es Shapley |mintegy 10 ¶evvel k¶es}obb kital¶alt ¶es elemzett| algoritmus¶at
haszn¶alja. A stabil eredm¶enyt ad¶o programot a piac szerepl}oi ¶erdekeiket fel-
ismerve gyorsan elfogadt¶ak, ¶es a program gyakorlatilag v¶altozatlan form¶aban
m}ukÄodik ma is. Az egyik, a sokasod¶o elemz¶esek hat¶as¶ara bekÄovetkezett
v¶altoztat¶as, hogy a 90-es ¶evek v¶eg¶et}ol a k¶orh¶azak helyett a jelentkez}ok fel}ol
futtatj¶ak az algoritmust, hogy ¶³gy az ut¶obbiak sz¶am¶ara optim¶alis megold¶as
lehessen a v¶egeredm¶eny. Hab¶ar meg kell jegyezzem, hogy ez ut¶obbi v¶altozta-
t¶as Roth ¶es Peranson [34] elemz¶ese szerint csak elhanyagolhat¶o kÄulÄonbs¶eget
hozott a gyakorlatban, mindÄossze minden ezredik jelentkez}o kapott m¶asik,
jobb gyakornoki helyet.

A sikerek hat¶as¶ara tÄobb m¶as szakm¶aban (¶³gy p¶eld¶aul Äugyv¶ed-jelÄoltek r¶e-
sz¶ere is) hasonl¶o programokat ind¶³tottak be, ¶es a vil¶ag sz¶amos hely¶en igyekez-
tek kÄozponti p¶aros¶³t¶o-rendszereket bevezetni tÄobb-kevesebb sikerrel. Tanuls¶a-
gosnak tartom Roth [33] cikk¶et, amelyben 10 kÄulÄonbÄoz}o p¶aros¶³t¶o-programot
hasonl¶³t Äossze. Ezek kÄozÄul n¶egy algoritmus adott v¶egeredm¶enyk¶ent stabil
megold¶ast, ¶es hatban el}ofordulhatott az instabilit¶as. A cikkben kÄozÄolt leg-
fontosabb meg¯gyel¶es szerint mind a n¶egy stabil program v¶altozatlan form¶a-
ban haszn¶alatban maradt, m¶³g a m¶asik hat kÄozÄul, kett}o kis volumen}u program
kiv¶etel¶evel, mindegyik megszÄuntet¶esre kerÄult. A k¶etoldali p¶aros¶³t¶as-piacok
r¶eszletesebb megismer¶es¶ehez els}osorban Roth ¶es Sotomayor [35] kÄonyv¶et aj¶an-
lom. Tov¶abb¶a Alvin Roth honlapj¶at, ahol a rengeteg tanulm¶any mellett
sz¶amos alkalmaz¶as el¶erhet}os¶ege is megtal¶alhat¶o.

3Ebb}ol ad¶od¶o probl¶em¶ak kÄozÄul az egyik, hogy a kv¶ot¶ak betÄolt¶ese nem lesz egyenletes.
Emiatt, tudom¶asom szerint, nemr¶egiben egy ¶uj m¶odos¶³t¶as bevezet¶es¶er}ol kezdem¶enyeztek
vit¶at, melynek c¶elja, hogy a sz¶azal¶ekokban ki¶ert¶ekelt dolgozatok eredm¶enyeit nem kerek¶³tik,
hanem egy-az-egyben pontsz¶amm¶a alak¶³tj¶ak. ¶Igy sokkal kevesebb jelentkez}onek lesz azonos
pontsz¶ama, ez l¶enyegesen jav¶³that az algoritmus hat¶ekonys¶ag¶an.
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V¶egÄul szeretn¶em kiemelni, hogy a felgyÄulemlett nemzetkÄozi tapasztalatok
alapj¶an val¶osz¶³n}us¶³thet}o, hogy m¶eg rengeteg ¶uj piacon lehet sz¶am¶³tani hasonl¶o
p¶aros¶³t¶o-programok beind¶³t¶as¶ara. Az EgyesÄult ¶Allamokban p¶eld¶aul az elm¶ult
¶evekben a bostoni ¶altal¶anos iskol¶akn¶al [1] ¶es a new yorki gimn¶aziumokn¶al [2]
vezettek be kÄozponti felv¶eteli elj¶ar¶ast. Hasonl¶ok¶eppen nem tartan¶am rossz
Äotletnek, ha haz¶ankban is egy kÄozponti program seg¶³ten¶e a gyakornokok el-
helyez¶es¶et.

3 Egyoldali modellek, szobat¶ars probl¶ema

A stabil p¶aros¶³t¶as probl¶ema ¶altal¶anos eset¶et stabil szobat¶ars probl¶em¶anak
nevezzÄuk, mert itt b¶armely k¶et szerepl}o kÄozÄott l¶etrejÄohet a p¶arkapcsolat.
Ekkor a feladatot le¶³r¶o gr¶af tetsz}oleges lehet, de ett}ol eltekintve a karakte-
risztikus fÄuggv¶ennyel tÄort¶en}o megad¶as ugyanazon (S) ¶es (P) egyenl}otlens¶e-
gekkel ¶³rhat¶o le. A probl¶em¶at m¶ar Gale ¶es Shapley is felvetette alapcikk¶eben,
s}ot p¶eld¶at is adtak arra n¶ezve, hogy nem mindig l¶etezik megold¶asa egy ilyen
feladatnak:

2. P¶elda Legyen a n¶egy szerepl}o preferenci¶aja a kÄovetkez}o

Szerepl}o Preferencia
A [B;C;D]
B [C;A; D]
C [A;B;D]
D tetsz}oleges

Itt az els}o h¶arom szerepl}o ,,kÄorbe szereti egym¶ast". KÄonnyen l¶athat¶o,
hogy egyik p¶aros¶³t¶as sem lehet stabil, hiszen ha h¶arm¶ojuk kÄozÄul b¶armely
kett}o p¶art alkotna, akkor a harmadik el tudn¶a cs¶ab¶³tani a p¶ar egyik tagj¶at.
Gondoljuk p¶eld¶aul azt, hogy n¶egy teniszj¶at¶ekos keres partnert mag¶anak, min-
denki heti egy ¶ora j¶at¶ekra. Andr¶as Bal¶azzsal j¶atszana legsz¶³vesebben, majd
Csab¶aval, legkev¶esb¶e pedig D¶enessel. (D¶enest tulajdonk¶eppen mindenki sze-
retn¶e elkerÄulni, mert mindig k¶esik ¶es gyeng¶en is j¶atszik.) Erre a probl¶em¶a-
ra nincs stabil megold¶as. Ha p¶eld¶aul Andr¶as Bal¶azzsal alkotna p¶art, akkor
Csaba D¶enessel lenne k¶enytelen j¶atszani, de ekkor Csaba ¶es Bal¶azs blokkol¶o
p¶art alkotna, mindketten sz¶³vesebben j¶atszan¶anak egym¶assal, mint jelenlegi
partnerÄukkel.

TÄobb mint k¶et ¶evtized eltelt¶evel Irving [23] konstru¶alt el}oszÄor egy olyan
algoritmust, amely tetsz}oleges gr¶af eset¶en megtal¶al egy stabil p¶aros¶³t¶ast,
amennyiben ilyen l¶etezik az adott feladatra. A megold¶asok strukt¶ur¶aj¶anak
r¶eszletes le¶³r¶asa megtal¶alhat¶o Gus¯eld ¶es Irving kÄonyv¶eben [22].

Tan [42] ismerte fel, hogy a stabilit¶ast elront¶o p¶aratlan hossz¶u kÄorÄokben
szerepl}o p¶arkapcsolatokat f¶el-intenzit¶assal v¶eve, egy olyan f¶el-p¶aros¶³t¶ast kap-
hatunk, amely teljes¶³t bizonyos stabilit¶asi felt¶eteleket.

A teniszj¶at¶ekos p¶eld¶ara gondolva Andr¶as, Bal¶azs ¶es Csaba megegyezhet
abban, hogy heti egyszer ÄosszejÄonnek, ¶es egy-egy f¶el¶or¶at j¶atszanak egym¶assal.
¶Igy mindh¶arman egy-egy ¶or¶at j¶atszanak ¶es csak D¶enesnek nem lesz p¶arja. A
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megold¶as stabilit¶asa itt azt jelenti, hogy mindegyik p¶arosban van egy olyan
szerepl}o, aki nem szeretne tÄobb id}ot j¶atszani abban a p¶arban. Ha p¶eld¶aul
Andr¶as ¶es D¶enes kapcsolat¶at n¶ezzÄuk, akkor vil¶agos, hogy Andr¶as miatt nem
fognak }ok semennyit se egym¶assal j¶atszani, mert Andr¶as kitÄolti a teniszre
ford¶³tott egy ¶or¶aj¶at k¶et jobb partnerrel v¶³vott f¶el-f¶el ¶ora j¶at¶ekkal. Ha Andr¶as
¶es Bal¶azs kapcsolat¶at n¶ezzÄuk, akkor a jelenlegi f¶el¶ora j¶at¶ekot Bal¶azs nem
szeretn¶e tov¶abb nÄovelni, hiszen }o a marad¶ek f¶el¶or¶aj¶aban Csab¶aval j¶atszik,
akivel jobban szeret teniszezni.

Egy stabil f¶el-p¶aros¶³t¶asban a szerepl}ok p¶arokat ¶es f¶el-p¶arokat alkothatnak.
Minden szerepl}o legfeljebb egy p¶arban vagy k¶et f¶el-p¶arban lehet benne. A
stabilit¶as felt¶etele, hogy ha k¶et szerepl}o nincs p¶aros¶³tva, akkor legal¶abb az
egyikÄuknek vagy van egy jobb p¶arja, vagy van k¶et jobb f¶el-p¶arja. Tov¶abb¶a,
ha k¶et szerepl}o f¶el-p¶arban van, akkor legal¶abb az egyikÄuknek van egy m¶asik,
enn¶el jobb f¶el-p¶arja. ÄOsszefoglal¶oan, egy f¶el-p¶aros¶³t¶as stabil, ha nincs olyan
blokkol¶o p¶ar, amely szerepl}oinek lehet}os¶ege ¶es egyben kÄolcsÄonÄos ¶erdeke a
kapcsolatuk intenzit¶as¶anak nÄovel¶ese (csÄokkentve esetleg ez¶altal m¶as kapcso-
lataik kihaszn¶alts¶ag¶at). M¶ask¶eppen fogalmazva, ha egy p¶arkapcsolat nincs
teljesen kihaszn¶alva, akkor az intenzit¶as nÄovel¶ese legal¶abb az egyik f¶elnek
nem ¶erdeke, mert a marad¶ek kapacit¶asa le van kÄotve egy vagy tÄobb ked-
vez}obb kapcsolattal.

Egy f¶el-p¶aros¶³t¶ast ¶altal¶aban hM -el jelÄolÄunk, a benne szerepl}o p¶arok hal-
maz¶at M -el, a f¶el-p¶arok halmaz¶at pedig H-val. Vagyis hM = H [ M .

A stabil f¶el-p¶aros¶³t¶as pontos de¯ni¶al¶as¶ahoz, nem kell m¶ast tennÄunk, mint
hogy a p¶aros¶³t¶ast le¶³r¶o fÄuggv¶eny ¶ert¶ekk¶eszlet¶et f0; 1g-r}ol f0; 1

2 ; 1g-re m¶odos¶³t-
juk ¶ugy, hogy ha hM = H [ M egy f¶el-p¶aros¶³t¶as, akkor

xhM (e) =

8
<
:

1 ha e 2 M
1
2 ha e 2 H
0 ha e =2 hM

Ekkor az eredeti (P ) ¶es (S) egyenl}otlens¶egek v¶altozatlan form¶aban ¶³rj¶ak le a
f¶el-p¶aros¶³t¶as illetve a stabilit¶as felt¶etel¶et.

A f¶el-p¶aros¶³t¶as teh¶at azt jelenti, hogy minden cs¶ucs legfeljebb 1 Äossz¶ert¶ekkel
van fedve. A stabilit¶asi krit¶erium pedig azt mondja, hogy ha egy e ¶el nem sze-
repel a f¶el-p¶aros¶³t¶asban (e =2 hM), akkor e egyik v pontj¶aban vagy egy e-n¶el
jobb M -beli ¶ellel, vagy k¶et e-n¶el jobb H-beli ¶ellel van fedve. Egy f¶el-¶ert¶ek}u
(H-beli) e ¶el egyik v¶egpontj¶anak marad¶ek f¶el-kapacit¶asa pedig egy e-n¶el jobb
H-beli f ¶ellel kell hogy fedve legyen.

Az a meg¯gyel¶es, hogy minden f¶el-p¶arhoz kapcsol¶odnia kell az egyik sze-
repl}oj¶en¶el egy m¶asik, n¶al¶an¶al jobb f¶el-p¶arnak, rÄogtÄon azt eredm¶enyezi, hogy
a f¶el-p¶arok kÄorÄoket alkotnak, amely ment¶en a szerepl}ok ,,kÄorben kedvelik
egym¶ast". Az ilyen preferencia-kÄorÄoket ciklusoknak nevezzÄuk. Tan [42] a
kÄovetkez}o t¶etelt l¶atta be a stabil f¶el-p¶aros¶³t¶asokr¶ol:4

T¶etel (Tan, 1990). Minden stabil szobat¶ars feladatra l¶etezik stabil f¶el-p¶aros¶³t¶as,

4Aharoni ¶es Fleiner [4] megmutatta, hogy a t¶etel kÄozvetlenÄul bel¶athat¶o Scarf [39] h¶³res
Lemm¶aj¶ab¶ol is.
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amely p¶arokb¶ol ¶es f¶el-p¶arokb¶ol ¶all¶o p¶aratlan hossz¶u ciklusokb¶ol ¶all. A szerepl}ok
halmaza teh¶at feloszthat¶o

a) p¶aros¶³tatlan,

b) ciklusbeli ¶es

c) p¶aros¶³tott szerepl}okre.

Tov¶abb¶a minden stabil f¶el-p¶aros¶³t¶asban ugyanazok a p¶aratlan ciklusok jÄonnek
l¶etre ¶es ugyanazok a szerepl}ok maradnak p¶aros¶³tatlanok.

K¶erd¶es, hogy mi¶ert hasznos a stabil f¶el-p¶aros¶³t¶as megkonstru¶al¶asa? Egy-
r¶eszt, ha nem tartalmaz p¶aratlan ciklust, akkor egy stabil p¶aros¶³t¶ast tal¶altunk
a gr¶afban, ha pedig tartalmaz p¶aratlan ciklust, akkor tudjuk, hogy nem
l¶etezhet stabil p¶aros¶³t¶as. M¶asr¶eszt lehetnek olyan term¶eszetes feladatok (mint
p¶eld¶aul a fent eml¶³tett teniszj¶at¶ekosok esete), ahol a f¶el-megold¶asnak is van
¶ertelme. V¶egÄul, ha egy stabil f¶el-p¶aros¶³t¶as minden p¶aratlan kÄor¶eb}ol elhagyunk
egy szerepl}ot, ¶es a ciklusok marad¶ek szerepl}oit a kÄorÄok ment¶en p¶arokba ren-
dezzÄuk, akkor egy olyan p¶aros¶³t¶ast kapunk, amely stabil a reduk¶alt halmazon.
M¶ask¶eppen fogalmazva |erre a p¶aros¶³t¶asra n¶ezve az eredeti feladatban|
minden blokkol¶o p¶arban az egyik szerepl}o a mell}ozÄott szem¶elyek kÄozÄul val¶o,
¶³gy a stabilit¶as megmaradhat, ha sikerÄul }oket valahogy kompenz¶alnunk.

A stabil p¶aros¶³t¶as modell alkalmas lehet t¶arsadalmi ¶es gazdas¶agi egyÄutt-
m}ukÄod¶esek le¶³r¶as¶ara. Jackson ¶es Watts [25] a kapcsolati h¶al¶ok alakul¶as¶at
elemezte ebben a kontextusban, m¶³g Angelov [5] a c¶egek Äosszeolvad¶as¶anak
vizsg¶alat¶ara haszn¶alta a stabil szobat¶ars probl¶em¶at. Mindk¶et esetben in-
dokolt a dinamikus szeml¶elet}u megkÄozel¶³t¶es.

A p¶aros¶³t¶as-piac dinamik¶aja

Ebben a r¶eszben Bir¶o, Cechl¶arov¶a ¶es Fleiner [9] munk¶aj¶ab¶ol ismertetem a leg-
fontosabb eredm¶enyeket. A piac dinamik¶aj¶anak vizsg¶alatakor azt a k¶erd¶est
elemezzÄuk, hogy mik¶ent v¶altozik meg a stabil egyens¶ulyi helyzet ¶uj szerepl}ok
bel¶ep¶es¶et kÄovet}oen. K¶etoldali piacok eset¶eben a folyamatot modellez}o algo-
ritmust |egy m¶as k¶erd¶es kapcs¶an| Roth ¶es Vande Vate alkotta meg [36] a
kÄovetkez}ok¶eppen:

¶Erkezzen egy ¶uj szerepl}o, v a piacra, ahol jelenleg egy Mv stabil p¶aros¶³t¶as
¶all fenn. Mi tÄort¶enik? TegyÄuk fel, hogy az ¶uj j¶at¶ekos egyenk¶ent aj¶anlatot tesz
a piac szerepl}oinek a preferenci¶aja szerint. Amennyiben senki sem fogadja el
v aj¶anlat¶at, az azt jelenti, hogy a lehets¶eges partnerei mind egy-egy jobb part-
nerrel vannak kapcsolatban, vagyis az ¶uj szerepl}o senkivel sem alkot blokkol¶o
p¶art, ¶³gy az Mv p¶aros¶³t¶as stabil marad. Amennyiben az ¶uj szerepl}o, v egy ¯¶u,
¶es aj¶anlat¶at egy u l¶any fogadja el el}oszÄor, akkor k¶et eset lehets¶eges: Amennyi-
ben u-nak nem volt p¶arja az Mv p¶aros¶³t¶asban, akkor az M = Mv [ fu; vg
egy stabil p¶aros¶³t¶as lesz az ¶uj piacon. Ha viszont u egy w ¯¶uval volt p¶arban,
akkor u ¶es w kapcsolata felbomlik, u ¶es v ÄosszejÄon egym¶assal, ¶es most w-
nek kell ¶uj p¶art keresnie mag¶anak ¶ugy, mintha }o ¶erkezett volna be a piacra.
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Vagyis Mw = M n fu; wg[ fu; vg stabil p¶aros¶³t¶as lesz, a w ¯¶u n¶elkÄuli piacon.
A mechanizmus folytat¶odik.

¶EszrevehetjÄuk, hogy ha a ¯¶uk tesznek aj¶anlatot, akkor a l¶anyok helyzete
egyre csak javul a folyamat sor¶an, m¶³g a ¯¶uk helyzete egyre rosszabbodik.
Emiatt ugyanaz az aj¶anlatt¶etel k¶etszer nem jÄohet l¶etre, az aj¶anlattev}o-vissza-
utas¶³t¶o mechanizmus biztosan v¶eget ¶er.

Egyoldali piacok eset¶en Tan ¶es Hsueh [43] alkotott egy hasonl¶o inkremen-
t¶al¶o elven m}ukÄod}o algoritmust. Az egyetlen kÄulÄonbs¶eg, hogy ezen ¶altal¶ano-
sabb esetben ciklusok t}unhetnek el illetve ¶ujak form¶al¶odhatnak. Amennyiben
az utols¶o szerepl}o, aki elfogad egy aj¶anlatot egy ciklusbeli szerepl}o, akkor a
ciklus marad¶ek r¶esze stabil p¶arokra bomlik. V¶egÄul, itt el}ofordulhat, hogy
egy szerepl}o, aki kor¶abban aj¶anlatot tett, k¶es}obb aj¶anlatot kaphat. Ebben
az esetben az aj¶anlattev}o-visszautas¶³t¶o mechanizmus v¶eg n¶elkÄul folytat¶odna,
de Tan ¶es Hsueh megmutatta, hogy ekkor az ism¶etl}od¶esben r¶eszt vev}o sze-
repl}okb}ol egy ¶uj ciklust form¶alva kaphatunk egy stabil f¶el-p¶aros¶³t¶ast az ¶uj
piacon.

Blum, Roth ¶es Rothblum [11] a szenior-poz¶³ci¶ok megÄuresed¶es¶enek-betÄol-
t¶es¶enek kontextus¶aban vizsg¶alta a k¶etoldali piacok dinamik¶aj¶at. Az aj¶anlat-
tev}o-elfogad¶o mechanizmus ¶altal kapott sorozat az ,,¶all¶aslehet}os¶egek l¶ancola-
tak¶ent" jelenik meg a munkaer}o-piacon. Megmutatt¶ak, hogy ez a folyamat
l¶enyeg¶eben megegyezik a le¶anyk¶er}o algoritmus azon v¶altozat¶aval, amelyben
az aj¶anlatt¶etelt a ¯¶uk mindig egyenk¶ent teszik. Ebb}ol a meg¯gyel¶esb}ol egy-
szer}uen ad¶odik a kÄovetkez}o fontos t¶etel:

T¶etel (Blum-Roth-Rothblum, 1997). TegyÄuk fel, hogy egy k¶etoldali p¶aros¶³t¶as-
piacon egy M0 stabil p¶aros¶³t¶as ¶all fenn ¶es n¶eh¶any ¶uj ¯¶u ¶erkezik a piacra.
Ekkor az aj¶anlattev}o-visszautas¶³t¶o mechanizmussal kapott ¶uj, M stabil p¶aro-
s¶³t¶asban minden ¯¶u vagy megmarad az M0-beli p¶arj¶aval, vagy egy rosszabb
p¶art kap, aki viszont a legjobb stabil p¶ar sz¶am¶ara az ¶uj piacon.

Az utols¶o piacra ¶erkez}o j¶at¶ekos teh¶at mindig a lehet}o legjobb p¶art kapja
meg. Blum ¶es Rothblum [12] ¶all¶³t¶asa szerint ¶altal¶aban is ¶erdemes min¶el
k¶es}obb ¶erkezni a piacra:

T¶etel (Blum-Rothblum, 2002). Egy k¶etoldali p¶aros¶³t¶as-piac stabil egyens¶ulya
alakuljon ki ¶ugy, hogy a szerepl}ok egym¶as ut¶an l¶epnek be a piacra, majd az
egyens¶uly az aj¶anlattev}o-visszautas¶³t¶o mechanizmus ¶altal jÄojjÄon l¶etre. Ameny-
nyiben k¶et bel¶ep¶esi sorrend csak annyiban kÄulÄonbÄozik, hogy k¶et j¶at¶ekos helye a
sorrendben felcser¶el}odik: az els}oben u megy be el}obb, a m¶asodikban v, akkor u
j¶at¶ekos az els}o sorrend alapj¶an kialakult stabil p¶aros¶³t¶asban nem kaphat jobb
p¶art, mint a m¶asodik sorrend alapj¶an kialakult stabil p¶aros¶³t¶asban.

V¶egÄul, nem szabad elfelejteni, hogy az aj¶anlatot elfogad¶o l¶anyok |hab¶ar
v¶egÄul a lehet}o legrosszabb p¶art kapj¶ak| helyzete javul, s}ot n¶eh¶anyuknak
biztosan jobb p¶arjuk lesz az ¶uj ¯¶u bel¶ep¶ese ut¶an, mint el}otte volt.

T¶etel (Roth-Sotomayor, 1990). TegyÄuk fel, hogy egy k¶etoldali p¶aros¶³t¶as-
piacon a l¶any-optim¶alis stabil p¶aros¶³t¶as ¶all fenn, amikor bel¶ep n¶eh¶any ¶uj ¯¶u,
¶es a l¶anyok egy L halmaza ¶uj p¶art kap. Ebben az esetben minden L-beli l¶any
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hat¶arozottan jobb p¶art kap b¶armelyik stabil p¶aros¶³t¶asban az ¶uj piacon, mint
kapott ak¶armelyik stabil p¶aros¶³t¶asban a r¶egi piacon; tov¶abb¶a az L-beli l¶anyok
eredeti p¶arjai hat¶arozottan rosszabb p¶art kapnak b¶armely stabil p¶aros¶³t¶asban
az ¶uj piacon, mint kaptak ak¶armelyik stabil p¶aros¶³t¶asban a r¶egi piacon.

A fenti k¶etoldali piacokra vonatkoz¶o t¶etelek megfelel}oit sikerÄult igazol-
nunk egyoldali piacokra, a bizony¶³t¶as¶ahoz a kÄovetkez}o Lemm¶at haszn¶altuk:

3.1 Lemma (Kulcs-lemma). TegyÄuk fel, hogy egy ¶uj szerepl}o, v l¶ep be az egy-
oldali p¶aros¶³t¶as-piacra, ahol egy hMv stabil f¶el-p¶aros¶³t¶as ¶all fenn. Amennyi-
ben v nem alkot blokkol¶o p¶art egy u szerepl}ovel hMv-re n¶ezve, akkor v nem
alkothat stabil p¶art u-val az ¶uj piacon.

Stabil p¶aros¶³t¶asi probl¶em¶ak bonyolults¶aga

A stabil p¶aros¶³t¶asi probl¶em¶akat is alapvet}oen k¶et csoportba tudjuk osztani
a bonyolults¶aguk szerint: vannak olyanok, amelyek megoldhat¶ok polinom
id}oben, illetve olyanok, melyek NP-nehezek.5 A kÄovetkez}okben n¶egy szem-
pont szerint oszt¶alyozva ismertetem }oket.

A feladatot kit}uzhetjÄuk p¶aros gr¶afokra, illetve tetsz}olegesekre. A preferen-
ci¶ak lehetnek szigor¶uak, illetve megengedhetÄunk preferencia-egyez¶eseket (ez
ut¶obbi esetben is akkor lesz egy ¶el blokkol¶o, ha mindk¶et v¶egpontja szigor¶uan
prefer¶alja azt). A k¶erd¶esfeltev¶es szerint a feladat lehet egy stabil p¶aros¶³t¶as
megtal¶al¶asa, avagy egy olyan p¶aros¶³t¶as megkeres¶ese, amelyre n¶ezve a blokkol¶o
¶elek sz¶ama minim¶alis. V¶egÄul a p¶aros¶³t¶asok halmaz¶at megszor¶³thatjuk a maxi-
m¶alis m¶eret}uekre.

Adjunk egy M ahol p¶aros gr¶af tetsz}oleges gr¶af

p¶aros¶³t¶ast, ahol M szigor¶u pref nem szigor¶u szigor¶u pref nem szigor¶u

M tetsz Polinomi¶alis Polinomi¶alis Polinomi¶alis NP-neh¶ez(1)

stabil max Polinomi¶alis NP-neh¶ez(2) Polinomi¶alis (NP-neh¶ez)

a blokkol¶o ¶elek tetsz Polinomi¶alis Polinomi¶alis NP-neh¶ez(3) (NP-neh¶ez)

sz¶amaM-re min max NP-neh¶ez(4) (NP-neh¶ez) (NP-neh¶ez) (NP-neh¶ez)

Azt, hogy NP-teljes azon k¶erd¶es eldÄont¶ese, hogy l¶etezik-e stabil p¶aros¶³t¶as
nem-szigor¶u preferenci¶ak eset¶en (1) el}oszÄor Ronn [30] mutatta meg, majd
k¶es}obb Irving ¶es Manlove [24] adott r¶a alternat¶³v bizony¶³t¶ast. Annak a
probl¶em¶anak az NP-teljes volt¶at, hogy a maxim¶alis m¶eret}u p¶aros¶³t¶asok kÄozÄott
l¶etezik-e stabil, p¶aros gr¶afok eset¶en, nem-szigor¶u preferenci¶akra (2) Manlove
¶es t¶arsai [29] l¶att¶ak be.

A blokkol¶o ¶elek minim¶alis sz¶am¶anak meghat¶aroz¶as¶anak (3) neh¶ezs¶eg¶et
tetsz}oleges gr¶afok eset¶en Abraham, Bir¶o ¶es Manlove [3] l¶att¶ak be. Azt pedig,

5Ha ez ut¶obbiak kÄozÄul b¶armelyikr}ol kiderÄulne, hogy megoldhat¶o polinom id}oben, akkor
az Äosszes NP-teljes probl¶ema is megoldhat¶o volna. Ezt az esetet a sz¶am¶³t¶astudom¶any
szak¶ert}oi nem tartj¶ak val¶osz¶³n}unek. A pontos de¯n¶³ci¶o megtal¶alhat¶o R¶onyai, Ivanyos ¶es
Szab¶o [31] kÄonyv¶eben.
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hogy ez a feladat p¶aros gr¶afokra is neh¶ez, ha megkÄoveteljÄuk, hogy a p¶aros¶³t¶as
maxim¶alis m¶eret}u legyen (4) Manlove bizony¶³totta a kÄozelm¶ultban. S}ot,
mindk¶et esetben az is bebizony¶³tott¶ak, hogy az eml¶³tett ¶ert¶ekeknek m¶eg a
kÄozel¶³t¶es¶ere sincs rem¶eny.6

Egyoldali p¶aros¶³t¶o-programok

A legtÄobbszÄor alkalmazott egyoldali p¶aros¶³t¶o-program val¶osz¶³n}uleg a sakk-
versenyeken haszn¶alt p¶aros¶³t¶o-szoftver, amely a verseny minden fordul¶oj¶aban
eldÄonti, hogy ki kivel j¶atsszon. Mivel a verseny v¶egs}o c¶elja a gy}oztes ki-
hirdet¶ese, ez¶ert tal¶an ¶erthet}o, hogy a sorsol¶ast ir¶any¶³t¶o proced¶ura el}oszÄor
mindig a versenyben vezet}o j¶at¶ekosnak keres megfelel}o ellenfelet, majd ¶³gy
folytatja tov¶abb, kÄulÄon ¯gyelmet ford¶³tva arra, hogy a v¶eg¶en lehet}oleg min-
denki kapjon p¶art. B¶ar tÄort¶ent egy k¶³s¶erlet [27] annak elemz¶es¶ere, hogy a
hivatalos algoritmus helyett ink¶abb stabil p¶aros¶³t¶ast keressen a program, de
v¶elem¶enyem szerint ennek csak akkor lenne ¶ertelme, ha a versenyz}ok c¶elja nem
a gy}ozelem, hanem a sz¶amukra kedvez}o partnerekkel tÄort¶en}o j¶at¶ek volna.

Egy m¶asik alkalmaz¶asi terÄulet lehet az oszthatatlan javak p¶aronk¶enti cse-
r¶eje. Ebben az esetben minden szerepl}onek pontosan egy dolog van a bir-
tok¶aban, amit kicser¶elhetnek egym¶as kÄozÄott egy l¶ep¶esben. Egy relev¶ans al-
kalmaz¶asi lehet}os¶egk¶ent vizsg¶alta Yuan [44] az ¶allami b¶erlak¶asok cser¶ej¶et,
amely a r¶egi szovjet-t¶³pus¶u rendszerekben, ¶es a mai K¶³n¶aban sem k¶epezheti
piaci ad¶as-v¶etel t¶argy¶at. Hasonl¶o jelleg}u, de a vil¶agon mindenÄutt el}ofordul¶o
probl¶ema kezel¶es¶ere szolg¶alnak a p¶aronk¶enti vesecser¶ek koordin¶al¶as¶ara l¶et-
rehozott egyoldali p¶aros¶³t¶o-programok. Err}ol a probl¶emakÄorr}ol ¶³rok most
b}ovebben a fejezet z¶ar¶asak¶ent.

Ha egy beteg ¶es a potenci¶alis donorja (tipikusan egy h¶azasp¶ar) kÄozÄott
immunol¶ogiai okokb¶ol nem lehets¶eges az ¶atÄultet¶es, de van egy hasonl¶o prob-
l¶em¶akkal kÄuzd}o m¶asik p¶ar, ¶es keresztben nincs immunol¶ogiai probl¶ema, akkor
elk¶epzelhet}ov¶e v¶alhat a p¶arok kÄozti vesecsere. N¶eh¶any elszigetelt eset ut¶an
az elm¶ult ¶evekben tÄobb fejlett orsz¶agban hivatalos programokat ind¶³tottak a
vesecser¶ek koordin¶al¶as¶ara.

A programok deklar¶alt c¶eljai ¶es az alkalmazott modellek kÄozÄott azonban
jelent}os kÄulÄonbs¶egek lehetnek. A legtÄobb ma m}ukÄod}o programban, a ves¶ehez
jut¶o betegek sz¶am¶at maximaliz¶alj¶ak. Ez egy maxim¶alis m¶eret}u p¶aros¶³t¶as fela-
dathoz vezet azon a gr¶afon, melynek cs¶ucsai a beteg-donor p¶arok, ¶es ¶el akkor
fut kÄozÄottÄuk, ha lehets¶eges a kereszt-don¶aci¶o (l¶asd a [37] ¶es a [38] cikkeket).
Enn¶el ki¯nomultabb m¶odszer, ha nem csak elfogadhat¶o ¶es nem elfogadhat¶o
ves¶eket kÄulÄonbÄoztetÄunk meg, hanem azt is vizsg¶aljuk, hogy egy vese ,,mennyi-
re j¶o" az adott betegnek. Ennek m¶er}osz¶ama lehet a beÄultetett szerv v¶arhat¶o
¶elettartama. A probl¶ema matematikailag egy s¶ulyozott p¶aros¶³t¶as feladatra

6Az NP-neh¶ez probl¶em¶ak egy r¶esze kÄozel¶³thet}o addit¶³v vagy multiplikat¶³v hib¶aval. Az
¶elkromatikus sz¶am p¶eld¶aul minden gr¶af eset¶en vagy egyenl}o a maxim¶alis foksz¶ammal, vagy
enn¶el eggyel nagyobb. A lefog¶o pontok sz¶am¶anak minimuma pedig felÄulr}ol becsÄulhet}o a
maxim¶alis p¶aros¶³t¶as m¶eret¶enek k¶etszeres¶evel, amely m¶ar polinom id}oben kisz¶am¶³that¶o. A
k¶erd¶eskÄorr}ol b}ovebb le¶³r¶ast tal¶alhat az Olvas¶o Jord¶an, Recski ¶es Szeszl¶er [26] kÄonyv¶eben.
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vezet (ezt a m¶odszert alkalmazz¶ak Ohio ¶allamban, az elm¶eleti h¶att¶ert l¶asd a
[40] cikkben.) V¶egÄul nem elhanyagolhat¶o etikai ¶ervek sz¶olnak a stabil meg-
old¶as alkalmaz¶asa mellett is, ahol nincs k¶et olyan p¶ar, akik kÄolcsÄonÄosen jobb
es¶elyeket kapn¶anak, ha egym¶assal cser¶eln¶enek a programon k¶³vÄul.7

4 Ki¯zet¶eses modellek, NTU/TU-j¶at¶ekok

Ki¯zet¶eses modellekr}ol akkor besz¶elÄunk, ha megengedjÄuk, hogy a l¶etrejÄott
p¶arok illetve t¶arsul¶asok tagjai valamilyen form¶aban kompenz¶alj¶ak egym¶ast.
K¶et dolgot kÄovetelÄunk meg: egyr¶eszt mindenki pontosan meg tudja hat¶arozni
mekkora hasznoss¶agot jelent neki egy lehets¶eges partnerkapcsolatban val¶o
r¶eszv¶etel, m¶asr¶eszt feltesszÄuk, hogy l¶etezik egy olyan ¶atv¶althat¶o hasznoss¶ag¶u
¶aru, amely ¶atadhat¶o a kapcsolatban l¶ev}o szerepl}ok kÄozÄott, ¶es a transzfer
r¶ev¶en ugyanannyival csÄokken az azt ¶atad¶o f¶el hasznoss¶aga, mint amennyivel
a fogad¶o f¶el hasznoss¶aga n}o.

A stabil p¶aros¶³t¶asi modellek ki¯zet¶eses v¶altozat¶anak megold¶asa ez¶ert min-
dig k¶et elem}u: megadjuk, hogy mely p¶arok alakulnak meg ¶es mennyi hasznos-
s¶agot adtak ¶at egym¶asnak a szerepl}ok. A stabilit¶as felt¶etele, hogy ne legyen
olyan megval¶osulatlan (blokkol¶o) p¶ar, melynek tagjai mind jobban j¶arn¶anak,
ha a partnerkapcsolatuk l¶etrejÄonne ¶es megfelel}o ki¯zet¶esekkel kompenz¶aln¶ak
egym¶ast.

Az i szerepl}o hasznoss¶ag¶at egy fi; jg kapcsolatban jelÄoljÄuk ui(fi; jg)-vel.
Egy M p¶aros¶³t¶as eset¶en az ¶atadott ki¯zet¶eseket gy}ujtsÄuk egy p(M) vektorba,
melynek i-edik koordin¶at¶aja, pi(M) jelentse azt a (pozit¶³v vagy negat¶³v) tran-
szfert, amelyet az i-edik j¶at¶ekos kapott. Transzfert csak M -beli p¶arok adhat-
nak egym¶asnak, ¶es egy fi; jg p¶aron belÄul a transzferek Äossz¶ert¶eke term¶eszete-
sen nulla, vagyis pi(M)+pj(M) = 0. Ha egy szerepl}o nem eleme egy p¶arnak,
akkor ¶ertelemszer}uen nem lehet ki¯zet¶ese, vagyis pi(M) = 0 minden M -ben
nem szerepl}o i-re. Egy i j¶at¶ekos Äosszhaszn¶at hi-vel jelÄolve teh¶at hi = 0, ha i
nincs p¶aros¶³tva, ¶es hi = ui(fi; jg) + pi(M), ha i szerepl}o a j-vel alkot p¶art ¶es
pi(M) transzfert kap t}ole.

Egy [M; p(M)] p¶art stabil megold¶asnak nevezÄunk, ha nem l¶etezik olyan
megval¶osulatlan fa; bg blokkol¶o p¶ar, hogy ua(fa; bg) + ub(fa; bg) > ha + hb.
Ekkor ugyanis a-nak ¶es b-nek ¶erdek¶eben ¶allna kil¶epni az M -beli kapcsolataib¶ol
¶es ¶uj p¶art alkotni, majd az a-t¶ol b-nek juttatott ua(fa; bg) ¡ ha ¶es hb ¡
ub(fa; bg) kÄozÄotti hasznoss¶ag ¶atad¶as¶aval mindketten jobban j¶arn¶anak.

Bevezet¶esk¶eppen l¶assunk k¶et p¶eld¶at egy-egy h¶aromszem¶elyes stabil p¶aro-
s¶³t¶asi probl¶em¶ara ki¯zet¶essel ¶es ki¯zet¶es n¶elkÄul. (Az el¶erhet}o hasznoss¶agok
¶abr¶azol¶as¶anak meg¶ert¶es¶ehez seg¶³ts¶eget ny¶ujthat a 3. ¶abra ¶es annak magyar¶a-
zata.)

7Fontos m¶eg megeml¶³teni, hogy a cser¶ek nem csak p¶aronk¶ent kivitelezhet}ok, hanem
elvileg hosszabb kÄorÄokben is. Azonban ¶erthet}o okokb¶ol az Äosszes m}ut¶etet egy id}oben
kell v¶egrehajtani, ¶³gy ha h¶arom p¶ar cser¶el egy kÄorben, akkor m¶ar 6 m}ut}ore ¶es orvos-
csoportra van szÄuks¶eg egyszerre. Ennek ellen¶ere p¶eld¶aul az amerikai NEPKE programban
a h¶armas-cser¶ek is megengedettek. Ekkor a megfelel}o matematikai probl¶em¶ak sok esetben
bizony¶³tottan neh¶ezz¶e v¶alhatnak (l¶asd [10] ¶es [8]).
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3. P¶elda. A h¶arom szerepl}o hasznoss¶aga a p¶arkapcsolatokban legyen a
kÄovetkez}o: ua(fa; bg) = 6, ub(fa; bg) = 3, ub(fb; cg) = 4, uc(fb; cg) = 1,
uc(fc; ag) = 2, ua(fc; ag) = 1.

Az 1. ¶abr¶an l¶athat¶o, hogy a ki¯zet¶es n¶elkÄuli esetben nem l¶etezik stabil
p¶aros¶³t¶as, illetve, hogy a ki¯zet¶eses esetben az fa; bg egy stabil p¶art alkot ha
a 2 ¶es 3 kÄozÄotti hasznoss¶agot ¶atad b-nek.

1. ¶abra. A p¶arok hasznoss¶agai ¶es a stabil megold¶as a ki¯zet¶eses esetben

4. P¶elda. A h¶arom szerepl}o hasznoss¶aga a p¶arkapcsolatokban legyen a
kÄovetkez}o: ua(fa; bg) = 2, ub(fa; bg) = 3, ub(fb; cg) = 2, uc(fb; cg) = 1,
uc(fc; ag) = 2, ua(fc; ag) = 1.

2. ¶abra. A p¶arok hasznoss¶agai ¶es a stabil megold¶as a ki¯zet¶es n¶elkÄuli esetben

A fenti ¶abr¶an l¶athat¶o, hogy a ki¯zet¶es n¶elkÄuli esetben az fa; bg egy stabil
p¶ar, illetve, hogy a ki¯zet¶eses esetben nem l¶etezik stabil megold¶as. Ennek
ok¶at a k¶es}obbiekben r¶eszletezem.

Term¶eszetes feltev¶es, hogy a szerepl}ok egy csoportja ne csak egyf¶elek¶eppen
tudjon egyÄuttm}ukÄodni. ¶Eletszer}u Cechl¶arov¶a ¶es Ferkov¶a p¶eld¶aja [13] a repÄu-
l}og¶ep-pil¶ot¶ak p¶aros¶³t¶as¶ar¶ol. Itt ugyanis egy p¶ar beoszt¶asakor igen elt¶er}o le-
het a kapcsolat meg¶³t¶el¶ese a pil¶ot¶ak r¶esz¶er}ol, att¶ol fÄugg}oen, hogy melyikÄuket
tett¶ek meg els}o- illetve m¶asodpil¶ot¶anak. Hasonl¶ok¶eppen k¶et lehets¶eges kap-
csolat lehet k¶et sakkj¶at¶ekos kÄozÄott egy sakkverseny egy fordul¶oj¶aban, att¶ol
fÄugg}oen, hogy ki j¶atszik vil¶agossal. Szint¶en k¶et lehets¶eges kapcsolat jÄohet l¶etre
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haz¶ankban egy di¶ak ¶es az egyetem egy szakja kÄozÄott, hiszen kÄolts¶egt¶er¶³t¶eses
¶es ¶allamilag ¯nansz¶³rozott form¶aban is ig¶enybe lehet venni az oktat¶ast. A
j¶at¶ekelm¶elet egy klasszikus p¶eld¶aja a h¶azasp¶ar esete, ahol a f¶erj ink¶abb a
focimeccsre, a feles¶eg pedig balettre menne, de persze legink¶abb egym¶as t¶ar-
sas¶ag¶aban.

Meggondolhat¶o, hogy tÄobbf¶ele egyÄuttm}ukÄod¶es jÄohet l¶etre puszt¶an aszerint
is, hogy az egyes szerepl}ok mekkora er}ofesz¶³t¶est ford¶³tanak a kapcsolatra.
Illetve ennek egyszer}us¶³tett v¶altozatak¶ent a szerepl}ok ¶atv¶althat¶o hasznoss¶ag¶u
j¶osz¶ag ¶atad¶as¶aval, transzferrel szint¶en tetsz}oleges m¶ert¶ekben m¶odos¶³thatj¶ak
egym¶as hasznoss¶ag¶at egy kapcsolatban. MegjegyezzÄuk, hogy a folytonosan
v¶altoz¶o el¶erhet}o hasznoss¶agok halmaza j¶ol kÄozel¶³thet}o diszkr¶et kimenetekkel.

A kÄovetkez}o, 3. ¶abr¶an egy p¶ar lehets¶eges egyÄuttm}ukÄod¶eseinek n¶egy eset¶et
mutatjuk be, a kapcsol¶od¶o szem¶elyes hasznoss¶agok megjelen¶³t¶es¶evel. Az els}o
esetben csak egyfajta egyÄuttm}ukÄod¶es lehet a k¶et f¶el kÄozÄott. A m¶asodikban
k¶etf¶ele. A harmadikban sokf¶ele lehet, az el¶erhet}o hasznoss¶agok ak¶ar foly-
tonosan is v¶altozhatnak, ezt kÄozel¶³thetjÄuk v¶eges sok lehets¶eges kimenettel.
V¶egÄul a negyedik p¶elda az ¶atv¶althat¶o hasznoss¶ag¶u esetet mutatja, ahol a k¶et
f¶el egyÄuttm}ukÄod¶es¶enek van egy maxim¶alis Äosszhaszna, amelyet egym¶as kÄozÄott
tetsz}olegesen eloszthatnak. P¶arkapcsolatok eset¶en a tÄobbf¶ele egyÄuttm}ukÄod¶est
p¶arhuzamos ¶elek beh¶uz¶as¶aval tudjuk modellezni, ha gr¶a®al reprezent¶aljuk a
kapcsolati rendszereket.

3. ¶abra. Hasznoss¶agfÄuggv¶enyek egy p¶arkapcsolatban

¶Atv¶althat¶o hasznoss¶ag n¶elkÄuli j¶at¶ekok

Egy ¶atv¶althat¶o hasznoss¶ag n¶elkÄuli j¶at¶ek, rÄoviden NTU-j¶at¶ek, megadhat¶o egy
(N; V ) p¶arral, ahol N = f1; 2; . . . ; ng a j¶at¶ekosok halmaza ¶es V a ki¯zet¶es-
fÄuggv¶eny, amely minden S µ N t¶arsul¶ashoz hozz¶arendel egy IRS-beli V (S)
halmazt, ¶ugy hogy V (;) = ; ¶es minden S µ N; S 6= ;-re:

a) V (S) egy nemÄures ¶es z¶art halmaza IRS-nek

b) ha x 2 V (S) ¶es y · x, akkor y 2 V (S)

c) V (S) \ IRS
+ korl¶atos.
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Minden j¶at¶ekos r¶eszt vesz a j¶at¶ekban, ez¶ert a j¶at¶ek kimenete egy V (N)-
beli vektor, melynek koordin¶at¶ai az egyes j¶at¶ekosok el¶ert hasznoss¶ag¶at jelen-
tik. Term¶eszetesen k¶et kimenet kÄozÄul minden j¶at¶ekos azt prefer¶alja, ame-
lyikben a hasznoss¶aga nagyobb. A j¶at¶ek egy x 2 V (N) kimenete benne
van a j¶at¶ek magj¶aban, ha nem l¶etezik olyan (blokkol¶o) S t¶arsul¶as ¶es a tagjai
¶altal el¶erhet}o y 2 V (S) kimenet, melyre yi > xi minden i 2 S-re. Teh¶at
a j¶at¶ekosok egyik csoportj¶anak sem ¶eri meg kil¶epni a nagykoal¶³ci¶ob¶ol, mert
Äonmagukban nem tudn¶anak olyan kimenetet el¶erni, amelyben minden sze-
repl}ojÄuk nagyobb haszonra tehet szert.

Term¶eszetes felt¶etelk¶ent jelentkezhet a szuperadditivit¶as, amely egy NTU-
j¶at¶ekra megkÄoveteli, hogy tetsz}oleges k¶et S; T µ N , S \ T = ; t¶arsul¶asra
V (S) [ V (T ) µ V (S [ T ) teljesÄuljÄon.

Tov¶abbi specializ¶al¶as ut¶an de¯ni¶alhatjuk a part¶³cion¶al¶asi j¶at¶ekot. Itt
feltesszÄuk, hogy adva van a lehets¶eges alapt¶arsul¶asoknak egy B µ 2N hal-
maza, melynek r¶esze minden fig, i 2 N egyszerepl}os t¶arsul¶as (mindenkinek
meghagyjuk a jogot, hogy egyedÄul maradjon). Egy tetsz}oleges S t¶arsul¶as
¶altal legyen el¶erhet}o egy x 2 IRS ki¯zet¶es, akkor ¶es csak akkor ha l¶etezik az
S halmaznak egy olyan Bi 2 B alapt¶arsul¶asokb¶ol ¶all¶o B1 [B2 [ . . . [Bk = S
part¶³ci¶oja, hogy minden ebben r¶esztvev}o Bi t¶arsul¶asra az x kimenetb}ol Bi

szerepl}oinek jut¶o ki¯zet¶es V (Bi)-ben legyen. Ha S µ N -re ¦B(S)-el jelÄoljÄuk
a B alapt¶arsul¶asokb¶ol el}o¶all¶³that¶o part¶³ci¶ok halmaz¶at az S szerepl}oin, akkor
tÄomÄorebb kifejez¶essel:

V (S) = fx 2 IRS : 9¼ 2 ¦B; Bi 2 ¼; x 2 V (B1) £ V (B2) £ . . . £ V (Bk)g

A part¶³cion¶al¶asi j¶at¶ek nagy el}onye, hogy egy kimenet magbeli volt¶anak
vizsg¶alatakor el¶eg csak az alapt¶arsul¶asokra ellen}orizni a stabilit¶asi felt¶etelt.
Igaz ugyanis a kÄovetkez}o t¶etel:

T¶etel. Egy part¶³cion¶al¶asi j¶at¶ekban az x kimenet akkor ¶es csakis akkor mag-
beli, ha nem l¶etezik blokkol¶o B alapt¶arsul¶as (vagyis egy B 2 B ¶es egy y 2
V (B), hogy yi > xi minden i 2 B-re).

A bizony¶³t¶ashoz azt kell csak megmutatni, hogy ha az adott x kimenetre
van egy tetsz}oleges S blokkol¶o t¶arsul¶as, akkor van egy B blokkol¶o alapt¶arsul¶as
is. Ez viszont nyilv¶anval¶o, hiszen az S t¶arsul¶as ¶altal el¶ert y 2 V (S) egy
alapkoal¶³ci¶okb¶ol ¶all¶o part¶³ci¶oval val¶os¶³that¶o meg, teh¶at az ebben szerepl}o
b¶armelyik B alapt¶arsul¶as is blokkol¶o lesz.

Az alapt¶arsul¶asok ¶altal el¶erhet}o ki¯zet¶esekre tett er}os megkÄot¶essel kap-
hatjuk meg a part¶³cion¶al¶asi j¶at¶ekok speci¶alis esetek¶ent a t¶arsul¶asi j¶at¶ekot.
FeltesszÄuk, hogy minden B 2 B t¶arsul¶asra l¶etezik egy v(B) 2 IRB ki¯zet¶es,
hogy a B ¶altal el¶erhet}o m¶as ki¯zet¶esekben egyik B-beli j¶at¶ekos sem kaphat
tÄobbet. Vagyis

V (B) = fx 2 IRB : x · v(B)g
A t¶arsul¶asi j¶at¶ekokban teh¶at nem k¶erd¶es, hogy egy t¶arsul¶as, ha megalakul,
akkor mekkora ki¯zet¶est kapnak bel}ole a tagok. (Ezt ¶ertelmezhetjÄuk ¶ugy is,
hogy csak egy lehets¶eges form¶aja van minden koal¶³ci¶os egyÄuttm}ukÄod¶esnek.)
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¶Igy a j¶at¶ek kimenet¶en el¶eg m¶ar csak azt ¶ertenÄunk, hogy mely alapt¶arsul¶asok
jÄottek l¶etre, a t¶enyleges ki¯zet¶esek ebb}ol egy¶ertelm}uen meghat¶aroz¶odnak. A
t¶arsul¶asi j¶at¶ek kimenetel¶et ez¶ert h¶³vhatjuk egyszer}uen part¶³ci¶onak.

Ebb}ol kifoly¶olag viszont az egyes szerepl}ok term¶eszetes m¶odon tudnak egy
rangsort fel¶all¶³tani az alapt¶arsul¶asok kÄozÄott, amelyben tagok lehetnek: min-
denki azt a t¶arsul¶ast prefer¶alja, ahol a t¶arsul¶as megval¶osul¶asa eset¶en nagyobb
lesz a ki¯zet¶ese. Form¶alisan: ha i 2 Bk ¶es i 2 Bl, akkor Bk ·i Bl ()
vi(Bk) · vi(Bl).

A t¶arsul¶asi j¶at¶ek kimenete, egy ¼ part¶³ci¶o pontosan akkor lesz benne a
j¶at¶ek magj¶aban, ha nincs blokkol¶o alapt¶arsul¶as, vagyis egy olyan l¶etre nem
jÄott t¶arsul¶as, melynek tagjai egy¶ertelm}uen jobban j¶arn¶anak a t¶arsul¶as meg-
val¶osul¶as¶aval, mint a jelenlegi part¶³ci¶oban. Prec¶³zebben fogalmazva, jelÄoljÄuk
B¼[i]-vel azt a t¶arsul¶ast, amelynek az i j¶at¶ekos tagja a ¼ part¶³ci¶oban. De¯n¶³ci¶o
szerint akkor ¶es csakis akkor blokkolja egy B 2 B t¶arsul¶as a kimenetet, ha
minden i 2 B-re vi(B¼[i]) < vi(B), ami a fentiek szerint ekvivalens azzal,
hogy B¼ [i] <i B.

A t¶arsul¶asi j¶at¶ekokat a fentiek miatt de¯ni¶alhatjuk ¶ugy is, hogy minden
szerepl}onek csup¶an a preferenci¶ait adjuk meg azon alapt¶arsul¶asok felett, ame-
lyeknek tagja lehet. A j¶at¶ek mag-beli kimenet¶et pedig egyszer}uen nevezhetjÄuk
stabil part¶³ci¶onak. Amennyiben minden alapkoal¶³ci¶o csak k¶etelem}u lehet,
akkor speci¶alis esetk¶ent megkapjuk a stabil p¶aros¶³t¶as probl¶em¶at.

¶Atv¶althat¶o hasznoss¶ag¶u j¶at¶ekok

Egy j¶at¶ek ¶atv¶althat¶o hasznoss¶ag¶u, rÄoviden TU-j¶at¶ek, ha megadhat¶o egy (N;v)
p¶arral, ahol v most egy hasznoss¶ag-fÄuggv¶eny, amely minden S µ N t¶arsul¶ashoz
egy v(S) 2 IR ¶ert¶eket rendel hozz¶a, amely a t¶arsul¶as ¶altal el¶erhet}o Äosszki¯zet¶est
jelenti. Ezen osztozhatnak a t¶arsul¶as tagjai. Meggondolhat¶o, hogy minden
TU-j¶at¶ek fel¶³rhat¶o NTU-j¶at¶ekk¶ent is a kÄovetkez}o hozz¶arendel¶essel: V (S) =
fx 2 IRS :

P
i2S xi · v(S)g minden S µ N; S 6= ;-re.

¶Atv¶althat¶o hasznoss¶ag¶u j¶at¶ekokn¶al, ha az x(S) =
P

i2S x(i) jelÄol¶est hasz-
n¶aljuk, akkor a j¶at¶ek kimenete egy x(N) · v(N) megval¶os¶³that¶o ki¯zet¶es. Ha
x(N) ¸ v(N) ¶es minden i szerepl}ore teljesÄul a xi ¸ v(fig) felt¶etel (vagyis
senki sem kap kevesebb ki¯zet¶est, mint amit egyedÄul is el tud ¶erni), akkor a
kimenetet eloszt¶asnak nevezzÄuk. Egy eloszt¶as benne van a j¶at¶ek magj¶aban, ha
x(S) ¸ v(S) minden S t¶arsul¶asra. A szuperadditivit¶asi felt¶etel TU-j¶at¶ekokra
a v(S) + v(T ) · v(S [ T ) egyenl}otlens¶egnek felel meg.

A mag-megold¶as l¶etez¶es¶enek szÄuks¶eges ¶es el¶egs¶eges felt¶etel¶et pontosan
meg lehet hat¶arozni. A t¶arsul¶asok egy S µ 2N rendszer¶et kiegyens¶ulyozottnak
nevezzÄuk, ha l¶eteznek olyan 0 · ¸S · 1 (S 2 S) s¶ulyok, melyekkel

X

i2S2S
¸S = 1

teljesÄul minden i j¶at¶ekosra. Egy j¶at¶ek kiegyens¶ulyozott, ha minden kiegyen-
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s¶ulyozott t¶arsul¶asra ¶es s¶ulyrendszerre fenn¶all a

X

S2S
¸Sv(S) · v(N)

egyenl}otlens¶eg. A t¶emakÄor tal¶an legh¶³resebb ¶all¶³t¶asa a kÄovetkez}o t¶etel:

T¶etel (Bondareva-Shapley). Egy TU-j¶at¶ek magja akkor ¶es csakis akkor nem
Äures, ha a j¶at¶ek kiegyens¶ulyozott.

A part¶³cion¶al¶asi TU-j¶at¶ekokra egy S t¶arsul¶as ¶ert¶eke megegyezik a benne
szerepl}o j¶at¶ekosokb¶ol kialak¶³tott legnagyobb Äossz¶ert¶ek}u alapt¶arsul¶asokb¶ol ¶all¶o
part¶³ci¶o ¶ert¶ek¶evel:

v(S) = maxfv(B1) + v(B2) + . . . + v(Bk) : ¼ 2 ¦B;Bi 2 ¼g

Itt is igaz, hogy egy x eloszt¶as pontosan akkor mag-megold¶as, ha nincs
blokkol¶o alapt¶arsul¶as (vagyis, ha x(B) ¸ v(B) minden B 2 B-re). Ez vi-
szont azt jelenti, hogy ha ¼ egy olyan part¶³ci¶oja N -nek, amelyre a maximum
felv¶etetik, akkor minden Bi 2 ¼-re x(Bi) = v(Bi). Teh¶at, ha a j¶at¶ek magja
nem Äures, akkor egy magbeli x eloszt¶as megval¶os¶³that¶o, ¶ugy is hogy az x(N)
Äossz¶ert¶ek}u ¼ part¶³ci¶o minden egyes Bi alapt¶arsul¶as¶anak tagjai egym¶ast kÄozÄott
|a t¶arsul¶asokon belÄul| osztj¶ak fel az ¶altaluk l¶etrehozott hasznoss¶agot.

Hasonl¶ok¶eppen, meg lehet mutatni, hogy egy part¶³cion¶al¶asi j¶at¶ek kiegyen-
s¶ulyozotts¶ag¶ahoz el¶eg csak az alapt¶arsul¶asokb¶ol ¶all¶o S0 µ B kiegyens¶ulyozott
t¶arsul¶as-rendszereket vizsg¶alni, hiszen minden S µ 2N -re l¶etezik egy S0 µ B,
hogy

X

S2S
¸Sv(S) =

X

S2S
¸S

· X

Bi2¼S

v(Bi)

¸
=

X

Bi2S0

· X

Bi2¼S
S2S

¸S

¸
v(Bi) =

=
X

Bi2S0
¸0

Bi
v(Bi)

ahol S0 szint¶en kiegyens¶ulyozott a ¸0
S s¶ulyokkal. A j¶at¶ek magj¶anak l¶etez¶es¶enek

szÄuks¶eges ¶es el¶egs¶eges felt¶etele teh¶at ¶ertelemszer}uen egyszer}usÄodik.
Ha az alapt¶arsul¶asok legfeljebb csak k¶etelem}uek, akkor a part¶³cion¶al¶asi

TU-j¶at¶ek term¶eszetes m¶odon megfeleltethet}o egy stabil p¶aros¶³t¶as probl¶ema
ki¯zet¶eses v¶altozat¶anak. Ugyanis, ha egy fi; jg lehets¶eges p¶ar ¶ert¶eke v(fi; jg) =
ui(fi; jg)+ uj(fi; jg), ¶es az x eloszt¶asb¶ol az i-edik j¶at¶ekos r¶eszesed¶ese term¶e-
szetes m¶odon megfelel a j¶at¶ekos Äosszhasznoss¶ag¶anak, xi = hi = ui + pi(M),
akkor, ha x(N) egy mag-eloszt¶as az el}obbiben, akkor az x(N) = v(N) ¶ert¶eket
megval¶os¶³t¶o M p¶aros¶³t¶as stabil lesz pi(M) = xi ¡ v(BM [i]) ki¯zet¶es mellett
az ut¶obbiban.

Amennyiben a k¶etelem}u alaphalmazokb¶ol k¶epzett gr¶af p¶aros, akkor a
|stabil h¶azass¶ag probl¶ema ki¯zet¶eses v¶altozat¶anak megfelel}o| feladatot
hozz¶arendel¶esi j¶at¶eknak nevezzÄuk. Err}ol Shapley ¶es Shubik [41] l¶atta be 1972-
ben, hogy kiegyens¶ulyozott, ez¶ert a magja nem Äures. L¶assuk v¶egÄul ennek egy
ekvivalens bizony¶³t¶as¶at Egerv¶ary 1931-es t¶etele szerint.
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Legyen adva a G gr¶af minden e ¶el¶ehez egy w(e) s¶uly. Egy p¶aros¶³t¶as Äossz-
s¶uly¶an a p¶aros¶³t¶asban szerepl}o ¶elek s¶ulyainak Äosszeg¶et ¶ertjÄuk. A maxim¶alis
Äosszs¶uly¶u p¶aros¶³t¶as Äosszs¶uly¶at jelÄoljÄuk ºw(G)-vel. Egy c : V =) RV ¶ert¶ek-
ad¶ast a cs¶ucsokon nevezzÄunk fed¶esnek, ha minden e = fu; vg ¶elre c(u)+c(v) ¸
w(e) teljesÄul. Egy fed¶es ¶ert¶eke a cs¶ucsok ¶ert¶ekeinek Äosszege. A minim¶alis ¶er-
t¶ek}u fed¶es ¶ert¶ek¶et jelÄoljÄuk ¿¤

w(G)-vel.
Nyilv¶anval¶o, hogy ha M egy maxim¶alis Äosszs¶uly¶u p¶aros¶³t¶as, akkor ak¶ar

csak az M ¶eleinek fed¶es¶ere is kell egy ekkora ¶ert¶ek}u fed¶es, ez¶ert ºw(G) ·
¿¤
w(G) teljesÄul minden G gr¶afra. Egerv¶ary Jen}o [15] |K}onig t¶etel¶enek ¶alta-

l¶anos¶³t¶asak¶ent| bel¶atta, hogy a k¶et param¶eter kÄozÄott egyenl}os¶eg ¶all fenn, ha
a gr¶af p¶aros.

T¶etel (Egerv¶ary, 1931). Ha G p¶aros gr¶af, akkor ºw(G) = ¿¤
w(G).

A gr¶afelm¶eleti ¶es j¶at¶ekelm¶eleti megfontol¶asok kÄozÄott a kÄovetkez}o megfelel-
tet¶es adhat¶o: Minden e = fi; jg ¶elen legyen akkora w(e) s¶uly, amekkora
az adott fi; jg p¶ar v(fi; jg) ¶ert¶eke. A j¶at¶ek v(N) ¶ert¶eke ebben az eset-
ben egyenl}o ºw(G)-vel, vagyis a maxim¶alis Äosszs¶uly¶u p¶aros¶³t¶as ¶ert¶ek¶evel.
Egerv¶ary t¶etele szerint p¶aros gr¶afban mindig van ugyanekkora ¶ert¶ek}u fed¶es
is. Ennek kÄovetkezm¶enye, hogy egy c minim¶alis ¶ert¶ek}u fed¶esnek kÄolcsÄonÄosen
egy¶ertelm}uen megfelel egy x mag-eloszt¶as (hiszen a c(i) + c(j) ¸ w(fi; jg)
fed¶es-felt¶etel az x(i) + x(j) ¸ v(fi; jg) mag-felt¶etellel ekvivalens). Egerv¶ary
t¶etele teh¶at pontosan a hozz¶arendel¶esi j¶at¶ek kiegyens¶ulyozotts¶ag¶at igazolja.

4. ¶abra. A kooperat¶³v j¶at¶ekok rendszerez¶ese
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Ha a stabil szobat¶ars probl¶ema ki¯zet¶eses v¶altozat¶at tekintjÄuk, akkor an-
nak megoldhat¶os¶aga a fentiekhez hasonl¶ok¶eppen azon m¶ulik, hogy a megfelel}o
s¶ulyozott gr¶afban a maxim¶alis Äosszs¶uly¶u p¶aros¶³t¶as ¶ert¶eke el¶eri-e a minim¶alis
fed¶es ¶ert¶ek¶et. Ez ut¶obbir¶ol bel¶athat¶o (l¶asd b}ovebben [28]), hogy ¶ert¶eke meg-
egyezik a maxim¶alis Äosszs¶uly¶u f¶el-p¶aros¶³t¶as ¶ert¶ek¶evel.8 V¶egÄul a 4. ¶abr¶an egy
Äosszegz}o t¶abl¶azatot l¶athatunk az ismertetett kooperat¶³v j¶at¶ekokr¶ol.
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STABLE MATCHING MODELS AND CENTRALIZED MATCHING

PROGRAMS

The goal of this survey is to introduce the most relevant stable matching models
and its applications. Centralized matching programs can preserve suitable solutions
for a wide range of social and economic problems. Beside this summary, we show
some recent results on the dynamics of matching markets, and we present the
computational complexity of a family of related problems. Finally, we explain how
these stable matching models can be described with game theoretical notions.


