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A HARROD MODELL STRUKTURALIS STABILITASA!

MOCZAR JOZSEF — KRISZTIN TIBOR
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Ebben a tanulmanyban megmutatjuk, hogy az adaptiv varakozasok segitsé-
gével megfogalmazott nemlinedris dinamikai rendszerbdl nyert hiperbolikus
nemtrividlis fixpont megfelel a harrodi instabil egyensilyi helyzetnek. Be-
bizonyitjuk, hogy ez a harrodi értelemben dinamizalt nemlineédris modell, a
megfeleld kozgazdasagi feltételek mellett, strukturalisan stabil. Strukturalis
stabilitds mellett a tOkekoefficiensek varhaté és tényleges idobeli alakuldsat
lefré fiiggvények kis véltoztatdsa (a vektormezé Cl-es perturbdcidja) nem
érinti az endogén valtozdk kvalitativ tulajdonsdgait, vagyis a trajektéridik
ugyan kis mértékben megvaltozhatnak, de szerkezetiikk megegyezik a per-
turbalatlanéval, s ezzel elérejelzésekre alkalmasak. Ebben az esetben érvényét
vesziti az in. Lucas vagy még pontosabban az Engel kritika. Az idéparamé-
tert atskalazza a perturbalt modell, vagyis nem teljesiil a topolégiai konjugé-
cid; a novekedési iitem bizonyos szintre torténé emelkedése vagy csokkenése
eltér6 idot vehet igénybe az eredeti modellbelitol.

Kulcsszavak: Harrod modell, akcelerator-elv, stacionarius egyenstlyi
allapot, topoldgiai ekvivalencia, strukturalis stabilitas, topoldgiai konjugacié.

1 Bevezetés

Keynes nem fejlesztette tovabb a kereslet-determinalt elméletét egy explicit
egyensulyi novekedési modellbe, annak kidolgozasat a cambridgei keynesianu-
sokra hagyta. Elséként Sir Roy Harrod rukkolt el6 egy kiterjesztéssel, amely
bevezette a késébbiekben réla elnevezett Harrod modellt. Harrod keynesi no-
vekedéselmélete (ldsd Harrod (1939, 1973)) nagyban befolydsolta az egymést
kovetd gazdasagi novekedési elméleteket és a novekedési kozgazdasagtan olyan
hozzajarulasait, mint Kaldor (1957), Robinson (1962) és Passinetti (1962)
cambridgei ihletésti modelljeit, Solow (1956) neoklasszikus vagy Sidrauski
(1967), Hadjimichalakis (1971) stb. monetaris modelljeit. De ide sorolhaté
a tobbszektoros kiterjesztése is, a zart dinamikus Leontief-modell (ldsd Zalai
(2000), Méczar (1991)).2

IBeérkezett: 2006. prilis 21. E-mail: jozsef.moczar@uni-corvinus.hu, krisztin@
math.u-szeged.hu.

2A fejlédé orszagok Vildgbank-os és IMF-es pénziigyi tdmogatdsa ma is Harrod
névekedéselmélete alapjin torténik, de ennek ellenére Easterly (1997) egyenesen napjaink
kriptaszokevényének tekinti a modellt. Domar, aki 1946-ban Harrodéhoz hasonlé modellt
vizsgdlt, s amely erdsen emlékeztet a Feldmann (1928) modellre, 11 évvel késébb ”6rok
biintudattal” (with ever-guilty conscience) tagadta meg munkdjit (ldsd in Domar (1957,
7-8. 0.)), amit itt most tiszteletben tartunk.
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A strukturalis stabilitas fogalmédt a modern topoldgia eszkozeivel And-
ronov és Pontrjagin definidltdk (ldsd in Andronov és Pontrjagin (1937)).
A fogalom magdnak a dinamikus rendszernek egy bizonyos tulajdonsiga,
ami leglatvanyosabban gy jelenik meg, hogy egy strukturdlisan stabil mo-
dell fazisdiagramjanak kvalitativ tulajdonsiagai nem véltoznak, ha a modell
feltételrendszerét kissé perturbaljuk. Még ha egy modell dinamikusan insta-
bil egyensulyi allapottal is rendelkezik, a strukturalis stabilitisa még mindig
tekintheto egy elégséges feltételnek a tudoményos jelenségek megfigyelheto-
ségére és eldrejelezhetdségére, vagyis a mi esetiinkben most a Harrod altal
megfogalmazott keynesi stacionarius gazdasdgi novekedésre. Ugyanakkor,
tekinthet6 ugy is, mint Harrodnak egy gyengébb "kés-él” instabilitasrdl ki-
fejtett (lasd in Harrod (1973)) fogalménak az ujraértelmezése, ami elvezet
Leijonhufvud (1968) un. folyosé stabilitds fogalméhoz, ami azért is kiillonésen
érdekes, mert az nem egy matematikailag formalizalt értelmezése a keynesi
alapokon nyugvé stacionarius névekedéselméletnek.

A Harrod modell egyenlete egy statikus egyensilyi helyzetet definial,
amit most az adaptiv varakozasok segitségével megfogalmazott és a tokéletes
elorelatas feltevésével egydimenzidsra redukalt dinamikus nemlinedris modell
staciondarius egyensulyi allapotaként szarmaztatunk. Megmutatjuk, hogy a
harrodi egyensilyi allapot instabil, de a nemlineéris modelliink strukturalisan
stabil. Ez utébbi tulajdonsidg megengedi, hogy az empirikus vizsgélatokban
a paraméterek kissé torzitottak legyenek és megengedjlink mas természetii
kisebb valtozasokat is a vektormezoben. Ez kozgazdasagi szempontbdl azért
rendkiviil jelentés, mert strukturalis stabilitds mellett a tékekoefficiensek
varhato és tényleges idObeli alakulasat leird fliggvények piciny valtoztatasa
(a vektormezd C'-es perturbaciéja) nem érinti az endogén valtozék kvali-
tativ tulajdonsigait, vagyis a perturbalt és a perturbdlatlan vektormezoék
topologikusan ekvivalensek, azaz palyaik szerkezete azonos, s ezzel elorejel-
zésekre alkalmasak. Vagyis ebben az esetben érvényét vesziti az Gn. Lucas
(1976), vagy még pontosabban az Engel kritika (Engle et al., 1983). Az
idoparamétert atskdlazza a perturbalt modell, vagyis nem teljestl a topoldgiai
konjugacio; a novekedési titem bizonyos szintre torténd emelkedése vagy csok-
kenése eltér6 idot vehet igénybe, mint az eredeti modellben.

A tanulmény egyes pontjaiban a kovetkezd kérdésekkel foglalkozunk.

A 2. pontban bebizonyitjuk, hogy az adaptiv vérakozasok segitségével
megfogalmazott nemlinearis folytonos ideji dinamikus modell nemtrivialis
egyensulyi pontja, tokéletes elérelatas mellett, megfelel a harrodi instabil
egyensilyi allapotnak. A 3. pontban az egy- és kétdimenzids specidlis di-
namikai rendszerek globalis strukturalis stabilitasanak bizonyitasahoz sziik-
séges fogalmakat és tételeket (Poincaré-Perko, Peixoto, Kotus-Krych-Nitecki)
targyaljuk. Itt az algoritmusok szempontjabdl érdekesek lehetnek az in. kon-
struktiv tételek bizonyitdsai. A 4. pontban pedig bebizonyitjuk azoknak a
dinamikus nemlinearis modelleknek a strukturalis stabilitasiat, amelyeknek
egyensulyi pontjai megegyeznek a harrodi egyensilyi helyzettel. Ez utobbi
eredmény bizonyitja a Harrod modell robusztussidgat, vagyis felhasznalhato-
sagat a keynesi stacionarius gazdasagi novekedés elorejelezhetoségére.
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2 A Harrod modell és nemlinearis dinamikaja

A Harrod modell megfogalmazédsahoz tekintsiik a tékefelhalmozési folyamat-
ban rogzitett téke-kibocsatds ardnyt (k/x), vagy ezzel ekvivalensen, egy staci-
onarius tokekoefficienst, a b-t, és egy rogzitett megtakaritas-kibocsatas aranyt
(S/z), vagy ezzel ismét ekvivalensen, egy staciondrius megtakaritdsi koef-
ficienst, az s-t. Az elébbi kizdrja a solowi sima tényezOhelyettesitést®, az
utébbi pedig a stacionarius jovedelemeloszldst implikélja. A téke egy egysége
1/b egységnyi kibocsitast fog eredményezni, ami viszont s/b egységnyi meg-
takaritast, azaz potlolagos tékedllomanyt gy, hogy a tokeallomany névekedési
iiteme egyenl lesz s/b-vel. Mivel az output ardnyos a t6kével, az lesz a ki-
bocsatds novekedési iiteme is.

A fenti tékefelhalmozéasi folyamat egy lehetséges megfogalmazdsaban most
a b tékekoefficienst gy kezeljiik, mint egy ’akcelerator koefficienst’. Mivel az
akceleraciés koefficiens tekinthet6 egy kivdnatos t0ke/kibocsitds ardnynak is,
ezért az azt a tOkenovekményt mutatja, ami sziikséges ahhoz, hogy elérjik a
kivént t6ke/kibocsatéds ardnyt. Az ;1 netté beruhdzés a t — 1 periédusban
egyenld lesz a varhaté pétlélagos kibocsitasnak a b-szeresével?. A varhaté
potlolagos kibocsatast a kovetkezd periddusbeli varhaté kibocsataskereslet,
x§, és a tényleges kibocsatas, az xy—1 kozotti kiilonbség definidlja. Azaz,

i1 = b(xy — x41). (1)

A multiplikdtor hatdson keresztiil a tényleges kibocsatédskereslet a ¢ — 1
évben egyenlé lesz a nettd beruhazasi szint, ;1 , szorozva a multiplikatorral,
azaz az s megtakaritasi hanyad reciprokaval:

1.
Ti—1 = ;Zt—l- (2)

Mas szavakkal, a potldlagos hatékony keresletvarakozast a beruhazasi szint
hatarozza meg a Harrod modellben, amely beruhdzast, a megtakaritasi ara-
nyon keresztiil, a tényleges kereslet egy bizonyos szintje generalja keynesi
keretekben. Ekkor az (1) és (2) alapjdn, a vdrhaté keresletnek a ténylegeshez
valé ardnya a t periddusban a kévetkezSképpen adhaté meg:

g (8/b)Ti—1 + x4

(3)

Tt Tt
A vérhat6 novekedési iitem, amelyet p§—vel jeloliink, a kévetkezé:

TP — Tp1

(4)

A (3) és (4) alapjan konnyen beldthatd, hogy a varhat6 névekedési titem gy
is definialhaté, mint a megtakaritési koefficiens és a tOkekoefficiens hanyadosa.

3Staciondrius allapotban azonban ez nem szamit, mivel a tSkeintenzitds allandé, ha-
sonlbéan a téke-kibocsdtas ardnyhoz.

4Ennek az akcelerdcids elvnek a gydkerei Thomas Nixon Carver (1903), Albert Aftalion
(1909), C. F. Bickerdike (1914) and John Maurice Clark (1917) munkdiban taldlhaték meg.
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Az s/b névekedési ttemet, a varakozdsok realizaléddsa (tokéletes eldre-
ldtds), vagyis az x§ = x; teljesiilése esetén, Harrod ’garantélt’ novekedési
iitemnek nevezte és p,,-vel jelolte, azaz,

puw = /b (5)

ahol b" a kitiintetett egyensilyi novekedéshez tartozé tékekoefficienst, vagy
mésképpen, a kibocsétdsegységre jutd ex ante beruhdzast jeloli. Az (5),
Keynes szellemében egy egyszert tautoldgidt fogalmaz meg: a megtakaritas
sziikségszeriien megegyezik az exr post beruhazassal. Viszont nem sziikség-
szerll megegyeznie az ex ante beruhdzéassal, ami —mint az aldbbiakban lat-
juk— tokefelesleghez vagy tékehidanyhoz vezethet.

Harrod a statikdban az egyensilyt, mig a dinamikdban a névekedési
litemet és valtozasait tekintette kozponti fogalmakként, és a statika egyen-
sulyfogalmanak a dinamika teriiletén a folyamatos, egyensilyi névekedés fo-
galmét feleltette meg. Az (5) egyenlet statikus (dllandd) egyenstlyi néveke-
dést fejez ki, amit idében kiterjesztve, azaz tekintve az a (s/b" — pw) = Puw
differenciélegyenletet, ahol o > 0, p,, = s/b" staciondrius (minden idépilla-
natban azonos) egyensilyi novekedési iitemként is értelmezhetd.

Definidlva a tényleges novekedési iitemet, a pi-t, mint (s — x¢—1)/z¢—1,
hasonléan pf-hez, az alabbi kovetkeztetésekre juthatunk. Ha a beruhazok a
garantalt p,, novekedési iitemnél nagyobbat anticipalnak, akkor a tényleges
novekedési litem, p; meg fogja haladni még a magas varhaté noévekedési
iitemet is Ugy, hogy azon érzés helyett, hogy tul sokat vartak, valészintileg,
inkabb azt fogjdk érezni, hogy tiul keveset vartak. A ndvekedési litem és
a beruhézas ellentétes iranytd mozgasaibol kovetkezik, hogy a tékealloméany
nem elégséges a stacionarius névekedés eléréséhez. Hasonldéan, ha a garantalt
novekedési iitemnél alacsonyabbat anticipalnak, akkor a tényleges novekedési
iitem esni fog, még a varhatd novekedési itemnél is jobban, és a beruhdzdk
ugy vélekedhetnek, hogy inkabb tul sokat vartak, mint tul keveset. Ekkor
tékefelesleg van a gazdasigban®.

Tekintstik most a Harrod-féle névekedési modell alapjan végzett alabbi
szamitasainkat, ami a fentieket szdmszerien is bemutatja:

Evek T6ke- Nemzeti Kivant téke- | Beruhazas
allomény jovedelem allomany
t ki =ki—1+id—1 | zf = (1 + pf) Ty 1 bzt it = s
1 400.00 100.00 400.00 12.00
2 412.00 102.00 408.00 12.24
3 424.24 104.04 416.16 12.48
4 436.72 106.12 400.48 12.73

1. tabldzat. py = 2%, pw = 3%, b =4, s = 12%.

5A fentiek szerint a staciondrius névekedés instabilitdsa nyilvanvalé. Ez Harrod hires
’kés-él’ problémadja, egy legaldbb lokalisan instabil disequilibriumi dinamika, amelyet egy
statikus multiplikdtornak a varhaté eladasokon alapulé akcelerdtorral valé mechanizmuson
keresztiil generdltunk, amint itt megmutattuk.
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Az 1. tdbldzat szdmitdsaibdl lathatd, hogy felesleges tkedllomény kép-
z0dik a garantaltndl alacsonyabb tényleges novekedési iitem mellett, amibol
Harrod arra kovetkeztetett, hogy a névekedési iitemnek, p;-nek még tovabb
kell csokkennie. Megmutathatd, hogy ha, példdul, pf = 4% (> py), akkor
tokehidny keletkezik, ami viszont —kévetve a Harrod modell logikajat— p;
tovabbi novekedését eredményezi!

A tovébbiakban vizsgdljuk a vérakozdsok fenti, meglehetésen ortodox
kozelitéseit, a Harrod modell lokalis és globalis stabilitasait, valamint a nem-
linearis dinamikus modell strukturalis stabilitasat, felhasznédlva a nemlinearis
kozgazdasagi dinamika modern matematikai eszkozeit.

A tékekoefficienst eddig gy definidltuk, hogy az 1j t6két elosztottuk azzal
a teljes kibocsatas-névekménnyel, ami sziikséges volt az 1j toke eloallitasahoz.
Feltételeztiik, hogy az s megtakaritasi koefficiens egy olyan paraméter, amely-
nek mértéke a gazdasig pszicholdgiai és tarsadalmi karakterisztikumaitol
figg. Kénnyen belathatd, hogy a beruhazasok semlegessége és konstans real-
kamatlab feltételezése mellett a stacionarius egyensilyhoz sziikséges b tOke-
koefficiens szintén egy paraméter.

Statisztikai adatok igazoljak Harrodot, amikor a megtakaritasi koefficienst
révid tavon, sokkok nélkiili disequilibrium dllapotban dllandénak vette®. A
staciondrius egyensulyi allapoton kiviil a tokekoefficiensek azonban valtoznak,
mégpedig a tékedllomany tényleges keresletétdl fliggben, ami tiikkrozi a real-
kamatlab rugalmassagat, valamint a tényleges vagy a vart kibocsatast a ¢
id6ben, azaz,

by = ki/x; — a tényleges téke/kibocséatds ardny

by = k:/xy — a vart t6ke/kibocsétéds ardny,
és legyenek
b" =k,/xz, — akivint (egyensilyi) t6ke/kibocsétéds ardny, amely konstans
pr=8/b; — novekedési iitem, ahol az s konstans.

Feltesziink tovabba egyféle disequilibriumot a tokekoefficiensekre, ami a
kovetkezo igazodasi egyenletet eredményezi:

A (log py) = (0" = bF) (6)

ahol v > 0. Az igazodési folyamat megfelel Harrod &llitdsanak, csak itt most
a kibocsdtas novekedését a novekedési titem logaritmikus differencidjaként
specifikdltuk’, amelyet dtalakitva:

A (log py) ~ 2L P
Pt

SEnnek indoklasét 1asd Szakolczai (1963, 183-84. o.). (Megjegyezziik, hogy Harrod egy
kicsit atirta az 1939-es cikkét a magyar forditdshoz, amelyben s adllandésdga mar sokkal
nagyobb hangstlyt kapott.)

7.Ha az ez post beruhézés kisebb, mint az ex ante beruhdzds, ez azt jelenti, hogy a
t6kedllomany egy nem kivant csOkkenése kovetkezett be, vagyis a termelé berendezésbdl
elégtelen volt az elldtas, és ez 6sztonodzni fog a kibocsatds tovabbi bovitésére; forditva, ha
az ex post beruhdzds meghaladja az ex ante beruhdzédst.” (Harrod, 1939, 19. o.) Harrod
4llitdsat, a maga altaldnossdgaban, Okishio (1964) formalizélta els6ként.
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Elfogadva Harrod megjegyzését, miszerint a jobb oldalon a nevezében p;
helyett frhatunk p.y1-t, kapjuk

~—

Pt+1 — Pt S S bt+1 _ Ab,
S bt

- — — 7
Pt+1 b1 by (

Behelyettesitve ezt (6)-ba, és egyenldséget irva = helyett, kapjuk

Abt =7 (bf — b,) bt, v > 0. (8)

Ezen feliil feltessziik még, hogy a vart tékekoefficiens, bf, osztott késleltetési,
azaz, bf fiigg a tényleges tokekoeflicienstdl, és nemcsak az el6z6 periédusbe-
litél, hanem a teljes multbéli periédus-sorozatbelitol:

bf = B1bi—1 + Bobi—o + B3b—3+ ... (9)

ah0151+52+ﬂg+...:1ésﬂi 20

Az egyszeriiség kedvéért tekintsiik most azt az esetet, amikor a késleltetés
geometriai haladvany szerint osztott. A koefficiensek a (9)-ben a rogzitett
g hényados szerint csokkennek, ahol a ¢ egy pozitiv tort (0 < ¢ < 1), és
végtelen sorozatot alkotnak; a sorozat tagjai: 3, 8¢, 8¢, 3¢, ..., ahol 8 >
0 az els6 koefficiens. Minthogy azok osszege egy, 8 + Bq + Bq¢® +...=1,
ezért felhaszndlva a végtelen geometriai sorozat Osszegz6 képletét, kapjuk:
B/(1—q)=1,vagy q=1— 0. Mivel 0 < g <1, ezért 0 < g < 1.

fgy a varhato tokekoefficiens:

bf =p (bt—l + qbt—2 + q2bt_3 + .. ) . (10)

Az egyszertiség kedvéért legyen S = {(s;);2_ . } a —oo-t6l +oo-ig inde-
xezett valds sorozatok halmaza. s € S esetén s = (..., $-1,380, 51,82, - .)
s(t) = 8. F: S — S a balra tolds operatora, azaz (Es)(t) = sty1. E
inverze, E=! : S — S a jobbra tolds operdtora, azaz (E~'s) (t) = s;_1. Ezért
(10) igy is irhaté:

b =BE' (I+qE "+ (¢E™")*+...)b,

ahol I : S — S az identikus operator.

Az T+ qE™' + (¢E71)? + (¢E71)® + ... egy olyan S-bSl S-be képezd
operatort definidl, amelynek az I — gE~' : § — S az inverze. Ezért

b =BE " (I—qE) b



A Harrod modell strukturdlis stabilitdsa 7

Ab;  =bg, — b _(qu()_be(t)
= B(EE (I — qE~ ) b) (t) —
= B((I - E "I — qBE~) 1) (1)
= B((I —qE™) (I gE™) ) (1)~ B(1- ) BT (I —qE™Y)”
=Bb(t) — (1 —q)b° (1)
=B(b(t)—b°(t))
= B (b — b5)

Ezért a (9) geometriai osztott késleltetés végiil is:

BET (I —qE™) b) (1)

b) (1)

Abg =B (b —b), 1>8>0, (11)

amely az adaptiv varakozésok hipotézisének® megfogalmazasa diszkrét idé-
ben. Itt 3 egy pozitiv és 1-nél kisebb koefficiens, és a késleltetett varhatéd
tokekoefficiensnek a tényleges tokekoefficiensre vonatkozd reakcidsebességét
mutatja. Masképpen, 3 a késleltetés idOkonstansanak a reciproka.
Folytonos id6ben legyen a Be™®7 az exponencidlisan osztott késleltetés

sulyfuggvénye. Ekkor
t) = / Be PTh(t — 1) dT
0
Helyettesitve a (t — 7)-t s-sel, kapjuk

t)y=-p /t—oo e Pt=)p(s)ds ,

ahonnan

Lsigery— [ o9
ﬂe b()—/ e’?b(s)ds .

— 00

Mindkét oldal ¢ szerinti differencidldsa utdn kapjuk a (11) folytonos alak-
janak megfelel6 differencidlegyenletet:

b (t) = B(b(t) — b°(1)) - (11)
Hasonléképpen a (8)-at is atirjuk folytonos alakba:
b(t) = (b° (t) = )b (t) . (&)

Itt és a tovabbiakban egy szimboélum feletti pont az id6 szerinti derivéltat
jeloli.

8Ezt kiterjedten hasznéltédk a varhaté inflacié (14sd példdul Cagan (1956)) és a perma-
nens jovedelem (ldsd Friedmann (1957)) modellezésére.
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1. Tétel. Tekintsik a (8') és (11') dltal definidlt
b =~y (b —b")b
. ( ) (12)
b = [ (b —5b°%)
autondm differencidlegyenlet-rendszert, ahol b és b ismeretlen figguények.
Allitjuk, hogy:

(i) a rendszernek két egyensilyi pontja van: az origd, amely stabil csomd-
pont, és a (b",b") pont, amely instabil nyeregpont;

(ii) a (b",b") nyeregpont stabil sokasdga két részre osztja a fdzissikot, a
jobb oldali Tészbdl indulo trajektoridk a plusz végtelenbe, a bal oldali Tészbdl
indulok pedig az origoba tartanak;

(iti) a rendszer strukturdlisan stabil.

(A bizonyitdsokat 1dsd kés6bb.) A vérakozdsokkal megfogalmazott nem-
linedris modell dinamikdjanak fazisdiagramja az 1. dbrdn lathatd, 1:10 mé-
retaranyosan.

0.26

0.22

-
¥

0.1a

L Y

0.14

T e

ol

1. dbra. Adaptiv viarakozasti Harrod modell fazisdiagramja

A (b7,b7) pontban p = p¢ = p,,; ha b” > b¢, akkor p/p = —b/b > 0, és az
(AB) alsé részén, porzitiv relativ sebességgel utazunk az egyenstlyi pontba,
ha viszont b" < b¢, akkor p/p < 0, és igy az (AB) fels6 részén, negativ relativ
sebességgel kozelitiink a (b",b") pontba. A (AB) stabil halmaz a ”harrodi”
késél, ettdl balra az Gsszes trajektéria a (0,0)-ba, a téle jobbra levok pedig
a oo-be tartanak. A valds szektort ezért a multiplikdtor-akcelerdtor inter-
akciok és az adaptiv varakozasok mechanizmusa altal krealt késél helyzet
jellemzi. Hangsulyozandé azonban, hogy ezek az instabil novekedési di-
namikak tiikrozik a redlkamatlab rugalmassagat is a valtozo tokeallomanyon
keresztiil.
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Nézzik most a tokéletes elérelatas esetét. Tekintsiik a b = b° egyenletet,
ami a (11") egyenlet elhagydsdt vonja maga utdn és csak a (8) mutatja a
megfeleld dinamikat a b = b¢ helyettesitéssel:

b
b
Ebbél a b= s/p és b" = s/p,, helyettesitések utan kapjuk:

=~(0" -0, v>0. (13)

(loizp) = 57 (i - 1) . (14)

Pw P

Ez a folytonos idejii nemlinearis dinamikus rendszer egy kumulativ folyam-

atot tiikroz; azaz, egy tetszéleges pillanatnyi diszkrepancia p,, és p kozott a

novekedési titem novekedését vagy csokkenését eredményezi, amit a 2. dbra
mutat.

2. Tétel. A tokéletes elérelatas mellett
(1) a harrodi egyensilyi dllapot mind lokdlisan, mind globdlisan instabil;
(1) a (14)-re redukdlt modell strukturdlisan stabil.

Bizonyitds. (i) Az egyensilyi dinamika lokalis instabilitdsa kénnyen
igazolhaté a (14)-hez tartozé Jacobi matrix segitségével, minthogy a p,,
egyenstlynal értékelve J,—, = vs/pZ > 0. A globlis instabilitds bizonyitdsa
trivialis.

(73) Lésd késébb.

Q.ED.

A 2. Tétel kdvetkezményei kompatibilisek az el6bbiekben mondott ”kés-
élen” torténdé Harrodi mozgasokkal.

ow

2. dbra. A novekedési litem valtozasa tokéletes el6relatdsi Harrod modellben
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3 Strukturalis stabilitas specialis dinamikai
rendszerekre

Ebben a pontban az egy- és kétdimenzids specidlis dinamikai rendszerek
globalis strukturalis stabilitdsanak bizonyitasdhoz sziikséges fogalmakat és
tételeket targyaljuk, hogy bebizonyithassuk az 1. Tételt és a 2. Tétel (i7)
allitasat.

Az M jeldljon vagy egy nyitott halmazt az R™-ben, vagy pedig egy n-
dimenziés kompakt differencidlhaté sokasdgot, amely legaldbb C2-sima, és az
RN -nek részhalmaza valamely N € [n,2n + 1] egészre. Specidlisan itt ele-
gendd azt az esetet tekinteni, amikor M az R' vagy R? nyitott részhalmaza,
vagy pedig M = 52 = {(x1,x2,23) € R®: 27 4+ 23 + 23 = 1} a 3-dimenzids
egységgomb 2-dimenzids feliilete, de az aldbbiak altalanosabban is igazak.

Legyen f egy C'-vektormezd M-en. Ha M C R™ nyitott, akkor ez azt je-
lenti, hogy egy f € C! (M, R") fiiggvény adott. Ha pedig M egy n-dimenzids
sokasag, akkor f : M — RY tgy, hogy f (p) € T,M minden p € M-re,
ahol T, M az M érintdtere p-ben. Ha {(Uj,h;)}'_, az M egy atlasza, és
V; = h; (U;), akkor vannak f; : V; — R" fiiggvények gy, hogy

f(h7 (@) = Dhy* () f; (@)

minden z € V; esetén, és az f; : V; — R" fiiggvények C'-simasdga esetén
mondjuk, hogy f egy C'-vektormezd M-en.

Tekintsiik az

o' = f(z) (15)

differencidlegyenletet az M-en. Barmely 2¥ € M-hez van egyetlen ¢ (-, 7o) :
I(z9) — M megolddsgorbe, amelynek az I (z9) a maximélis létezési in-
tervalluma, I (xg) C R nyitott intervallum, 0 € I (xo), az I (x9) > t —
o (t,xg) € M gorbe érintéje a t pontban a vektormezd f (p(t,z0)) eleme.
Tovébbé teljesiil, hogy ¢ (0,x2) = z, ¢ (t+s,2) = @ (t,(p(s,2))), és az
Q= {(t,z) e Rx M :teI(x)} definiciéval ¢ : @ — M folytonosan dif-
ferencidlhaté, azaz ¢ egy C'-sima dinamikai rendszer M-en.

Legyen ¢ egy mésik C'-vektormezd M-en, és tekintsiik az

¥ =g(x) (16)

differencidlegyenletet, amely a 1-vel jelolt C'-sima dinamikai rendszert de-
finidlja. A ¢ és ¢ dinamikai rendszereket (azaz a (15) és (16) egyenleteket)
topologikusan ekvivalensnek nevezziik, ha létezik egy h : M — M homeomor-
fizmus (azaz folytonos rdképezés, amelynek van inverze, és az is folytonos),
amely ¢ palydit atviszi a ¢ pdlydiba, azaz a {¢(t,z):t € I(x)} halma-
zokat a {¢ (t,x) : t € I (h(x))} halmazokba, mikézben a ¢ iddparaméter altal
definidlt iranyitast valtozatlanul hagyja.

A ¢ dinamikai rendszert strukturdlisan stabilnak nevezziik, ha topologiku-
san ekvivalens minden hozzd elegendden kozeli dinamikai rendszerrel valamely
topoldgiaban. Az aldbbiakban, amikor strukturdlis stabilitdasrél beszéliink,
specifikdlni fogjuk a topoldgiat, amelyben a kozelséget definialjuk.
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Jol ismert, hogy ha M kompakt sokasag, akkor az M-en definidlt f, azaz
Cl-vektormezd éltal generalt ¢ dinamikai rendszerre I (z) = (—o00,00) min-
den z € M esetén.

Ha M C R" nyitott, akkor a ¢-re I(z) = (—o00,00) nem feltétleniil
teljesiil. Van azonban egy standard technika az id6 &atskaldzasaban ugy,
hogy I (x) = (—00,0) legyen minden = € M-re. Ha M C R™ nyitott és
feCt(M,R"), akkor létezik egy F' € C' (M, R") fiiggvény tigy, hogy az

' = F(x)

egyenlet olyan ® : R x M — M dinamikai rendszert definidl, amelyre ® (¢, x)
minden ¢t € (—o0, 00) esetén értelmezett, tovabbd ® és ¢ topologikusan ekvi-
valensek. Ha M = R", akkor pl.

[f(x)
F(z)=——F—"—
=T
N 1/2
j6 vélasztés, ahol |f (x)] = (Z (fi (x)) ) .
Igy a fentiek alapjén a tovabbiakban mindig feltehetjiik, hogy I (x) =
(—00,00) minden x € M-re.

(A) A kétdimenzids eset
(Al) Kompakt kétdimenzids sokasdgok

Ha f egy C'-vektormezd a 2-dimenziés, kompakt, differencialhaté M soka-
sagon, és {(Uj, hJ)};”:1 egy atlasz M-en, akkor az f vektormezd C''-norméajat
az
Hf”l = ma‘XjE{l,...,'rrL} HfJHl

formuldval definidlhatjuk, ahol V; = h(U;) C R? és f; : V; — R* C'-
beli fiiggvények, |f;ll; = sup,ey, (|f; (2)|+[Dfj (z)]). Az f vektormezd
strukturalisan stabil, ha 1étezik € > 0 gy, hogy minden olyan M-en definialt
és g-vel jelolt C'-vektormezdre, amelyre

If =gl <e

teljesiil, a g topologikusan ekvivalens f-fel.
Legyen
Per (p) = {x | 3t > 0 tigy, hogy ¢ (t,z) = =}

a periodikus pontok halmaza;
Q (90) = {JJ | dz, — x,ﬂt” — &0 ﬁgya hOgy <p(t”,x”) - JJ}

a nem-vandorlé pontok halmaza.

A Per (p)-beli pélydk két tipusa kiilonboztetheté meg: egyenstlyi pon-
tok és periodikus palydk. A p hiperbolikus egyensilyi pont egy olyan pont,
amelyre ¢ (t,p) = p minden t-re, tovdbbd a Df (p) sajatértékeinek valds
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része nem nulla. Ha mindkét sajétérték valds része negativ (pozitiv), akkor
minden p-hez kozeli pont p felé mozog az idé elére haladtdval (hatra halad-
taval), és p egy nyel6 (forrds). Azon pontok Osszességét az M-ben, ame-
lyek tartanak a nyeld (forrds) felé az id6 elére haladtdval (hétra haladtdval),
vonzasi (taszitdsi) medencének nevezziik. Ha a hiperbolikus nyugalmi pont
se nem nyelO, se nem forras, akkor egy nyeregpont. Ebben az esetben két
kitiintetett palya-par van, a p stabil (instabil) szeparatrixei, mindkettének
megfeleld irdnyitdsa van. A p és ¢ fix nyeregpontok kozotti Gsszekottetés
(p = q is lehetséges) olyan pélya, amely egyidejlileg a g-nak stabil és a p-nek
instabil szeparatrixe.

A Per (¢)-beli periodikus pdlya hiperbolikus, ha a pélya folott a div f
integraljaként definidlt (Floquet vagy Ljapunov-féle) karakterisztikus kitevé
nem zérus. Ha a kitev6 negativ (pozitiv), akkor a palya periodikus nyeld (for-
rés), s a nyugalmi ponttal analég definidljuk a vonzdsi (taszitdsi) medencéket.

Peixoto tétele teljesen jellemzi a strukturalisan stabil C'-vektormezéket
a kompakt 2-dimenzids sokasagokon.

A.1 Tétel (Peixoto, 1962). Az M kompakt, kétdimenzids, differencidlhato
sokasdgon definidlt ¢ dinamikai rendszer strukturdlisan stabil pontosan akkor,
ha a kovetkezdé hdarom feltétel teljestil:

(1) Q(p) = Per(p);
(13)  minden Per(p)-beli pdlya hiperbolikus;

(73i) nincsenek nyereg-dsszekottetések.

Bizonyos sikbeli vektormezdkre is alkalmazhaté a Peixoto tétel. Ebben
az esetben vehetjiik a végtelen stk (R?) Poincaré-féle sztereografikus leképe-
76sét a gomb felszinére, ami a végtelen sikot (egyiitt a dinamikai rendszer
fazisportréjdval) kompakt sokasdgba transzformaélja.

Egy végtelen sik pontjainak az egységsugari gémb
SP={(XY,2) e R’ | X’ +Y*+7° =1}

felszinére torténd leképezéséhez a kdzéppontos vetitést hasznaljuk. A végtelen
xy-sik pontjainak a leképezése az S? felszinre 1igy torténik, hogy a sik origdjat
a gomb északi pdlusara helyezziik és az érint6 sik minden egyes pontjit a
gbmb koézéppontjan athaladd egyenessel Osszekotjik. Az egyenes a gémb
felszinén kétszer megy keresztiil, mégpedig ellentétes pontokon. Az xy-sik
origojat az északi és déli pdélusokra, az Gsszes végtelenbeli pontjat pedig az
S? egyenlitéjére képezziik le (ldsd a 3. dbrdt). Ha az xy-stk pontjait ezzel
a technikdval vetitjiikk az S2-re, az igy eléallitott gdmbot Poincaré gémbnek
nevezzik.
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x # (X,Y,2)
y

3. dbra.

Ett6]l megkiilonboztetjiikk a Bendixson gombot, amikor az xy-sik origéjat
a déli polusra helyezziik és az északi polusbdl kiindul6 egyenesekkel kotjitk
Ossze a sik egyes pontjait, ami a sik pontjainak megfeleltet egy pontot az S2-
en, a végtelenben levs pontjai pedig mind az északi pélusra kertilnek (ldsd a
4. dbrat).

(XY, 2)

/z,: y)

z

4. dbra.

Az zy-siknak az S? fels6 félgombre torténd kozéppontos vetitésének ke-
resztmetszete (14sd az 5. dbrdt) alapjén az aldbbi Gsszefliggést irhatjuk fel a
sik és a gomb tetszOleges pontjainak koordinatai kozott:

X Y

A _r 17
Z V=7 (17)

xr =

amelyeket behelyettesitve a gomb egyenletébe, kapjuk:

(@2 +(y2)* +2* =1
+1

V1422 +y?

7 =
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5. dbra.

Igy az egy-egy értelmii megfeleltetés a felss félgémb (Z > 0) (XY, Z)
pontjai és az xy-sik pontjai kézott a kovetkezo:

z Y 1

S S , S —
/1+x2+y2 /1+x2+y2 /1+x2+y2

Megjegyezziik, hogy a (0,0) € R? origd megfelel a (0,0,1) € S? északi
pélusnak, a végtelenbeli pontjai pedig az S? egyenlitéjének. Igy barmely két
ellentétes pont az S? egyenlitéjén az R?-nek ugyanazon végtelenbeli pontjat
mutatja. Ez a megfeleltetés lehetévé teszi, hogy megjelenitsik egy sikbeli
dinamikai rendszer éltal indukélt aramldst a Poincaré gombén. Az ellentétes
pontok kornyezetében az aramlasok topoldgiailag ekvivalensek lesznek, el-
tekintve attdl, hogy az aramlasok irdnya megfordulhat.

A tétel megfogalmazdsihoz sziikségiink lesz bizonyos kikotésekre. Tekint-
stik most az

&= P(z,y)

egyenletrendszer altal definidlt dinamikai rendszert, és tegytiik fel, hogy mind
a P(x,y), mind a Q (z,y) az z,y valtozéknak maximum m-ed fokd polino-
midlis fliggvényei. Azaz,

(18)

P(z,y) =Py (z,y) + ...+ Pn (x,y) ,
Qr,y) = Q1 (z,y) + ...+ Qm (2,y) ,

ahol P; és ; homogén j-ed fokd polinomok z-ben és y-ban. Az A.2 Tétel azt
irja le, hogy hogyan hatdrozhatok meg a fenti dinamikai rendszer egyensulyi
pontjai az S? egyenlitdjén. Az &tlet Poincarétdl ered (ldsd még Lefschetz
(1962), Perko (1991) és Andronov et al. (1966)).

A.2 Tétel. A végtelenbeli egyensilyi pontok az m-ed foku polinomialis rend-
szerre a Poincaré gomb egyenlitdjének (X,Y,0) pontjaiban jelennek meg, ahol
X2+Y?2=1¢s

XQ‘H’L (X, Y) -YP, (X, Y) =0,
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vagy ezzel ekvivalensen, a
Gm+1 (0) = cos0Qyy, (cosb,sinf) — sinf Py, (cosf,sinf) =0

egyenletet kielégito 0; és 0;+m poldris szogekben. Ennek az egyenletnek legfel-
jebb m+1 szdmai 6; és 0; +7 gydkpdrja van, hacsak Gu,41 (0) nem azonosan
zérus. Ha Gp,41 (0) nem azonosan zérus, akkor az aramlds a Poincaré gomb
egyenlitdjén az oramutato jardsdval ellentétes irdnyd azon pontokban, ame-
lyek megfelelnek az olyan 0 poldris szogeknek, amelyekre G411 (0) > 0, és
megegyezd irdnyiak azokban, ahol G,,11 (0) < 0.

Bizonyitas. Az (17)-bdl a kovetkezd egyenleteket kapjuk:

ZdX — XdZ ZdY —YdZ
dr = — & dy = —
A (18) 4trendezésével kapjuk a
dy _ Q(x,y)
i Py & Q@ydi—Ply)dy=0 (19)

egyenleteket. Megjegyezziik, hogy ezaltal eltint az id6fliggéség. Behelyette-
sitve a (17)-et a (18)-ba, kapjuk:

Q(ZdX — XdZ) — P(ZdY —YdZ) =0, (20)

ahol P = P (£,%) és Q = Q (£, %). Tavolitsuk most el a térteket a (20)-
bél Z™—mel torténd beszorzassal:

(Q*dX — P*dY)Z + (YP* — XQ*)dZ =0, (21)

ahol P* (X,Y,Z) = Z™P (%,%) Q" (X,Y,Z) = Z™Q (%, %) polinomislis
fliggvények X,Y és Z-ben. Az egyenlet determinans-egyenlet alakjiban is
felirhato:

dX dYy dz
X Y Z|=0.
P ZQ* 0

A (21) az R%-en 16v6 (18) sikbeli rendszer 4ltal definidlt S2-beli dinamikai
rendszert képviseli. fgy ahhoz, hogy a (18)-at a végtelenben tanulményozzuk,
elegendd a (21)-et vizsgdlnunk az S? egyenlitéjének kornyezetében. Vegyiik
a Z = 0 esetet, ami (21)-b6l az

(YP"—XQ")dZ =0
egyenletet adja. Az Y P* — X@Q* # 0-ra igaznak kell lennie, hogy a dZ = 0,
ami azt implikalja, hogy az egyenlitén levd trajektoéridknak az S? egyenlit6jén

kell maradniuk. Igy az egyensilyi pontok az egyenliton az

YP*—XQ* =0



16 Moéczar Jozsef — Krisztin Tibor

egyenlettel adottak. Figyelembe véve, hogy P (z,y) = Pi(x,y) + ... +
P (z,y) és Q (x,y) = Q1 (z,y) + ... + Qum (z,y), kapjuk

= ZTTLYPI ( Z) + + Z"LYP’” (%’ §)
_ Z'rrLXQ (% %) — ... Z"LXQ‘"L (%’ %)

X Y
vZ) = = XQu (7 7)
Az S? egyenlitéjén Z = 0, ami az A.2 Tétel els6 allitasat adja,
XQ‘H’L (X, Y) - YPrrL (Xa Y) =0. (22)

Vagyis az S? egyenlitéjén 16v6 egyensiilyi pontok meghatérozdsa az X2+Y?2 =
1 és a (22) egyenletrendszer megoldédsaval lehetséges. Polérkoordindtdkban,
r = 1 mellett, az aldbbi egyenlet adja az A.2 Tétel masodik allitasat:

cos 0 @Q,, (cosf,sin ) — sinf P, (cosf,sinf) =0 .

Ez a
XQ-YP

0= 5

r
egyenletbdl szarmaztathato, amely a sikbeli koordindtékat polarkoordindtak-
ba transzformalja. 6-ben a legmagasabb fokd tagokat zérusnak valasztva,
meghatarozhatjuk az egyensulyi pontokat a végtelenben. Végiil, az aramlas
irdnyét a végtelenben a 0 legmagasabb foki tagjénak eldjele hatdrozza meg,
azaz, hogy 6 novekveé vagy csokkeno-e.

Q.E.D.

Ahhoz, hogy az dramlds viselkedését elemezziik az S? egyenlit6jén 1év6
egyensulyi pontok kozelében, a legkonnyebben gy jarhatunk el, ha az aram-
last kivetitjik a Poincaré gombrol a megfelel6 érint6 sikokra, ahol alkalmaz-
haté az R?-beli dinamikai rendszerekre vonatkozé elmélet.

A.3 Tétel. Az S? Poincaré gomb egyenlitéjén a (21) tetszbleges, kivéve a
(0,£1,0) pontokat, egyensilyi pontjinak kérnyezetében a (21) dltal definidlt
dinamikai rendszer topoldgiailag ekvivalens a

, 1
:ty _ yzrnP <_)Q> _ mQ < >
z z 2’z

Li—miip (LYY
2’z

rendszer dltal definidlt dinamikai rendszerrel, ahol az eldjeleket az S? egyen-
litéjén lévé dinamikai rendszer irdanya hatdrozza meg, amit az A.2 Tétel
hatdroz meg. Hasonldan, a (21) dltal definidlt dinamikai rendszer a (21)
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tetsz6leges kritikus pontjdnak kornyezetében az S? egyenlitéjén, a (£1,0,0)
pontok kivételével, topologiailag ekvivalens a

, 1 , 1
+4 = -erQ <£)_> —,mp <£) _>
zZ Z zZ Z

, 1
:t Z — erL+1Q <£ _>

)
z Z

rendszer dltal meghatdrozott dinamikai rendszerrel, ahol az elbjeleket az S?
egyenlitdjén lévd dinamikai rendszer irdnya pontositja, amit ugyancsek az
A.2 Tétel hatdroz meg.

Bizonyitds. Az egyenlitén 1évé egyensilyi pont kozelében tekintsiik a
(21) altal definidlt S?-n 16v6 egyenletet:

(Q*dX — P*dY) Z + (YP* — XQ*)dZ =0

Ahhoz, hogy meghatdrozzuk a palydk viselkedését az S? egyenlitéjén 1év6
egyensilyi pontjainak kornyezetében az X > 0 félgdmbon, kivéve a (0, £1,0)
pontokban, elegendé lesz az X = 1 sikra torténé vetités. A kdzéppontos
vetl'té?‘/ keresztme;szetén a hasonl6é haromszogek felhaszndlasaval kapjuk az

y = ¥ 6és z = % Osszefiiggéseket. Az X = 1 mellett Y = y és Z = z.

Felhasznélva ezt a vetitést dX = 0-val (21)-b6l az aldbbiakat kapjuk:

1 1 1
o o (12)- (42
2z z z z 2z z
1 1 1
<yz"”P <—, Q) —2"Q <—, 2)) dz — zz™P <—, Q) dy=20.
z z z' z z z

Megjegyezziik, hogy ez a leképezés vetiti le az X > 0 félgombon az S?
egyenlitojétol tavol 1éve egyensilyi allapotokat az y tengelyre az yz-sikon.
Azt is megjegyezziik, hogy ez a kifejezés a (19)-hez hasonlé alakban van, és
hogy ez az alak nem fiigg az idét6l. Az eredmény az, hogy az dramlas iranya
ismeretlen. Visszarendezve az utolsé egyenletet az id6tdl fiiggd differencidl-
egyenlet-rendszerbe, az A.3 Tétel allitasat kapjuk:

, 1 , 1
iy — yZmP <_) 2) _ ZH'LQ <_) 2)
Z Z Z Z

izzzWHP<lg>.

)
z z

vagyis

Itt a + jelet hasznaljuk annak jel6lésére, hogy az dramlds irdnya pontosan
nem ismert, a helyes elGjelet az A.2 Tétel alkalmazdsdval hatdrozhatjuk meg.
Hasonléan, az Y = 1 sikra torténé vetités eredményezi az A.3 Tétel

masodik allitasat.
Q.E.D.
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A (18) egyenletbdl kiindulva kapunk egy ¢ dinamikai rendszert az S2
gomb-feliileten, amelynek az egyenlitére es6, ill. annak kozelében levd di-
namikédjit az A.2 és A.3 Tételek alapjan vizsgalhatjuk. Ha p-nek az S?-en
nincs nyereg-osszekottetése, akkor az S2-re vonatkozé Poincaré-Bendixson
tétel (1asd pl. Perko, 1991) alapjan Q () = Per () kovetkezik. Igy a Peixoto
tétel kovetkezménye az alabbi:

A.4 Tétel. Ha (18)-ban a P és Q polinomok, akkor a (P,Q)T vektormezd
strukturdlisan stabil, ha a fenti médon az S? gombfelileten kapott ¢ dinami-
kai rendszerre teljesil az alabbi két feltétel:

(1) Per(p) csak véges sok pdlydt tartalmaz, és azok mindegyike hiperbolikus;

(i) nincsenek nyereg-osszekdttetések.

Az A.4 Tételben a vektormez6k kozelségét az erds (vagy Whitney) C-
topoldgia értelmében definidljuk. Azaz az f € C! (RQ,RQ) sikbeli vektor-
mez6t (vagy az éltala definidlt ¢ dinamikai rendszert) strukturédlisan stabil-
nak nevezziik, ha létezik ¢ : R? — R folytonos és pozitiv fiiggvény gy, hogy
minden olyan g € C! (RQ, RQ) vektormezdére, amelyre

If (x) — g ()] +|Df (z) — Dg (z)| <e(z) (Va € R?)

teljesiil, a ¢ (és a g altalt definidlt) ¢ dinamikai rendszerek topoldgiailag ek-
vivalensek, tovabba az ekvivalenciat biztosité h : R? — R? homeomorfizmus
kozel van az identikus leképezéshez (a minden kompakt halmazon egyenletes
konvergencia topoldgidjdban).

Megjegyezziik, hogy az A.4 Tétel csak elegendd feltételt ad a strukturalis
stabilitdsra. El6fordulhat, hogy ¢ nem strukturdlisan stabil, de (P, Q)T igen.
Az ok: az S? gombfeliiletre vetités 1étrehozhat nem hiperbolikus egyenstlyi
helyzeteket az egyenlitén.

(A2) Nem kompakt sokasigokon értelmezett dinamikai rendszerek

Bizonyos esetekben, mint most a miénkben is, a végtelen sik gombfelszinre
torténo vetitése biztositja a kompakt sokasagot, de ez létrehozhat az egyenliton
nem hiperbolikus egyensilyi helyzeteket is. Az ilyen degeneralt esetekre dol-
goztak ki a Kotus-Krych-Nitecki tételt, amely 2-dimenziés nem kompakt
sokasdgokon értelmezett dinamikai rendszerek strukturalis stabilitasira ad
elégséges feltételeket. Mi itt az altalanosabb tételnek csak az egész sikra
értelmezett vektormezokre vonatkozo specidlis esetét targyaljuk, amikor is a
feltételek sziikségesek és elegendbek. A strukturdlis stabilitdst az (Al) szakasz
végén bevezetett médon értelmezziik, azaz az erés (Whitney) C! topoldgidt
hasznéljuk.

A tovédbbiakban a ¢ dinamikai rendszerre vonatkozéan bevezetiink né-
hany fogalmat.

Az x € R?-n 4tmend pélya, pozitiv palya, negativ palya az alabbi:

O(zx)={p(t,x):t € R},
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O™ () (t,z):t >0},
O™ (z t

(z) (t,x): 1 <0} .

Az M C R? halmaz pozitiv (negativ) invaridns, ha z € M-bdl Ot (z) ¢ M
(O~ (x) € M ) kovetkezik. M invaridns, ha pozitiv és negativ invaridns.

Az M C R? halmaz minimélis, ha M kompakt és invaridns, tovdbba nincs
olyan valddi részhalmaza, amely kompakt és invarians. Trividlis minimalis
halmazok az egyenstlyi pontok és a nemtrivialis periodikus palyak.

Az o (x) és w(x) limeszhalmazok definicidi:

={p
={yp

a(x) ={y : 3 (t,)sorozat gy, hogy t, — —c0 és ¢ (t,,x) — y}
w (z) = {y : 3(t,) sorozat gy, hogy t, — +oo és ¢ (t,,z) — y}

Azt mondjuk, hogy az O (z) palya oszcillald, ha a (z)Uw (x) nem kompakt.
A

Jt(z) ={y: 3(t, — +00),I(a™ — z) sorozatok tigy, hogy ¢(t,,z") — y}

halmaz az z els6 pozitiv prolongicios limeszhalmaza.

Tegytik fel, hogy xo egyensulyi helyzet és nyeregpont. Jél ismert, hogy
ekkor létezik stabil és instabil halmaza. A stabil (instabil) halmazt két-két
palya alkotja. Az zo nyeregpont stabil (instabil) szeparatrixeinek nevezziik
a stabil (instabil) halmazt alkot6 2 palyat.

Azt mondjuk, hogy z,y € R? esetén az OF () és O~ (y) félpalydk nyerget
alkotnak a co-ben, ha w(z) = 0, a(y) =0 és y € J* (x). A nyeregnek az
O™ (x) stabil, az O~ (y) instabil szeparatrixe.

Jelolje W (W) a végesben 1év6 nyeregpontok stabil (instabil) szeparat-
rixeinek és a co-ben 1év§ stabil (instabil) szeparatrixeinek egyesitését. Ekkor
érvényes az alabbi tétel:

A.5 Tétel (Kotus, Krych and Nitecki, 1982). A ¢ dinamikai rendszer pon-
tosan akkor strukturdlisan stabil, ha

(¢)  minden minimdlis halmaza trividlis;

1) nincs oszcilldlé pdlydja;
ii) Per(p)-ben minden pdlya hiperbolikus;
iv) WTNW- CPer(p).

(B) Egydimenzids eset
Tekintsiik az aldbbi halmazokat:
CY((0,00)) = {f : (0,00) — R : f folytonos}
C* ((0,00)) = {f : (0,00) — R : f folytonosan differencialhaté}

Az f € C°((0,00)) esetén legyen ||flg = sup(g o) | f], az f € C* ((0,00))

esetén pedig || fll; = [Ifllo + [[/1lo -
Most legyenek adottak az f,g € C1((0,00)) fiiggvények. Az i = f(x) és

az § = g(y) differencidlegyenletek, illetve az f és g fiiggvények topologikusan
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ekvivalensek, ha létezik olyan h : (0,00) — (0, 00) homeomorfizmus, amely a
palyakat egymasba képezi az iranyitas megtartasaval.

Az & = f(x) differencidlegyenlet, illetve az f fiiggvény strukturalisan
stabil, ha létezik olyan ¢ > 0, hogy

If =gl <e

esetén az & = f(x) és az y = g(y) differencidlegyenletek topologikusan ekvi-
valensek.

B1. Tétel. Legyen f € C'((0,00)) olyan, amelyre | f| minimuma egy kom-
pakt intervallumon kivil pozitiv. Ekkor az & = f(x) differencidlegyenlet pon-
tosan akkor strukturdlisan stabil, ha az f fligguénynek legfeljebb véges sok
egyensulyi pontja van és mindegyik hiperbolikus.

Most bebizonyitjuk a B.1 Tételt, ami egyuttal a Harrod modell egydi-
menziés valtozatanak strukturdlis stabilitdsat adja, és teljessé teszi a 2. Tétel
bizonyitasat.

Csak azt igazoljuk, hogy ha egy hiperbolikus egyensilyi pont van, amelyet
p-vel jeloliink, akkor az egyenlet strukturdlisan stabil. (Véges sok hiperbo-
likus egyensiilyi pont esetén hasonlé gondolatmenet alkalmazhatd.)

Legyen 6 € (0,p), amelyre z € (p — 6,p + 6) esetén |f'(z)| > |f' (p)] /2.
Legyen

m =min{|f (z)]:xz € (0,p—6]U[p+600)} .

A feltevés miatt m > 0. Legyen

m /" ()l
e< 5 e< 9 .

Legyen g € C*((0,00)) olyan, amelyre ||f — g||, < . Ekkor minden z > 0
mellett | f (z) — g (z)], <&, gy« ¢ (p— 6,p +6) esetén |g (z)| > | f ()| —¢ >
|f ()| —m/2 > 0. Azaz, g-nek nem lehet zérushelye a (p — 6,p + ) interval-
lumon kiviil, sét elgjele ott megegyezik f elGjelével. Most megmutatjuk,
hogy a (p — é,p+ 6) intervallumban g-nek is pontosan egy zérushelye van.
Ugyanis, ha két gyoke lenne, akkor kozotte a derivéltjanak is lenne egy z*
gyoke. Ekkor |f'(z*)—g' (z*)] = |f ()| > |f' (p)|/2 > € lenne, ami el-
lentmond annak, hogy || f — ¢|l; < . Mivel g-nek is pontosan egy zérushelye
van, jelolje ezt g, azért a topologikus ekvivalenciat biztosité homeomorfizmus
legyen h (z) = %x, amely a két rendszer egyensilyi pontjait, és igy a tobbi
palyait is egymasba képezi.

Igazoljuk most a forditott irdnyu allitast. Azaz, tegyiik fel, hogy f struk-
turdlisan stabil, és vdlasszuk meg e-t a definicié szerint. A Sard Lemma sze-
rint egy folytonosan differencidlhatéd leképezés kritikus értékeinek halmaza
nullmértékii. (y reguldris érték, ha y = f(x) esetén igaz, hogy f'(z) # 0;
y kritikus érték, ha nem reguldris érték.) Igy van olyan a € (0,¢), hogy a
g (x) = f () + « jobb oldalnak csak hiperbolikus egyenstlyi pontjai vannak.
Mivel a feltétel szerint ezek mind egy kompakt intervallumban vannak, és nem
torlédhatnak (mert a torlédasi pontjuk egy nem hiperbolikus egyensilyi pont
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lenne), azért g-nek véges sok egyensiilyi pontja van. fgy g és f topologikus
ekvivalenciaja miatt f-nek is véges sok egyensilyi pontja van. Ha f-nek lenne
egy nem hiperbolikus p egyensilyi pontja (ahol f/ (p) = 0 lenne), akkor lenne
olyan g fiiggvény, amely p egy kornyezetében azonosan 0 lenne, és fennallna
lf —gll; < e Eza g fiiggvény nem lenne topologikusan ekvivalens az f
fliggvénnyel, ami ellentmond f strukturélis stabilitasanak.

4 A Harrod modell strukturalis stabilitasanak
bizonyitasa

Az egydimenziés Harrod modell esetét a tokéletes eléreldtdssal mar tisztaztuk.
Most tekintsiik a kétdimenzids esetet, a Harrod modellt adaptiv varakoza-
sokkal.

Az egyszerliség kedvéért frjuk 4t a (8') és (11’) egyenleteket a kovetkezd
alakba:

& =az(y—b)

aholz =0, y=0b%a=a,c=0,ésb=10".

El6szor megmutatjuk, hogy a fenti rendszer vektormezejének Poincaré-
féle sztereografikus leképezéssel a gdbmbfeliiletre torténé transzformécidja nem
biztositja a Peixoto tétel kritériumait, vagyis ezzel nem bizonyithaté a di-
namikai rendszer strukturalis stabilitdsa.

Legyen

dx

_— = P = —

o (z,y) = az(y — b)

d—Z =Qz,y) =clz—y).
Alkalmazzuk az A.2 Tételt:

~Z2Q*dX + ZP*dY + (ZXQ* - YP*)dZ =0

P (X,Y,Z)_ZQP<Z, Z> =aX(Y —bZ)
Q'(X.Y,2) = 2Q(5,5) = e(X ).

A behelyettesitések utan kapjuk:
—cZ*(X-Y)dX+aZX(Y-bZ)dY +[cZX(X - Y) —aXY (Y —bZ)|dZ = 0.
A kritikus pontokat az alabbi egyenletrendszer megoldésa adja:
~-7°Q* =0, ZP* =0, ZXQ*-YP* =0
1. eset: Z#0,Q*=0,P*=0
X=0Y=0,7Z=1 — (0,0,1)
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b b 1
X=Y=bZ+#0 , )
70 - <¢1+2W V14 2b2 ¢1+2m>

(Az zy sikon a (0,0) és a (b, b) pontoknak felelnek meg.)
2. eset: Z =0,aXY?=0 — (1,0,0) és (0,1,0). A goémbfeliileten az
aldbbi egyensilyi helyzeteket kapjuk:

(0,0,1) (0,0,1)

b b 1 b b -1
<\/1 +202" V1 +202° 1+ 2b2> <\/1 +202 V1 +202° 1+ 2b2>
(1,0,0) (—1,0,0)

(0,1,0) (0,—1,0)

Most az A.3 Tételt alkalmazzuk az egyenlitén 1évé egyensilyi pontokra.
Az (1,0,0) pont vizsgalata:
Y

X=1, dX =0, yzizY, z=

Z
Z_7
X

az(y—bz)dy+ (cz(1 —y) —ay (y —bz))dz =0.
dy

i ay(y —bz) —cz(1 —y) = —cz +ay* + (c — ab)yz
% = az(y — bz) = ayz — abz”

Linearizélds (0, 0)-ban:

()= ) ()

Mivel a 0 kétszeres sajatérték, ezért az (1,0,0) nem hiperbolikus egyensilyi
helyzet.
A (0,1,0) pont vizsgélata:
X

Z
Y=1, dY = ==X —— _Z
s 0, e s z

—cz?(x —1)dx + (czx (x — 1) —ax (1 —bz))dz =0 .

—f =ar(l—b2) —cxz(r —1) = azx + (c — ab) vz — cx’z
= = 1—2)= —
7 = % (1—x)=cz"—cxz

Linerizalés a (0, 0)-ban:

()= 0) ()
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Mivel a sajatértékek a és 0, ezért a (0,1,0) sem hiperbolikus egyensilyi
helyzet. Mindkét egyensiilyi pont degenerdlt (ldsd in Perko, 1991, 148-
149. o.). Lathatd, hogy mind az yz-sikon, mind az zz-sikon a vektormezdk
kvadratikus illetve harmadfoku tagokkal kezdodnek, és ebben az esetben még
a nem hiperbolikus kritikus pontok részletes vizsgalata sem elégséges a vég-
telenbeli viselkedés meghatédrozdséhoz (v.6. Perko, 1991, 258. o.).

Tehat Peixoto tétele nem alkalmazhato, ezért a gyengébb feltételeket ma-
gaba foglalé Kotus-Krych-Nitecki tételt alkalmazzuk.

Tegytik fel, hogy az a, b, c adott pozitiv dllandok, és f a kovetkezo:

Floras) = <a1;1(x2 — b)> )

c(xy — x2)

ahol most 1 = x és x9 = y, a paraméterek pedig valtozatlanok. Ekkor ¢
egyensulyi helyzetei:

A=(0,0) és B=(bb).

Df(o)o):<_ab 0>

Cc —C

sajatértékei —ab < 0 és —c < 0, ab = c esetén a —c kétszeres multiplicitasa.

A
0 ab
prss=(° )
sajatértékei
—c =+ V2 + 4abc
)\i = y
2
sajatvektorai

At
=(1,— )] .
v <’ab>

Vegyiik észre, hogy A\_ < 0 < Ay és ){;—}: < 1. Tehat mindkét egyensilyi
helyzet hiperbolikus, az A stabil egyenstilyi helyzet (nyelé), B nyeregpont.
Az f: R? — R? vektormez6 a 6. dbrdn lathaté. (Az 4tskdlazott f vek-
tormez6 elemei ugyanolyan irdnydak, mint az f vektormez6é, csak a hosszuk
kiilénbozé. )
Az 2o = 21, T3 = b, 11 = 0 egyenesek a sikot a T%,T2,...,T7 nyitott és
Osszefiiggd tartomanyokra bontjak.
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€2

6. dbra.

.%‘120 To = T

T3 T°
Tl

T7 l'QZb

T6

T5

7. dbra.
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Az x; = 0 egyenest harom pélya alkotja: {(0,0)}, {(0,e~*":t € R)},
{(0,€) : t € R}. Ezért az 1 = 0 egyenes invaridns. Igy a 6. dbra alapjan

T', T T7 pozitiv invaridnsak ,
T2, T3, TS negativ invaridnsak .

J6l ismert, hogy a B = (b, b) nyeregpontnak van 1-dimenzids lokalis stabil és
instabil sokasdga: Sior €s Uiok- Az Sior (Usor) pozitiv (negativ) invaridns és
érint6je a B pontban a B-n dtmend v_ (v) irdnyu egyenes. Mivel

A . A
v_ = <1’E> és E<O’

valaszthatunk y' € T2 N Sk és y2 € T® N S, pontokat. Ekkor
ot,y") €T?* NStk és (t,y*) € TN S, (minden ¢ > 0)
és
e(t,y') = B, ¢t,y’) =B (t—o0).

Az St = {<p (t,yl) it € R} és S% = {<p (t,yQ) it € R} halmazok a B
nyeregpont stabil szeparatrixei. Az S = S1US?U{B} halmaz a B nyeregpont
stabil halmaza (8. dbra).

(L‘1:O

8. dbra.

Mivel y* € T?, tovdbba a vektormezd minden T?-beli v = (v1, v5) elemére
v1 >0, vy <0, és T? negativ invarians, ezért a

(—00,0] 5t — <p(t,y1) eT?



26 Moéczar Jozsef — Krisztin Tibor

gorbe elsé komponense monoton névekvsd, a mésodik monoton csokkend. T2
hatdrdn a B az egyetlen egyensilyi helyzet, amelyhez ¢(¢,y') nem tarthat
t — —oo esetén, igy

o (ty')| =00 (t——00).
Hasonléan kapjuk, hogy o(t,4%) € TS, t € R, és
o (ty?)] =00 (= —00).

Az is kénnyen beldthato, hogy a ¢ (t,y*) komponenseire ¢1(t,y*) — oo,
0a(t,y?) — —oo (t — —o0) teljesiil.
Analég médon, vy = (1,2—}:) és 0 < ){;—}: < 1 miatt van olyan 2! €

T'N Uk, és 22eT™N Ujok, hogy
o(t, 2 €T N Uk,  @(t,2%) € T N Uy, (Vt <0)
és
o(t,z') = B, (t,2*)— B (t— —00).

Az
U'={p(tz"), te R}, U?={¢t2?),teR}

halmazok a B instabil szeparatrixei (8. dbra). Az U = U'UU? = { B} halmaz
a B instabil halmaza. Mivel T és T7 pozitiv invaridnsok, ezért

ot,2Y)yeT', ot,22)eT” (Vt>0).

Innen az kévetkezik, hogy ¢ (¢, 2') (¢ (¢, 22)) mindkét komponense szigorian
monoton névekvé (cstkkend) ¢ € [0, co)-re, és

lo (t,2")] = o0, ¢ (t,2°) = A=(0,0) (t — o) .
A fentiek alapjan léteznek olyan
o:R—(0,00), u:(0,00) — R

folytonos fliggvények, hogy o (b) = b, u (b) = b, o szigoriian monoton csékkend,
u szigordan monoton névekvd, u (x1) < z1 minden x1 > bre, u(x1) > 1
minden z; € (0,b)-re, és

S={(o(zx2),z2):z2€ R}, U={(z,u(z1)):21>0}.

Most megmutatjuk, hogy a ¢-nek nincs nemtrivialis periodikus palyéja.
Ha valamely p € R? esetén ¢ (¢, p) periodikus a T' > 0 minimalis periédussal,
akkor a

I:[0, 7] 3t — ¢(t,p) € R?

egyszerl zart gorbe belsejében van egyensulyi helyzet, azaz az A vagy a B
pont. Mivel A, B € UUS, ezért II belseje U U S-beli pontokat is tartal-
maz. De U U S nem korldtos, igy van olyan pontja is, amely a II-n kiviil
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van. A folytonossdg és az U U S Osszefiiggésége miatt U U S tartalmaz olyan
pontot is, amely eleme II-nek. Ez ellentmonddas, mert az U U S pontjai nem
periodikusak.

Az R%\ (S U Ul) halmaznak 3 6sszefiiggd nyitott komponense van: H',
H?, H? (9. dbra). A H', H? és H? invariansak.

T2
Tg = X1
S s
ul
T = b
H3 Hl
Z1
9. dbra.

Ha z € H', akkor ¢ (¢, 2) komponenseire az aldbbi érvényes: van egyetlen
olyan tg € R, amelyre s (to,x) = b, és

(—00,t9) Dt — ¢y (t,x) € R szigorian monoton csékkend;
(to,00) 2t — @1 (t,z) € R szigorian monoton névekvo;
(—00,00) 3t — g (t,x) € R szigortian monoton névekvo.
Ha ¢(t,x) véges hatdrértékhez tart, amint ¢ — oo vagy t — —oo, akkor a
hatdrérték egyensulyi helyzet. H Lban B az egyetlen egyensulyi helyzet, és
¢ (t,x) nem tart B-hez. Igy ¢1 (t,2) és ¢ (t,2) monotonitédsi tulajdonsdga
alapjan
lp(t,z)| =00 (t— 400) .
Tehdt a(z) = w(z) = 0. Analég médon kapjuk, hogy « (z) = w(z) = 0

minden x € H? esetén.
Minden n > 1 egész szamra definidljuk a

r,=rlu...urd
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gorbét (10. dbra), ahol vy, = £n (b+n) és
I, ={(z1,b+n):0<x <o(b+n)},

F?LZ{(JJl,iJJl‘Fb“‘n):_’Yng‘r1<0} ’
an

F?L = {(_’YTba-rQ) P =Y S a2 < 0} ,
Férlb = {(.131,—.171 - 2’)/”) T Tn S T < 0} 3
F?L = {(.171, _2’7%) :0 <z < O'(—2’)/,,L)} R
FS = {(0 (132) 71;2) : _2’7% S T S b+7’l} .
L2 To = I
Fl
b+n
1—12
o1 B
— Tn A )
rs o
- Yn
1-\4

S ={(o(x2),x2) : x2 € R}
10. dbra.
Alh’tjuk, hogy a T, egyszerii zart gorbe V,, belseje pozitiv invaridns. 'S
az S invarians halmaz része. lgy V,, pozitiv invariancidja kovetkezik, ha a

Il ..., T2 gorbék pontjaibél az f vektormezd elemei V,,-be mutatnak. Ez a
6. abra alapjan nyilvanval6 az

{(1:1,i1:1+b+n) c—2In? <y <0} cr?
an C

halmaz pontjainak kivételével. Az utébbi pontokra elegendé6 megmutatni,
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hogy
5

!
T

a(z)c(ry — x2) ‘ _
a(x)azy (x2 —b)

c(zy — x9) 5 £
axy (x2 —b) an

Ha —%n2<x1<0ésxgzix1+b+n, akkor 0 < x9 — b < n. fgy

c(z1 —x2) ‘ _ c(xa— 1) c(—z1) _c 1 c
axy (xe — b) a(—x1) (x2 —b) ~ a(—z1)(xe—b) a x—b  an

Tehat I',, belseje pozitiv invarians.

Legyen x € H?. Ekkor létezik olyan n > 1 egész szam, hogy = € V.
A Poincaré-Bendixson tétel alkalmazédsaval, figyelembe véve a V,, pozitiv in-
variancidjat és nemtrivialis periodikus palydk nemlétezését, azt kapjuk, hogy

w(r) c{A,B}UU?.

Ha A € w(x), akkor az A stabilitdsa miatt w (x) = {A}. Ha A ¢ w (z), akkor
csak w () = {B} fordulhat el6, ami lehetetlen, mert csak x € S esetén lehet
w (z) = {B}. Tehat w(x) = {A}.

Allitjuk, hogy minden = € H3\ (52 U {A}) esetén |p(t,z)] — oo, ha
t — —o0, azaz a(x) = (. Ha {¢(¢,x): ¢t <0} korldtos, akkor a Poincaré-
Bendixson tétel alkalmazasdval és A stabilitdsdnak, nemtrividlis periodikus
pélydk nemlétezésének figyelembe vételével adédik, hogy csak o (x) = {B}
lehet. De ekkor sziikségképpen = € U, ami ellentmondas. Tehét

{p(t,x) 1 <0}

nem korldtos. Igy van olyan (t),) sorozat, amelyre t;, — —oco és | (£, x)| — oo
teljesiil. Vegyiik észre, hogy a H? \ V,, halmazok negativ invaridnsak. Mivel
V,, korldtos, minden n > 1 egész szdmhoz van olyan k = k(n) > 1 egész
szdm, hogy ¢ (ty,z) € H® \'V,,. Ekkor H?3 \ V,, negativ invariancidja miatt

o(t,z) e H3\ 'V, (Yt <tp) .

Ebbdl kovetkezik, hogy |¢ (¢, z)| — o0 (t — —00).

A fentiek alapjan a ¢ kompakt, invaridns részhalmazai éppen az { A}, { B},
{A, B} UU? halmazok. Ezek koziil az {A} és {B} a miniméalis halmazok.
p-nek nincs oszcillalé palydja, mert minden x € R2-re a(z) és w(x) vagy
iresek, vagy egyetlen pontot tartalmaznak, azaz kompaktak. Mivel nincs
nemtrividlis palya, ezért

Per (¢) = {A, B} .

Az A és B egyensulyi helyzetek hiperbolikusak.

Legyen x € R? olyan, hogy w (z) = (). Ekkor sziikségképpen x € H'UH?U
Ul. Azt allitjuk, hogy J* (z) = 0. Mar lattuk olyan 79 = 7o (z) létezését,
hogy ¢ (10,x) € T'. A T* porzitiv invariancidja miatt ¢ (t,2) € T minden
t > 1p-ra. A vektormez6é T'-beli irdnya miatt

[10,00) 3¢ = [p(t,2) € R
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szigorian monoton né. Azt is tudjuk, hogy |¢ (¢,z)] — oo, ha t — oc.
Legyen most y € R? adott. A fentiek alapjan van olyan 7, > 0, amelyre
lo (r1,2)] > |y| + 1. A megolddsoknak a kezdeti adatoktdl valé folytonos
fliggése miatt van az z-nek olyan K, kornyezete, hogy minden z € K, -re

|§0(7—1,Z)|>|y|+1/2, @(Tl?Z)ETl'

A fentiekhez hasonléan innen minden z € K,-re és minden ¢ > 7-re

lo (t,2)] > | (m1,2)] > |y| +1/2

kovetkezik. Legyen (z™) egy olyan sorozat R%-ben, és (t,,) pedig R-ben, hogy
" — =z, t, — oo. Minden elég nagy n-re " € K, és 7, > 7. Igy az elég
nagy n-ckre | (t,,2")| > |y| + 1/2, azaz

o (tn,2™) Ay (n — o00) .

Mivel y € R? tetszdleges volt, JT (z) = () adédik. Ebbél az is kovetkezik,
hogy (-nek nincs nyerge a oo-ben. Tehat

wt=5'uUs? wW-=U'"uU?.

Igy
WHNW- ={B} C Per(y) .
Ezzel belattuk, hogy a Kotus-Krych-Nitecki tétel feltételei teljesiilnek,
azaz @ strukturdlisan stabil. Ez egytuttal bizonyitja a Harrod modell struk-
turalis stabilitdsat is a sikon.
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STRUCTURAL STABILITY OF THE HARROD MODEL

In this study it is shown that the nontrivial hyperbolic fixed point of a nonlin-
ear dynamical system, which is formulated by means of the adaptive expectations,
corresponds to the unstable equilibrium of Harrod. We prove that this nonlinear
dynamical (in the sense of Harrod) model is structurally stable under suitable eco-
nomic conditions. In the case of structural stability, small changes of the functions
(C'-perturbations of the vector field) describing the expected and the true time
variation of the capital coefficients do not influence the qualitative properties of
the endogenous variables, that is, although the trajectories may slightly change,
their structure is the same as that of the unperturbed one, and therefore these
models are suitable for long-time predictions. In this situation the critique of Lu-
cas or Engel is not valid. There is no topological conjugacy between the perturbed
and unperturbed models; the change of the growth rate between two levels may
require different times for the perturbed and unperturbed models.
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A DALANG-MORTON-WILLINGER TETEL!

MEDVEGYEV PETER
Budapesti Corvinus Egyetem

A dolgozatban roviden megvizsgaljuk a Dalang-Morton—Willinger tétel bi-
zonyitasat és ramutatunk arra, hogy a véges allapottérre, illetve a tetszoleges
allapottérre kimondott tételek azonossiga a sztochasztikus konvergencia sa-
jatos és némiképpen meglep6 tulajdonsagai miatt esnek egybe.

1 Bevezetés

A matematikai pénziigyek talan legszebb &llitasa, a Dalang—Morton—Willinger
tétel szerint véges és diszkrét idohorizont esetén a nincs arbitrazs tulajdonsag
sziikséges és elegendd feltétele annak, hogy létezzen ekvivalens martingdl
mérték. A tétel tobb szempontbdl is figyelmreméltd: egyrészt rendkiviil
elegans, masrészt végso soron a legaltaldnosabb ilyen irdanyu &llitas, ugya-
nis a tételben szereplé egyetlen lényegi megkotés, a lehetséges idépontok
végességének megkotése, nem ejthetd el. Ugyancsak érdekes, hogy a tétel
sziiletésekor az eredeti bizonyitas meglehetésen bonyolult volt. Jellemzo6 a
helyzetre, hogy az egyébként kivdls [4] kényv els6 kiaddsa nem adja meg
a tétel bizonyitasat és a kozolt bizonyitas vazlat sok mindennek mondhato,
csak megvilagiténak vagy értelmezhetonek nem. Hogyan lehet az, hogy egy
ilyen egyszeri és elegans tételnek ilyen bonyolult legyen a bizonyitasa? Nem
meglepo, hogy evvel a kérdéssel és a tétel bizonyitasaval, pontosabban annak
egyszerlisitésével, a teriilet legjobbjai foglalkoztak [2,13]. Szdmos prébalkozas
utdn az attorést a [8] dolgozat hozta. A dolgozatban a szerzék egy igen révid
és elegans bizonyitast adtak a tételre. Ugyanakkor feltehet&en ,,sportot”
csinaltak abbdl, hogy a bizonyitast leroviditsék és a kozolt gondolatmenet en-
nek kovetkeztében vézlatos és némiképpen homalyos. Ennek kévetkeztében
példdul az [5] vagy a [6] szdmos ponton jelentésen eltér az eredeti gondo-
latmenettol, és megitélésem szerint tovabbra is tilbonyolitja a bizonyitast.
A Dalang—Morton—Willinger tétel, illetve bizonyitasdanak legfébb sajatos-
sdga, hogy szinte majdnem azonos a joval egyszeriibb, idonként Harrison—
Pliska tételnek is mondott elemi &llitds igazoldsaval, amikor a lehetséges
kimenetelek tere véges [7]. A két &llitds igazoldsa kozotti eltérés nagyrészt a
tételben szereplo feltételekbol ered, ugyanis a Dalang—Morton—Willinger tétel
indoklasaban, az allitas természetébdl eredéen, néhany elemi mértékelméleti
megfontolds nem keriilhetd el. A jelen dolgozat f6 mondanivaldja, hogy a

1Szeretnék koszonetet mondani Badics Tamdsnak, Résonyi Miklésnak és a dolgozat
ismeretlen birdléjanak a dolgozat figyelmes elovasidsaért és a segitOkész megjegyzéseikért.
Beérkezett: 2006. februar 4. E-mail: medvegyev@math.bke.hu.
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két allitas kozotti analogia a véges dimenzids terek és az Gsszes valdszintségi
valtozékat tartalmazé tigynevezett LO tér kozotti meglepd hasonlésagokra
vezethetd vissza.

2 A tétel kimondasa

Feltessziik, hogy az olvasé ismeri az eszkozarazassal kapcsolatos legfontosabb
fogalmakat, v.6. [11], és csak a tétel rovid és vazlatos ismertetésére szorit-
kozunk. Legyen (2, A, P) egy éltaldnos valésziniiségi mez6 és F = (ft),fT:O
véges id6 horizont, de minden mas szempontbdl tetszoleges filtracié. Legyen
(S (t))tT:O tetszbleges m-dimenziés F-adaptalt folyamat. Miként kozismert,
az adaptéltsidg csak annyit jelent, hogy minden t-re az S (t) vektor értékil
valészintiségi valtozo F;-mérhetl. Vezessiik be az

RZ {H:H:i[S(t)—S(t—l)]H(t)}

halmazt, ahol 6 az elérejelezheté stratégidkon fut keresztiil, vagyis ahol a
0 (t) minden t-re F;_j-mérhets. Az R az S (t) drfolyamok megvéltozdsabdl
szarmaz6 lehetséges arfolyamnyereségek halmaza. Az analizisben megszokott
modon Lﬂ_ jelolje a nem negativ valdoszinliségi valtozdk halmazat. Vezessiik
be az i

A=R-LY,

valamint a cl (A) halmazokat, ahol a lezérés a sztochasztikus konvergencidban
értendd, és az A definicidjdban a kivonds jel a komplexus kivondst jelent.
Diszkrét, véges idOhorizont esetén az ugynevezett eszkozarazas els6 alaptéte-
lének legaltalanosabb alakja a kovetkezo:

Tétel 1 (Dalang-Morton-Willinger). A kévetkezd dllitdsok ekvivalensek:
1. AnLY. ={o0}.

ANLY ={0} és A=cl(A).

cl(4)n LY ={0}.

e

Megadhato olyan Q valdszinidség, amely ekvivalens az eredeti P valdszi-
niiségi mértékkel, amelyre a dQ/dP Radon—Nikodym derivdlt korldtos,
és amely mellett az S m-dimenzids martingdl.

Erdemes hangstlyozni, hogy a tételben szereplo els6 allitds azt jelenti,
hogy nincsen olyan (0 (t))tT:l elérejelezhetd stratégia, amelyre

i[s(f)—s(t—l)]ﬁ(t)zo

t=1

és egy pozitiv mértékli halmazon az egyenlétlenség szigori. Masképpen fo-
galmazva az els6 allitds szerint nincsen arbitrazs.
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3 Az L° tér elemi tulajdonsagai

Emlékeztetiink, hogy az L° (2, F,P) téren egy adott F o-algebrdra mérhetd
valdsziniiségi valtozok halmazat értjik. A tovabbiakban az (2, F,P) pa-
ramétert elhagyjuk, és a valamivel egyszertibb L° jelélést fogjuk hasznalni.
A valészintiségi véltozokat a szokdsos médon a P valdszintiségi mérték sze-
rint ekvivalencia osztélyokba soroljuk. Az L° téren a konvergencidt a szto-
chasztikus konvergencia definidlja. Emlékeztetiink, hogy a sztochasztikus
konvergencia metrizalhat6, igy az L részhalmazainak zartsidgat elegendd
szekvencidlis okoskodéssal igazolni, vagyis egy Z C L° halmaz pontosan
akkor zart, ha minden a Z halmazbdl vett konvergens sorozat hatarértéke
is a Z halmazban van. A sztochasztikus konvergencia alapvetéen fontos
tulajdonsaga, amely a kés6bbi gondolatmenet alapjaul szolgdl, hogy min-
den sztochasztikusan konvergens sorozat tartalmaz egy majdnem mindenhol
konvergens részsorozatot, illetve, hogy a majdnem mindenhol valé konver-
genciabdl kovetkezik a sztochasztikus konvergencia [10]. Ennek megfeleléen
egy Z C L° halmaz pontosan akkor zart, ha a Z-bdl vett minden majdnem
mindenhol konvergens sorozatnak a hatarértéke is Z-be esik. Masképpen
fogalmazva az LY térben a zdrtsdgot szekvencidlis gondolatmenettel tudjuk
igazolni, mikozben az egyébként nem metrizdlhaté majdnem mindenhol valé
konvergenciat? hasznaljuk. Az L tér szamunkra kules tulajdonsdgat a ko-
vetkezé kompaktsagi lemma tartalmazza [8]:

Lemma 2. Legyen (n,) IR™ értékii mérhetd figguények sorozata és tegyiik
fel, hogy a sorozat minden kimenetelre korldtos. Ekkor megadhatd olyan (o)
egész értéki, szigorian monoton novd, mérhetd fligguényekbdl dllo sorozat,
amelyre az (ne,) sorozat minden kimenetelre konvergens. Mdsrészrél, ha

sup,, ||nn|| = oo, akkor van olyan (o) egész értéki, szigorian monoton névd,
mérhetd fiigguényekbdl alld sorozat, amelyre limg_,o0 |15, ]| = 00 minden
kimenetelre.

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy a Bolzano—Weierstrass tétel miatt a ki-
menetelenkénti korlatossag miatt minden w esetén trividlisan taldlhato olyan
(o) (w)) szigordan monoton novekedd sorozat, amelyre az (1, (o) (w)) sorozat
konvergens. A lényeges észrevétel, hogy a o indexsorozat mérhetének vé-
laszthatd. Legyen el6szor (n,) skaldr értékii sorozat. A feltétel szerint az
Neo = lim inf, 77, minden kimenetelre 1étezik és véges. Az () mérhetbsége
miatt az 7. is mérhetd. Legyen oy = 0, és vezessiik be a

o . 1
Ok :Hlf{n > Of—1: |77n _77<>o| < E}

fliggvényeket. Elemi megfontoldsokkal azonnal belathatd, hogy a oj minden
k-ra mérhetd, illetve 1y, — no. Kovetkezésképpen a lemma 4allitasa ilyenkor
teljesiil. Tébbdimenzids esetben eloszor az elsé koordinatahoz készitsik el a

2Erdemes megjegyezni, bar ennek nincsen jelentGsége, hogy a majdnem mindenhol valé
konvergencia nem is topologizalhatdé.
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részsorozatot, majd a mar megritkitott sororozat masodik koordinatajahoz
keressiik meg a konvergencidt biztosité indexsorozatot. Az eljirdst egymaés
utdn az Osszes koordindtdkra megismételve a (o}) indexsorozatot egyszerti,
véges 1épésbdl 4ll6 iterdcidval megkaphatjuk. Az &llitds masodik felének in-
doklasédhoz elegendé a

or =inf {n > op_1: |l > Kk}

sorozatot venni.
O

A lemma kozvetlen kévetkezménye, hogy a véges szdmi elem &dltal generalt
kupok zartsagara vonatkozé kozismert tétel atviheto véges dimenzids terekbol
az L° (F,P) térbe.

Lemma 3. Legyenek f1, fo,..., fm tetszéleges valamely A o-algebra szerint
mérhetd fiigguények. Tegyik fel, hogy F C A és tekintsiik az

L= {fifZZfi%a% ELO(fap)}
=1

linedris teret. Az L az LY (A, P) zdrt altere.

Bizonyitas. Vegylink egy [,, € L sorozatot, és tegytik fel, hogy l,, — I,
ahol a konvergencidn a majdnem mindenhol valé konvergencidt értjitk. Az
l, € L feltételbol meg kell mutatnunk, hogy I, € L. Vektor jelolésre attérve
az L definicigja szerint

l'rL é (gay'rb) 3

ahol g = (f1, fas- ey fim) €S Un = ((p(l”)) 90(2”), e, (pﬁ;’j)) valamint minden n-re

az y, F-mérhetd. Vegyik észre, hogy a bizonyitas nehézsége pusztan abbol
4ll, hogy az (l,,) konvergencidjdbdl nem kovetkezik az (y,,) konvergencidja.
Ugyancsak vegyiik észre, hogy elegendé beldtni, hogy az (y,) sorozatnak
van az elsé lemma értelmében konvergens részsorozata, ugyanis ha alkalmas
részsorozatra Y,, — Yoo, akkor az y., F-mérhetd, ugyanis a lemma altal
biztositott (y,, ) részsorozat tagjai F-mérhetSek, és

(g7y0'k) - (gayoo) =l -

A konvergens részsorozat 1étezéséhez elegend6 beldtni, hogy az (y,) sorozat
megvalaszthato ugy, hogy a sorozat majdnem minden kimenetelre pontonként
korlatos. Legyen € az {2 azon részhalmaza, ahol ez nem teljestil. Mivel (yy)
F-mérhetd ezért Q; szintén F-mérhetd. A részsorozat megkonstrudlasanak
céljabdl az €7 halmazon

bn (W) = (9 (@), yn (@)

3Erdemes hangsilyozni, hogy pontosan ez a probléma lép fel akkor, amikor a véges
dimenzids terekben azt kell igazolni, hogy minden véges kup, vagy egy altér zart. Az
alabbi bizonyitds ezen az igen fontos &llitas bizonyitdsdnak kozismert Gtletére épiil.
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egyenldséget osszuk végig az ||y, (w)]|| sorozattal:

In (W) _ w Yn (W)
Ton @1 <g( ) Tym (@ >|>

Az (yn, (w) / ||yn (w)]]) sorozat korldtos, igy az el6z6 lemma szerint van mérhetd
modon indexelt konvergens részsorozata. Természetesen eléfordulhat, hogy
a kivalasztott részsorozat bizonyos kimenetelekre korlatos. Ezen kimenetelek
halmaza ismételten F-mérhet6. Ezeket a kimeneteleket toroljiik az €2; hal-
mazbdl, és térjiink 4t a lemma mésodik felében szerepld részsorozatra. A meg-
maradt kimenetelekre ||y, (w)|| — oo. Erre a részsorozatra az ;-halmazon

lon(w)
Toon @) 0

ugyanis a szamldlé konvergens, a nevezd pedig végtelenbe tart. Az Q € F
halmazon ez azt jelenti, hogy van egy olyan véltozd, nevezetesen uo,, amely
F-mérheto és amelyre

(9 (W), U (W) =0, we.

Az uy (w) € IR™ vektor egységnyi hosszi vektorok hatdrértéke, {gy nem
lehet azonosan nulla egyetlen w € ; esetén sem. Igy minden w € ;-re az

gW) = (i), f2 @),y fn (W)

egyik koordinatéja, természetesen minden w-ra mas és mas, kifejezhetd a tob-
bi segitségével. A lényeges gondolat az, hogy amikor a g valamelyik koordiné-
tdjat Qi-en kifejezziik a tobbivel, a silyok F-mérhetéek. A kifejtéseket az

o, (W) = (9 (@) 90, (W)

egyenléségbe visszahelyettesitve feltehetd, hogy az £2; halmazon minden w-ra
az Yo, (w) silyok koziil csak m — 1 sily nem nulla, mikézben az €y komple-
menterén az y,,, korldtos és az w — Y, (o) () fliggvények F-mérhetéek. Ha
az igy kapott silyok halmaza még mindig nem korlatos, akkor az eljarast
megismételjik. Vagyis 1étezik egy Qo C Qy pozitiv mértéki halmaz, amely-
hez mér van olyan (y,, ) részsorozat, amely az 22 komplementerén korldtos
és amelynek az (2-6n mar legfeljebb m — 2 koordinataja nem nulla. Utolso
lépésként mar csak egyetlen koordinata marad, vagyis feltehet6 példaul, hogy

=h <P1n) .

Tlyenkor a ¢\ (w) csak akkor lehet nem korlatos, ha az f; (w) nulla. Ha €,
jeloli azt az F-mérhetd halmazt, ahol az ((p(ln)) nem korlatos, akkor a ((p(ln))

sorozat helyett a <p( )xgsn ) sorozatot véve a (y,,) sorozat F-mérheté marad

és korlatos lesz. Mivel az eljaras véges lépésben befejezodik, ezért felteheto,
hogy az (y,) sorozat korldtos, amivel az L zartsagat igazoltuk.
O
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A nincsen arbitrazs feltétel a kovetkez6 lemméban jatszik szerepet:

Lemma 4. Jelolje Lﬂ_ (A, P) az el6z6 lemmdban szerepld A o-algebrdn nem
negativ valtozok halmazdt. Ha az el6z6 lemmdban szerepld L altérre

LNLY (A P)={0},

akkor az
A=L-L% (AP)

kip zdrt az L° (A, P) térben.

Bizonyitds. A lemma bizonyitdsa az el6z6 lemma bizonyitdsdnak érte-
lemszerti médositésaval kaphat6. Az I, = (g,y.) egyenléség helyett az

Qn, é (ga y’rb) —Tn

egyenldségbél kell kiindulni, ahol r,, > 0. A végigosztas, illetve a konvergens
részsorozatra valé attérés utdn az (r,,/||ys, (w)||) sorozat sziikségszeriien
konvergens és az §2 el6z6 lemmaban szereplé megfelel6 €2, részhalmazan
érvényes az

Oz(gayoo)_rooa Toozo

felbontés, ahol értelemszertien roo jeloli az (75, / ||ys, (w)]|) sorozat hatdrér-
tékét. Ertelemszertien

(gayooxﬂk) = Too XQp -

Ebbdl, felhasznélva, hogy az yooXq,, valtozé F-mérhetd az L N LY (A, P) =
{0} feltétel miatt rooxq,, = 0, amibdl az &llitds indokldsa az el6z6 lemma
gondolatmenetét megismételve mar evidens.

O

4 A tétel igazolasa

A tétel bizonyitdsa a végtelen dimenzids szepardcios tételre épiil. A véges
dimenzids esetben, [11,12] a tétel bizonyitdsakor elegend6 az

RZ {H:H:i[S(t)—S(t—l)]H(t)}

és az IR konvex halmazokat elvalasztani. Az dltaldnos esetben a nehézségek
abbdl erednek, hogy két konvex halmaz csak akkor valaszthato el, ha az
egyiknek van belsé pontja. Az L' térben a nem negativ valtozék halmazdnak
azonban nincsen belsé pontja. Ezt orvosolja a kovetkez6 lemma. V.0.:
[9,13,15].

Lemma 5 (Kreps-Yan). Legyen (Q, A, P) tetszdleges valdszindiségi mezd.
Legyen K a mezén értelmezett integrdlhatd fiigguényekbdl dllé L' (9, A, P)
tér olyan zdrt, konvex kipja, amelyre K O (—LY) és K N LY = {0}. Ekkor
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az (2, A) téren létezik olyan Q wvaldszindiségi mérték, amely ekvivalens® az
eredett P valoszinidségi mértékkel, és amelyre

aQ
3

Q (k) = /de /k—dP MP<Z§><0, Vke K .

Bizonyitds. Az L' dudlisa L> [10], tehdt az L' téren értelmezett foly-
tonos, linearis funkcionalok alkalmas L fiiggvény segitségével integralként
reprezentalhatéak, vagyis minden az L' téren értelmezett z folytonos, linedris
funkcionalnak egyértelmiilen megfeleltetheté egy olyan, szintén z-vel jelolt
L>-beli elem, amelyre tetszéleges | € L' esetén

(z,l)z/ﬂzldP.

Legyen Z az olyan z folytonos, linearis funkciondlok halmaza, amelyekre
(2, K) < 0. Mivel K D (—Li_) ezért z > 0 majdnem mindenhol. Mivel
0 € Z, ezért Z # 0. Jelolje Y a Z elemeinek tartéhalmazaibdl 4116 halmazt,
vagyis Y € ), ha van olyan z € Z, hogy Y = {z > 0}. Trividlisan az ) zért
a megszamlalhatd egyesitésre, ugyanis ha z,, € Z, akkor alkalmas a,, pozitiv
konstansokkal > a,z, € Z. Ha

X =sup{P(Y):Y e},

e L™

valamint

akkor van olyan (Y,), sorozat, amelyre P (Y,,) / Ao. Az éltaldnossdg meg-
szoritasa nélkiil feltehetd, hogy az (Y,,) monoton né, és miként az imént
megjegyeztitk, Yy = U, Y, € ), tehét P (Yy) = Xo. Az allitdst beldtjuk,
ha megmutatjuk, hogy A\g = 1, ugyanis akkor talaltunk egy olyan 2z, € Z
elemet, vagyis egy olyan zg € L™ fliggvényt, amelyre (zp, K) < 0, és amelyre
P (20 > 0) = 1. Ilyenkor a

o dQ

P
valasztds mellett a lemma &llitasa teljestil.

Tegyiik fel, hogy P (Yy) < 1, és vegyiik az » = Xvg € LY\ {0} fiiggvényt.
Mivel a K zért, konvex halmaz és a lemma K N L, = {0} feltétele miatt
x ¢ K, ezért a végtelen dimenzids szepardcids tétel, a Hahn—Banach-tétel
szerint taldlhaté az L' téren értelmezett olyan z, folytonos, linedris funkcio-
nal, amelyre

20 =

(2, ) > (25, k), keK. (1)

4Emlékeztetiink, hogy a P és a Q ekvivalencidja definicié szerint azt jelenti, hogy
P (A) = 0 pontosan akkor, ha Q (A) = 0, vagyis a nulla valésziniliségii események halmaza
a két mérték esetében egybeesik. Természetesen a P és a Q pontosan akkor ekvivalens, ha
a dQ/dP létezik és pozitiv. A dQ/dP mindig normalizalhaté, vagyis feletehetd, hogy a Q
is valészinliségi mérték.
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A K kip, igy ha (z;,k) > 0 valamely k € K elemre, akkor (z,,sk) /" oo
ha s / oo, igy az (1) szeparicids egyenl6tlenség nem teljesiilhet. Ebbdl
kovetkezben

(2:,k) <0, keK.

Tetszéleges B € A esetén xp € L}s-a ezért z, > 0, ugyanis ha egy pozitiv
mértéki B halmazon z, < 0, akkor a —syp € —Li_ C K halmazon

(24, —8XB) = —s/ Ze dP >0,
B

ami az s novelésével ismét tetszblegesen naggya teheté. Kovetkezésképpen az
(1) szeparécids egyenlStlenség ismét nem teljesiilhetne. Mivel 0 € K, ezért
(zg,x) > 0, vagyis [, zz@dP > 0, tehdt a z, tartéja egy pozitiv mértékii
halmazon belemetsz az x = Xyg tartéjaba, vagyis a z, az Y halmaz egy
pozitiv valdszinlségu részhalmazan pozitiv. Ebbol kovetkezden egyrészt

(20 + 22, K) = (20, K) + (22, K) <0,

masrészt zg + z, > 0 és a zp + 2, tartéja nagyobb mint Yy, ami ellentmond
a P (Y)) maximalitdsanak.
O

Végezetiil ratérhetiink a tétel bizonyitdsira. V.5.: [8]

1. Meg kell mutatni, hogy a megadott feltételek teljesiilése esetén az
A= R— LY halmaz zért>. A bizonyitds a T id8periédus szerinti indukciéra
épil. Ha T =1, akkor a Lemma 4 szerint az A halmaz zdrt. Tegyiik fel, hogy
az allitast mar T — 1 id6pont esetén belattuk, és legyen

an =D [S(t) =St —1)]0, (t) = rn — oo -

Vezessiik be a

bn = [S (1) - S(O)] 6” (1)

(e}
Cp = GQp — b'rL

jeloléseket. Vegytik észre, hogy a problémat az jelenti, hogy abbdl, hogy
az (a,) konvergens még nem kovetkezik, hogy a (b,) és a (c,) is konver-
gens. Ha a (0, (1)) sorozat korldtos, akkor részsorozatra attérve feltchetd,
hogy a (6, (1)) konvergens. A részsorozatot megadé indexek Fp-mérhetbek,
igy a tobbi (6, (15));2 stratégia a részsorozatra valé 4ttérés utan is mérhetd
marad a sajit o-algebrajira nézve, vagyis a megritkitott (6, (t))tT:l stratégia
is elérejelezhetd marad. Ha a (6, (1)) nem korldtos, akkor a méar bemutatott

5A sztochasztikus, illetve a majdnem mindenhol valé konvergencidban.
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modon eljarva és a

b o 0,, (1)
e or - WO (”wmm

B an T 0., (t) T
- (t ) [S(t — 1) 16, D] |6 (1)|>

egyenl6ségben hatarértéket véve feltehetjiik, hogy a

T _ _ arb(t) _ /rl”/
(Z[S(t) S(t—1)] 16, ()] |0n(1)|>

t=2

sorozat konvergens. Az indukcids feltétel miatt a hatarérték eléallithatd

[S(t) =S (t=1)]6" () -

t=2

mddon, ahol természetesen a (6* (t))tT:l eldrejelezhetd. Kovetkezésképpen

S(1) -5 W +DSH =S E—1)]0" () —r"=0.

t=2

A nincs arbitrazs feltétel miatt * = 0. Ha valamely H pozitiv valésziniiségii
Fo-mérheté halmazon [S (1) — S (0)] 05 > 0, akkor az

[S(1) = S(0)] 61 xn

egy arbitrazs stratégiat realizdl, ami lehetetlen. Ha valamely H pozitiv
val6szinliségli Fo-mérhetd halmazon [S (1) — S (0)] 87 < 0, akkor pedig az

Z t_ 1)] 6’t*XH

t=2

realizal arbitrazs stratégiat. Ebbol kovetkez6en majdnem mindenhol
[S(1)=5(0)]67 =0,

A mér bemutatott médon az ,,effektiv”’ koordinatdkat csokkentve véges eli-
mindciés 1épés utan feltehetjiik, hogy a (6, (1)) korlatos. Ebbol kovetkezéen
alkalmas részsorozatra éttérve a (by,) és a (c,) sorozatok konvergensek, és az
indukcids feltétel szerint a hatarértékiik a megfelelé kupban helyezkedik el.

2. A mdsodik 4llitdsbdl trividlisan kovetkezik a harmadik.

3. Megjegyezzik, hogy tetszoleges 1 valtozo esetén a P valdszinlségi
mez6 megvalaszthatd ugy, hogy az n integralhatd lesz. Elég példaul a P
helyett a

P%@écﬁwm—www



42 Medvegyev Péter

P-vel ekvivalens teret venni®. Mivel a tételben szerepld allitdsok érvényben
maradnak, ha ekvivalens valészintiségre tériink at7, ezért az altaldnossag
megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy az S folyamat minden idészakban in-
tegralhaté. Mivel az L'-ben valé konvergencidbdl kivetkezik a sztochasztikus
konvergencia, ezért a K = cl(A) N L' kiip zért az L' térben, és a feltétel sze-
rint K N LY = {0}. Az el6z8 lemméban szerepld szepardcids tétel alapjén
van olyan Q ekvivalens mérték, amelyre a dQ/dP € L, és amelyre

MQ (k) <0, keK.

Specidlisan, ha vessziik a k = £[S (t) — S (t — 1)] 8 (t) elemeket, ahol a 6 (t)
Fi_1-mérhetd, akkor

MR ([S(t)—S(t—1)]6(t)=0.

Ha 0(t) = xr ahol F € F;_;, akkor a feltételes varhaté érték definiciGja
szerint

MRS (t) — S(t—1) | Fimi) =0,
vagyis az S martingal a Q alatt kdvetkezésképpen a harmadik allitasbdl ko-

vetkezik a negyedik.

4. Végezetiil tegyiik fel, hogy teljesiil a negyedik allitas, vagyis van olyan
Q a P-vel ekvivalens mérték, amely mellett az S martingdl. Ha h € ANLY,
akkor van olyan 0 elérejelezheto startégia, amelyre

O_hgi[S(t)—S(t—l)]H(t). (1)

Elegend6 megmutatnunk, hogy

0<M® (h) < M® (i[sa)—sa—m]a@)) =0.

t=1

Amibdl a h > 0 felhasznaldsaval a h Q-majdnem minden kimenetelre nulla.
Mivel a P és a Q ekvivalensek, ezért a h P-majdnem mindenhol nulla, igy
teljestil az elso allitas.

A bizonyitdsban némi technikai bonyodalmat jelent, hogy a 6 (t) stratégidk
nem feltétleniil korlatosak, igy a feltételes varhato értékben a kiemelési sza-
bély kozvetleniil nem hasznalhatd, s6t még azt sem tudjuk, hogy az egyes

[S(t) =S E-1]6()

6 Az z exp (— |z|) fiiggvény korlatos, vagyis integralhaté, az attérést biztosité exp (— [|n]|)
Radon—Nikodym-derivalt korlatos.

7A sztochasztikusan konvergens sorozatok pontosan azok a sorozatok, amelyek barmely
részsorozata rendelkezik ugyanahhoz a valtozéhoz konvergalé, majdnem mindenhol konver-
gens részsorozattal. Ekvivalens mértékek esetén a majdnem mindenhol konvergens soroza-
tok halmaza nyilvan azonos.
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szorzatok integralhatoak, igy azt sem tudjuk, hogy az Gsszeg integralja ve-
heté-e tagonként vagy sem. Ugyanakkor, v.6. [4,5], ez a kovetkezd gondo-
latmentettel orvosolhatd: Legyen € > 0 tetszdleges. A (2) sort szorozzuk be
x (16 (1)|| < n)-nel. Az egyszeriibb jelolés kedvéért legyenek h és @ a mar
beszorzott kifejezések. fgy feltehetd, hogy a 6 (1) korldtos. Tetszbleges n-re
a x (|0 (1)]] <n) figgvény Fo-mérhetd, igy az 0j 0 stratégia el6rejelezhetd
marad. Az S Q-martingdl tulajdonsiga szerint

M5 (1) - S(0)]-6(1)) =
M (MR([5 (1) = S (0)]-0(1) | Fo) ) =
M2 (MQ([5 (1) - 5 (0)] | ) -0(1)) =
MQ(0-0(1)) =0.

Vegyiik észre, hogy a kiemelési szabalyt azért haszndlhattuk, mert a 6 (1)
fliggvény az el6rejelezhet6ség miatt Fo-mérhetd és természetesen korlatos
[10]. Ebbél kivetkezéen az MQ szerinti varhaté értékben az Osszeg szét-
szedheto és

0 <M (h)

IN

M=

SMQ([S(l)—S(O)]H(l))JrMQ( [S(t)—S(t—l)]H(t)> )

t

Il
)

ahol az els6 varhaté érték nulla. Tekintsik tehat az
T
0 <M (h) < M® (Z[S(t) —S(t— 1)]9@))
t=2

egyenlStlenséget. Szorozzuk be a (2) sort most x (|6 (2)|| < n)-nel. A ma-
joralt konvergencia tétel miatt van olyan n, hogy

M€ (hx (16 (2)I] < n)) < MRS (1) = 5(0)]6 (1) x (16 )] <)) +

+M9 (Z [S@) =S =10 @) x (6] Sn)> <

< %H\/IQ (Z[S(t) = SE=10@) x (10 (2 Sn)) =
= % +MR(S5(2) -5 D)]6@) x (18] <n)+
+MQ (Z [S@) =S =10 @) x (6 )] Sn)) =

=7 +MQ (Z[S(t) = SE=D]0@) x (16 (2 < n)) :

t=3
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Az eljérast folytatva megmutathatd, hogy alkalmas n-re

MQ (thao(m sm) <e.

t=1

A monoton konvergencia tétel miatt

MR (n) <e,

amibél MQ (h) = 0.
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ON THE THEOREM OF DALANG-MORTON-WILLINGER

In the article we shortly discuss the proof of the theorem of Dalang—Morton—
Willinger. We show that the proof of the theorem depends on some interesting
general properties of the stochastic convergence.
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PUHA KOLTSEGVETESI KORLAT ES STOP-GO
POLITIKA EGY KETSZEKTOROS AK MODELLBEN!

BESSENYEI ISTVAN
PTE KTK

Egy kedvezd stabilitasi tulajdonsagokkal rendelkezé kétszektoros AK noéve-
kedési modellbe vezetjiik be a vallalatok puha koltségvetési korlatjanak je-
lenségét és az emiatt kovetendo stop-go politikat. Mivel az igy nyert nem-
linearis rendszernek nincs egyenstlyi helyzete, a nem-linearis rendszerelmélet
altalanosan ismert modszerei sem alkalmazhatdk. Szamitégépes szimulacio
segitségével megmutatjuk, hogy a kezdoallapottdl és a paraméterértékektol
fliggben a gazdasag egyarant keriilhet 6sszeomlas felé tarto, illetve azt elkertild
novekedési palyara. Mivel beruhazasi ciklusok mindkét novekedési palyan
jelentkeznek, egy adott palya jellegének meghatarozasa esetenként csak hosz-
szabb idé eltelte utdn valik lehetségessé. A szimuldcié tanulsiga szerint
a koltségvetési korlat puhulasa fokozza az Gsszeomlds felé tarté novekedési
palyara &llas veszélyét.

1 Feldman kétszektoros AK modellje

Elészor Feldman (1928) modelljének egy moédositott véltozatét ismertetjiik.
A tanulmény eredeti célja a korai szovjet gazdasag novekedési lehetéségeinek
vizsgdlata volt egy kétszektoros AK modell keretei kozott. Feldman eredmé-
nyei nem nyerték el a sztalini vezetés tetszését, és nyugaton is meglehetosen
késén, csak Domar (1957) munkdjénak megjelenése nyoman valtak ismertté.
A modell aldbbi interpretacidja elsésorban abban tér el az eredetitdl, hogy
a gazdasag viselkedését egy nem-linearis rendszer segitségével irja le. Ennek
kovetkeztében lehetévé valik a modell kiterjesztése, amire a 3. szakaszban
keriil majd sor.

Mivel a tervezett gazdasdgokban minden beruhédzést az allami koltségvetés
finansziroz, a tovabbiakban G jeldli a brutté beruhazasok nagysagat. Ez a
modell egyik endogén valtozdja. Nagysagat a kozponti tervezé hatdsag oly
modon képes befolyasolni, hogy eldonti, mennyi beruhdzast helyez lizembe a
tékejavakat, s mennyit a fogyasztdsi cikkeket el6allité szektorban. Az utébbi
dontési valtozok értékét G és Go jelolik. Természetesen G = Gy + Go. A
modellben alkalmazott feltevések az alabbiak:

1. Az egyes szektorok aggregalt termelési fiiggvénye a kovetkezs: Y; =
AK; ési=1,2.

1Beérkezett: 2006. januar 11. E-mail: essenyei@ktk.pte.hu. A dolgozat elkészitését az
OTKA T037291 szdmu palyazata tamogatta, amelyért a szerzé eziton fejezi ki koszonetét.
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2. G =Y, tehat az els6 szektor allitja el6 a beruhdzasi javak Osszességét,
tovabba: G, = uYi, vagyis a bruttéberuhdzasok p-ed részét helyezik
iizembe az 1. szektorban. p mindenkori értékét a kozponti tervezd
hatésag szabja meg. Nem tételezziik fel p konstans voltat.

3. A téke nem képlékeny abban az értelemben, hogy amennyiben egy
berendezést valamelyik szektorban iizembe helyeztek, az késobb nem vi-
het6 at a mésikba. Ilyen médon tehat nincs lehetdség a téves beruhazasi
dontések korrigalasara.

4. C =Y, tehat a fogyasztasi javak termelését a 2. szektor végzi. Az
eldz8 feltevésbdl kovetkezik, hogy a brutté beruhdzdsok (1 — p)-ed
része kerill a 2. szektorban iizembe helyezésre, azaz Gy = (1 — u)Y;.
Kovetkezésképp u megvalasztasa révén a kormanyzat képes a fogyasztds
alakulasat is befolyésolni.

5. 6; az egyes szektorok amortizacids ratdja, igy a tokedllomany valtozdsa
az egyes szektorokban a kovetkezo formaban irhato fel: K; = G; —6; K.

6. A gazdasag zart, tehdt tOkejavak kiilfoldrél nem importalhatok.

7. Az elsé szektor kibocsédtasa fiiggetlen a masodikétdl. E foltevés kovet-
kezménye az, hogy az Gsszkibocsatas novekedése oly modon is végbe-
mehet, hogy a fogyasztasi cikkek termelése csokken, és a munka tjra-
termeléséhez sziikséges szintet sem éri el.

A beruhdzéasok novekedési ratdja az aldbbiak szerint vezethetd le: Vegyiik
az Y1 = A1 K; egyenlet mindkét oldaldnak id6 szerinti derivaltjdt, K; =
G1 — 61 K1 miatt ezt a kovetkez6 médon frhatjuk fel: Yy = A1 Ky = pA,Y; —
61 A1 K. Mindkét oldalt elosztva Y, = A Ki-gyel:

Yl = MAl - 61 . (1)

A fogyasztas novekedési ratdja pedig a kdvetkezé megfontoldsok nyoman
adédik: A C = A3 K, egyenlet mindkét oldalat az id6 szerint derivélva,
majd alkalmazva a Ky = (1 — p)Y1 — 82Ky Osszefiiggést: C = AyKy =
As[(1 — p)Y1 — 62 K3]. Mindkét oldalt osztva C-vel, a fogyasztds novekedési
ratdja a kovetkezo:

g=é=(1_u)A1ﬁ_5Q. (2)
K,
1 novelésének azonnali hatasa tehat a fogyasztas novekedési ratajanak csokke-
nésében jelentkezik. Masrészt a fogyasztas novekedési rataja annal magasabb,
minél nagyobb a K; /K> hanyados. Ez pedig hosszi tdvon anndl nagyobb,
minél magasabb p értéke. Az dllandé iitemii névekedés feltétele 1 = 0 esetén
a (2) egyenlet szerint a K1 /K> hanyados véltozatlansiga. Figyelembe véve az
1. pontban bevezetett foltevést, ekkor és csak ekkor novekszik a két szektor
kibocsatdsa azonos rita szerint, ami egyittal a z = C'/G = Y2/Y; hdnyados
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véltozatlansdgdval is ekvivalens. A kiegyenstilyozott novekedés feltétele ezek
szerint £ = 0 teljesiilése. Masrészt 2 = Ya — Y7 miatt az (1) és (2) egyen-
letekbél 2 = (1 — M)Al% — 69 — A1 + 61 adddik. Figyelembe véve tovabba,

hogy Al% = %, a kovetkez6 egyvaltozos dinamikus rendszert kapjuk:

. A
2’:(1—/1/)72—62—/1/1414-61. (3)

Mivel ;1 mindenkori nagysagat a kozponti tervezo hatésag szabja meg, a ki-
egyensulyozott névekedés elérése z barmely aktualis értéke esetén lehetséges.
Ehhez u értékét az alabbiak szerint kell megvalasztani:

Ay — _
_ 2 2(62 (51) - (4)
ZAI + AQ
A (4) egyensilyi feltételt kielégité (z, p) pontok halmazat tiintettiik fel az
1. dbrdn. Ez nem més, mint a £ = 0 nyugalmi vonal. A (4) egyenletb6l
dp As(ba — 61 — Ay)
dz (ZAl + A2)2

adodik, azaz a z = 0 nyugalmi vonal meredekségét a 6o — 61 — Ay kifejezés
elojele hatarozza meg. Figyelembe véve, hogy definicié szerint 0 < 81,62 < 1,
tovabb4 redlis feltevés, hogy A; > 1, a nyugalmi vonal negativ meredekségii.
Megjegyzendd, tovabba, hogy 61 < 02 esetén az abran feltiintetett nyugalmi
vonal metszi a vizszintes tengelyt. A metszéspont kornyezetében azonban
w alacsony értéke miatt a gérbe nem relevans. Itt ugyanis az (1) egyenlet
szerint Y < 0, ami hosszd tdvon a termelGapparatus elhasznalodasat és a
gazdasag Osszeomldsat jelenti.

\4

1. dbra.
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Amint az abrardl ldthat6, z minden relevéns nagysdgahoz lehet taldlni
egy és csak egy olyan p értéket, mely a (3) rendszer egyensiilyét biztositja. A
kormanyzat tehat képes p értékét ugy megvélasztani, hogy az a kiegyensu-
lyozott névekedést biztositsa, de masképp is dénthet. Példdul Kaposi (1998)
szerint a szovjet gazdasagban a két vilaghaboru kozott dltalaban z < 0 volt
jellemz6, amit a gazdasagtorténet erdltetett iparositasként emlit.

A modell mozgasegyenlete a (3) differencidlegyenlet. A stabilitasvizsgalat
soran arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy amennyiben valamilyen exogén
hatas kitériti a gazdasagot a kiegyensilyozott novekedési palyarol, sziikségessé
valik-e p korabbi értékének a modositasa a kiegyensilyozott novekedés hely-
redllitasa érdekében. A kiegyensilyozott névekedési palya stabilitdsa az 1. 4b-
ra alapjan lathaté. Amennyiben ugyanis valamilyen exogén tényez6 z értékét
kimozditja a kiegyenstlyozott névekedést jelenté konstans értékrol, p valto-
zatlansiga esetén a (3) egyenlet szerint olyan folyamatok indulnak be, melyek
a gazdasigot a kiegyensilyozott ndvekedés irdnydba terelik. A konvergenciat
a korményzat gyorsithatja is, ha 2 < 0 esetén csokkenti p értékét, 2 > 0 esetén
pedig noveli azt. Egy ilyen kormanyzati politika legegyszeriibben a ji = a2
differencidlegyenlet segitségével modellezhetd, ahol a negativ paraméter.

Az eredmények teljesebb korii értelmezéséhez érdemes parhuzamot vonni
Feldman modellje és a piacgazdasigra konstrualt legegyszeribb névekedési
modellek k6zott. Ehhez mindenekel6tt azt kell megmutatni, hogy a u para-
méter megtakaritasi hanyadként értelmezhetd, ami a kévetkezSképpen lathato
be: Definicié szerint s = S/Y és G = S miatt s = G/Y. Az 6sszkibocsétas az
egyes szektorok kibocsdtasainak Osszegeként addodik, és igy s = G/(Y1 + Y2).
Mivel a piacgazdasig novekedését leird legegyszeriibb névekedési modellek
egyszektorosak, a konnyebb egybevetés érdekében a jelen szakasz tovabbi
részében feltesszik, hogy a két szektor azonos technoldgidval termel. Ekkor
A=A; = Ay, tovdbbd S =1 = G = Y; kovetkeztében

S v AK
Y Y1+Ys AK + AKy '

S

és fgy K = K; + K> miatt s = K;/K. Amennyiben pedig p értéke kon-
stans, definicié szerint 1 = K /K teljesiil. Mindezek alapjdn tgy tiinik,
hogy a kozponti tervezd képes a megtakaritasok nagysagat a kivanatos szint-
re beallitani.

Az egyes szektorok névekedési ratdira kapott eredmények nagymértékben
emlékeztetnek a harrodi garantalt novekedési ratara, ami a megtakaritasi
hényad és a t6kekoefficiens hdnyadosaként addédik (Harrod (1939)). Lattuk,
hogy az 1. szektor kibocsatasa éppen e szerint a rata szerint novekszik, a
masodik szektoré pedig ehhez tart. Ugyanakkor az is lathatd, hogy a ter-
vezett gazdasdg sikeresen kiisz6boli ki a harrodi problémakat. Az egzisz-
tenciaproblémat a megtakaritdasi hanyad endogenizdlasa, azaz u megfeleld
szinten tOrténé korméanyzati meghatarozasa altal, a stabilitdsi problémat
pedig a téves véllalkozéi dontések elimindldsa révén. Ismert ugyanis (pl.
Stiglitz és Uzawa (1969), Sen (1970)), hogy Harrod modelljében a véllalkozéi
varakozasok destabilizaljak a gazdasdgot. A tervezett gazdasigban azonban
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minden megtakaritas automatikusan beruhazassa vélik, és a modell azt is fel-
teszi, hogy nem sziletnek téves beruhdzasi dontések. Ennek koszonhetd, hogy
a tervezett gazdasdg szaméara felvazolt feldmani jovokép jéval dertilatébb a
harrodinal.

Hasonléan dertilaté jovoképet vazol fel a piacgazdasdg szamara Solow
(1956) cikke, ennek feltevései azonban tébb ponton eltérnek mind Harrod,
mind pedig Feldman modelljétdl, igy az egybevetés problematikus. Ele-
gendd csupan a legfontosabb eltérést megemliteni: Solow modelljében a toke
képlékeny, ami azt jelenti, hogy a tokeintenzitds képes rugalmasan alkalmaz-
kodni az exogén hatasokhoz, pl. a megtakaritasi hanyad megvaltozasdhoz.
Ez a feltevés azt jelenti, hogy a mar lizembe helyezett tékejavak mésfajta, az
tizemeltetéshez tobb vagy kevesebb munkat igénylo tékejoszagga alakithatdk
at, igy a modellben téves beruhdzasi dontések nem sziilethetnek. A feld-
mani feltevések kozott ezzel szemben kikotottik, hogy a téke nem képlékeny
(3. pont), a téves beruhédzasi dontések kikiiszobolését pedig a kozponti tervezd
hatdsagnak kell garantélnia.

2 A modell biralata

A Feldman modelljébél ad6dé optimista prognézis azonban éppigy inkonzisz-
tens a gazdasigtorténeti tényekkel, mint a postkeynesi teoretikusok pesszi-
mista elérejelzései. Az inkonzisztencia oka Harrod modelljének esetében is-
mert: Jones (1975) szerint e konstrukeidk figyelmen kiviil hagytdk a gazdasig
stabilizdlasa érdekében rendszeresen és sikeresen alkalmazott keynesidnus
korményzati beavatkozdsokat. Arra a kérdésre, hogy Feldman modelljének
mely sajatossagai vezettek oda, hogy a kibocsatds hosszi tavu idosora egyetlen
tervgazdalkodéast folytaté orszagban sem alakult a modell elérejelzésének
megfeleléen, nem ad vélaszt az irodalom. A dolgozat tovabbi részében egy
lehetséges magyarazat kidolgozasa kovetkezik.

Az (1) egyenletbdl ldthatd, hogy gazdasigi novekedés csakis abban az
lehetséges, ha pA; > 6; teljesiil. Pl. Kaposi (1998) és (2001) konyveib6l is-
mert, hogy ez a feltétel teljestilt mind a szovjet, mind pedig a magyarorszagi
szocialista gazdasag épitésének els6 Otéves tervei soran. Ismert az is, hogy
ezt az id6szakot Z < 0, azaz eréltetett iparositas jellemezte. Problémank az,
hogy miért kertiltek a tervezett gazdasagok az 1. dbran bemutatott gorbe
folotti régiobdl a gorbe alatti régidba, és ha mar odakeriiltek, milyen hatasok
eliminaltdk a (3) mozgdsegyenlet &ltal leirt stabilizdl6 mechanizmust. Még
élesebben megfogalmazva a kérdést, az a kovetkez6képpen hangzik: Figye-
lembe véve az (1) egyenletben A; alacsony és §; magas értékét, miért nem
valésult meg hosszi tavon legalabb egy alacsony titemt, stabil novekedés, ha
mar egyszer sikeriilt a két szektor névekedését beinditani. A kérdés megvé-
laszolasat két tényezo teszi nehézzé. Egyrészt a szocialista gazdasagiranyitas
mindvégig igyekezett p értékét a lehetd legmagasabb szinten tartani. Masrészt
a (2) egyenlet szerint K7 /K, n6vekedése hosszi tavon a fogyasztas novekedési
ratdjanak emelkedését is maga utdn vonja. E sorok irdja szerint a valasz ott
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keresendd, hogy a valésdgban egyenl6tlenség forméjaban teljesiilt a modell
feltevései koziil a 2. pontban felirt G = Y7 egyenlet. Ez azt jelenti, hogy
az 1. szektor &altal eléallitott termékmennyiség egy része sem a tékealloméany
novelésére, sem pedig az amortizacids veszteségek pédtlasara nem volt alkal-
mas egyik szektorban sem. Annak magyarizata, hogy ez a helyzet miként
alakulhatott ki, a tervezett gazdasag miikodésének mélyebb elemzését igényli,
ami megtaldlhaté Kornai (1980) kényvében. Ennek alapjin soroljuk fel a
tovabbiakban azokat a jellegzetességeket, amelyek a kérdés megvélaszolasa
szempontjabol fontosak lehetnek. Bar a felsorolasban kozponti fontossagu
helyet foglal el a koltség, illetve a koltségvetési korlat puhasiganak fogalma,
sziikséges megjegyezni, hogy ezeken mindig redlkoltséget értiink. Ennek egyik
oka, hogy Feldman eredeti modelljében is redlnagysdgok szerepelnek. A mésik
ok az, hogy az arak hatasat erétlennek itélve Kornai is redlnagysagokra fo-
galmazza meg mondanivaléjat. Mindezek miatt az addé- és hitelrendszert
a tovabbiakban csak a véllalati koltségvetési korlatot puhitd tényezdként
vessziik figyelembe.
A vallalati viselkedés legfontosabb sajatossagai az aldbbiak:

V1. A tervezett gazdasdg koriilményei k6zott miikodo vallalatnak természe-
tesen nem elsédleges célja a nyereség maximalizalasa. A tervfeladatok
teljesitésének deklaralt célkitiizése mellett azonban a dolgozok, elsésor-
ban a vezetok személyes torekvései is fontos szerepet jatszanak, melyek
partikularis vallalati érdekek gyanant jelennek meg. Szamunkra ezek
kozill most a legfontosabb az a torekvés, mely minél tobb er6forras
megszerzésére iranyul. Hosszi tavon ez egyfajta expanziés kényszerben
nyilvanul meg, azaz nem létezik olyan véllalat, amelyik ne akarna be-
ruhdazni.

V2. Egy hibés beruhazasi dontés megvaldsitasa is képes hatékonyan szolgédlni
a vallalat imént emlitett partikuldris érdekeit. A lekotott téke nagyobb
mennyisége és az ezzel altalaban egytitt jard tobb foglalkoztatott akkor
is er6sebb alkupoziciot biztosit a felettes szervekkel folytatott targya-
lasok sordn, ha a beruhdzas eredményeként sem a kibocsatas novelése,
sem a hatékonysag javulasa nem kovetkezik be.

V3. A véllalat koltségvetési korlatja viszonylag puha, ezért az allandé be-
ruhdzasi éhséget nem korlatozza a kudarctdl vagy veszteségtol vald fé-
lelem. Az endogén korlatozds hidnya pedig exogén korlatozast tesz
sziikségessé, ami abban &ll, hogy a vallalat 6nallé beruhazasi dontést
nem hozhat, ez a jog a felettes szervek szamara van fenntartva.

V4. Beruhazasi igényének kielégitésére abban az esetben szamithat jo6 eséllyel
a vallalat, ha a varhato koltségeket jelentésen alatervezi. Célszerii
a kapcsolddd beruhazasokat az igénylésbdl kihagyni, ha azok valéban
nélkiilozhetetlenek, el6bb-utdbb tgyis keriil rajuk pénz valamilyen for-
rasbol.
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A véllalatok iménti vézolt viselkedése részben a gazdasagiranyitési hierar-
chia bizonyos szintjein is megjelenik, mésrészt ott specidlis reakcidkat valt ki.
Az ebbdl adddo jellegzetességek koziil soroljuk fel az alabbiakban a modelliink
szempontjabol legfontosabbakat.

I1.

12.

13.

I4.

I5.

16.

A beruhdzasi igények kielégitésére rendelkezésre 4116 keretet az elosztést
végzo allokator ugy osztja szét az igénylok kozott, hogy tartalékot nem
vagy alig képez. Elore nem lathaté igények kielégitésére, a korabbi
igényekbol kimaradt kapcsolédd beruhdzasok megvaldsitasara csak a
folyamatban 1év6 t6bbi projekthez rendelt forras atcsoportositasa révén
van lehetOség. Ez egyrészt a kivitelezés lassitdsat eredményezi, méasrészt
azt, hogy az allokdtor rendelkezésére allo keret szétforgacsolédik a sok
megkezdett beruhazas kozott.

A gazdasigirdnyitds hierarchikus szervezddése a beruhazési eréforrasok
allokaciés mechanizmusaban is megjelenik. A t6bbszint hierarchia
valamely kozbiils6 szintjén miikodé allokator viselkedése kettos: Lefelé
restriktiv, azaz igyekszik az igényeket visszaszoritani, felfelé viszont ex-
panziv, vagyis tagabb keretért harcol, mint aminek elfogaddsat realisan
remélheti. Mivel az expanzié belsé kényszere az allokatorban is je-
len van, a ketté koziil az utébbi altal determinalt magatartds valik
dominanssa, igy a kozbiilsé szintli allokator elsdsorban a hozza tartozo
igénylok érdekeit képviseli.

Az allokacid eléz6 pontban emlitett, t&bbszintli mechanizmusa olyan
érdekérvényesitési csatorndkat hoz létre, melyek hatékonyan jelenitik
meg a véllalatok és dgazatok dllandé beruhazasi éhségét az irdnyitasi
hierarchia legfels6bb szintjén. Ugyanakkor nem jelennek meg az alsdbb
szinteken a makrogazdasag olyan alapvet6 dilemmai, mint a fogyasztas
vagy beruhazas, illetve novekedés vagy egyensily kérdése.

Az irdnyitasi hierarchia legfels6bb szintjén a mar kialakult elosztési
szabalyok megmerevitésére iranyul6 tendencia mutatkozna, ezzel szem-
ben azonban a vallalatok altalaban hatékonyan képesek beruhazasokkal
kapcsolatos érdekeik érvényesitésére. Ez modelliinkben 4 lassi noveke-
dését eredményezi.

1 el6z6 pontban emlitett lassi novekedése addig tart, mig a gazdasag
valamely teriiletén (pl: fogyasztds) oly mértéki zavar nem tdmad, ami a
tarsadalom tiiréshataraba iitkozik. Ekkor a legfelsébb szintii allokator
,,beletapos a fékbe”, ami u értékének csdkkenésében nyilvanul meg. A
tlréshatar megsértésének eloszlasaval p ismét novekedni kezd.

Az eléz6 pontban emlitett |, fékezés” vagy félmonetaris restrikcié Sods
(1986) szerint kampdanyszertien torténik, ami gyors hatdsi eszkoz, 4m
hatdsa csak rovid ideig tart. A fékezések soran tehét u értéke gyorsab-
ban csckken, mint ahogy expanzids idészakokban novekszik.
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3 A modositott modell

Az 1. szakaszban targyalt kétszektoros AK modellbe most bevezetjiik a puha
vallalati koltségvetési korlatot és a restrikciés kampanyokkal operdld gaz-
dasagpolitikat. Ez egyebek mellett 1 endogenizalasat jelenti, melynek soran
az el6z6 szakaszban mondottakat sziikséges figyelembe venni. Amint ott
kideriilt, ¢ nem tekintheté egyértelmiien a kozponti tervezo hatdsag dontési
valtozdjanak. Amikor ugyanis nincsenek stilyosabb egyensilyi zavarok, u
értéke a kormanyzat szandéka ellenére lassan novekszik. Csak komolyabb
egyensulytalansag fellépése esetén csokkenti a kormanyzat u értékét, am en-
nek soran meglehetésen radikalisan jar el.

G tovabbra is a termel6toke novelésére vagy potlasara alkalmas bruttébe-
ruhdzasok nagysagat jeloli, azaz G = K1+ Ky — 61 K1 — 8:K5. Az el6z8 alfe-
jezet V2 pontjaban mondottak szerint azonban az 1. szektor kibocsatasanak
egy része olyan beruhdzasokat jelent, melyek egyik szektorban sem névelik a
termel6toke dllomanyét, igy G < Y. A kiilonbség azon elhibazott beruhazasi
dontésekbol adédik, melyek kizardlag partikularis véllalati vagy dgazati ér-
dekeket szolgalnak. Ez a kiilonbség annél nagyobb, minél inkabb teret enged
a kozponti tervezd hatdsidg a vallalatok beruhazasi éhségének, tehat minél
nagyobb pu értéke. Mindezek miatt az 1. szektor kibocsatasa és a brutto-
beruhazasok kozott az alabbi Osszefiiggés érvényes:

G=01-p"N

ahol a jobb oldalon all6 els6 tényezd azt mutatja, hogy mennyire erételjesen
érvényesiilnek a puha koltségvetési korlattal kapcsolatban emlitett tendenciak.
Ez egyrészt az a > 0 paraméter értékétol fiigg. Példaul o = 0 esetén ilyen
tendencidk egyaltalan nem hatnak, ez a tokéletesen kemény koltségvetési
korlat esete. Némi egyszeriisitéssel a a koltségvetési korlat puhasdganak
mérészamaként is értelmezhet6. Masrészt attdl is fiigg, hogy a kozponti ter-
vez6 hatdsdg mennyire enged a vallalatok beruhazasi éhségének. Ezt fejezi ki
a u paraméter. Elvégezve most az 1. szakaszban végrehajtott atalakitasokat,
az (1) egyenlet helyett a kovetkezot irhatjuk:

V1= p(l—p)* Ay =6 (5)

Az A; paraméter el6tt allo kéttényezds szorzat az 1. szektor preferdlasanak
kettds hatdsét reprezentélja. Az elsd tényezd, mely mér az (1) egyenletben is
megjelent, azt fejezi ki, hogy a beruhédzasok elsé szektorba torténo allokaldsa
e szektor kibocsatdsanak novekedési ratdjat emeli. A méasodik tényezd ezzel
szemben a vallalatok fel6l érkez6 nyomassal szembeni kormanyzati ellendllas
gyengiilése kovetkeztében novekvé szamu elhibazott beruhazasbél adédéd vesz-
teséget reprezentdlja, melyrdl a 2. szakasz V2 pontjaban esett szo.
A (2) egyenlet pedig
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alakira mdédosul. Egybevetve az eredeti egyenlettel lathaté, hogy az imént
emlitett veszteségek most a 2. szektorban is éreztetik a hatdsukat.

Tovébbra is érvényes, hogy 2 = Y — Y1, és igy a (3) differencidlegyenlet
helyett z alabbi mozgasegyenletét kapjuk:

2= (1= w1 = p)As — pArz] = (8 — b1)z . (7)

Az el6z0 szakasz 14-6 pontjaiban mondottak miatt szitkséges még bevezetni
a modellbe p mozgdsegyenletét. Legyen az egyszeriiség érdekében C'(0) =
1. Feltessziik, hogy a kozponti tervezé akkor kezdeményez félmonetaris re-
strikciot, ha a fogyasztds egy kritikus szint ald esik, azaz C' < 1 — d tel-
jesiil, ahol 0 < d < 1 a tarsadalom tliréshatarat szdmszeriisité konstans. A
restrikcio C' > 1 — d eléréséig tart, és ennek soran 1 = —y2, < 0. Ha a
kozponti tervezé nem avatkozik be, szabadon érvényesiilnek az 14 pontban
emlitett mechanizmusok, ennek kovetkezményeként g = ~; > 0, tovabba
az 16 pontban mondottak miatt: ~; < 7. Ezek a feltevések egyébként
ellentétesek az 1. szakasz 7. pontjaban ismertetett feltevéssel. Mindezek
alapjan p mozgasegyenlete a kovetkezo:

, haC>1-d

. {71/1 (8)

—vou kilénben .

A (7) és (8) differencidlegyenletek altal definidlt dinamikus rendszernek nincs
fixpontja. Ennek oka, hogy p mozgasegyenletébdl kovetkezoen ;1 = 0 nem
fordulhat el8. Igy a (8) differencidlegyenletbél kivetkezéen a modellben nem
lehetséges kiegyenstlyozott novekedés. A rendszer dinamikéjérdl szédmito-
gépes szimuldcié révén nyerheték bizonyos informaciok. Néhany szimulalt
trajektoriat mutatok be a 2. dbrdn. A palyagorbéken elhelyezett nyilak p és
z idébeli véltozdsanak irdnyat jelzik. Az dbrdn a 2 = 0 nyugalmi vonalat is
feltiintettem, ami az 1. Abrahoz hasonléan ezuttal is egy negativ meredekségii,
konvex gorbe. Az egyes szimuldcidk paraméter és kezdGértékeit az &brét
kovetd tablazat foglalja Ossze.

A Feldman-modell optimista kovetkeztetéseit leginkdbb az 1. szimulécid
kozeliti. Jéllehet p névekedése és z csokkenése nem monoton, és nem is tart
minden hatdron t1l, a (6) egyenlet szerint mégis gy tiinik, hogy a fogyasztas
novekedési rataja idével egy pozitiv érték koriili ingadozasra all be. Az pedig,
hogy z értéke a (0.4,0.6) intervallumon beliil marad, egytuttal a gazdasdg
kiegyensulyozott novekedési palya koril torténé ingadozasat is jelenti.

A 2. szimulaciét p alacsonyabb kezddértékének feltevése mellett végeztem.
Bar az 1. esethez hasonldéan az itt kapott trajektéridnak is van egy olyan
szakasza, melyet p szigordan monoton névekedése és z szigorian monoton
csOkkenése jellemez, némi ingadozds utén e tendencia megfordul, ami az (5)
egyenlet szerint Vi csokkenését is maga utan vonja. Tovabb folytatva a szi-
muldciét megmutathatd, hogy p értéke nulldhoz tart, ami az (5) egyenlet
szerint az 1. szektor kibocsatasanak tartés csokkenését vonja maga utén, és
ez a gazdasdg Osszeomlasat jelenti. E két szimulacié az erdltetett iparositas
stratégiajanak, azaz pu magas kezdGértékének a létjogosultsagat tamasztja
ala, hisz az Osszeomlas ilyen modon elkeriilheto.
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1 2 3 z
2. dbra.
@ Ay [ As | 61 | 62 1 2 d 2(0) | u(0)
1. 1.1 1 1 0.2 ] 0.2 | 0.04 | 0.08 [ 0.25 2.5 0.3
2. 1.1 1 1 0.2 ] 0.2 | 0.04 | 0.08 [ 0.25 2.5 0.187
3. | 1.297 1 1 0.2 ] 0.2 | 0.04 | 0.08 [ 0.25 2.5 0.3

A 3. szimulécié sordn visszatériink az eréltetett iparositas stratégidjahoz,
és mindGssze annyi valtoztatast tesziink az els6hoz képest, hogy a magasabb
értékét, tehat a véllalatok puhdbb koltségvetési korldtjat tételezziik fel. A két
koz06s kezdopontbdl induld palyagorbe végiil ellentétes iranyu tendenciat mu-
tat, és egy, a 2. szimulaciéhoz hasonld trajektéria adodik. Ha az elozéekben
alkalmazott terminolégiat kovetve 1(0) = 0.3 esetén erdltetett iparositdsrél
beszéliink, akkor most kideriil, hogy ez sem elegendd az Gsszeomlas elkerii-
léséhez, ha a vallalatok koltségvetési korlatjanak puhasiga bizonyos korlatot
meghalad. Megjegyzend6 tovabba, hogy a értékének megvéltozasa termé-
szetesen a Z = 0 nyugalmi vonal elmozdulasat is maga utan vonja, ez az
elmozdulds azonban olyan csekély mértékii, hogy az dbran nem jelenitheto
meg.

Erdekesnek l4tszik azon a kérdés vizsgalata, hogy az 1. szimuldcié soran
kialakul-e ciklus. T6bb mint 2000 periédusra végezve el a szimulaciét, ugy
tlnik, igen, a ciklus periédusainak a szama viszont tobb mint 100. Ilyen
hosszi idétavon azonban semmiképp sem tekintheté konstansnak a modell
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tobbi paramétere. Masrészt az itt adddé értékek kevéssé tiinnek valdsziniinek,
és a jelenség a gazdasagtorténet eredményei alapjan is irrelevans. Minden-
esetre az dbra alapjan gy tinik, hogy a koltségvetési korlat puhuldsa fokozza
az Osszeomlas felé tartd palyara allas veszélyét.

Jelent6s mértékben fligg a modell viselkedése a tobbi paraméter értékétol
is. E dolgozat keretei azonban nem teszik lehet6vé ezek hatdsanak részletes
elemzését.

4 Zardé megjegyzések

Nem tartom valésziniinek, hogy az el6z6 szakaszban bemutatott modell adek-
vat médon frnéd le a tervezett gazdasdg miikodését. A bemutatott palya-
gorbék kozott azonban akad olyan, mely a tényeknek jobban megfelel, mint
Feldman modelljének hosszu tavon dertilato kovetkeztetése.

A ténylegesen miikodd tervgazdasdgok kozponti tervezd hatésdgai altald-
ban azzal a feltételezéssel éltek, hogy « értéke zérus, ezért az (5) egyenlet
alapjan dgy vélték, hogy a beruhazasi javakat el6allité szektor preferalasa
(azaz p ndvelése) révén e szektor névekedése gyorsithaté. Az 1. szektor
tiilzott preferdlasa ((1+a)~! < u) esetén azonban a u novelése kovetkeztében
fellép6 eroforras-bovité hatdst tulkompenzalja a 2. szakasz V2 pontjaban
emlitett hibds beruhazasi dontések miatt jelentkez6 veszteség az 1. szektor-
ban. fgy ebben a helyzetben a beruhazasok 1. szektorba iranyitott hanyada-
nak novelése azzal jar egyiitt, hogy e szektor termelése is csokken.

A 2. és 3. szimulécié esetén a péalyagdrbék kezdeti szakaszan meglehetdsen
nehéz eldénteni, hogy az Gsszeomlds felé tart-e a gazdasag vagy sem. Az
1. trajektéridval Osszehasonlitva a kiilonbség abban &all, hogy u értékének
mélypontjaiban z nagysaga novekszik. E jelenség azonban csak tébb mint 20
periédus utan ismerheto fel. Negyedéves periddusokkal szamolva ez is tObb,
mint 5 év.

A dolgozat végén fel kell vetni a kérdést, hogy tobb mint mésfél évtizeddel
a magyar gazdasagi és politikai rendszervéltds utdn van-e még értelme AK
tipust termelési fiiggvényekkel, illetve a vallalatok puha koltségvetési korlat-
javal foglalkozni.

Az AK tipustu termelési fiiggvényekkel kapcsolatban érdemes Antinolfi és
szerzOtarsainak (2001) megjegyzését felidézni, mely szerint e fiiggvénytipus
rendkiviili egyszertisége ellenére is fontos helyet foglal el a gazdasagi noveke-
dés irodalmdban. Amint az Barro és Sala-i-Martin (1995) kényvébél kidertiil,
ennek felhasznaldsa révén nyerhetck az endogén novekedés legegyszeriibb mo-
delljei.

A puha koltségvetési korlatrél mondottak sem kizardlag a tervezett gaz-
dasdgra érvényesek. Kornai (1997) cikkében kijelenti, hogy a fejlett t6kés
orszagokban évszazados trend a vallalatok koltségvetési korlatjanak puhulasa,
és fel is sorolja e tendencia okait. Ugyanakkor Kornai (2000) szerint a poszt-
szocialista orszagokban egy ezzel a trenddel ellentétes irdanyu tendencia zaj-
lik. Ennek nem tulsdgosan nagy sebességére lehet kovetkeztetni pl. Gray
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és szerzOtarsainak (1996) empirikus vizsgdlatdbdl. A partikuldris vallalati
érdekek rendkiviill markansan jelentek meg példaul a magyarorszagi priva-
tizécid sordn. Ezzel kapcsolatban is igen tanulsdgosak Voszka (1996), (1997)
munkéi. Ugyanakkor Fama és French (2000) Egyesiilt Allamokra vonatkozé
vizsgalodéasai szerint a tulajdonosok képesek hatékonyan korlatozni a vallalati
menedzserek érdekérvényesité képességét.

Az el6z6 két szakasz kovetkeztetései donté mértékben a puha véllalati
koltségvetési korlat feltevésén alapultak. Ezért érdemel kiilonos figyelmet
Kornai imént emlitett megjegyzése a koltségvetési korlat puhuldsanak ten-
dencidjaval kapcsolatban. Maskin (1999) alapjin ugy tiinik, a jelenség mind-
inkdbb az érdeklédés kozéppontjaba keriil. Példdul Duggan (2000) a kor-
manyzat altal mikédtetett korhazak puha koltségvetési korlatjaban latja an-
nak okat, hogy az egészségiigyre forditott kozkiadasok jelentOs novelése sem
eredményezi a szegények egészségiigyi helyzetének javuldsét. Maskin (2001)
szerint kiilénos jelent6sége van a puha koltségvetési korlat problémajanak az
atmeneti gazdasagokban.

Végil megjegyezziik, hogy a vallalati viselkedés 2. szakaszban felsorolt
jellegzetességeinek nagy része a nagyvallalati szervezeti egységek vallalaton
beliili magatartdsdban is kimutathaté, amit Dobdk (1996) funkcid, illetve
divizié egoizmus gyanant emlit. Mindezek még indokoltabba teszik e jelleg-
zetességek figyelembe vételét a modellalkotds soran.
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SOFT BUDGET CONSTRAINT AND STOP-GO POLICY
IN A TWO-SECTOR, AK MODEL

We introduce a soft budget constraint and stop-go policy into a stable two-sector
AK model. As the extended model does not have any equilibrium point, we use
a computer-simulation to show that depending on the initial situation and the
parameter values, the economy can follow a trajectory leading to the collapse or
moves oscillatory avoiding the downfall.
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PIACI KOCKAZAT ES DIVERZIFIKACIO A HAZAI
TOKEPIACON!

KOBOR ADAM
Vilagbank

A tanulmény harom hazai piaci valtoz6 —a részvény- kotvény- és devizapia-
cot reprezentdlé BUX index, 3 éves allampapir, illetve forint-euré arfolyam—
viselkedését vizsgalja t&bb szempontbdl. Az egyik f6 szempont e harom
piaci szektor kockéazatossaganak, és a kozottik fenndllé diverzifikacionak
vizsgalata eltér6 idétavokon. Tapasztalatunk szerint a harom piaci kockazati
faktor arfolyamvéltozdsdnak egyiittmozgdsa erdsodik, ha a befektetési (il-
letve elemzési) idétavot egy naprdl heti, illetve havi hosszisdgira nyujtjuk.
A miésik 6 elemzési szempont a piaci faktorok viselkedésének részletesebb
leirdsa: rezsimvalté modellek segitségével elkiilonithetiink nyugodt illetve
hektikus periédusokat, melyekben a volatilitdsok és korrelaciok szignifikans
kiilonbséget mutatnak. Tapasztalatunk szerint a részvény- és kétvénypiacok
kozotti korrelaciés egytitthato er6sodik a magasabb volatilitast idoszakokban,
jelentOsen rontva a nyugodt idoszaki adatok alapjan varhato diverzifikacios
hatast — ez a jelenség ellentétes példaul az amerikai piacokon tapasztaltakkal.

JEL klasszifikacié: C10, G10

1 Bevezetés

A pénziigyi piaci eszk6zok illetve kockdzati faktorok kovariancia métrixa kri-
tikus szerepet jatszik mind az optimalis eszkozallokdciéo meghatarozasaban,
mind pedig a kockédzatkezelés szempontjabdl. Az optimaélis eszkdzallokacid
eltéré formakban fejezhetd ki, kezdve a klasszikusnak tekintheto kvadratikus
hasznossagfiiggvény maximalizalasatol egészen a kiilonbozo alséagi kockaza-
tok melletti varhat6 hozam-maximalizalds problémajdig. Amig a jél viselkedd
hasznossagfiiggvények hasznalata inkabb az elméleti tudomanyos kutatasok
korében gyakori, a gyakorlatban tipikusan valamelyik intuitivabb alséagi koc-
kazatot mérd indikdtor melletti hozammaximalizdlds tekintheté &altalanos-
nak. Ilyen als6agi kockazati mérészam a kockaztatott érték avagy Value at
Risk (VaR), egy meghatdrozott hozamkiiszob alatti teljesitmény valészintisé-
ge (Shortfall Probabilty), vagy pedig a varhaté veszteség nagysaga (Expected
Shortfall illetve Conditional Value at Risk). A kockdztatott érték fogalmardl
és mddszertandrol részletesen olvashatunk Jorion (1999) illetve Kirédly (1998)

1Quantitative Strategies, Risk and Analytics Department, The World Bank
(Vildgbank). A tanulmanyban kifejtett nézetek a szerzé véleményét tiikrozik, és nem
feltétleniil egyeznek meg a Vildgbank hivatalos dlldspontjaval. Beérkezett: 2006. februar
18. E-mail: akobor@worldbank.org.
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irasaiban. Bar az emlitett indikatorok mind hordoznak valamilyen intuitiv je-
lentést és interpretalhatosagot, koziililk nem mind, igy példaul a népszeriinek
mondhaté VaR sem tekinthetck jél viselked6 —in. koherens— kockazati
mértéknek. A kockazati mértékek elméleti tulajdonsdgairdl ajanljuk példdul
Artzner et al. (1998) tanulménydt, a koherens kockdzati mérték melletti
portfélié optimalizaciérdl pedig példaul Krokhmal et al. (2001) illetve Cheklov
et al. (2003) tanulmédnyaiban olvashatunk. Azonban bérmilyen mddon is
hatarozzuk meg a portfolié optimalizacios feladatot, a kovariancia matrixra,
azaz a faktorok volatilitasara és korreldcidira szinte biztos, hogy sziikségiink
lesz.

Bar a kovariancia matrix statisztikai szempontbol alapvetd fogalom, a
pénziigyi piaci alkalmazasok mégis szamos kihivas elé &llitjdk az elemzot.
Az egyik ilyen kozismert megfigyelés szerint a volatilitdsok és korrelacids
egyutthatok idében valtozdak, klaszterezettek, azaz idében elkiilonitheték
alacsony és magas volatilitasi periédusok. Ennek a problémanak a leirasara
gyakran alkalmazott mddszerek tobbek kozott a GARCH médszerek, illetve
inkdbb elméleti vonalon a sztochasztikus volatilitds modellek. A GARCH
modellek hazai alkalmazéasardl részletesebben olvashatunk pl. Varga és Rap-
pai (2002) tanulmanyéban.

Egy masik, ugyancsak kozismert tapasztalat szerint a pénziigyi kockazati
faktorok nem irhatdék le tokéletesen a klasszikusan feltételezett normaélis el-
oszlassal: a tapasztalati hisztogram gyakran ferdiilt és leptokurtikus, azaz
a vastag szélek jelenségét mutatja — azaz szélsOséges eseményekre gyakrab-
ban kell szamitanunk mint azt a normalitds alapjan feltételezhetnénk. Ezt
a problémét részben feltételes normalitdson alapulé modellekkel (GARCH,
kevert normalis eloszlas), részben pedig nemnormélis eloszldsokkal (extrém-
érték eloszlasok, alfa-stabil eloszlds, Student-eloszlds, stb.) korrigdlhatjuk.
Kiilonbozo eloszlasok és modellek hazai piacokon torténé alkalmazasardl rész-
letesen olvashatunk példaul Janecskd (2000) illetve Kébor (2000) irdsaiban.
Tapasztalatok szerint a feltételes normalitds nem oldja meg minden eset-
ben az illeszkedés probléméajat, viszont a jobban illeszkedd, de nehezebben
becstilhetd eloszlasok nagyon nehezen terjeszthetok ki és becsiilhetok meg
sokdimenzids esetre, és sokszor inkabb csak statisztikai technikakrol beszélhe-
tliink semmint portfolié allokéciéban és pénziigyi modellezésben alkalmazhato
eszkdzokrdl (példa lehet erre a Student-eloszlds). Tanulmanyunkban az id6s-
ben véltozé volatilitasok és korrelaciok modellezésére a rezsimvalté modelle-
ket alkalmazzuk, amelyek segitségével elkiilonithetiink nyugodt és hektikus
idOszakokat, és a korrelaciok megvéltozasara, igy a hektikus idGszakban le-
romlé diverzifikacids hatdsokra is ravilagithatunk. A rezsimvalté modellekkel
becstilt kevert normaélis eloszlds egyuttal a vastag szélek jelenségére is magya-
razatot adhat. Mindazonéltal maris megjegyezziik, hogy nem a statisztikai
illeszkedést tartjuk a rezsimvalté modellek elsodleges elonyének, hanem a
rendkiviil intuitiv interpretalhatésagot, a portfoliokezelésben vald alkalmaz-
hatésagot, és a viszonylag konnyi sokdimenzids kiterjeszthetoséget.

Amig a kutatdk jelentés figyelmet szenteltek az eddigiekben leirt jelenségek
targyalasanak, kevesebb figyelmet érdemelt a pénziigyi faktorok idébeli fig-
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getlenségének (igy példaul az autdkorrelacidinak) vizsgélata. A normalitdssal
szemben tovébbra is él a faktorvéltozdsok fiiggetlenségébe (és ezdltal a gya-
korlat szempontjabol nagyon fontos ,,szabaly”, a volatilitas id6 négyzetgyo-
kével torténd skaldzdsaba) vetett dltaldnos bizalom. Ha a faktorvaltozdsok
id6ben fiiggetlenek, a volatilitasok valoban az idéhorizont négyzetgyokével
aranyosak, a faktorok kozotti korreldciok pedig nem fiiggnek attol, hogy azo-
kat napi, heti vagy havi 1épéskozben mérjiik. A tapasztalati adatok azonban
mast mutatnak: a korreldciok kimondottan fliggnek a mérési idéhorizonttol.
A fliggetlenség feltételezése azonban tobb okbdl is idétallobb lehet. Egyrészt,
tapasztalati oldalrol tekintve, kevésbé szembeotlo problémardl van szd, mint
példaul a leptokurtikussag esetében. Ha egy elemz6é VaR modellt kivan
tesztelni 1 napos id6horizonton, akkor 1 napos idétavon mért volatilitasokbdl
és egyéb paraméterekbol épiti fel modelljét, és nincs sziikség semmiféle idobeli
atskéalazasra. Masrészt, elméleti sikon, a fiiggetlenség szoros viszonyban van
a hatékony piacok hipotézisével, azaz a fiiggetlenség esetleges elvetése olyan
kérdések elé allithatja a kutatot, amelyek megvalaszolasa sokkal mélyebbre
vezet, mint példaul a vastag széliiség azonnal szembeotld jelenségének elfo-
gadédsa. Ez a tanulmany alapvetGen empirikus indittatasu, igy a hazai piac
hatékonysagaval kapcsolatban nem szandékozunk kovetkeztetéseket levonni.
Ezen kérdés tovabbi vizsgalatara azonban fel szeretnénk hivni a figyelmet: az
id6horizonttdl fiiggd korrelacidk ugyanis nem pusztan elemzési szempontbdl
mondhatdk érdekesnek, hanem rendkiviili jelentéségiinek mondhatdk portfélio
diverzifikacids, fedezeti és kockazatbecslési oldalrdl is.

Tanulmanyunk elsé részében 6sszehasonlitjuk harom hazai kockazati fak-
tor, a BUX index, a 3 éves allampapir, illetve a forint-eurd arfolyam kovarian-
cia matrixat napi, heti és havi id6tavon mérve. Az id6tav fiiggvényében l&t-
hatd, hogy a korrelacios egytitthatok emelkedo értékeket mutatnak, amelyek
ellentmondanak a fiiggetlenség hipotézisének. Megjegyezziik, hogy tanulmé-
nyunkat egyb6l tobbdimenzids, a hazai pénziigyi piacokat jol reprezentdld
kockézati faktorok egyiittes elemzésével kezdjiik, figyelmiink kézéppontjaban
ugyanis az egyedi volatilitdsok mérése mellett a faktorok kozotti interakcidk
allnak. A volatilitasok és korrelaciés egyiitthatdk ,,lejarati struktirajanak”
megértésére vektorautoregressziv (VAR)? modellt alkalmazunk.

A tanulmény masodik részében nyugodt és hektikus periédusokat kiil6-
nitliink el rezsimvalté modellek segitségével, és a kiilénboz6 rezsimek szerint
elkiilonitve vizsgaljuk a piaci faktorok volatilitasat és a kozottiik fennalld
korrelaciékat. Fontos tapasztalat, hogy a példaul az amerikai piacon megfi-
gyelhetd ,,flight to quality” jelenség (azaz a kockdzatos részvények és alacsony
kockazatu allampapirok kozotti korreldcié hektikus iddben negativva véldsa)
a hazai piacon nem figyelheté meg: ellenkezéleg, a részvények és allampapirok
kozotti korrelacios egyiitthaté hektikus idoben feler6sodik, rontva a remélt
diverzifikacios hatast.

A tanulméany végén Gsszegezziik kovetkeztetéseinket, és attekintjiik a nyi-
tott, tovabbi kutatasra vard kérdéseket.

2A , kockaztatott érték” roviditésére tanulmanyunkban a VaR, a ,,vektorautoregressziv”
modellek réviditésére pedig a VAR kifejezést hasznaljuk.
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2 Piaci kockazat: klasszikus feltételezések, em-
pirikus tapasztalatok

Tanulmanyunkban mindharom klasszikus piaci kockazati faktor —azaz a
részvénypiaci, a devizapiaci és a kotvénypiaci kockazatok— egyiittes visel-
kedését kivanjuk elemezni. A részvénypiac elemzése a kutatdk kedvelt ku-
tatasi tertilete, ugyanis a tézsde megfelelé6 mennyiségii és konnyen elérhetd
adatot szolgaltat, ezek az adatok a kutatok szamara érdekes viselkedést is pro-
dukalnak, és a tézsdeindex igen gyakran a gazdasig megitélését és hangulatat
tiikréz6 barométerként is értékelhetd. A részvénypiac kockdzatat a BUX ér-
tékvaltozasaival mérjiik.

Az MNB 2005. 4prilisi ,,Jelentés a Pénziigyi Stabilitasrdl” kiadvanya
szerint azonban a t0zsdén jegyzett részvények a belfoldi befektetck portfolié-
jaban meglehetGsen alacsony aranyt képviselnek — a lakossag esetében pél-
daul 2.4%-ot, ha a befektetési jegyeket és a nyugdijpénztdrakat is figyelembe
vessziik.

A részvénypiac kapcsdn, ugyancsak a stabilitasi jelentésre hivatkozva, ki-
emelendd még, hogy a tézsdei részvények 78%-a kiilfoldi befektetdk portfolis-
jaban van, igy viszont a tézsdepiac feltételezhetéen komoly hatassal lehet a
devizapiacra is. A devizapiac kockéazatdt a forint euréval szembeni értékval-
tozasaval mérjik.

A kétvénypiac kockdzatat tanulmanyunkban a 3 éves allampapir képviseli.
A 3 éves lejarat meglehetésen onkényes valasztasnak tiinhet, de a vélasztés
soran figyelembe vettik, hogy a stabilitdsi jelentés szerint a bankok eszkoz-
oldali 4tlagos hitralevs futamideje (duration) 2.6 év, mely igen kozel esik a
3 éves allampapir kamatlab érzékenységéhez. A kamatlabkockazatot a 3 éves
allampapir teljesitményével (azaz a felhalmozott kamat és az drfolyamvéltozds
egylittes Osszegével) mérjiik. Kozgazdasigi szempontbdl talan természetesebb
valasztasnak tlinne ugyan a kamatlab valtozasok elemzése a kotvény tel-
jesitménye helyett, de jelen tanulmanyban mindharom kockézati faktorra
mint pénziligyi eszkozre vagy eszkozosztalyra tekintiink. Mivel rovid idétavon
a kotvény teljesitményét alapvetOen az atarazodas domindlja, kvantitativ
szempontbdl végso soron nincs is 1ényegi stlya a két alternativa kozotti va-
lasztasnak.

Nem pénzigyi | Héaztartdsok | Kulféld
véllalatok
Készpénz és betétek 14.7% 40.8% 1.6%
Nem részvény értékpapirok 2.1% 8.2% 23.2%
T&zsdei részvények 1.1% 1.3% 15.0%
Egyéb részesedések 27.4% 28.1% 32.0%
Befektetési jegyek 0.5% 4.9% 0.0%
Biztositdstechnikai tartalékok 0.7% 15.1% 0.0%
Hitelek és egyéb kovetelések 53.5% 1.5% 28.1%
| Osszesen, Mrd Ft 17968 | 15811 ] 26683 |

Forrds: MNB.

. tdbldzat. Egyes szektorok pénziigyi eszkozeinek megoszlasa, 2004. IV. negyedév

~
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Hangstlyozni kell, hogy mindharom instrumentum esetében az arfolyam-
valtozasokat, nem pedig magukat az arfolyamokat elemezziik, hiszen az arfo-
lyam-id6sorok jellemzGen nem staciondriusak, az arfolyamvéltozasok viszont
stacionerek. A stacioner arfolyamvaltozasok esetében a kapcsolatszorossag
elemzésre megfelel6 mddszer a korrelacios egytitthaték vizsgalata.

Fontos ugyancsak hangsilyozni, hogy a harom kockazati faktort mindhé-
rom esetben mint befektetési eszkozt tekintjik. Ezt a dontést a konnyebb
interpretalhatésag indokolja: példaul egy pozitiv korreldcids kapcsolat a rész-
vények és kotvények arfolyamvaltozasa kozott azt jelenti, hogy varhatéan
mindkét eszkozosztaly egytitt er6sodik vagy gyengiil. Ha a kotvények esetében
a kamatldbvéltozdst vélasztottuk volna megfigyelési alapul (ami ellen per-
sze semmilyen elméleti érv nem szdlna), az egyiittes felértékelddést negativ
korrelacié jelezné, ami taldn megnehezitené a konnyi interpretalhatésagot.
Hasonlé érv hozhaté fel amellett, hogy a forint eurdban kifejezett arat, és
nem pedig a piacon jegyzett eurd forintban kifejezett arfolyamvaltozéasait
hasznéljuk.

A BUX index, a HUF/EUR érfolyam és a 3 éves dllampapir hozaménak
napi zaré értékeit a Bloomberg rendszerbdl toltottiik le. A forint és a BUX
napi teljesitményét az

Tt = hl]Dt —hlPt_l

folytonos hozamképlettel szamoltuk, ahol P; a ¢ napi zarddrat jelenti. A
kotvények napi teljesitményének becslésében a Campbell és Viceira (2002)
altal is alkalmazott kozelito képletet hasznaltuk:

Tnt R Ynt—at/ At — Dy s At (Yn—att — Ynt—at)
ahol az n futamideji kamatlab ¢ napi zaréértéke Y, és:
Ynt = In(1 4+ Y5y) .
A kamatlabkockazatot kifejez6 atlagidé (duration) pedig a

1 (14 Yo) ™"

D'rL = T T~ 7
-1+ Yt

formuldval keriilt kozelitésre. Mivel elemzésiinkben csak a 3 éves allampapir-
hozamokkal dolgozunk, és nem becsiiltiink az egész hozamgorbét leiré pa-
ramétereket, a kovetkezd kozelitéssel is élniink kellett: y,— At = Ynt. Mas
szoval: a tegnapi vagy az egy héttel ezel6tti 3 éves allampapirt ma is 3 éves
kamatlabbal diszkontdlunk, nem pedig 3 év minusz egy nap vagy egy hét
lejaratival. Ezzel az egyszertisitéssel elhagyjuk az tin. ,,roll-down” hatast3,
amely szerint az 6reged6 kotvényt révidebb lejaratu kamatlabbal kellene disz-
kontalni. Ez, illetve a konvexitas hanyagolasa okozhat ugyan kis teljesitmény-
becslési pontatlansidgot, de nincs 1ényegi hatasa a szamitott kockazatokra és
korrelacidkra.

3Mivel a magyar allampapirpiaci hozamgorbe a vizsgélt idészak nagy részében invertalt
volt, talan helyesebb lenne ,,roll-up hatas” kifejezéssel élni.
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Elemzéstinket a 2001. méjus 7. és 2005. augusztus 31. kozotti adatokkal
kezdjiikk. Bar a BUX adatai 1991. januar 3-ig, a 3 éves allampapirhozamok
pedig 1997. oktéber 10-ig rendelkezésre allnak, a szimultdn elemzésben a
2001. méjus 4-i sdvnyitas elotti forint arfolyamadatok figyelembevétele félre-
vezetd és torzitd lenne. A sdvnyitds utan a forint azonban, kockdzatkezelési
szempontbdl legaldbbis, lebegbének tekintheté (ldsd: 1. dbra). A forint-ar-
folyam mélyebb kiézgazdaségi elemzésérdl szamos tanulmany olvashaté (14sd
példdul Mikolasek (1998) illetve Naszédi (2004) irdsait.)

Els6 1épésben feltételezziik, hogy a hdrom eszkoz teljesitménye jol leirhatd
a geometriai Brown-mozgas folyamataval, azaz a periodikus eszkézhozamok
r¢ = pudt + odw; alakban irhaték le, ahol

dw, ~ N(0,/dt)

és

1 1 r0—1
100 = e o0 {50 -0 -}

Ez a formalizacié feltételezi, hogy a t idébeli teljesitmény (arfolyamvaltozas)
fiiggetlen a (t—1) vagy (t—k) idSbelitél. Filiggetlenség esetén a volatilitdsok az
id6 négyzetgyokével skalazhatdk at, a korrelacidk pedig fliggetlenek a mérési
id6tav 1épéskozétol. Az évesitett volatilitas szamitdsdhoz az alabbi hiivelykujj
szabalyokat hasznaltuk:

e A napi volatilitdst 260 négyzetgyokével,
e A heti volatilitdst 52 négyzetgyokével,

e A havi volatilitdst 12 négyzetgyokével szorozva jutottunk az éves vola-
tilitas becslésére.

340
— HUF/EUR ‘
320 7 _savgyengeszéle
— Sav kdzép
300 A B
—— Sav eros széle
280 f

T ‘
260 A

240

|

220

Jan-98
Jul-98 -
Jan-99 -
Jul-99 -
Jan-00 -
Jul-00 -
Jan-01 -
Jul-01 -
Jan-02 -
Jul-02 -
Jan-03 -
Jul-03 -
Jan-04 -
Jul-04 -
Jan-05 -
Jul-05 -

1. dbra. A forint/eur$ arfolyam és az drfolyamsav
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Napi adatsor

2001. mdj. 7. — 2005.aug. 31. (1083 megfigyelés)

Korreldcio BUX 3 éves AP Forint
(vs. eurd)

BUX 1.00 0.07 0.10

3 éves AP 0.07 1.00 0.12

Forint 0.10 0.12 1.00

Volatilitds 20.2% 5.6% 8.5%

Heti adatsor
2001. mdj. 11. — 2005. aug. 26. (225 megfigyelés)

Korreldcio BUX 3 éves AP Forint
(vs. eurd)

BUX 1.00 0.20 0.14

3 éves AP 0.20 1.00 0.52

Forint 0.14 0.52 1.00

Volatilitds 19.8% 5.3% 7.2%

Havi adatsor
2001. jun. 30. — 2005. aug. 31. (51 megfigyelés)
Korreldcio BUX 3 éves AP Forint

(vs. eurd)
BUX 1.00 0.39 0.42
3 éves AP 0.39 1.00 0.60
Forint 0.42 0.60 1.00
Volatilitds 20.5% 6.4% 6.2%

2. tdbldzat. Korrelacié és volatilitds adatok

Ezen hiivelykujj szabalyokat alkalmazva szamitottuk ki a 3 eszkozosztély
évesitett volatilitasat illetve korrelacios egytitthatéit napi, heti és havi meg-
figyelések alapjan. Az aldbbiakban kozolt eredmények maéris ravildgitanak a
kovariancia-matrix becslés egy lehetséges problémajara: még ha ugyanazt a
nagyjabdl 4 éves megfigyelési idészakot is alkalmazzuk, becslési eredményeink
jelent6s mértékben fligghetnek a napi, heti, havi vagy egyéb 1épéskoz valasz-
tasatol.

A tablazatokat illetve az 1. abrat Gsszehasonlitva két fontos megfigyelést
kell kiemelntink:

o A forint kockdzata (volatilitdsa) az id6horizont névekedésével csékken,
mig az allampapir-befektetések kockdzata az idéhorizont havi hosszui-
sagura novekedésével novekszik.

e Még dramaibb a mért korrelacids egyiitthatok 6sszehasonlitdsa: az esz-
kozosztalyok kozotti korrelaciok az idéhorizont tagulasaval drasztiku-
san novekszik (a forint és az allampapir esetében példaul 0.12-r6l 0.60-
ra, ha a napi adatok helyett havi adatokkal szdmolunk).

Az optimélis portfélidallokacié illetve a kockazatkezelés szempontjibol
egyarant kritikus diverzifikdcié kapcsan nem kérdojelezheté meg ennek az
észrevételnek a relevancidja: ha a relevans idGhorizont 1 hénap, rendkiviil
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félrevezetd lehet a napi adatokbdl szamitott korrelacios egytitthaték haszné-
lata — ha egytttal azt is feltételezziik, hogy az egymast koveto arfolyamval-
tozasok egymdastol idoben fliggetlenek.

25% 1 @ BUX 0.70 4 | @ Forint - 3 éves AP
20% O3 éves AP 0.60 1 |BBUX- Forint
N .
O Forint 050 - O
8 15% - 2
£15% 5040 |
£ 030 |
S10% 0%
0.20
~ R
0% T T | -
Napi Heti Havi Napi Heti Havi

2. dbra. A volatilitdsok és korrelacidk ,,lejarati szerkezete”

Bar a korrelaciok és a volatilitasok valtozasa onmagaban is latvanyosnak
mondhaté, gyakorlati szempontbol kérdéses, hogy milyen hatédssal lehet mind-
ez egy adott portfélié kockazatdra. A 3. tdbldzat néhdny, onkényesen kivé-
lasztott portfolié évesitett kockdzatét (volatilitdsat) mutatja napi, heti illetve
havi id6tavon. A 2. dbrdn lathattuk, hogy a forint arfolyamkockézata hosz-
szabb id6tavon mérséklédik, mikozben az allampapir-befektetések kockazata
novekszik. FEzek alapjan nem meglepd, hogy a tablazat utolsé soraban muta-
tott 80% &llampapir: 20% részvény kombindci6é forintban mért kockdzata
jelentés mértékben —23%-kal— novekszik, ha a mérési idétavon napirdl
havira tagitjuk. Mas széval, amennyiben a relevans id6tav 1 hénap, vi-
szont a portfolid szérasat napi adatokbdl szamolt kovariancia matrix alapjan
becstljiik, kb. 19%-kal becsiiljiik ald a portflié valédi volatiltidsat.

Minta portfélidk Napi Heti Havi Havi/Napi
50% BUX : 50% AP (Forintban) | 10.7% | 10.7% | 11.9% 1.11
50% BUX : 50% AP (Euréban) 14.4% | 14.4% | 16.0% 1.11
20% BUX : 80% AP (Forintban) 6.3% 6.4% 7.7% 1.23

3. tabldzat. Mintaportfélié kockédzatok

Ez a megfigyelés tobb kérdést is felvet:
1. Maés orszagok piacain is megfigyelheto-e hasonld jelenség?

2. Valbéban sziikséges-e, hogy elemzéstinket a 2001. majus 5. — 2005. augusz-
tus 31. kozotti idészakra szoritsuk, ha némely adatsorokbdl (pl. BUX)
lényegesen hosszabb adatsor is rendelkezésre all?

3. Mi okozza, illetve mivel mérheté és modellezhetd a megfigyelt valtozas

a volatilitasok és korrelacidk lejarati struktirdjaban?
Kezdjik a kérdések megvalaszolasat az els6 kérdéssel: bar eltéré mérték-
ben, de szamos piacon tapasztalhatd, hogy az egymast koveté hozamok nem
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teljesen fliggetlenek egymastdl illetve maés eszk6zok idében korabbi hozamatol.
Azonos —kozel 4 éves iddszakot tekintve— példdul az S&P 500 illetve az 5
éves lejaratu allampapir napi hozamvaéltozasa napi szinten 0.3584, havi szin-
ten pedig 0.5564 korrelécids értéket mutatott. A cikk terjedelmére hivatkozva
a vizsgdalatot ebbe az irdnyba nem tagitom, hiszen rengeteg eszktzosztaly és
orszag piaca lehetne érdekes tovabbi Osszehasonlitasra.

A mésodik kérdés lattan gyakorlati kockdzatkezel6k azt mondhatjdk, hogy
4 évre visszameno napi adatsor maris elég hossziunak tlinhet, és a napi koc-
kézatmérésben hasznédlatosabb GARCH jellegli modellek érzékelheté médon
ennél lényegében még révidebb iddszakot vesznek csak figyelembe. Mas eset-
ben —példaul hosszu tavi, tobb éves stratégia felallitisakor— mégis sziik-
séges vagy legalabbis relevans lehet hosszabb idotav figyelembe vétele. Nem
azonos hosszisagi idésorok elemzésére kindl megolddst Stambaugh (1997)
mddszere —térgyaldsat 1ldsd még példaul De Santis et al. (2003) irdsdban—
amely segitségével felépithet6 egy kovariancia matrix, amely teljes hosszi-
sagban veszi figyelembe a hosszabb muiltra rendelkezésre 4ll6 adatsorainkat,
mikdzben a pozitiv definitség kritériumat teljesité modon illeszti be a révidebb
id6északra rendelkezésre 4ll6 adatsorok volatilitasait, illetve a més adatsorokkal
szembeni korrelacidit. Az eljards menete —De Santis et al. frdsat kovetve—
a kovetkezoképpen foglalhatd Gssze, ha két, m illetve n megfigyelésbdl &llo
(m > mn) X és Y adatsor csoportra kivdnjuk a kovariancia métrixot meg-
becsiilni:

1. Becsiiljiikk meg az adatsorok kozos metszetének kovariancia matrixait,
n megfigyelés alapjan: 0% y ., 0%y, illetve 0% .

2. Végezziink becslést a rovidebb adatsornak a hosszabb idGsorra vonat-
koz6 regresszidjara n megfigyelés alapjan: By x,, = (X'X)"H(X'Y).

3. Végezziik el csak a hosszabb adatsor o% x,m kovariancia matrixdnak
becslését m adat alapjan.

4. Vessuk Gssze a hosszabb adatsor m illetve n adat alapjan becsiilt kova-
riancia értékeit: amennyiben valamely, az m adat alapjan becsiilt ko-
variancia és az n adat alapjan becsiilt érték 0% x ,,, — 0% x ,, killonbsége
pozitiv, minden més kériilményt azonosnak tekintve* azt mondhatjuk,
hogy a rovidebb minta alulbecsli a feltehetGen precizebb, hosszi minta
alapjan szamitott értéket.

5. A regresszids becslések és a 4. pontban szamitott kiilonbségek segit-
ségével korrigdljuk a révidebb idészak alapjan az Y adatsorra becsiilt
kovariancidkat:

— A kozos kovariancia matrix X adatokra vonatkozé része: 0%y =

2 .
UXX,'rrL’

4Fontos feltétel. Ha ugyanis a hosszii minta mindéségileg mds jellegli torténeti sza-
kaszokat takar, nem feltétlentil van értelme kinyujtani a megfigyelési idészakot. Mi is igy
tettliink példdul a forint-eurd arfolyam esetében, amely technikailag rendelkezésre all ugyan
1999-ig visszamendleg, mégis csak a 2001-es sdvnyitds utdani idészakot vettiik tekintetbe.
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— A kozos kovariancia méatrix X és Y adatok kovariancidit tartal-
mazo része: Ug(Y = Ug(Y,n - ﬂg/X,n I:O-%(X,'rn - 0§(X,TL:|;
— A koz6s kovariancia métrix Y adatokra vonatkozé része: o3y =
012/Y,7L - ﬂg/X,'rL [Ung,TrL - U%(X,'rb] ﬂYX#’L'
A 4. tablizat mutatja a napi adatsorok alapjdn becsiilt korreldcidk és

volatilitasok adatait, amennyiben mindharom kockazati faktor rendelkezésre
allé adatait figyelembe kivanjuk venni:

Korreldcio BUX 3 éves AP Forint
(vs. eurd)

BUX 1.00 0.18 0.14

3 éves AP 0.18 1.00 0.14

Forint 0.14 0.14 1.00

Volatilitds 26.4% 6.1% 8.5%

BUX: 1991. jan. 3. — 2005. aug. 31. (3660 megfigyelés)
AP: 1997. okt. 10. — 2005. aug. 31. (1969 megfigyelés)
Forint: 2001. m4j. 7. — 2005. aug. 31. (1083 megfigyelés)

4. tdbldzat. Korrelacié- és volatilitasbecslés eltérd hosszisaga idésorok alapjan

A hosszi idészakra becsiilt korrelaciés egyiitthaték némiképp magasab-
bak a 4 éves adatsor alapjan becsiilt értékeknél, és a BUX illetve az allampapir
volatilitasa is magasabb a révidebb idGsor értékeihez képest — ennél 1ényege-
sen szembetinébb eltérést nem talalni, és markansabb kovetkeztetések sem
vonhatok le. A harmadik kérdésre pedig a kovetkezé pontban keressiik a
valaszt.

3 Kovariancia matrix az ido6beli fiiggetlenség
feloldasa mellett

A volatilitdsok az idéskala mentén azzal a feltételezéssel skalazhatok &t az
id6 négyzetgyokével, hogy az egymdast kovetd idoszaki hozamok fliggetlenek
egymastol, illetve még pontosabban fogalmazva: nem mutatnak nullatél eltérd
autokorreldciot. Abban az esetben, ha példaul az elsé rendii autékorrelacié
p értékl, a k-idészakra szamitott volatilitds kiszamitasakor ezt az autokor-
reldciot is figyelembe kellene, hogy vegyiik:

X 1/2
ori+ ... +rg) = ((k+1)02+2202pi(k—i+1)> .

i=1

Ha magasabb rendii autokorrelaciok figyelembevételét is indokoltnak tart-
juk, az iménti képlet természetesen a tovabbi késleltetéseknek megfelelGen
modosul.

Mivel azonban vizsgalatunkat 3 kockazati faktorra egyiittesen végezziik,
az autokorreldciok mellett sziikséges annak figyelembevétele is, hogy a kiilon-
b6z6 eszk6zok miként hatnak egymasra az idé mildsaval: példaul egy tegnapi
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zuhands a részvénypiacon magyaraz-e valamit a forint devizaarfolyaméanak
mai alakuldsabdl. Stratégiai eszkozallokédcios elemzések készitéséhez Camp-
bell és Viceira (2002) vektor-autoregressziv (VAR) rendszer felépitését java-
solja, amelynek segitségével —egyebek kozott— a volatilitasok és korrelacidk
lejérati szerkezete is modellezhetd. Tanulmanyunkban a VAR(1) becslésére és
interpretacidjara szoritkozunk. Ennek az elso latasra ugyancsak onkényesnek
tliné valasztasnak az oka, hogy feltételezhetd, hogy a piaci szereploknek sziik-
ségiik lehet egy révidebb, egy napos atfutasi idore ahhoz, hogy megfeleléen
reagdaljanak bizonyos piaci eseményekre, illetve példaul a t-ik napon likvidalt
eszkozeikbdl szarmazd forint ellenértéket mésnap konvertaljak euréra. Meg-
jegyzendd, hogy nemzetkozi Gsszehasonlitdsban az iddeltolédds dnmagaban
is okozhat VAR(1)-gyel mérheté hatdst: példdul a BUX és az S&P 500
egylittes viselkedésérél a VAR(1) sokkalta drnyaltabb képet nytjthat, mintha
kizdrnank az el6z6 napi (Magyarorszdgon mar éjszakdnak szamité) amerikai
piaci hatdsokat a BUX modellezésébol.
A VAR(1) alaki modelliink tehét a kévetkezo:

Y = v+ Ayi_1 + uy ahol wu; ~ N(0,3).

A VAR modellek rendkiviil mély targyalasa olvashaté példaul Hamilton
(1994) konyvében, és Campbell és Viceira (2004) ugyancsak kiilon technikai
papirt szentel a VAR modellek portfélidkezelésben torténé alkalmazasaira,
igy a jelen pontban tovabbiakban targyalt formulak kapcsan erre a papirra
hivatkozunk. A VAR(1) idésorok feltétel nélkili varhaté értéke

Y=(1-4)"" v
alakban fejezhet6 ki, a feltétel nélkiili kovariancia matrixa pedig
vee(X,) = (I — A® A) vec(Z,), ahol w; ~ N(0,%)

formaban adhaté meg. Tanulmanyunk szempontjabdl kiilénosen fontos még,
hogy a VAR(1) modell paramétereivel kifejezhet6 a k periéduson keresztiil
aggregalt hozamok feltételes kovariancia matrixa az alabbi iterdcié szerint:

o2 (a1 + - A yek) =S+ T+ ST+ A) +
+ (I +A+AASI+A+AA) + ...+
+(T4+A+. . +AHST + A4 ..+ ALY

A tanulmény elején targyalt jelenség, a volatilitdsok és korrelacidk lejarati
struktirdjanak modellezésére VAR(1) becslést végeztiink: becslési eredmé-
nyeinket az 5. tdbldzat foglalja Gssze (zdrdjelben a paraméterek t-statisztikai
olvashatéak):
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Napi adatsor: 2001. m&j. 7. — 2005. aug. 31. (1083 megfigyelés)

BUX 3 éves AP Forint
(vs. eurd)
Konstans 0.0010 0.0003 0.0000
(2.64) (3.06) (0.01)
BUX (t—1) -0.0232 0.0009 0.0121
(-0.76) (0.11) (0.95)
3 éves AP (t —1) 0.1427 -0.0307 0.1553
(1.29) (-1.08) (3.39)
Forint (¢t — 1) 0.0499 0.2537 -0.0892
(0.68) (13.41) (-2.92)
A VAR rendszer R%-értéke: 0.0025.
Korreldcio BUX 3 éves AP Forint
(vs. eurd)
BUX 1.00 0.07 0.10
3 éves AP 0.07 1.00 0.16
Forint 0.10 0.16 1.00
Volatilitds 20.2% 5.2% 8.4%

5. tdbldzat. Vektor-autoregressziv paraméterek

A becsiilt VAR egyiitthaték és t-statisztikaik alapjan figyelemre méltd,
hogy az allampapir t-ik napi teljesitményében a forint eléz6 napi alakulasa, a
forint t-ik napi teljesitményében pedig az allampapir és a forint egyarant
szignifikdnsnak bizonyult az elmult 4 év adatai alapjan. Tanulmanyunk
mindGssze a tapasztalati jelenségek feltarasara és azok kockazatkezelési vetii-
leteire szoritkozik, igy nem célunk, hogy ezen csatornak mélyebb kozgazdasagi
értelmezését adjuk.

Tekintsiik tehat, hogy az imént bemutatott formula alkalmazasaval a
VAR(1)-rendszer alapjdn milyen korreldciés struktirat becsiilhetiink. A 6.
tabldzat alapjan lathat6, hogy a napi korreldciokhoz képest a VAR(1) para-
méterekkel szamitott korrelacidk lényegesen jobban kozelitik a tapasztalati
korrelacidkat, bar a BUX-allampapir esetében feltilbecslik, a masik két eset-
ben alulbecslik azokat. A 8. dbra a korrelacidék becsiilt lejarati struktirdjat
illusztralja.

Volatilitds BUX- 3 éves AP | BUX—Forint | Forint—AP
Napi 0.07 0.10 0.12
Havi, valés 0.39 0.42 0.60
Havi, VAR alapjan becsiilt 0.46 0.28 0.54

6. tabldzat. VAR(1) rendszer alapjdn szdmitott korreldcidk
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8. dbra. VAR(1) alapjin becsiilt korreldcidk

A volatilitdsok hasonléképpen szarmaztathaték a VAR(1) egylitthatdk
segitségével: az dllampapir esetében a VAR(1) rendszer a bolyongéshoz képest
kozelebbi havi volatilitas értéket ad meg, azonban a BUX esetén alulbecsli, a
forint esetén pedig tulbecsli a volatilitast. A VAR modell tovébbi késleltetett
idGszakokra torténd kiterjesztésével valoszintileg tudnank finomitani a becslési
eredményeket, de a gyakorlatban azon modellek hasznilata meglehetdsen
nehézkes lenne, és til sok késleltetett idoszak szambavétele kozgazdasagi
szempontbdl is egyre nehezebben lenne indokolhaté.

Volatilitds BUX 3 éves AP Forint
(vs. eurd)
Napt 20.2% 5.6% 8.5%
Havi, valés 20.5% 6.4% 6.2%
Havi, VAR alapjdn becsiilt 19.9% 6.9% 8.5%

7. tabldzat. VAR rendszer alapjan szamitott volatilitdsok

A becsiilt és a tapasztalati adatok Gsszehasonlitdsa utdn a VAR(1) rend-
szert alapvetGen a korrelacidk leirasaban talaltuk hatékony modszernek, a
volatilitasok esetén —legalabbis napi-havi Gsszevetésben— kevésbé talaltuk
magyarazo erejinek a modellt.

Mikozben a tapasztalati korrelacidk napi-havi Osszevetésben drasztikus
emelkedésének magyardzatdban a VAR modellt 1ényegesen jobbnak talaltuk
a bolyongas modelljéhez képest, automatikusan felvetodhet a kérdés, hogy
ezzel egylitt automatikusan levonhaté-e valamilyen kovetkeztetés a hazai
tokepiac hatékonysagara vonatkozdéan. Bar ez rendkivil érdekes kérdés ku-
tatasi szempontbol, nem vallalkozunk ennek a kérdésnek a megvélaszolasara
ebben a tanulményban. Ugyanakkor feltétleniil hivatkoznunk kell Ross (2005)
Hatékony piacok cimi tanulmanyara, amelyben a szerzé részletesen targyalja
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a piaci hatékonysag tesztelésének kvantitativ mddszereit, és azok szamos, az
eszkozéarazas elmélete altal tamasztott problémait. Meg kell emliteni, hogy
Ross a napi szint{i adatok elemzésekor 0.25% kortili, heti szinten 0.19% koriili
R? értéket tekint egyfajta hatdrértéknek a hatékonysig elfogaddsara illetve
elvetésére, igy tehat a tanulmanyunkban bemutatott volatilitas és korrelacids
strukturak jelensége —amelyre 6 maga is utalast tesz— nem interpretalhato
gy, mint a piaci hatékonysag hipotézisének automatikus elvetése.

4 J6 idok, rossz napok: rezsimvalté modellek

Az eddig tapasztalatok arra vilagitanak rd, hogy a hazai pénziigyi piaci
kockézati faktorok heti és havi idétavon jéval szorosabb egyiittmozgast pro-
dukalnak, mint azt a napi eszkozhozamok alapjan sejteni lehetne. Ennek
gyakorlati relevancidja a portfélié kockazat id6 négyzetgyokével torténd ara-
nyosithatosagat érinti. Ugyanakkor az eddigi vizsgalatok soran feltételeztiik,
hogy a vizsgalt id6szakban az egyes eszkozok homogén viselkedést mutat-
tak, azaz volatilitasuk, atlaghozamuk, illetve az eszk6zok kozotti korrelacidk
id6ében lényegében véltozatlanok. A gyakorlatban ugyanakkor a piacon meg-
figyelheték emelkedd (hausse) és gyengiilé (baisse) piacok, nyugodt és hek-
tikus peridédusok, és ezek a kvalitativ ismérvek is jelzik, hogy feltétel nélkiili
atlagok és kovariancidk meglehetOsen Osszemosott képet adnak a multrol.
Rezsimvalté modellek segitségével azonban szétvalaszthatok a megfigyelt id6-
sorok homogén részei egymastol, és arnyaltabb képet kaphatunk arrdl, hogy
miként véaltoznak az atlagos hozamok, volatilitasok és korrelaciok egymastol
jol elkiilonithetd jellegti idészakokban.

A rezsimvalté modellek elészor f6leg makrogazdasdgi folyamatok elemzé-
sében valtak népszertivé (ldsd Hamilton (1989 és 1990) irdsait), de a méd-
szertan a piaci folyamatok elemzésére is kivaléan alkalmazhat6. Rezsimvaltd
modellek atfogd leirdsat olvashatjuk tébbek kozott Hamilton (1994), Kim et
al. (1999) illetve Krolzig (1997) miveiben. Hazai vonatkozdsu alkalmaza-
saként megemlitheté Darvas (2001) tanulménya, aki az allampapirhozamok
valtozékonysagat és a monetaris politika hitelességét elemzi, tovabba Kobor
és Székely (2004) a régidbeli devizdk egylittes mozgasat vizsgaljak rezsimvaltd
modellek alkalmazasaval.

Amennyiben a piaci hozamok és faktorvaltozasok idében egymédstdl fiig-
getlenek, a geometriai Brown-mozgas modellje 2 rezsim esetén az alabbi mo-
dellel irhato le:

{uldt—l— opdw; | s =1
T+ =

podt + oadwy | st =2
ahol

1 1
o |30 =) = G g o0 { 5~ =)

és az elsd illetve a mésodik rezsim dllapotvaldsziniisége a P(s; = 1) illetve
P(s; = 2) = 1 — P(s; = 1) paraméterekkel adhaté meg, tovdbba s; a t-
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edik idészakbeli rezsim indexe. Az &dllapotvaldszinliség mellett sziikséges a
rezsimvaltas, azaz a rezsimek kozotti atmenet-valdsziniiségek megadasa is.
A rezsimvéltasra vonatkozdan dltaldnos feltételezés, hogy Markov-ldnc tulaj-
donségot mutat, azaz (¢t — 1)-edik id6szakbdl a t-edik idGszakba valé dtmenet
valdsziniisége csakis attdl fiigg, hogy melyik rezsimben vagyunk a (¢t — 1)-edik
idGszakban:

P{stzj|st_lzi,st_gzk,...}zP{stzj|st_1:z'}:P,-j.

Az adtmenetvaldszintiségek az aldbbiak szerint foglalhaték Gssze két rezsim
esetén:

P(ss=1|8-1=1)= Py
P(si=2|81=1)=Pia=1-Ppy
P(si=1|8_1=2)=Py1=1— Py
P(st=2]|8-1=2)= Py,

illetve matrix formaban leirva:

P, 1— Py
p=| " .
1-Pn Py
Az dtmenetvaldsziniiségek ismeretében két rezsim esetén az aldbbi egy-
szeri alakban kovetkeztethetlink az allapotvaldszintiségekre:
1— P . 1- Py
Plsi=1)=—x—""— llet Plsi=2)= ——+——.
(5 = 1) 2— P — Py’ illetve  P(s: =2) 2— P11 — Py
Amint tanulmanyunk kordbbi részében kideriilt, a magyar tkepiaci esz-
kozok viselkedése nem irhaté le teljesen az egyszertt bolyongas modelljével,
hanem —f6leg kockazatkezelési szempontbdl— szamolnunk kell a kiilonb6z6
eszkozok autokorrelacidjaval, illetve az egymasra gyakorolt hatdsaival az egy-
mést kévetd napok sordn. Hasonléan a bolyongds modelljéhez, a VAR(1)
modell is kiterjeszthetd rezsimvalté formaban:

Y = v+ Ay +ue |si=1
t vo + Aoy—1 +w | e =2,

ahol
ut|st=z~N(0,Z) .

A rezsimvalté VAR modellek egyszerre teljesitenek potencialisan két olyan
tulajdonsagot is, amelyekkel empirikus elemzéseink sordn gyakran szembe-
sultink, és a hagyoményos geometriai Brown-mozgassal nem elemezhetiink:
leirhatdk veliik vastagszélli (feltételesen normalis) eloszlasok, és id6ben nem
autokorreldlatlanok, azaz a volatilitdsok és korrelaciok lejarati struktiraja po-
tencidlisan jobban kozelithet6. Mindezek portfolidkezelési és kockazatelemzési
szempontbdl fontos tulajdonsdgnak tekintheték. A rezsimvalté VAR model-
lekrél részletesen Krolzig (1997) munkdjaban olvashatunk.
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Rezsimvélté modellek becslési eljdrdsairél Diebold et al. (1994), Gray
(1996) illetve Kim et al. (1999) munkdiban olvashatunk részletesen. Ta-
nulmanyunkban az ugynevezett Fxpectation-Maximization iterativ technikat
alkalmaztuk, amely a numerikus mazimum likelthood eljarasnél lényegesen
stabilabb. Becslési kédunkat a Kim et al. (1999) konyve 4-ik fejezetében leirt
lépések szerint készitettiik, de rendkiviil hasonlé eredményeket kaphatunk
Krolzig Ox nyelven {rt programjaval.®

Tanulmanyunk hétralevo részében az alabbi kérdéseket vizsgaljuk:

1. A nemzetkdzi tékepiacokon megfigyelhetd az a jelenség, miszerint hekti-
kusabb idészakokban illetve baisse piacon a kockazatos és biztonsdgos
szektorok kozotti korrelacios kapcsolat szorossaga jelentGs mértékben
csokken, azaz a toke a kockazatos eszkézokbdl a biztonsagos allampapi-
rokba menekiil (,,flight to quality”). Ezt a jelenséget vizsgaljuk meg a
hazai piacra leszlikitve: volatilis idészakban betoltenek-e a magyar al-
lampapirok hasonlé szerepet a hazai részvényekkel szemben?

2. Miként arnyalhaté rezsimvalté modellek segitségével az meglehetésen
eltéré viselkedés a magyar piacon, amelyet r6vid (napi), illetve valamivel
hosszabb (heti vagy havi) id6tdvon tapasztalhattunk.

4.1 Valtozod korrelacié az allampapirok és a kockazatos
szektorok kozott

Az els6 alkalmazas sorén a kockéazatos befektetéseket képviseld részvények, és
a hitelkockazat szempontjabdl kockazatmentes, piaci kockazat tekintetében
pedig a részvényekhez képest mindenképpen biztonsagosabb allampapirok
egylittes viselkedését vizsgaljuk. Kozismert jelenség, hogy stresszes idGszak-
ban a két eszkoz kozotti korrelacié atmenetileg negativva valik, jelezve, hogy
a befektet6 a kockazatos szektorok irdanyabdl a biztonsdgosabb eszkozok ira-
nyéba menekiilnek. A jelenséget az amerikai piacon az S&P 500 index és az
5 éves amerikai allampapir 1991. januar 2. — 2005. augusztus 31. kozotti
napi adatsora alapjan illusztraljuk a rezsimvalté modellek segitségével.

A 8. tabldzat 6sszegzi a becslési eredményeket 2 rezsim és feltételes bolyon-
gés feltételezése (azaz VAR hatds kizdrdsa) mellett. A becslési eredmények
szerint a részvények és kotvények teljesitményének eloszldsa arnyaltabban
leirhato két feltételes normaélis eloszlas egyiittesével, semmint egyetlen feltétel
nélkiili eloszldssal. A két rezsim az aldbbiak szerint jellemezhetd:

1. Az elsé rezsimben a részvények alacsony, zéré alatti dtlag teljesitménnyel
jellemezhetSk, mikozben az allampapirok a masodik rezsimhez képest
jobban teljesitettek.

5Az Oxban frt és futtathaté programok letSlthetSk a http://www.economics.ox.ac.uk/
research/hendry /krolzig/index.html?content=/research/hendry/krolzig/msvar.html hon-
laprol.
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2. Az eszk6z0k volatilitdsa az elsé rezsimben magasabb a médsodik rezsim-
ben mért értékekhez képest. A részvények esetében a volatilitds megug-
rasa drasztikus: a masodik rezsimben tapasztalt volatilitas tobb mint
kétszeresét mérhetjiik.

3. A részvények és kotvények korrelacidja ugyancsak jelentés valtozdst
mutat a két rezsim ko6zott: a masodik, alacsonyabb volatilitast rezsim-
ben a korrelaciés egytitthatd pozitiv, 0.36 kozeli érték, ezzel szemben az
els6, magasabb volatilitasu stresszes rezsimben a korrelaciés egyiitthato
negativva, -0.40 kozeli értékké valik. Ez a korrelaciévaltozas valoban
drasztikus, és a mindeddig leirtak szerint 6sszhangban van a ,.flight to
quality” jelenséggel.

4. Az elmilt kozel mésfél évtized sordn 34.48% valdszintiséggel figyel-
hettiink meg az els6 rezsimhez sorolhaté napokat, mig a nyugodtabb,
mésodik rezsim valdszintisége 65.52%-ra becstlheté a vizsgdlt perid-
dusban. A maésodik rezsim némileg perzisztensebbnek is mutatkozott:
amennyiben mdsodik rezsimhez sorolhaté napot figyeltiink meg, 98.73%
valdszintiséggel ugyancsak a masodik rezsimhez illeszthet6 nap kévetke-
zett, mig az elsé rezsimhez tartozé napot 97.58%-kal kovetett ugyancsak
els6 rezsimhez sorolhaté nap. Eloljaréban megjegyezzik, hogy a ma-
gyar piac adatait vizsgalva ennél 1ényegesen alacsonyabb perzisztenciat
talalunk, kiilonosképpen a magasabb volatilitasi rezsim tekintetében.

Atmenet- és allapotvalésziniiségek

Rezsimbe | Rezsim 1 Rezsim 2
Rezsimbdl
Rezsim 1 97.58% 2.42%
Rezsim 2 1.27% 98.73%
Allapotvalészintiiség 34.48% 65.52%

Atlag és volatilitas
Részvény | Allampapir

Atlag 1 -0.01% 0.03%
Atlag 2 0.06% 0.01%
Volatilitas 1 1.48% 0.32%
Volatilitas 2 0.67% 0.26%
Korrelécié 1 -0.3954
Korrelécié 2 0.3583

8. tdbldzat. Rezsimvalté modell paraméterek:
amerikai részvény és dllampapir

A 4. dbra az S&P 500 indexbe és az amerikai dllampapirba torténé be-
fektetés értékének idébeli alakuldsat, illetve a napi megfigyelések alapjan a
magasabb volatilitdsi rezsimre adott valésziniiségbecsléseinket mutatja. Az
egyszertibb lathatosag kedvéért napi hozamok helyett tehat a befektetések
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értékét reprezentald indexeket mutatunk, de a becslés természetesen a napi
hozamok alapjan tortént. Az 5. dbra a feltételes korrelacié viselkedését il-
lusztralja: a sziirke pontok a nyugodtabb, méasodik rezsimhez sorolhaté napok
soran mért napi részvény és kotvény hozamokat, a fekete pontok pedig a ma-
gasabb volatilitasu rezsimben mért napi hozamokat abrazoljik.
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5. dbra. Allampapir—részvény korrelacié nyugodt és hektikus idében
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A vizsgalatot megismételtiik a magyar piacra is: az elemzés soran a BUX
és 3 éves allampapir adatait vizsgaltuk az 1997. oktdber 11. — 2005. augusztus
31. kozotti idészakban. Becslési eredményeinket a 9. tdbldzatban foglaltuk
Ossze, és az amerikai példdhoz hasonldéan az els6 rezsim interpretalhaté ma-
gas volatilitdsi stresszes rezsimként. Azonban e hasonlésdg mellett szamos
kiilonbség is tapasztalhatoé:

1. A részvény-kotvény korrelacié 0.11-r6l 0.23-ra novekedett a magasabb
volatilitasu rezsimben, amely éppen ellentétes az amerikai példaban
tapasztalt csokkend irdnnyal. A | filght to quality” hatds tehat nem
tapasztalhatd a hazai piacon.

2. A volatilitdsok valtozékonysaga nagyobb intenzitdst mutat: a rész-
vények volatilitasa kozel 3-szorosara, az allampapir volatilitas pedig
egyenesen 5-szorosére emelkedett. Bar tapasztalhattunk enyhe volatili-
tas emelkedést az amerikai allampapir-piacon is, tavolrol sem beszél-
hettiink ott ilyen aranyrdl.

3. A magas volatilitdsi rezsim lényegesen alacsonyabb perzisztencidval
jellemezhetd: viszonylag alacsonyabb, 66.3% valdszintisége volt annak,
hogy egy hektikus napot egy ujabb hektikus nap fog kovetni.

Hasonloképpen a 4. abrahoz, a 6. dbra a BUX indexbe és a 3 éves allam-
papirba torténo befektetés értékét, illetve a napi megfigyelések alapjan a
magasabb volatilitasi rezsimre adott valdszinliségbecsléseinket mutatja.

Atmenet- és allapotvalésziniiségek

Rezsimbe | Rezsim 1 Rezsim 2
Rezsimbdl
Rezsim 1 66.30% 33.70%
Rezsim 2 5.84% 94.16%
Allapotvalészintiség 14.77% 85.23%

Atlag és volatilitas
Részvény | Allampapir

Atlag 1 -0.38% 0.02%
Atlag 2 0.13% 0.05%
Volatilitas 1 3.77% 0.82%
Volatilitas 2 1.32% 0.17%
Korrelécié 1 0.2303
Korrelécié 2 0.1106

9. tdbldzat. Rezsimvalté modell paraméterek:
részvény és allampapir a magyar piacon
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6. dbra. Rezsimvaldsziniiségek a magyar piacon: dllampapir és részvény, napi adatok alapjan

4.2 Feltételes volatilitasok és korrelacidk eltéro idotavon

Végezetiil tekintsiik a részvények, kdtvények és a forint egytittes viselkedését
a BUX, EUR/HUF és a 3 éves allampapir 2001. m4jus 7. — 2005. au-
gusztus 31. kozotti napi és heti adatai alapjan. A 10. tdbldzatban bemuta-
tott becslési eredmények szerint ismét elkiilonithetiink egy negativ varhato
hozamu, magas volatilitasi rezsimet, illetve egy pozitiv hozamokat és alacso-
nyabb volatilitdst mutaté rezsimet. Minthogy a vizsgalt id6szak révidebb,
ugyanakkor a részvényindex és az allampapir mellett a forint arfolyam is
a becslési adatbazis része, a becsiilt paraméterek szdmszakilag eltérnek az
elobbi elemzésben targyaltaktél. E haromdimenzids esetben a legnagyobb
volatilitas-ugrast a devizaarfolyam produkalja: a BUX és az allampapir vo-
latilitasa kb. masfélszeresre, a forint volatilitdsa viszont tObb mint harom és
félszeres értékre ugrik a hektikusabb rezsimben.

Atmenet- és allapotvalészintiségek
Rezsimbe | Rezsim 1 | Rezsim 2

Rezsimbdl
Rezsim 1 66.63% 33.37%
Rezsim 2 5.63% 94.37%

Allapotvaldsziniiség 14.44% 85.56%

Atlag és volatilitas

Részvény | Allampapir | Forint

Atlag 1 -0.12% -0.06% -0.13%
Atlag 2 0.15% 0.03% 0.03%
Volatilitas 1 1.83% 0.45% 1.13%

Volatilitas 2 1.13% 0.30% 0.31%
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Korrelacié

Részvény | Allampapir | Forint
Részvény 1.0000
Allampapir -0.2429 1.0000
Forint 0.1061 -0.0158 1.0000
Részvény 1.0000
Allampapir -0.2085 1.0000
Forint 0.1215 -0.0342 1.0000

10. tdabldazat. Rezsimvalté modell paraméterek:

részvény, allampapir és deviza, napi adatok alapjan
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Rezsimvaldszinliségek a magyar piacon: dllampapir, részvény és deviza, napi adatok

alapjan

Hasonlitsuk most ssze a 3 eszkozcsoport azonos idészakra, de heti hoza-
mai alapjan szamitott becsléseinket a 11. tabldzat illetve a 8. dbra alapjan.
Az atlagteljesitmények tovabbra is negativak az elsd rezsimben, és pozitivak
a mésodik rezsimben. Az dllampapirok és devizak volatilitasa az elsé rezsim-
ben lényegesen magasabb (2.24-szeres illetve 3.60-szoros a mésodik rezsimhez
viszonyitva), ugyanakkor a részvények volatilitdsa enyhébbnek mutatkozik
elsé rezsimben. A rezsimek tekintetében tehdt alapvetden az allampapir és a
devizadrfolyam volatilitdsa tlinik a f6 meghatdrozé tényezének. Az idege-
sebb forintarfolyam és az emelkedett kotvényvolatilitas idészaka egyuttal
a kotvény-részvény korrelaciok jelentGs megemelkedésével is egybeesik: a
perzisztensebb masodik rezsimben mért 0.16-o0s heti korrelacid az elso, kevésbé
perzisztens rezsimben 0.49 koriili értékre ugrik.



82 Kébor Adém

Atmenet- és allapotvalészintiségek
Rezsimbe | Rezsim 1 | Rezsim 2

Rezsimbdl
Rezsim 1 61.41% 38.59%
Rezsim 2 4.67% 95.33%

Allapotvalészintiség 10.80% 89.20%

Atlag és volatilitas

Részvény | Allampapir | Forint
Atlag 1 -0.23% -0.32% -0.84%
Atlag 2 0.64% 0.20% 0.11%
Volatilitas 1 2.08% 1.69% 1.75%
Volatilitas 2 2.80% 0.47% 0.78%

Korrelacié

Részvény | Allampapir | Forint
Részvény 1.0000
Allampapir 0.4845 1.0000
Forint 0.0490 0.4156 1.0000
Részvény 1.0000
Allampapir 0.1612 1.0000
Forint 0.1910 0.5729 1.0000

11. tdabldzat. Rezsimvalté modell paraméterek:
részvény, dllampapir és deviza, heti adatok alapjan
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8. dbra. Rezsimvalészinliségek a magyar piacon: dllampapir, részvény és deviza, heti adatok
alapjan

Az allampapirok és részvények heti hozamainak egyiitteseit a 9. dbra
szemlélteti: a fekete pontok az allampapirok és a forint szempontjabol ma-
gasabb, a szilirke pontok az alacsonyabb volatilitasu rezsimbol szarmaznak.
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Allampapir heti teljesitménye
9. dbra. Allampapfr—részvény korrelacié a magyar piacon

Elemzésiink legfontosabb tapasztalataként azt mondhatjuk ki, hogy a
hazai piacon az allampapirok egyiitt valnak kockazatossa a részvényekkel,
és a korrelacié megnovekedése szerint nem varhatd hasonld diverzifikacios
hatas mint az amerikai példdban volt tapasztalhato.

5 Kovetkeztetések

Tanulmanyunkban harom alapveté hazai pénziigyi piaci kockazati faktor, a
részvénypiacot reprezentdlé BUX index, a kamatlabakat reprezentald 3 éves
allampapir, illetve a devizapiacot reprezental6 eurd-forint arfolyam egytittes
viselkedését vizsgaltuk. Fo6bb megallapitasaink kozé sorolhatd, hogy a vo-
latilitasok és a korrelaciok idében nem skalazhatok at a fiiggetlenség felté-
telezése mellett megszokott médon, a novekvo korrelaciés egytitthatok szig-
nifikdns, idében atnyulé hatasokrdl tanuskodnak: valamely piaci szegmenst
éro sokkok esetleg egy napos késéssel, de atgytiriiznek mas szegmensekre is. A
masik f6 megallapitas az, hogy a nyugodt és stresszes idészakokat elkiilonitve
nem tapasztalhaté az a korrelacié csokkenés az dllampapirok és részvények
kozott, amely példaul az amerikai piacon nyomon koévethetd. Ellenkezoleg:
az allampapirok inkabb mint kockézatos eszkozok viselkednek a magasabb
volatilitdsu idoszakokban.

A volatilitdsok és korrelacidk idéhorizont szerinti véltozékonysdga mind
kockézatmérési mind pedig portfélidkezelési szempontbdl relevans észrevétel.
Ha egy portfolié havi id6tavon mért kockazatanak becslésére napi adatokbdl
szamitott kovariancia matrixot hasznalunk, jé eséllyel alulbecsiilhetjiik a valds
kockazatot, hiszen tapasztalataink szerint a heti és havi idoskalan mért kor-
relaciés egytitthaték magasabb értékeket mutatnak a napi 1épéskozzel mért
értékeknél. Eszkozallokéacios szempontbdl tovabbé fel kell hivni a figyelmet
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arra, hogy azonos hasznossagfiiggvény feltételezése esetében egy kimondottan
rovid idotavra fokuszald befektetd optimalis allokacidja nagy valdszintiséggel
el fog térni egy hosszabb id6horizonttal rendelkez6 befektetdjétol.

Hasonléképpen emlitést kell tenni az eltér6 rezsimek gyakorlati vonatko-
zésairdl is. A rezsimvalté modellek alkalmazédsa varhatéan pontosabb kocké-
zatbecslést tesz lehetévé, hiszen a mogottes kevert normalis eloszlas vastag
876811 és csucsos a sztenderd normélis eloszldshoz képest. A varhatéan jobb
illeszkedésen tul fontos figyelembe venni azt is, hogy informéaciot kaphatunk a
rezsimek dinamik&jarol az atmenetvaldszintiségek elemzésén keresztiil: becs-
lést adhatunk példdul egy stresszes id6szakbdl nyugodtabb idoszakba torténo
visszatérés valdsziniiségére illetve a stresszes id6szak hosszara. A rezsimvaltd
modellek persze nemcsak szigortan kvantitativ, hanem kvalitativ mddon is
alkalmazhatdék. Egy nyugodt, emelkedd piac esetében az optimélis portfélio-
allokacioban nagyobb sulyt kapnak a kockdzatos eszk6zok, mig egy stressze-
sebb idGszakban jellemz6en a biztonsagosabb eszkozoknek jut nagyobb sze-
rep. Az eltérd rezsimek melletti optimalis allokacié kiindulépont lehet példaul
a taktikai eszkozallokdcioban is: a portfélidkezel6 ezen optimadlis allokaciok
ko6zott mozoghat a kiillonb6zo rezsimeket illeté varakozasai fiiggvényében.

A tanulméany alapvetéen empirikus jellegii, de tobb tovdbbi lehetséges
kutatasi témat is felvet. Egyfel6l érdekes lehet a sokkhatasok atgytiriizését
leir6 csatorndk kvalitativ, tartalmi feltarasa. Masik lehetséges kutatdasi irany
a kvantitativ elemzések kiterjesztése egyrészt a kozép-eurdpai régiora, mas-
fel6l a magyar és nyugat-eurdpai vagy amerikai piacok egytittes elemzésének
irdnyaba.

1. Melléklet. A hozamadatok fo statisztikai

200
Series: BUX_RETURN
Sample 2585 3661
160 | Observations 1077
Mean 0.001062
120 Median 0.000759
Maximum 0.043611
Minimum -0.066550
80 1 Std. Dev. 0.012523
Skewness -0.194797
Kurtosis 4.598259
404
Jarque-Bera  121.4414
0 Probability 0.000000

-0.050 -0.025 -0.000 0.025

BUX
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2. Melléklet. A hozamadatok fo

3 éves allampapir

statisztikai

Idébeli Autokorrelacié Parcidlis Q-Stat | p-érték
eltolds (nap) autokorreldcié
1 -0.018 -0.018 0.3323 0.564
2 0.026 0.026 1.0806 0.583
3 -0.036 -0.035 2.4616 0.482
4 0.019 0.017 2.8351 0.586
5 -0.021 -0.019 3.3317 0.649

BUX, mintaelemszam: 1077
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Idébeli Autokorrelacié Parcidlis Q-Stat | p-érték
eltolds (nap) autokorreldcié
1 -0.075 -0.075 6.0471 0.014
2 0.000 -0.005 6.0473 0.049
3 0.006 0.005 6.0821 0.108
4 -0.053 -0.052 9.1141 0.058
5 -0.022 -0.030 9.6191 0.087
EUR/HUF, mintaelemszdm: 1077
Idébeli Autokorrelacié Parcidlis Q-Stat | p-érték
eltolds (nap) autokorreldcié
1 0.011 0.011 0.1300 0.718
2 0.057 0.057 3.5990 0.165
3 -0.024 -0.026 4.2477 0.236
4 -0.061 -0.064 8.2588 0.083
5 0.006 0.010 8.2981 0.141
6 0.002 0.009 8.3031 0.217
7 -0.016 -0.020 8.5760 0.285
8 -0.028 -0.032 9.4228 0.308
9 0.035 0.040 10.786 0.291
10 -0.043 -0.041 12.805 0.235
3 éves allampapir, mintaelemszam: 1077
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MARKET RISK AND DIVERSIFICATION ON THE HUNGARIAN
CAPITAL MARKET

We analyze three representative market factors of the Hungarian capital markets,
namely the BUX index representing the stock market, the 3-year Government bond
representing the fixed income markets, and the euro-forint exchange rate that rep-
resents the currency markets. First, we focus on the volatilities and the cross-
correlations of these factors on different time horizons. We find that the correla-
tions across these factors increase as the daily measurement period is expanded to
weekly or monthly time horizons. Second, we study the conditional behavior of the
selected market risk factors: we can separate quite and hectic periods by Markov
switching models. In the hectic regime the risk factors typically exhibit higher
volatilities, as well as higher cross-correlations. Unlike in the case of the US mar-
kets, the correlation between government bonds and equities increases in the higher
volatility periods, deteriorating the expected diversification benefits significantly.
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, ADALEKOK AZ ,,ARELFOGADO” ES
- ARMEGHATAROZ0O” FOGALMAK ERTELMEZESEHEZ!
L

BARANCSUK JANOS
PTE KTK

Tanulmanyunk hozzdjarulds kivan lenni a cimben megjeleno, Scitovsky &ltal
bevezetett, am a standard mikrockonémidaban gyakran megfeleld koriiltekintés
nélkiil hasznilt fogalmak tartalmi tisztdzasdhoz. A cikk elsé részében azzal
foglalkozunk, hogyan célszerti (egyelére homogén ipardg keretei kozott) értel-
mezni illetve kvantifikdlni a (kindlati oldalon megjelend) gazdaségi szereplék
arelfogadd/drmeghatérozé jellegét. Mikozben kiilonos figyelmet szénunk a
logikai kontextusként szolgald keresleti Gsszefliggések feltérképezésére is, az
alabbi fobb kérdésekre prébalunk valaszolni: Mi a kilénbség ,,armeghata-
rozd” és ,arakra orientalt” vallalat kozott? Miért nincs arrugalmassiaga a
price taker (maker) pozici6t jelzé keresleti gorbének? Hogyan fligg Gssze a
cégek armeghatarozé tulajdonsdganak erdssége a monopolerd fokaval és a
piac viszonylagos tdgassagaval?

1 Bevezetés

,,Talan nem egyediil velem tortént meg, hogy hossza idén at anélkiil hasz-
naltam az ‘drmeghatdrozd’ versus ‘arelfogadd’ (price maker/setter versus
price taker) megkiilonboztetést, hogy tudtam volna, ez Scitovsky elméleti
teremtménye” — vallja (taldn helyettiink is) Kornai Jdnos [1997] az , Egy
‘bliszke magyar’ emlékiratai”-hoz irt elészavdban (8. 0.). Mint soraibdl ki-
deriil, a nemzetkozi és hazai szakirodalomban rendkivili karriert befuto, és
ma mar altalanosan alkalmazott fogalompdart a neves, magyar szarmazasu
szerz6 egy [1951]-ben irt tankényvében vezette be, és eredetileg az eladé és
vevo alkufolyamatat jellemzo informdcios aszimmetridval hozta kapcsolatba.
Eszerint ,,az eladdk, akik minden termék piacan okkal kevesebben vannak,
mint a vasarlok, lényegesen tobbet tudnak a piaci feltételekrol és a valasztasi
lehetdségekrol, s ezzel a tuddsukkal konnyen visszaélhetnek” (Scitovsky [1997)
156. 0.). Az igy értelmezett informéciétobblet pedig —erodédlva a tran-
zakciéban résztveveo felek egyenrangusiagat— piaci folé- és alarendeltséghez
vezet, amelynek mibenléte abban tiikkrozodik, hogy az eladok diktdljdk, a
vevok pedig elfogadjdk az arakat. Ez utébbiaknak ugyanis ,,tulsdgosan sok
termék piaca kozott kellene megosztania csekély tudasat ahhoz, hogy mind-
egyiken szakért6 lehessen” (i.m. 157. o.).

I Beérkezett: 2006. szeptember 8. E-mail: indian@ktk.pte.hu.
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Amint észrevehetd, az arelfogad6/drmeghatdrozo kifejezések tartalma Sci-
tovsky felfogdasaban leginkabb az drdiszkrimindciot alkalmazé ,,dorzsolt” ; és
az azt elszenvedo ,,kiszolgaltatott”, |, balek” szereplok modelljével mutat szel-
lemi rokonsagot. EltérGen a terminusok mai értelmezésmodjatdl, amely el-
sGsorban az (informaltsdggal csak kozvetett kapcesolatban 16v6) piaci része-
sedésre, tehat a kindlati vagy keresleti tomeg altal a tranzakcidk ,,terében”
eloidézett ,,gorbiiletek” erdsségére vezeti vissza az egységarra gyakorolt be-
folyas lehet6ségét vagy lehetetlenségét. Ne csodalkozzunk ezen: a , habent
sua fata libelli” igazsaga a tudomanyos szdkincs elemein is beteljesedik, elég,
ha csak Coase talan tilzottan is szerény —sajat szellemi termékének palya-
futasa, egyfajta ,kozkinccsé” valasa kapcsan tett— vallomésara gondolunk.
Mint irja: ,,Sem a ‘Coase-tétel’ elnevezés, sem annak szabatos megfogal-
mazdsa nem télem szarmazik. Mindkettét Stiglernek kdszonhetjiik.” ([2004b]
217. 0.). Blaug [2003] szerint j6 példa ez arra, hogy ,,még a nagy gondolkoddk
sem tudjék teljesen Atldtni sajat djitdsaikat, [... és] hogy a nagy eszmék és
Otletek teljes potencidljat csak a kovetOk és kritikusok révén sokszor évtize-
dekig tart6 folyamatban lehet kiakndzni” (247. o. B.J. kiegészitése).

A terminus technicusok torténete, jelentéstartalmuk valtozasa, dtalakulasa
tehat nem linedris, minden pontjan ,konszenzusos”, atlathaté letisztuldsi
folyamat, hanem inkabb egy zegzugos, gyakran tttalan utakon valé barango-
lasra hasonlit az értelmezésmddok kusza dzsungelében. ,,Majdnem harminc
évre, és Allyn Young, valamint Robertson, Knight, Sraffa és Viner urak
egyesitett erejére volt sziikség ahhoz, hogy kibogozzdk azokat a helyes és
téves szalakat, amelyek atszovik a Marshall—Pigou koncepciét” — allapitja
meg példaul Bator [1958] eztittal az externdlidk elméletére vonatkozdan, de az
arelfogadé/meghatarozé modell esetére is jellemzé médon. Neumann Jdnos
[1965] szintén tapasztalja ezt a problémat: ,,Ami kiilonésen nehéznek tiinik
a kozgazdasdgtanban, az a kategéridk definidldsa... Az egzaktsig hidnya
mindig a fogalmi teriiletrél ered...” — vallja (i.m. 153. 0.).

Alapvetéen kétféle médon viszonyulhatunk a most vazolt helyzethez. A
Nobel-dijas dan fizikus, Niels Bohr példaul nem tekintette tragikusnak a fo-
galmi rendszer tokéletlenségeit. Amint egy barataival folytatott ebédet kove-
téen bolcs sztoicizmussal megjegyezte: ,,a mosogatas is olyan, mint a nyelv.
Piszkos a viziink, piszkos a torléruhank, valahogy mégis megtisztitjuk az
edényt meg a poharakat. fgy allunk a nyelvvel is: tisztazatlan fogalmakkal
dolgozunk, és olyan logikat hasznalunk, amelynek nem ismerjiik a pontos
érvényességi korét; ennek ellenére reménykediink, hogy mégiscsak tisztasa-
got teremtiink a természet megértésében” (idézi Heisenberg [1975] 183. o.).
A miésik fajta hozzdallast a hires francia szerz6, Camus képviselhetné, akinek
ugyan nem szak-, hanem szépirodalmi munkassaga jelentos, de intelme a tu-
domény miivelsi szdmara is megszivlelendd: ,ha rosszul, pontatlanul [...]
nevezzilk meg a dolgokat, ha igy definidAlunk — hozzdadunk a vilag nyomo-
rusagéhoz. ..”

A magunk részérdl inkabb Camus felfogdsaval azonosulunk, gyakran meg-
tapasztalva, hogy a kategéridk, fogalmak —mint a teoretikus megismerés
eszkozeinek— tokéletlenségei f6lottébb megnehezitik a valésag elemezni kivant
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szeletének igényes feltérképezését, siiketek parbeszédévé véltoztatva a tudo-
manyos diskurzust. Klasszikus példéi ennek a , kereslet- vagy kindlatvalto-
z4s” terminusok pongyola alkalmazdsabdl szarmazé kinos félreértések (1dsd
pl. Heyne [1991] 41. o0.), vagy a marshalli fogyasztéi tobblet és keresleti
fiiggvény lényegét megismerni vagyé kutaték bolyongdsa a pénz(?) —mne-
tan jovedelem(?)— konstans hatdrhaszndval kapcsolatos felfogdsok labirin-
tusdban (lasd pl. Barancsuk Gsszefoglalasét: [1998] 5-7. fej.). VélhetSen az
sem a kozgazdasagtan egzaktsagaba vetett hitiinket erdsiti, ha az aktorok
attitiidjeinek(?), magatartdsanak(?), képességeinek(?), piaci pozicidinak(?)
jellemzésére hasznalt ,,armeghatarozd”, | arkeresd”, ,,arképzd”, ,,arvezérls”,
,,arorientalt” | | dralkalmazkodd” versus(?) ,,arelfogadd”, ,,arkovetd”, |, meny-
nyiségi alkalmazkodd”, , kinédlat- vagy volumenorientalt” stb. kifejezésmodok
,,0laszosan kedélyes”, am a jelentéstartalmak dimenziéjaban korantsem ,,kon-
szenzusos” egytittélésére gondolunk.

Tanulmanyunk hozzajarulas kivan lenni a Scitovsky altal bevezetett, és
most emlegetett fogalmak tartalmi tisztdzasa, értelmezése terén. Arra vél-
lalkozunk, hogy koriiljarjuk: pontosan mit is kell (vagy inkdbb célszeril)
érteni az drelfogadd/drmeghatdrozé tulajdonsdgok jelentésén, megprébélva
akkurdtusan felépiteni/feltérképezni azt a vonatkoztatasi rendszert, amely-
ben ezek a —mnapjaink szakirodalmaban dltaldnosan, am gyakran csak 0sz-
tonosen, megfeleld koriltekintés nélkiul hasznalt— kifejezések elhelyezhetdk,
alkalmazhatdk. Itt jelezziik, hogy modellink f6szerepl6i a kindlati oldal ak-
torai lesznek, megallapitdsaink azonban —mutatis mutandis— a keresleti
oldal résztvevdire is érvényesek.

Tovabbi térekvéseink kozé tartozik, hogy a logikai kontextus feltarasa ré-
vén legalabb elvi szinten mérhetdvé tegytik az arak befolyasolasanak képessé-
gét, és a standard mikrookonémia fogalmi-mddszertani készletét gyarapitsuk
eredményeinkkel. Munkdnk mottéjdul Camus maximéja mellett Coase [2004a]
sorait valaszthatnank, melyek szerint ,,a kozgazdasagi elmélet nagy karat
latta annak a multban, hogy nem fogalmazta meg vildgosan el6feltevéseit.
Az elmélet felépitése kdzben a kozgazdaszok gyakran megfeledkeztek arrdl,
hogy megvizsgaljdk az alapokat, amelyekre épitkeztek. Ez a vizsgalat azon-
ban nemcsak azért nélkiilozhetetlen, hogy megakadalyozza az alapfeltevések
tisztazatlansagabdl addédo félreértéseket és felesleges vitdkat, hanem azért
is, mert a kozgazdasdgtan szamara rendkiviil fontos, hogy megalapozottan
vélaszthasson a rivélis alapfeltevések kozil” (i.m. 55. o.).

2 Vizsgalati keretek

A szakirodalmi forrdsok —szinte kivétel nélkiill— a ,,keresleti gorbe vdllalati
perspektivabdl észlelhetd elhelyezkedésével” illusztraljak a kindlati oldalon meg-
jelené arelfogadd vagy armeghatarozé pozicidt. Eszerint a price taker sze-
replSk wvizszintes keresleti gorbével szembesiilnek, amelynek nivéja a piac
egésze altal meghatarozott, a vallalat szamara tehat adottsdigot jelenté ar
szinvonaldra utal. A price maker cégek éltal figyelembe veheté keresleti
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grafikon ezzel szemben jél észrevehetéen negativ lejtési, mintegy a vélla-
lat dontési-vélasztasi lehetOségét szimbolizalva a kulonbozd egységarakat és
mennyiségeket egymdashoz rendelé kombindcidk halmaza folétt. Az 1. dbra
alapjan (ahol P az egységdr, ¢ a termékmennyiség) trividlisnak, tisztazottnak
tlnik a kétféle piaci statusz lényege: az ar dllandosaga versus valtozékonysa-
ga, hajlékonységa.

Ez az egyértelmiiség azonban csak latszat. Mint ahogyan a napkelte
vagy napnyugta megszokott, hétkdznapian természetes jelenségét is teljesen
eltéréen magyarazza pl. a ptolemaioszi és kopernikuszi vildgnézet, ugyanigy
az abran megjelen6 gorbék helyzetét, az dltaluk leképezett szitudcio mibenlétét
is tobbféleképpen reprezentaljak és tobbféleképpen kapcsoljak az arelfoga-
dé/armeghatarozé pozicidhoz az egyes forrdsmunkédk. Targyunk szabatos ki-
fejtése érdekében tehat, és amiatt is, mert logikai rendszeriink felépitése soran
kiilonsen exponalt objektumnak szamit, sziikségesnek érezziik a ,keresleti
gorbe” fogalmat a szokottndl is mélyebben analizalni: tisztazni az e kifejezés
mogott megbuvd relaciok sokféleségét, explicitté téve a kilonbozo fliggvény-
tipusok tartalmaban, ,,mondanivaldjaban” mutatkozd eltéréseket. Kérjitk
az Olvasot, tiszteljen meg tiirelmével, ha tanulmanyunk e részében taglalt
Osszefiiggések, levezetések némelyikét netan [’art pour l’art jellegiinek, a cim-
ben jelzett témaval ,,k6szono viszonyban” sem all6 felesleges kalandozasnak
érezné. Fejtegetéseink tovabbi, érdemi szakaszaban remélhetéleg kidertl,
hogy ez a ,,blokk” az arelfogadd/drmeghatdrozé magatartds vizsgalatara al-
kalmas gondolati séma szerves és nehezen nélkiilozhet6 alkotéelemeit képezi.

a.) f,-_)

> >

g O{

1. dbra. Keresleti gorbék a.) drelfogadé; b.) drmeghatdrozé pozicidk esetén

Elemzésiink egy n-szereplds (n > 1, egész szdm) ipardg vallalataira irdnyul.
E tanulményban a fiiggetlen terméket el6allité tiszta monopdliumra, illetve
az egymdst kolcsonosen helyettesitd javakat termel6 véllalatok halmazéara
hasznéljuk e kifejezést. Az ,ipardg” értelmezése a szakirodalomban heterogén
termékek esetén problematikus, veliink ellentétben példdul Chamberlin [1933]
és kiilonosen Triffin [1940] tartézkodott is e fogalom hasznalatétol (v.6. Carl-
ton — Perloff [2003] 139. o., Friedman [1986], Lerner [1943], Marshall [1930]
34-48. és 45. o., Matyds [1979] 250. és 269. o., Porter [1993] 27. és 51-
52. 0.). Bara ([1989] 413-414. o.), Daubner és Vdgi ([1993] 288-289. o.),
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Matyas ([1979] 278. o.), valamint Olson és McFarland [1962] ugyanakkor —a
nehézségek ellenére— az iparag fogalmat relevansnak tartjak. Alléspontjuk-
hoz csatlakozva dolgozatunkban k6zos iparagba tartozonak tekintjiik azokat a
vallalatokat, amelyek halmazanak tagjaira pdronként kolcsonosen €s tranzitiv
mdodon teljesiil, hogy gyartott termékeik keresletének kereszt-drrugalmassdga
(e1) pozitivszdm. Ha tehat M és N, tovdbba N és O, valamint O és M kozott
vica versa igaz, hogy e > 0, akkor M, N és O ugyanazon iparag tagja (v.0.
Zalai [2000] 71-72., 270-272. o.). Azokat a véllalatokat /javakat, amelyekre
nem teljesiil most adott definiciénk (amelyek viszonylatdban tehat a kereszt-
elaszticitds vagy egydltaldin nem, vagy pedig nem-kélcsondsen pozitiv), az
iparag piaci kornyezeteként hatarozzuk meg.

A kereszt-arrugalmassdg nagysaga a helyettesités szorossdgdra utal, vagyis
ha

e ¢t — o0, akkor a javak tokéletesen helyettesitik egymast,

0 < et < 00, a helyettesités korldtozott,

et =0, a javak fiiggetlenek, helyettesits viszonyuk eltlinik, valamint

e ¢t <0, a javak kozotti komplementaritds, kiegészité (,,negativ helyet-
tesitd”) viszony kertil elétérbe, amelynek lehet6ségétdl —az egyszertiiség
kedvéért— a tovabbiakban szinte mindig eltekintiink.

A dolgozatunk targyat képez6 Gsszefiiggések lényegi elemeinek bemutaté-
sat, elemzését nagymértékben megkonnyiti, ha kikiiszoboliink bizonyos, mon-
danivalonk érdemi részét nem érinté motivumokat az altalunk alkalmazott
modellbdl. Ennek érdekében feltételezziik, hogy

e a vasarlék preferenciai uniformak, ami lehetévé teszi, hogy sziikséges
esetben az aggregdlt keresleti viselkedést egyetlen, Uun. reprezentdns fo-
gyaszto magatartasaval azonositsuk;

e a fogyaszté(k) nem végez(nek) megtakaritdst, az Gsszes jovedelmet el-
kolti(k).

e Ugyancsak praktikus célokat szolgal, ha a fenti médon definidlt iparag
termékeire vonatkozé vasarldi preferencidkat az altalunk kovetett gon-
dolatmenet bizonyos pontjain ,,jol viselkedd” hasznosségi (index-) fiigg-
vényekkel jellemezziik. Ez —értelmezésiink szerint— azt jelenti, hogy

— az emlitett fliggvények az ipardg termékei tekintetében homoteti-
kusak, tovabba

— az ipardg egyes vallalatai/termékvéltozatai oldalardl kiindulé ar-
véltoztatdsok az emlitett véllalatok/termékvaltozatok dltal lek6tott
vésarléerdk ardnyaban véltanak ki —az dsszes kereslet %-dban
megadott— sajat-, illetve kereszt-arhatésokat.
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A tanulmédnyunkban taglalt jelenségek bemutatasdra elsésorban a kereslet
sajat- és kereszt-arrugalmassigdnak viszonyat leiré azonossag(ok) rendszere
(majd ennek ,,tiikorképe”) szolgdl logikai kontextusként. Az emlitett azo-
nossag(ok) levezetését tobbek kozott Varian [1991] 6.10. alfejezete adja meg
—eredetileg kéttermékes, de tetszés szerint tovabbi joszagfajtakkal bovithetd
modellre vonatkozéan. Ennek megfelelen jelolje a tovabbiakban X és Y a
vizsgalt ipardgba tartozé javak fajtdjat és mennyiségét, amikor Y —ha sziik-
séges— az ipardg X-en tuli osszes tobbi output-véaltozatanak egyiitteseként,
vagyis un. kompozit joszdgként is felfoghaté. Z —mint a tovabbi (X és Y
,,kornyezetét” képezd) ipardgak termékfajtainak aggregdtuma— ugyancsak
kompozit joszagot jelent.

Az emlitett azonossdg nem méds, mint

—8z = 84€, + 8y&y +SzE7 , (1)
amikor
sy =XP, /I, s,=YP,/I, sz=2ZPz/I (2)
Tovabbi jelolések:
o ¥ = X keresletének sajat-arrugalmassiga,

e c,., = Y és Z keresletének kereszt-drrugalmassiga X drvéltozdsa
;
esetén,

® 5.7 = a termékféleségek koltségvetési részesedései,
e P..,.z = az outputok egységdrai.
Megtakaritasok hidnyaban igaz, hogy:
Sp+Sy+sz=1. (3)

Mivel az (1) formuldt —a termékindexek megfelel$ alkalmazdsaval— a tobbi
outputot expondlva is felirhatjuk, belathatd, hogy tulajdonképpen a jészag-
fajtak szamanak megfelelé azonossag-rendszerrdl van szé.

3 Apggregalt és aszimmetria keresleti gorbék

Elséként az aggregdlt (ipardgi) keresleti fligguényt helyezziik géreso ald, amely
az iparagi output arszintje és a vasarldk altal egytittesen keresett mennyisége
kozotti viszonyt fejezi ki. Ertelmezése egynemi javak esetén problémamentes,
ha azonban heterogén termékekrdl van szd, akkor valtozdinak jelentése a
termékegységek atvaltasi aranyainak problematikaja miatt nem magatdl ér-
tet6ds. A figgvény dltaldnos definicidjara torekedve ezért a magunk részérél
célszeriinek tartjuk, ha a P, arszintet” bdzis sulyozdsi drindex, a () aggregalt
keresletet pedig bdzis sulyozdsu volumenindexr formajaban adjuk meg vala-
mely kiindulé értékhez képest. Belathato, hogy az iparagi keresleti fiiggvény
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a preferencidk homotetikus jellege miatt a bazis sulyardnyok alkalmazésa-
kor az optimdlis jészagkombinaciok pontjaival kapcsolatos ,,arszint-volumen”
megfeleltetést implikal, feltéve, hogy a bézisdllapot is optimélis fogyasztdi
valasztast képviselt.

Az aggregélt (ipardgi) kereslet drrugalmasséga (exp) a fiiggvény P véltoz6
szerinti elaszticitdsa, amelynek meghatdrozdsa akkor relevdans, ha az ipardg
vdllalatai kezdeményeznek/hajtanak végre —szimultdn médon és uniform di-
namikaji— drvdltoztatdst. Szamitasa az

esp =dQ/Qo : dP/Fy

(4)
(dP —0)
formuldval torténik, értéke pedig azt jelzi, hogy az ar 1 %-os, egységes val-
toztatasanak kovetkezményeként az ipardgi output iranti aggregalt kereslet
hany %-kal médosul.

Az aggregélt keresleti fiiggvény mennyiség (Q) szerinti elaszticitdsa is
értelmezhetd, ha az ipardg vdllalatar az egységdr helyett a kindlati tomeg
vonatkozdsaban hatdroznak el —ugyancsak szimultan és uniform ardnyd—
valtoztatdst. Fzt a tovabbiakban az dr ipardg: kindlati flexibilitdsdnak —
révidebben: ipardgi drflexibilitisnak— (Pxs) nevezzik, értéke pedig arra
utal, hogy az ipardgi kindlat osszetevéinek egységes, 1%-0s modositasa hany
Y%-os véltozdst generdl a keresleti (vagyis az ipardg altal mazimdlisan ér-
vényesithetd) drban. Arrdl informdl tehat, hogy ha elmozdul a piacra vitt
terméktomeg, akkor relative milyen intenzitdsd drvaltoz(tat)ds sziikséges ah-
hoz, hogy a kereslet az 1j ar mellett éppen taldlkozzon az eladni kivant
mennyiséggel. Formuldja az aggregalt kereslet arrugalmassédganak reciproka,

azaz: dyg =dP/Py : dQ/Qo = 1/exp
(dQ — 0)

Masodikként az ,,aszimmetria” tipusu keresleti fliggvényekkel foglalko-
zunk, amelyeket Chamberlin [1933] vezetett be —eredetileg a monopolisztikus
verseny elemzése céljabdl—, de a versenyzé felek arharcanak abrazoldsandl
is hasznos mdédszertani segédeszkoznek bizonyulnak. FEzek a fiiggvények az
iparag valamely vallalata altal megéllapitott ar és az illeto cég terméke irant
jelentkezo, ehhez az arhoz rendelhetd kereslet viszonyat fejezik ki, feltéve,
hogy a rivélis(ok) altal érvényesitett drszint konstans. E gorbék —kell6képpen
alacsony (,,sajit”) 4rndl— az ipardgi keresleti gorbében folytatédnak tovabb,
jelezve, hogy ilyenkor a cég elvileg (gyakorlatilag pedig kapacitdsai fiiggvé-
nyében) képes a mdsik (t6bbi) versenytars terméke irdnti kereslet teljes beke-
belezésére. Az aszimmetria gorbék elaszticitasa (aszimmetria drrugalmassdg,
€qsp) azt méri, hogy valamely véllalat sajdt terméke esetében elhatdrozott
1%-o0s arvéltoztatds —ceteris paribus— hany %-os valtozast indukal a széban
forgo cég altal vonzott keresletben.

A 2. abrdn homogén termékeket forgalmazd ipardg esetére mutatjuk be
az aggregalt (XD) és egy bizonyos véllalathoz tartozé aszimmetria keresleti
gorbe (asD) viszonyat. P*-gal az ipardg tobbi vallalata altal érvényesitett

(5)
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(konstans és egységes) drszintet jeloljiik. A kereslet végtelen drrugalmassdgat

jelzo, vizszintes pozicioju gorbe-részlet a javak tokéletes helyettesitd viszonyara,
a vasarléerdért folytatott verseny szorossagara utal. Ilyenkor a szereplok

barmelyikének végtelentl kicsi eltérése a kozds (P*) drszinttdl a kereslet

rendkiviil dinamikus elmozdulasat indukalja. Ez azzal magyarazhato, hogy a

konkurrens(ek) termékére irdnyul6 vasarlderd az egységesnél éppen csak vala-

mivel is kedvez6bb ar megallapitasaval elcsabithatd, de ugyanilyen , hatéko-

nyan” idegenithetdk, taszithatok el a sajat kuncsaftok is egy jelentéktelennek

tliné aremelés kovetkeztében.

*4

asD

asD

—
Q

2. dbra. Aggregdlt és aszimmetria keresleti gérbék homogén ipardg esetén

A termékek differencidltsdganak névekedésével az aszimmetria-gorbe (ne-
gativ) meredeksége né, és ezért az ipardgi keresleti gorbével alkotott taldl-
kozasi pontja egyre alacsonyabb arszintre helyezodik, vagy akar el is tinhet.
(Jegyezziik azonban meg: ha a javak rokonséagi viszonya mér alig érzékelhetd,
a kozoOs iparag —és emiatt az iparagi keresleti fliggvény egzisztencidja—
még a fentiekben adott értelmezési lehetOség ellenére is megkérdGjelezhetd
lesz.) Az aszimmetria drrugalmassig csokkenése ilyen esetben azzal ma-
gyarazhatd, hogy a fogyasztok bizonyos termékjellemzékhoz valdé kotodése
—,,markahlisége”— miatt a kereslet ,,ragaddsabbd”, | viszkézusabba” valik.

Az elébbiekben bevezetett fiiggvények, és a veliik kapcsolatban tett meg-
allapitasaink illusztréldséra ugyancsak az (1) azonossag kindl alkalmas logikai
kereteket, amelyben €7, vagyis X keresletének sajat-arrugalmassiga tulaj-
donképpen nem mads, mint a most bevezetett aszimmetria-rugalmassdg. Az
azonossdg egyik fontos értelmezésmddja szerint az 3, €7, és €% rugalmassdgok
koltségvetési részesedésekkel silyozott atlaga —s,-szel egyenl6, ami azt je-
lenti, hogy az X drufajta —ceteris paribus— 1%-os drvaltozdsa esetén az
dsszes (beleértve Z-t is) termék kereslete dtlagosan s, %-kal mddosul az
egységarral ellentétes iranyban.

E megfogalmazas a fizikdbdl ismert impulzus-megmaraddsi torvényre (Ga-
mow — Cleveland [1977] 4. fej.) ,rimel”, amelynek egyik —szdmunkra
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fontos— interpretacidja szerint egy tobb testbol all6 rendszerben az egységnyi
tomegre szdmitott dtlagos sebesség (vektoridlisan) dllandd. Ha a fizikai és koz-
gazdasagi jelenségek egymasra vonatkoztatdsa érdekében modelliink vallala-
tait (vagy az altaluk gyartott outputhalmazt) koltségvetési részesedésiiknek
megfeleld tdmegt (de nem feltétleniil azonos anyagi és/vagy dllagi) golydkkal,
a sajat- és kereszt-arrugalmassigokat pedig az egyes golydk sebességével azo-
nositjuk, akkor a torvényben emlegetett konstans atlagos sebesség sémankra
adaptalva —s,-nek felelne meg.

Ez az 4tlag azonban az egyes golyok konkrét sebességének (ami a kinetikus
energia elnyelddésének vagy éppen felszabaduldsanak mikéntjétél —tehat a
golydk helyzetétdl, mindségi tulajdonsagaitol, iitkozésiik korilményeitdl stb.—
fiigg) sokféle varidcidja mellett teljesiilhet, mig a kozgazdasdgi modellben
nem utolsésorban a joszagfajtak kiilonbozo intenzitassal és ,,mintazatban”
érvényesiils helyettesits, kiegészit és/vagy fiiggetlen viszonyai ered&jeként
alakul ki.

Induljunk most ki abbdl, hogy az egyik, meghatarozott kezdd sebességgel
rendelkez6 golyé titkozik a tobbi mozdulatlannal, aminek hatdsara a rendszer
(&ltalaban) Osszes tagjanak sebessége médosul — bér ezek dtlaga valtozatlan
marad. Esetlinkben ez azt jelentené, hogy valamely termék arvaltoztatasa
miatt az illetd druféleség egy bizonyos |s, T R| (ahol TR az iparag dsszbevétele)
keresleti impulzussal rendelkezik, amely aztan —sajat- és kereszt-arhatasokat
kivaltva— valamilyen médon szétteriil, ugyanakkor meg is marad a joszagfaj-
tak halmazdn. (Jegyezziik meg: mivel az egyes drvéltozdsok kovetkeztében
—ugymond a ,targyidészakra’— tipikusan a koltségvetési részesedések is
modosulnak, egy minden részletre precizen figyel6 modellben a ,,golyok”
,,Uutkozéseikkel” jaro ,,tomegnyereségét vagy -veszteségét” is figyelembe kel-
lene venni ,,sebességiik” kiszdmitdsa sordn.)

Alakitsuk most 4t az (1) formuldt az aldbbi médon:

—85 — 8zEy  SaEy T 8yEy -
= = (6)

ind
Sind Sind

ahol
Sind = Sz + Sy (7)

az iparag részesedése a teljes vasarléerdbdl, e , pedig az X —ceteris paribus—
1%-o0s arvaltoztatdsdnak atlagos hatésa az ipardg termdékei irdnti keresletre
(ugyancsak %-ban kifejezve).

Analég médon, Y termékfajtara vonatkoztatva is igaz, hogy

—S8y — Sz€E SyEy + SzE5 .
Y Z — Y T _ 55/ (8)

ind
Sind Sind

Itt jegyezzik meg, hogy az ipardgi kereslet parcidlis dtlag-rugalmassdgas:
ef 4 6s el —mint szdmitdsuk médja is titkrozi— csak kézvetett médon kap-
csolodnak keresleti gorbékhez, szemben a kereszt-arrugalmassagokkal, ame-

lyek az un. keresztvaltozds keresleti gorbe elaszticitasait jelentik.
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Egyszertien belathatd, hogy az ipardg aggregalt keresletének arrugalmas-
saga dltaldnossdgban nem maés, mint

Sz

E'frbd + E}:{rbd =-1- (EJZ + E%) =€%D (9)

Sind
A formuldbdl értelemszertien kévetkezik, hogy ha az ipardg (X;Y") és kérnye-
zete (Z) altal gydrtott javak kozott egyaltaldn nem léteznek keresleti kereszt-
arhatéasok,

e vagy azért, mert a kereszt-arrugalmassagok —az elméletileg tiszta eset-
nek megfeleléen— kélcsonosen, ,,oda-vissza” zérus értéket vesznek fel,
tehat

ey, =¢%=0, (10)

e vagy az illet6 kornyezet puszta hidanya miatt, ha

sz =0, (11)
akkor
€ind = —So/Sina=—8: & &l =—8y/sima=—5.  (12)
Mivel pedig
(~8.)+(=3,) = -1, (13)

ezért exyp értéke (5) alapjan kivételesen sajat reciprokaval, az ipardgi darflexi-
bilitdassalis egyenld. Vegytk észre, hogy a kornyezetétol tokéletesen fiiggetlen
iparag esetén kapott eredmények a jol viselkedd preferencidk érvényesiilésérol
tanuskodnak, hiszen

E'frbd + E}gnd =-1= E€xD (14)
miatt
teljestl.

Térjiink azonban vissza a (9) Osszefliggéshez, amely a (6) és (8) for-
muldk mésodik tagjainak, valamint a (12)-ben bevezetett szimbdélumok fel-
hasznéldsaval az

esp = (8265 + §yaj) + (§y5§ + 86Y) =8, (e +e¥) + §y(5§ + Ej) (16)
modon is felirhatd. Vezessiik most be az

= p ind ‘. p x _ _ind

eg+el=¢e és  ehte,=¢) (17)
jeloléseket! Ezek az egyes jészagfajtak keresletének Un. szimmetria-rugal-
massdgai, amelyek —mint az ugyancsak Chamberlin [1933] altal definilt,
dolgozatunkban azonban csupan masodlagos szerephez juté— ,,szimmetria”
keresleti gorbék elaszticitdsai azt mutatjak meg, hogy ha az ipardg vallalatai

egységesen és azonos irdnyban 1%-kal véltoztatjdk termékeik drdt, akkor
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a vizsgalt joszagfajta kereslete hdny %-kal médosul. A (16)-ban is alkal-
mazva ezt a kategdridt észrevehets, hogy az ipardg aggregdlt keresletének
darrugalmassdga a szimmetria-rugalmassagok koltséguetési részesedésekkel su-
lyozott datlagaként nyerheto:

exp = 8,6 + 5 it (18)
Tovabbi informécidkat szerezhetiink €7 , vagy e; , dtlag-rugalmassdgok

tulajdonsagardl, ha a (6), (8) és (9) formuldk felhasznaldsdval levezetjiik az

E'frbd = ‘§J« |:EED + o7 <5% - ig%)] ) (19)

ind x

daltaldnossdgban teljesilé Gsszefliggést, amely a (10) vagy (11) altal leirt ese-
tekben ugyancsak a mér ismert, (15) implikdciét generalja.

A (19)-bél kiindulva azonban az is igazolhatd, hogy —habadr a jdl viselkedd
preferencidk némileg idillikus, de reményeink szerint inkabb a lényeget kieme-
16, és nem azt elfed6 koriilményeit feltételezve— az iparagi kereslet X és Y
arara vonatkozo atlag-rugalmassagai

e nem csupédn az aggregalt kereslet (minusz) egységnyi, hanem bdrmilyen
rugalmassaga mellett, tovabba

e homogén termékek esetében is érvényes modon

az aggregdlt keresleti elaszticitds §,- (és §,-)szeresel.

Allitasunk bizonyitésahoz térjiink vissza a jol viselkedd preferencidk azon
kritériumahoz, amely szerint az ipardg egyes véllalatai/termékvaltozatai ol-
dalardl kiindulé arvaltoztatdsok az emlitett véllalatok /termékvaltozatok altal
lekotott vasarléerdk ardnydban valtanak ki —az Osszes kereslet %-aban meg-
adott— sajat-, illetve kereszt-arhatasokat. Ez a feltételezésiink az impul-
zus-megmaradas fizikai modelljében az egyes golyok —atlag koriili— konkrét
sebességének alakulasara vonatkozd meggondolassal lenne egyenértékii, és az
illetd testekre haté erdk ,,tomegekkel silyozott” szimmetridjdra utalna. Az
ilyen szabdlyossag akkor lenne észlelhetd, ha az egyes ,,litkozési” kisérleteket
—természetesen az ,,aktiv golydk” rotacidjaval— egymassal egyébként min-
denben megegyezd koriilmények (pozicidk, indulé sebesség, iitkozés jellege
stb.) kozott hajtandnk végre. A kevésbé gondosan, de nagyon sokszor
kivitelezett kisérletekben az emlitett szabdlyossig statisztikai érvényesiilésére
szamithatunk csupén.

A most vazolt kondicidkat keresleti modelliink (1) formuldjéra, és ennek
Y -ra felirt parjara vonatkoztatva a

—8;  Sa€yp +Syey + 5287 sy SyEy  szel

= — : s == = = (20)
—Sy  SyEy + SyE4 + SzEY  SyEy  SgEh  Szey

teljesiil. A keresleti impulzus szabdlyos terjedésén alapulé modelliinkben
tehdt (20)-bdl kovetkezéen igaz, hogy a termékfajtak sajat-drrugalmassiga
azonos, tovabba az is, hogy
ey =tey (21)
Sz
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Ha a most nyert egyenldséget (19)-ben érvényesitjiik,
Eind = S2€xD (22)

kovetkezik még akkor is, ha nem zéarjuk ki az X;Y iparag és Z kornyezete
kozti nem-szimmetrikus keresleti interdependencidk 1étezését. Mivel homogén
ipardgon beliill (amikor X és Y tokéletesen helyettesitik egymdst) a keresleti
impulzus szabdalyos terjedése eleve biztositott, hiszen nem deformaljdk a ter-
mékfajtak eltérései, ezért a (20) és (21) trividlisan teljesiil.

Figyelmeztetjiikk azonban az Olvasét, hogy az ipardag homogenitdsdra vo-
natkozo feltételezés —legalabbis ezen a ponton— modelliink egyértelmiiségét
veszélyeztetheti. Az egyes vallalatok drvéltoztatdsai ugyanis eltérd impliké-
ciokhoz vezetnek attdl fiiggéen, hogy szereplGink képesek-e kapacitasaikat
kvazi hatdrtalanul béviteni (vagy ,,h8siesen” kihasznalatlanul hagyni) a —
tokéletes helyettesitékre elméletileg jellemzé— végtelen kereszt- és sajat-ar-
hatasokra reflektalva. Kozelebbrol:

e ha a termelési szint viszonylag merev, akkor a kereslet —armanipula-
ciokat kovet6— atrendezodése de facto csupan korlatozottan valésulhat
meg, melynek kovetkeztében nem kell az 3, és 3, hdnyadok szignifikdns
modosuldsara szamitani.

e Ha viszont az egyes cégek kibocsatasai elasztikusan tudnak a kereslet
elmozdulasaihoz alkalmazkodni, akkor a relative nagy arhatasok szabad
kibontakozasa a koltségvetésbol lefoglalt részek ardanyait radikalisan
atalakitjak.

Komoly dilemma el6tt allunk tehdat, hogy ilyen esetben a bdzis- vagy tdrgy-
idOszaki adatokat alkalmazzuk-e silyokként azonossagainkban.

Az imént vézolt problémaval taldlkozhatunk a sajdt- (aszimmetria) ér-
rugalmassagra haté tényezok elemzésénél is. Ennek bemutatasahoz térjiink
vissza ismét a (6) formula mésodik tagjdhoz, amelyet —tovabbra is jol visel-
kedd preferencidkat feltételezve— behelyettesithetiink (22) megfelel helyére,
majd ez utébbibdl kifejezhetjiik e%-t:

Ei =E&ypD — %ﬁj (23)
€T

A most nyert azonossag szerint

o differencidlt javak mellett az X és Y kozotti kereszt-arhatas viszonylag
gyenge, s ezért a sajat-drrugalmassag (abszolit) értéke is kisebb lesz,
mint ha X ésY tokéletes helyettesité kapcsolatban dllndnak egyméssal.
Ez utébbi helyzetben ugyanakkor X arvaltoztatasa Y keresletének vég-
teleniil rugalmas véltozasat generalja, amivel 6sszhangban az X ter-
méknél mért sajat-arrugalmassag is végtelen szintet vesz fel. Tegyiik
azonban hozzda: szerepléink megfeleld kapacitastartalékait feltételezve.

e Ha viszont X vallalat/termék —kedvezObb arszintje révén— a teljes
iparagi keresletet meghdditana, akkor az 1j helyzetben, Y immaron
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elenyészett koltségvetési részesedése mellett az e = €,5p sajét- (és egy-
ben aszimmetria) drrugalmassdg az aggregdlt keresleti elaszticitdsnak
megfelel§ exp értékkel lenne egyenld.

A 3. d@brdn a k6zombosségi gorbék rendszerében mutatjuk be, hogy —egy
reprezentans fogyasztd és heterogén iparag esetében— az X cég arcsckkentése
miként vezet a teljes vasarléerd elhdditdsdhoz. (Az egyszeriliség kedvéért itt
feltételezziik, hogy a fogyaszté altal e két termékfajtara koltott jovedelem
nagysaga allandd, ezért elegendd, ha a fogyasztéi térnek csupan XY met-
szetére koncentralunk.) A 4. dbrdn ugyanezt a jelenséget a keresleti gorbék
sikjara képezziik le.

X

8. dbra. A vasarléerd elhdditasa az ar cstkkentésével helyettesité javak esetén
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Q)

4. dbra. Az aggregélt és aszimmetria keresleti gorbék viszonyanak magyarazata
heterogén iparag esetén

Abrénk A pontjanak helyzetébdl kovetkeztethetiink arra, hogy ha a vél-
lalat is az iparag altal érvényesitett P* arszinten értékesit, milyen részesedést
mondhat magaénak az agazat termékei irant megnyilvanul6 osszes keresletbol
és/vagy az ipardg kibocsatdsabdl. (Az A pont artengelyhez vald kozelsége
alacsony, az aggregdlt keresleti gorbéhez valé kozelsége nagy részesedésre
utal.) Abban az esetben, ha a versenytdrs(ak) egységesen magasabb (ala-
csonyabb) nivén rogziti(k) drai(ka)t, akkor az emiatt kibontakozé kereszt-ar-
hatds miatt a cég aszimmetria keresleti gérbéje is magasabb (alacsonyabb)
poziciét vesz fel.

Fontos megjegyezniink, hogy az aszimmetria keresleti gorbék forditott
(mennyiség — dr) értelmezése nem relevdns! Ez ugyanis egy olyan ,,torté-
netet” feltételezne, amelynek elso 1épéseként vallalatunk alaposan megnéveli
kinédlatat, a masodik lépésben pedig versenytarsaink ,,udvariasan” csokkentik
—ha nem is teljesen ugyanannyival— sajitjukét. Aztén a ,,sztori” zard-
akkordjaként —a partnerek e téren mutatkozd merevségével ellentétben—
valamicskét engednénk az arbdl, hogy a piacon megjeleno arumennyiséget tel-
jes egészében eladhassuk. Mivel tehat az aszimmetria tipust gorbék kizdrdlag
olyan magatartds leképezésére alkalmasak, amely az drakat tekinti a vdlla-
lat(ok) déntési valtozdjdnak, ezért ezek esetében az arflexibilitds —habér ki-
szamithaté— nem értelmezheté! Mint ahogy valamely betiisor dltaldban csak
az egyik iranybol kovetve ad értelmes szoveget, bar ha akarjuk, természetesen
forditva is olvashatjuk.

Ha viszont az asszimetria gorbék olyan viselkedést irnak le, amikor az ar
tolti be a vallalat akciéparaméterének szerepét, felmeriil a kérdés: kapcso-
latban vannak-e —ha igen, hogyan— ezek a gorbék a cégek armeghatarozo
(vagy érelfogadd) jellegével?

El6szor is szogezziik le: az aszimmetria keresleti gorbék —onmagukban—
homalyban hagyjak, hogy a véllalatok wvaloban stratégiai eszkozként kezelik,
modositjak-e araikat, vagy nem, és arrdl sem tdjékoztatnak, hogy egyik vagy
masik viselkedésmod gazdasdgilag mennyire racionalis. Csupan arrdl infor-
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malnak, hogy ha —ceteris paribus— valtoztatndnak araikon, mi térténne az
eladhaté mennyiséggel. Masodszor: természetesen lefoglalhatjuk az ,,darmeg-
hatarozo” kifejezést azokra a szereplokre, melyek —mindegy, hogy milyen
okbdl vagy milyen adottsagok kozepette, ésszertien-e vagy sem— araikat te-
kintik dontési valtozéjuknak; az ,,arelfogad6” terminust pedig azokra, ame-
lyekre ez a magatartds nem jellemz6. Célszertibbnek tartjuk azonban, ha a
tényleges, megfigyelhetd viselkedést mégsem armeghatarozonak versus arelfo-
gaddnak, hanem inkébb az drakra orientdltnak versus kindlatra (mennyiségre)
orientdltnak nevezzik. A price maker/price taker fogalompart ezzel szem-
ben a véllalatok bizonyos képességére javasoljuk alkalmazni — fiiggetlentil
attdl, hogy e képesség megnyilvanul-e magatartasukban, vagy latens marad-e,
netan antagonizmusban a menedzsment piaci megnyilvanulasaival. Mint aho-
gyan hétkoznapjainkban sem teszlink automatikusan egyenléségjelet példaul
a valédi szakacsok és azok kozé, akik ételek készitésére szdnjak el (nemritkan
felel6tlen mdédon) magukat. Megfontoldsaink értelmében tehdt az aszim-
metria keresleti gorbék pozicidja az ipardgi outputok helyettesitd viszonydnak
szorossagdra utal, amely —mint tanulmanyunk tovabbi részeibdl kideriil—
nincs kapcsolatban a kindlati szereplok dltalunk értelmezett drmeghatdrozo
versus -elfogado lehetdségével.

4 Az arelfogadé/armeghatérozé piaci pozicidk
logikai elemei. Rezidualis keresleti gorbék.
Az arflexibilitas és a piaci hatalom kapcso-
lata

De mit is értiink a dolgozatunk fékuszaba emelt fogalmak jelentésén? Felfo-
gasunknak megfeleléen drelfogadonak nevezzik azt a vdllalatot, amely

o kindlatdnak parcidlis, a tobbi szereplotdl elszigetelt vdltoztatdsdval nem
(lenne) képes outputja keresleti drdra hatni (vagyis nem lenne képes
dompinghatdst vagy éppen hidnyt eldidézni a piacon), tovabbd

e az drakra orientdlt viselkedés sem lenne szamdra raciondlis.
Armeghatdrozo ezzel szemben az a szerepld, amely

o kindlatdnak —ceteris paribus— vdltoztatdsdval befolydsolni tudja/tudnd
a keresleti drat, és

o q kindlatorientdlt viselkedés mellett az drakra orientdlt magatartds is
eszkoztardnak raciondlis eleme lehet.

A szakirodalom jelentés — bér kordantsem egyértelmiien hegemoén — része
hasonlé tartalmi (bar esetenként oda nem ill§ motivumokkal ,fliszerezett”,
eklektikus) definicickat nyidjt (lasd még pl. Henderson — Quandt [1971] 104-
105. o., Heyne [1991] 187. o., Pearce [1993] 446.0, Samuelson — Nordhaus
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[2003] 150. o., Schumann [1998] 168-169. o. stb.). Mi azonban ennél tovabb
megyiink, és megprébaljuk egzakt logikai kornyezetben elhelyezni a fogalmak
mogott allé jelenségeket, kikiiszobdlve a szakforrasok gyakran kévetkezetlen,
pongyola széhasznalatabdl eredd csisztatdsokat. Ennek érdekében vezetjiik
be az dr wvdllalati kindlatra reagdlo flexibilitdsdnak —roviden: wvdllalatt dr-
flexibilitas— (ps) fogalmét, amellyel egy cég price maker/price taker po-
tencidljat mérhetjik. Ertéke azt mutatja meg, hogy valamely iparagi szereplé
kindlatdnak 1%-os, ceteris paribus véltozasa hany %-os elmozduldst general a
keresleti arban. Pontosabb meghatarozasat dolgozatunk I. részében homogén
javakat termel$ ipardgra vonatkozéan végezziik el.

Mivel a vallalati arflexibilitas szamitdasanal feltételezziik, hogy az iparagi
kindlat novekedése (dQ) egyetlen véllalat kibocsdtdsdnak véltozdsa miatt
kovetkezett be, és eredetileg az illeté cég az iparag teljes termelésének s-ed
részét allitotta eld, ezért igaz, hogy:

SZQQ/QQ 5 (24)

ahol qy az emlitett vallalat kiinduld kibocsatasi szintje, és értelemszeriien
teljestl, hogy

0<s<1, (25)
valamint
qo=15-Qo . (26)
A vallalati arflexibilitds formuldja ennek megfelel6en:
ws =dP/Py:dQ/Qo-s, (dQ —0), (27)
amelynek értelmében az is teljesiil, hogy:
s =Png-s. (28)

Ha most felhasznaljuk az iparagi arflexibilitas és az aggregalt kereslet ar-
rugalmassiga kozott fenndlls, (5) reciprok viszonyt, akkor lathatéva vélik,
hogy:

ps =s/esp , (29)
vagyis egy cég armeghatarozé pozicidjanak eréssége azonos iranyban valtozik
a véllalati kibocsétés ipardgon beliili részesedésével (s), és forditott irdnyban
mozdul el az aggregilt kereslet arrugalmassigdhoz (exp) képest. Az drmeg-
hatérozé (-elfogadd) pozicié megszerzésére tehat akkor lehet szdmitani, ha

e avillalat termelése minél nagyobb (kisebb) hanyadat képviseli az iparag
teljes kibocsétdsanak, vagy/és
e minél rugalmatlanabbul (rugalmasabban) reagél a teljes kereslet az

arak valtozasara.

Konvenciondlis (és némileg énkényes) médon a wvdllalatot drmeghatdrozénak
(-elfogadonak) tekinthetjik, ha kindlata (abszolit értékben) 1-nél nagyobb
(kisebb) drflexibilitdssal jellemezhetd.
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s —0 — 1
(— érelfogadd) (— armeghatérozd)

ESD
—0 P* Meehatérozs
(—armeghatarozo) : eghatarozo
0— . P
(semleges) Elfogadé Meghatdrozé

(_,éﬁozz 46) Elfogadé Elfogadé**

5. dbra. A villalat drelfogadd vagy drmeghatarozé poziciéjanak tényezéi

Az arflexibilitdsra haté tényezok mértékei természetesen a legkiilonb6z6bb
kombinacidkban talalkozhatnak: erésithetik, vagy akar gyengithetik is egymas
hatdsat. Az egyes lehetOségekhez kapcsolddd kovetkeztetéseket Osszesitettiik
az 5. dbrdn.

A tébldzat bal felsé rovataban talalhato, csillaggal ellatott kérddjel arra
utal, hogy az arflexibilitas szintjét befolyasolo tényezdk ekkor ellentétes irdny-
ban és nehezen Gsszemérheté6 modon fejtik ki hatasukat, eredéjik ezért bi-
zonytalan. A jobb alsé sarokban szerepld, dupla csillaggal megjeldlt kifejezés
ugyanakkor azt jelzi, hogy habar az arbefolydsold pozicié milyensége ezittal is
ellentétes erck fiiggvényében alakul, mégis biztosak lehetiink, hogy ez esetben
a vallalat drelfogado helyzetbe keriil. Belathaté ugyanis, hogy ha a piaci ke-
reslet tokéletesen rugalmas, az aggregalt keresleti gorbe vizszintes, akkor az
ipardgnyt méreti cég kindlata sem képes a piaci ar befolyasolasara.

A tovéabbiakban azonban vizsgdljuk meg alaposabban, hogy a most be-
vezetett vallalati arflexibilitds kézvetlendl milyen keresleti gorbéhez is kap-
csolddik valdjaban! A széban forgé fliggvény —még ha elsésorban nem is a
tanulmanyunk targyat jelenté kontextusban— jol ismert a vallalatok kinalat-
orientalt viselkedését feltételez6 Cournot-féle duopdlium egyes interpretacioi-
bdl: nem més, mint a maradék (vagy rezidudlis) kereslet gorbéje (rD). Azt
mutatja meg, hogy milyen egységdrat (keresleti drat) érvényesithet a (homo-
gén) ipardg, ha egy bizonyos véllalata kiilonb6z6 kibocsétési szintekkel csat-
lakozik a tGbbiek konstans (éppen érvényes) kindlatdhoz. A 6. dbrdn vastag
vonallal jeloltik a cég maradék-keresleti gorbéjét, amely —mint latjuk— az
aggregalt keresleti gérbe bizonyos szakaszanak szaggatott vonallal torténd
levalasztasaval jon létre. Elnevezése abbdl a hipotézishdl ered, hogy a véllalat
a tobbiek dltal szabadon hagyott (,,megmaradt”) piaci rést (illetve az ennek
megfelel6 aggregdlt keresleti gorbe-részt) toltené be kindlataval. Az dbra —
amely egy oligopol iparagra utal— az aszimmetria gorbével vald viszonyt is
tiikrozi, egytttal a véllalat és az ipardg kezdd kibocsatasdnak (qo illetve Qo)
nagysagat is feltinteti mindegyik keresleti gorbe rendszerében.

A vaéllalati arflexibilitds a most definidlt gorbe mennyiség szerinti elaszti-
citasaval egyenld. A szakirodalom —mint tanulmanyunk mésodik részében
majd latni fogjuk— altaldban ,,jétékony” homélyban hagyja, és/vagy oda
nem ill6 motivumokkal ,,gazdagitja” az arelfogadd/drmeghatérozé képességre
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utald (un. ,,véllalati”) keresleti gérbe genézisét, tovabba elGszeretettel emle-
geti annak drrugalmassdgdt. Ez azért helytelen, mert a maradék keresleti
gorbe dr — mennyiség irdanyu értelmezése, €s ily modon az dr szerinti elasz-
ticitasa sem relevans. Nagyon eréltetett, valdszertitlen torténet ugyanis,
amelyben egy iparag Osszes vallalata egységesen hatdroz az érvényesiteni
kivant dr valtoztatdsardl, melynek (barmilyen eljelil) keresleti konzekvencidi
—ki tudja miért— egyetlen partnerre harulnak. Jegyezziik tehat meg: a
kereslet sajat- (aszimmetria) rugalmassdga és a véllalati drflexibilitds értékei
—annak ellenére, hogy képleteik megtéveszté médon egymads inverzei— nem
allnak reciprok viszonyban, hiszen nem ugyanazon keresleti gorbe viselkedését
jellemzik.

Pa

t 3
tP\—vv'A\

6. dbra. A maradék, aszimmetria, és az aggregalt keresleti gorbék viszonya homogén ipardg
esetén

A véllalati arflexibilitds, a termékér és —az dbrdn ugyancsak képviselte-
tett— hatdrbevétel (MR) kozott az

MR = P(1—[ps]) (30)

formuldval kifejezhet6 kapcsolat irhato fel, amelynek levezetése tobbek kozott
ugyancsak fellelheté Varian [1991] konyvében (346-347. 0.). A szerzd azon-
ban, amikor a most kozolt alakhoz ér, jellemz6 mddon igy folyatja: ,,Mi lesz a
zardjelben 1éve mésodik tag? Nem, sajnos ez nem az drrugalmassdg, de igen
kozel van hozza. Ez a rugalmassdg reciproka.” (uo., B.J. kiemelése). Majd a
szamara ,értelmetlen”, nem nevesitett tagot —az ar kindlati flexibilitasat—
a jol ismert (?7) &relaszticitds inverzeként szerepeltetve végre sikeriil ,,meg-
nyugtato” formara hoznia a képletet.

A (30) Osszefliggés az arflexibilitds és a vallalat gazdasdgi erdfolényének
viszonyat taglalva bizonyul szamunkra hasznosnak. De mit is kell érteniink
gazdasagi vagy piaci er6folényen? ,,Minden olyan esetben, amikor egy vallalat
képes befolydsolni a termékeiért kapott drat, azt mondjuk, hogy a vallalat
monopolerdvel (monopoly power) vagy piaci er6f6lénnyel (market power) ren-
delkezik. [... Ezcket a] fogalmakat [...] hasznéljdk annak lefrdsara, hogy a
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versenyz6i szintnél (a hatérkoltségnél) magasabb ar profitot eredményez” —

fogalmaz Carlton és Perloff ([2003] 122. o., B.J. kiegészitése és kiemelése). E

definicié alapjan viszont természetesnek tiinik, hogy a piaci hatalom mérésére

—Ilegaldbbis egyfajta lehetoségként— a kinalat arflexibilitasat alkalmazzuk.
Ha a (30) formulabdl |pg|-t kifejezziik, akkor az

P—-MR
= = 1

Osszefiiggést nyerjik, amelynek értéke valamely kibocsdtdsi szintnél az dr és
hatdrbevétel kozotti rés relativ nagysagdt méri a teljes drhoz képest. Elemzé-
sével arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy egy meghatarozott termelési tar-
tomany folott a keresleti- €s hatdrbevétel-gorbe relativ tdvolsiga a cég dr-
meghatdrozo képességével van kapcsolatban. Tiszta versenyzd vallalat esetén
példaul —amikor a rendkiviil alacsony termelési nivé mellett a két gorbe
kozotti rés elenyész6— az drflexibilitds (vagyis a piaci hatalom) vérakoza-
sainknak megfeleléen zérus. KEgyuttal belathato, hogy magas kibocsdtdsi
nagysdgok felé haladva —a keresleti és M R-gorbék tévolodasaval— |ps],
vagyis a monopolerd szintje is egyre nagyobb.

Az ,er6folény” terminushoz azonban a normdl profit nivéjat meghaladd
nyereségesség képzete is erésen kapcsolédik. Erre fokuszal A. Lerner orosz
szarmazasu angol kozgazdéasz Otlete, aki az 1900-as évek kozepén a mono-
polista hatalom mérésére szolgdld legismertebb eljarast dolgozta ki. Gon-
dolatmenete szerint a gazdaséagi erofolény fokat jol tikrozi, hogy a kibocsd-
tas bizonyos szintjét feltételezve mennyire képes a véllalat (a profit javéra)
megdézsmalni a fogyasztdi tobbletet. Mivel a fogyasztdi tobblet lefolozése
attdl fiigg, hogy mennyire tér el az érvényesitett ar a tiszta versenyzd pia-
con érvényes nagysigatol, vagyis a hatarkoltségtél, a Lerner-index (L) ezt a
kulonbséget fejezi ki valamely kindlathoz tartozé keresleti ar %-édban. En-
nek értelmében —az egyszeriiség kedvéért feltételezve a vizsgdalt cég hatar-
és atlagkoltség-gorbéinek vizszintes (egymést fed) poziciéit— a monopolerd
foka nem mas, mint

P—-—LMC
L=——"—"- 32
P ) ( )
ahol LMC' a (hosszi tavon érvényes) hatarkoltség.
Belathato, hogy az index nagysaga
e a tiszta versenyzd vallalatra jellemzd kibocsatasnal zérus, hiszen
LMC=MR— P (33)

érvényesiil,

e alacsonyabb kibocsdtdst szinteknél magasabb, hiszen a maradék-keresleti
gbérbe mentén az egységar ebben az iranyban emelkedik, tovabba

e az drbevétel profitfedezeti részének %-aként is értelmezhetd.
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Lerner szerint tehdt a cég anndl erdsebben érvényesiti monopolhatalmadt, mi-
nél nagyobb sziitkdsséget teremt a piacon, vagyis minél kisebb kindlattal jelent-
kezik, hiszen ekkor az ar és a hatdr- (dtlag-) koltség kozotti rés tagul. Vegyiik
észre, hogy a Lerner-index —furcsa médon— a piaci hatalom éppen ellentétes
irdnyu valtozasat jelzi az arflexibilitdashoz képest, ha a kibocsatas névekszik
vagy csokken. Ez a paradoxon azonban latens marad, ha a szakirdk altal
kovetett —Lerner eredeti koncepcidjat némileg nagyvonalian kezel6— szokas
szerint a cég erdfolényét az optimdlis kibocsdtdst szintjénél mérjik. Itt a
hatarkoltség és hatarbevétel egyenloségének koszonhetden a két megkozelités
azonos értéket ad, vagyis

P — (MC = MR)
P

L =

= |ps| = s/esp . (34)

Ha azt is feltételezzik, hogy az ipardg azonos méretii vallalatokbdl all,
akkor Carlton és Perloff konyvébdl meggyézédhetiink rola, hogy a vallalati
arflexibilitas mértéke —a Lerner-index kozvetitésével— a piaci koncentraltsag-
ra utalé Herfindahl-Hirschmann-indexszel (H) is kapcsolatba hozhaté ([2003]
301. o0.):

lps| =L =H/esp . (35)

Végiil el kell oszlatnunk egy gyakori félreértést, amely szerint a vallalat
piachoz mért nagysagatél —vagy forditva: a piac vallalathoz viszonyitott
méretétdl— fliggne a cég arbefolyasold képessége. Ehhez azonban el6bb
definidlnunk kell a piac relativ méretét (viszonylagos sziikosségét-tagassdgat ),
amely egy iparag reprezentans vallalatanak esetében az az ardny, amely az
atlagkoltség- (AC-) gérbe minimumdnak nivéjdn mért piaci dsszkereslet és
az optimdlis tlizemnagysdgnak megfeleld kibocsdatdas kozott all fenn. A kereslet
(piac) relativ mérete végsd soron arrdl tuddsit, hogy hdny azonos méretd
vdallalat ,,férne” el a piacon oly mddon, hogy éppen megtérilnének koltségeik.
A 7. d@brdnak megfeleléen ez a

U =0Q./q° (36)

képlettel hatarozhaté meg. Minél nagyobb ¥, a piac annal ,tagabbnak”
szamit a vallalathoz képest.

A hétkoéznapi gondolkodds alapjan elvarnank, hogy egy, a piachoz képest
,,porszemnyi” , miniatir vallalat drelfogado legyen. Ez az anticipacié azonban
két kilonbozd, tehat nem mindig egyutt fellépd jelenség: a cég —piachoz vi-
szonyitott— elenyészo méretének, versus jelentéktelen iparagi részesedésének
azonositasabol, osszekeverésébdl ered. Konnyen beldthaté ugyanis, hogy az
alacsony ipardgi részesedés ugyan majdnem mindig implikalja a véllalat kis
méretét, forditva azonban ez nem igaz.
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7. dbra. A piac relativ mérete

Abrank éppen arra vilagit ra, hogy ha egy hiperbola irja le legjobban a
piaci ar és az aggregalt vasarlasi szandék viszonyat, akkor egy rendkivil kis
kapacitdsi, s ezért nagyon tdg piacon megjelend monopolium kindlatdnak ar-
flexibilitasa egységnyi, kvazi drmeghatdrozo statuszt indikalé. Egy ugyanek-
kora, de sok, hasonlé mérett vdllalat tdrsasdgaban mikodd cég kindlata ezzel
szemben alacsony flexibilitasd lesz — nem utolsésorban a maradék-keresleti
gorbe fliggbleges tengelymetszetének 16tébol fakaddan. A piacot kitdltd cég
ugyanakkor nem lehet price taker szerepld, hiszen AC-gérbéjének minimuma
és a piaci keresleti gorbe kozotti kis tavolsdg csak ez utdbbi negativ mere-
deksége, tehdt a (29) nevezdjének alacsony rugalmassiga mellett jelenhet
meg.

5 Osszegzés

Tanulményunk eddigi fejezeteiben az arelfogadd/drmeghatédrozé fogalmak eg-
zakt tartalmi meghatarozasara tettiink kisérletet. Ennek sordn fontosnak
tekintettiik, hogy e kifejezéseket a véllalatok bizonyos képességeire alkalmaz-
zuk, szemben az drakra orientdlt versus kindlatra (mennyiségre) orientdlt
megjelolésekkel, amelyeket a valoban megfigyelheté —de a képességeket nem
mindig tukréz6— piaci viselkedés iranyultsaganak jellemzésére javasolunk.
A dolgozatban drelfogadcként definidltuk azokat a vallalatokat, amelyek
kindlatuk parcidlis vdltoztatasdval nem tud(nd)nak outputjuk keresleti drdara
hatni, tovdbbd az drakra orientdlt viselkedés sem lenne szamukra raciondlis.
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Az armeghatdrozok kérébe soroltuk ezzel szemben azokat a szerepléket, ame-
lyek kindlatuk —ceteris paribus— mddositdsdval képesek (lennének) befolyd-
solnt a keresleti drat, az drakra orientdlt magatartds pedig ezzel 6sszhangban
eszkoztdruk raciondlis eleme lehet.

Torekedtiink arra is, hogy ravilagitsunk a price taker szereplok vizszintes,
és a price maker szereplék negativ meredekségii —egyfajta rekvizitumként
szolgdlé— keresleti gorbéinek valddi természetére és jelentésére. Ezt azért
éreztiik rendkiviil lényegesnek, mert mint bemutattuk, a szakirodalmi forrasok
—folottébb felilletesen— hajlamosak arra, hogy az arelfogado poziciét a ho-
mogén, az armeghatdrozo poziciot pedig a heterogén verseny attributumanak
tartsdk, az ilyen vagy olyan helyzeti gorbékkel (azok drrugalmassdgdval)
pedig e téves koncepciot hordozo eseteket jellemezzék. Figyelmeztettiink
tehdt, hogy a verseny homogén/inhomogén és a szereplék drelfogadd/drmeg-
hatdrozo tulajdonsdga a piaci tipusok két, egymdstol figgetlen logikai eleme,
amelyek karakterizdldsdra kétféle keresleti gorbe (aszimmetria és rezidudlis)
kulonithetd el. Ezek kozil az aszimmetria gorbék meredeksége az ipardgi
outputok helyettesitd viszonydnak szorossdgdra utal, amely nincs kozvetlen
kapcsolatban a kindlati szereplok dltalunk értelmezett drmeghatdrozo versus
-elfogadd lehetdségével. A maradék-keresleti gorbe vdllalat dltal ,,beldthaté”
szakasza ugyanakkor éppen ez utobbi vonatkozdsban nyujt informdcidkat, mig
a verseny szorossdganak jelzésére direkt modon nem alkalmas.

Nem véletlen, hogy a kétféle keresleti funkcié analizise soran kiilon-kiilon
vagy csak az ,,eqyenes” (dr — mennyiség), vagy csak az ,,inverz” (mennyi-
ség — ar) megkozelités tekinthetd relevansnak. Azaz, mivel az aszimmetria
tipusu gorbék olyan magatartas leképezésére predesztinédltak, amely az arakat
tekinti a vallalat(ok) doéntési véltozéjanak, ezért ezek esetében —értelmes
moédon— a kereslet drrugalmassdga hatarozhaté meg. A maradék-keresleti
gorbe ugyanakkor —mivel a vallalati kindlat piaci arra gyakorolt hatdsat
szemlélteti— az dr kindlati flexibilitasdval jellemezhetd. Ez utébbi nagysag —
amelyrol megallapitottuk, hogy a vdllalat piaci részesedésével ardnyosan, az
aggregalt kereslet drrugalmassdgdval pedig forditott iranyban alakul— egytttal
egy cég price maker/price taker potencidljanak mérésére is szolgdl. Az ar-
meghatérozé (-elfogadd) pozicié megszerzésére eszerint akkor lehet szdmitani,
ha

e avillalat termelése minél nagyobb (kisebb) hanyadat képviseli az iparag
teljes kibocsétdsanak, vagy/és

e minél rugalmatlanabbul (rugalmasabban) reagél a teljes kereslet az
arak véltozasara.

Cikkiink elsd részében homogén iparag kortilményei kozott vizsgalédtunk.
A tanulmédny mdsodik részében eredményeinket egy olyan modell keretei ko-
z0tt kivanjuk dltaldnositani, amely —egyforman befogadva a sokszereplds
versus monopolista, mas szempontbdl a homogén versus differencidlt iparag
specifikumait— a végleteket hataresetként kezeli.
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A CONTRIBUTION TO THE CLARIFICATION OF ,,PRICE TAKER” AND
,,PRICE MAKER” TERMS

Our paper contributes to the clarification of Scitovsky’s concepts written in the
title that are often used without due foresight in standard microeconomics. In
the first part of the paper, we examine (at first, within a homogenous industry) the
reasonable ways of explaining and quantifying the agents’ price taking/price making
behaviour (in the supply side of the economy). While paying special attention to the
examination of the demand side rules as a logic context, we attempt to answer the
following questions: What is the difference between the ,,price maker” company
and the ,,price-oriented” company? Why does the demand curve that indicates
the price taker (maker) position lack price elasticity? How is the degree of the
companys’ price making capacity related to the degree of monopolistic power and
the relative capaciousness of the market?
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