
Szigma, XXXVII. (2006) 1-2. 1

A HARROD MODELL STRUKTUR¶ALIS STABILIT¶ASA1

M¶OCZ¶AR J¶OZSEF { KRISZTIN TIBOR
BCE { SZTE

Ebben a tanulm¶anyban megmutatjuk, hogy az adapt¶³v v¶arakoz¶asok seg¶³ts¶e-
g¶evel megfogalmazott nemline¶aris dinamikai rendszerb}ol nyert hiperbolikus
nemtrivi¶alis ¯xpont megfelel a harrodi instabil egyens¶ulyi helyzetnek. Be-
bizony¶³tjuk, hogy ez a harrodi ¶ertelemben dinamiz¶alt nemline¶aris modell, a
megfelel}o kÄozgazdas¶agi felt¶etelek mellett, struktur¶alisan stabil. Struktur¶alis
stabilit¶as mellett a t}okekoe±ciensek v¶arhat¶o ¶es t¶enyleges id}obeli alakul¶as¶at
le¶³r¶o fÄuggv¶enyek kis v¶altoztat¶asa (a vektormez}o C1-es perturb¶aci¶oja) nem
¶erinti az endog¶en v¶altoz¶ok kvalitat¶³v tulajdons¶agait, vagyis a trajekt¶ori¶aik
ugyan kis m¶ert¶ekben megv¶altozhatnak, de szerkezetÄuk megegyezik a per-
turb¶alatlan¶eval, s ezzel el}orejelz¶esekre alkalmasak. Ebben az esetben ¶erv¶eny¶et
vesz¶³ti az ¶un. Lucas vagy m¶eg pontosabban az Engel kritika. Az id}oparam¶e-
tert ¶atsk¶al¶azza a perturb¶alt modell, vagyis nem teljesÄul a topol¶ogiai konjug¶a-
ci¶o; a nÄoveked¶esi Äutem bizonyos szintre tÄort¶en}o emelked¶ese vagy csÄokken¶ese
elt¶er}o id}ot vehet ig¶enybe az eredeti modellbelit}ol.

Kulcsszavak: Harrod modell, akceler¶ator-elv, stacion¶arius egyens¶ulyi
¶allapot, topol¶ogiai ekvivalencia, struktur¶alis stabilit¶as, topol¶ogiai konjug¶aci¶o.

1 Bevezet¶es

Keynes nem fejlesztette tov¶abb a kereslet-determin¶alt elm¶elet¶et egy explicit
egyens¶ulyi nÄoveked¶esi modellbe, annak kidolgoz¶as¶at a cambridgei keynesi¶anu-
sokra hagyta. Els}ok¶ent Sir Roy Harrod rukkolt el}o egy kiterjeszt¶essel, amely
bevezette a k¶es}obbiekben r¶ola elnevezett Harrod modellt. Harrod keynesi nÄo-
veked¶eselm¶elete (l¶asd Harrod (1939, 1973)) nagyban befoly¶asolta az egym¶ast
kÄovet}o gazdas¶agi nÄoveked¶esi elm¶eleteket ¶es a nÄoveked¶esi kÄozgazdas¶agtan olyan
hozz¶aj¶arul¶asait, mint Kaldor (1957), Robinson (1962) ¶es Passinetti (1962)
cambridgei ihlet¶es}u modelljeit, Solow (1956) neoklasszikus vagy Sidrauski
(1967), Hadjimichalakis (1971) stb. monet¶aris modelljeit. De ide sorolhat¶o
a tÄobbszektoros kiterjeszt¶ese is, a z¶art dinamikus Leontief-modell (l¶asd Zalai
(2000), M¶ocz¶ar (1991)).2

1Be¶erkezett: 2006. ¶aprilis 21. E-mail: jozsef.moczar@uni-corvinus.hu, krisztin@
math.u-szeged.hu.

2A fejl}od}o orsz¶agok Vil¶agbank-os ¶es IMF-es p¶enzÄugyi t¶amogat¶asa ma is Harrod
nÄoveked¶eselm¶elete alapj¶an tÄort¶enik, de ennek ellen¶ere Easterly (1997) egyenesen napjaink
kriptaszÄokev¶eny¶enek tekinti a modellt. Domar, aki 1946-ban Harrod¶ehoz hasonl¶o modellt
vizsg¶alt, s amely er}osen eml¶ekeztet a Feldmann (1928) modellre, 11 ¶evvel k¶es}obb "ÄorÄok
b}untudattal" (with ever-guilty conscience) tagadta meg munk¶aj¶at (l¶asd in Domar (1957,
7-8. o.)), amit itt most tiszteletben tartunk.
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A struktur¶alis stabilit¶as fogalm¶at a modern topol¶ogia eszkÄozeivel And-
ronov ¶es Pontrjagin de¯ni¶alt¶ak (l¶asd in Andronov ¶es Pontrjagin (1937)).
A fogalom mag¶anak a dinamikus rendszernek egy bizonyos tulajdons¶aga,
ami legl¶atv¶anyosabban ¶ugy jelenik meg, hogy egy struktur¶alisan stabil mo-
dell f¶azisdiagramj¶anak kvalitat¶³v tulajdons¶agai nem v¶altoznak, ha a modell
felt¶etelrendszer¶et kiss¶e perturb¶aljuk. M¶eg ha egy modell dinamikusan insta-
bil egyens¶ulyi ¶allapottal is rendelkezik, a struktur¶alis stabilit¶asa m¶eg mindig
tekinthet}o egy el¶egs¶eges felt¶etelnek a tudom¶anyos jelens¶egek meg¯gyelhet}o-
s¶eg¶ere ¶es el}orejelezhet}os¶eg¶ere, vagyis a mi esetÄunkben most a Harrod ¶altal
megfogalmazott keynesi stacion¶arius gazdas¶agi nÄoveked¶esre. Ugyanakkor,
tekinthet}o ¶ugy is, mint Harrodnak egy gyeng¶ebb "k¶es-¶el" instabilit¶asr¶ol ki-
fejtett (l¶asd in Harrod (1973)) fogalm¶anak az ¶ujra¶ertelmez¶ese, ami elvezet
Leijonhufvud (1968) ¶un. folyos¶o stabilit¶as fogalm¶ahoz, ami az¶ert is kÄulÄonÄosen
¶erdekes, mert az nem egy matematikailag formaliz¶alt ¶ertelmez¶ese a keynesi
alapokon nyugv¶o stacion¶arius nÄoveked¶eselm¶eletnek.

A Harrod modell egyenlete egy statikus egyens¶ulyi helyzetet de¯ni¶al,
amit most az adapt¶³v v¶arakoz¶asok seg¶³ts¶eg¶evel megfogalmazott ¶es a tÄok¶eletes
el}orel¶at¶as feltev¶es¶evel egydimenzi¶osra reduk¶alt dinamikus nemline¶aris modell
stacion¶arius egyens¶ulyi ¶allapotak¶ent sz¶armaztatunk. Megmutatjuk, hogy a
harrodi egyens¶ulyi ¶allapot instabil, de a nemline¶aris modellÄunk struktur¶alisan
stabil. Ez ut¶obbi tulajdons¶ag megengedi, hogy az empirikus vizsg¶alatokban
a param¶eterek kiss¶e torz¶³tottak legyenek ¶es megengedjÄunk m¶as term¶eszet}u
kisebb v¶altoz¶asokat is a vektormez}oben. Ez kÄozgazdas¶agi szempontb¶ol az¶ert
rendk¶³vÄul jelent}os, mert struktur¶alis stabilit¶as mellett a t}okekoe±ciensek
v¶arhat¶o ¶es t¶enyleges id}obeli alakul¶as¶at le¶³r¶o fÄuggv¶enyek piciny v¶altoztat¶asa
(a vektormez}o C1-es perturb¶aci¶oja) nem ¶erinti az endog¶en v¶altoz¶ok kvali-
tat¶³v tulajdons¶agait, vagyis a perturb¶alt ¶es a perturb¶alatlan vektormez}ok
topologikusan ekvivalensek, azaz p¶aly¶aik szerkezete azonos, s ezzel el}orejel-
z¶esekre alkalmasak. Vagyis ebben az esetben ¶erv¶eny¶et vesz¶³ti az ¶un. Lucas
(1976), vagy m¶eg pontosabban az Engel kritika (Engle et al., 1983). Az
id}oparam¶etert ¶atsk¶al¶azza a perturb¶alt modell, vagyis nem teljesÄul a topol¶ogiai
konjug¶aci¶o; a nÄoveked¶esi Äutem bizonyos szintre tÄort¶en}o emelked¶ese vagy csÄok-
ken¶ese elt¶er}o id}ot vehet ig¶enybe, mint az eredeti modellben.

A tanulm¶any egyes pontjaiban a kÄovetkez}o k¶erd¶esekkel foglalkozunk.

A 2. pontban bebizony¶³tjuk, hogy az adapt¶³v v¶arakoz¶asok seg¶³ts¶eg¶evel
megfogalmazott nemline¶aris folytonos idej}u dinamikus modell nemtrivi¶alis
egyens¶ulyi pontja, tÄok¶eletes el}orel¶at¶as mellett, megfelel a harrodi instabil
egyens¶ulyi ¶allapotnak. A 3. pontban az egy- ¶es k¶etdimenzi¶os speci¶alis di-
namikai rendszerek glob¶alis struktur¶alis stabilit¶as¶anak bizony¶³t¶as¶ahoz szÄuk-
s¶eges fogalmakat ¶es t¶eteleket (Poincar¶e-Perko, Peixoto, Kotus-Krych-Nitecki)
t¶argyaljuk. Itt az algoritmusok szempontj¶ab¶ol ¶erdekesek lehetnek az ¶un. kon-
strukt¶³v t¶etelek bizony¶³t¶asai. A 4. pontban pedig bebizony¶³tjuk azoknak a
dinamikus nemline¶aris modelleknek a struktur¶alis stabilit¶as¶at, amelyeknek
egyens¶ulyi pontjai megegyeznek a harrodi egyens¶ulyi helyzettel. Ez ut¶obbi
eredm¶eny bizony¶³tja a Harrod modell robusztuss¶ag¶at, vagyis felhaszn¶alhat¶o-
s¶ag¶at a keynesi stacion¶arius gazdas¶agi nÄoveked¶es el}orejelezhet}os¶eg¶ere.
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2 A Harrod modell ¶es nemline¶aris dinamik¶aja

A Harrod modell megfogalmaz¶as¶ahoz tekintsÄuk a t}okefelhalmoz¶asi folyamat-
ban rÄogz¶³tett t}oke-kibocs¶at¶as ar¶anyt (k=x), vagy ezzel ekvivalensen, egy staci-
on¶arius t}okekoe±cienst, a b-t, ¶es egy rÄogz¶³tett megtakar¶³t¶as-kibocs¶at¶as ar¶anyt
(S=x), vagy ezzel ism¶et ekvivalensen, egy stacion¶arius megtakar¶³t¶asi koef-
¯cienst, az s-t. Az el}obbi kiz¶arja a solowi sima t¶enyez}ohelyettes¶³t¶est3, az
ut¶obbi pedig a stacion¶arius jÄovedelemeloszl¶ast implik¶alja. A t}oke egy egys¶ege
1/b egys¶egnyi kibocs¶at¶ast fog eredm¶enyezni, ami viszont s=b egys¶egnyi meg-
takar¶³t¶ast, azaz p¶otl¶olagos t}oke¶allom¶anyt ¶ugy, hogy a t}oke¶allom¶any nÄoveked¶esi
Äuteme egyenl}o lesz s=b-vel. Mivel az output ar¶anyos a t}ok¶evel, az lesz a ki-
bocs¶at¶as nÄoveked¶esi Äuteme is.

A fenti t}okefelhalmoz¶asi folyamat egy lehets¶eges megfogalmaz¶as¶aban most
a b t}okekoe±cienst ¶ugy kezeljÄuk, mint egy 'akceler¶ator koe±cienst'. Mivel az
akceler¶aci¶os koe±ciens tekinthet}o egy k¶³v¶anatos t}oke/kibocs¶at¶as ar¶anynak is,
ez¶ert az azt a t}okenÄovekm¶enyt mutatja, ami szÄuks¶eges ahhoz, hogy el¶erjÄuk a
k¶³v¶ant t}oke/kibocs¶at¶as ar¶anyt. Az it¡1 nett¶o beruh¶az¶as a t ¡ 1 peri¶odusban
egyenl}o lesz a v¶arhat¶o p¶otl¶olagos kibocs¶at¶asnak a b-szeres¶evel4. A v¶arhat¶o
p¶otl¶olagos kibocs¶at¶ast a kÄovetkez}o peri¶odusbeli v¶arhat¶o kibocs¶at¶askereslet,
xe

t ; ¶es a t¶enyleges kibocs¶at¶as, az xt¡1 kÄozÄotti kÄulÄonbs¶eg de¯ni¶alja. Azaz,

it¡1 = b(xe
t ¡ xt¡1): (1)

A multiplik¶ator hat¶ason keresztÄul a t¶enyleges kibocs¶at¶askereslet a t ¡ 1
¶evben egyenl}o lesz a nett¶o beruh¶az¶asi szint, it¡1, szorozva a multiplik¶atorral,
azaz az s megtakar¶³t¶asi h¶anyad reciprok¶aval:

xt¡1 =
1

s
it¡1: (2)

M¶as szavakkal, a p¶otl¶olagos hat¶ekony keresletv¶arakoz¶ast a beruh¶az¶asi szint
hat¶arozza meg a Harrod modellben, amely beruh¶az¶ast, a megtakar¶³t¶asi ar¶a-
nyon keresztÄul, a t¶enyleges kereslet egy bizonyos szintje gener¶alja keynesi
keretekben. Ekkor az (1) ¶es (2) alapj¶an, a v¶arhat¶o keresletnek a t¶enylegeshez
val¶o ar¶anya a t peri¶odusban a kÄovetkez}ok¶eppen adhat¶o meg:

xe
t

xt
=

(s=b)xt¡1 + xt¡1

xt
: (3)

A v¶arhat¶o nÄoveked¶esi Äutem, amelyet ½e
t¡vel jelÄolÄunk, a kÄovetkez}o:

½e
t =

xe
t ¡ xt¡1

xt¡1
: (4)

A (3) ¶es (4) alapj¶an kÄonnyen bel¶athat¶o, hogy a v¶arhat¶o nÄoveked¶esi Äutem ¶ugy
is de¯ni¶alhat¶o, mint a megtakar¶³t¶asi koe±ciens ¶es a t}okekoe±ciens h¶anyadosa.

3Stacion¶arius ¶allapotban azonban ez nem sz¶am¶³t, mivel a t}okeintenzit¶as ¶alland¶o, ha-
sonl¶oan a t}oke-kibocs¶at¶as ar¶anyhoz.

4Ennek az akceler¶aci¶os elvnek a gyÄokerei Thomas Nixon Carver (1903), Albert Aftalion
(1909), C. F. Bickerdike (1914) and John Maurice Clark (1917) munk¶aiban tal¶alhat¶ok meg.
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Az s=b nÄoveked¶esi Äutemet, a v¶arakoz¶asok realiz¶al¶od¶asa (tÄok¶eletes el}ore-
l¶at¶as), vagyis az xe

t = xt teljesÄul¶ese eset¶en, Harrod 'garant¶alt' nÄoveked¶esi
Äutemnek nevezte ¶es ½w-vel jelÄolte, azaz,

½w = s=br (5)

ahol br a kitÄuntetett egyens¶ulyi nÄoveked¶eshez tartoz¶o t}okekoe±cienst, vagy
m¶ask¶eppen, a kibocs¶at¶asegys¶egre jut¶o ex ante beruh¶az¶ast jelÄoli. Az (5),
Keynes szellem¶eben egy egyszer}u tautol¶ogi¶at fogalmaz meg: a megtakar¶³t¶as
szÄuks¶egszer}uen megegyezik az ex post beruh¶az¶assal. Viszont nem szÄuks¶eg-
szer}u megegyeznie az ex ante beruh¶az¶assal, ami |mint az al¶abbiakban l¶at-
juk| t}okefelesleghez vagy t}okehi¶anyhoz vezethet.

Harrod a statik¶aban az egyens¶ulyt, m¶³g a dinamik¶aban a nÄoveked¶esi
Äutemet ¶es v¶altoz¶asait tekintette kÄozponti fogalmakk¶ent, ¶es a statika egyen-
s¶ulyfogalm¶anak a dinamika terÄulet¶en a folyamatos, egyens¶ulyi nÄoveked¶es fo-
galm¶at feleltette meg. Az (5) egyenlet statikus (¶alland¶o) egyens¶ulyi nÄoveke-
d¶est fejez ki, amit id}oben kiterjesztve, azaz tekintve az ® (s=br ¡ ½w) = _½w

differenci¶alegyenletet, ahol ® > 0; ½w = s=br stacion¶arius (minden id}opilla-
natban azonos) egyens¶ulyi nÄoveked¶esi Äutemk¶ent is ¶ertelmezhet}o.

De¯ni¶alva a t¶enyleges nÄoveked¶esi Äutemet, a ½t-t, mint (xt ¡ xt¡1)=xt¡1,
hasonl¶oan ½e

t -hez, az al¶abbi kÄovetkeztet¶esekre juthatunk. Ha a beruh¶az¶ok a
garant¶alt ½w nÄoveked¶esi Äutemn¶el nagyobbat anticip¶alnak, akkor a t¶enyleges
nÄoveked¶esi Äutem, ½t meg fogja haladni m¶eg a magas v¶arhat¶o nÄoveked¶esi
Äutemet is ¶ugy, hogy azon ¶erz¶es helyett, hogy t¶ul sokat v¶artak, val¶osz¶³n}uleg,
ink¶abb azt fogj¶ak ¶erezni, hogy t¶ul keveset v¶artak. A nÄoveked¶esi Äutem ¶es
a beruh¶az¶as ellent¶etes ir¶any¶u mozg¶asaib¶ol kÄovetkezik, hogy a t}oke¶allom¶any
nem el¶egs¶eges a stacion¶arius nÄoveked¶es el¶er¶es¶ehez. Hasonl¶oan, ha a garant¶alt
nÄoveked¶esi Äutemn¶el alacsonyabbat anticip¶alnak, akkor a t¶enyleges nÄoveked¶esi
Äutem esni fog, m¶eg a v¶arhat¶o nÄoveked¶esi Äutemn¶el is jobban, ¶es a beruh¶az¶ok
¶ugy v¶elekedhetnek, hogy ink¶abb t¶ul sokat v¶artak, mint t¶ul keveset. Ekkor
t}okefelesleg van a gazdas¶agban5.

TekintsÄuk most a Harrod-f¶ele nÄoveked¶esi modell alapj¶an v¶egzett al¶abbi
sz¶am¶³t¶asainkat, ami a fentieket sz¶amszer}uen is bemutatja:

¶Evek T}oke- Nemzeti K¶³v¶ant t}oke- Beruh¶az¶as
¶allom¶any jÄovedelem ¶allom¶any

t kt = kt¡1 + it¡1 xet =
¡
1 + ½et

¢
xt¡1 brxt it = sxet

1 400.00 100.00 400.00 12.00
2 412.00 102.00 408.00 12.24
3 424.24 104.04 416.16 12.48
4 436.72 106.12 400.48 12.73

1. t¶abl¶azat. ½e
t = 2%, ½w = 3%, br = 4, s = 12%.

5A fentiek szerint a stacion¶arius nÄoveked¶es instabilit¶asa nyilv¶anval¶o. Ez Harrod h¶³res
'k¶es-¶el' probl¶em¶aja, egy legal¶abb lok¶alisan instabil disequilibriumi dinamika, amelyet egy
statikus multiplik¶atornak a v¶arhat¶o elad¶asokon alapul¶o akceler¶atorral val¶o mechanizmuson
keresztÄul gener¶altunk, amint itt megmutattuk.
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Az 1. t¶abl¶azat sz¶am¶³t¶asaib¶ol l¶athat¶o, hogy felesleges t}oke¶allom¶any k¶ep-
z}odik a garant¶altn¶al alacsonyabb t¶enyleges nÄoveked¶esi Äutem mellett, amib}ol
Harrod arra kÄovetkeztetett, hogy a nÄoveked¶esi Äutemnek, ½t-nek m¶eg tov¶abb
kell csÄokkennie. Megmutathat¶o, hogy ha, p¶eld¶aul, ½e

t = 4% (> ½w), akkor
t}okehi¶any keletkezik, ami viszont |kÄovetve a Harrod modell logik¶aj¶at| ½t

tov¶abbi nÄoveked¶es¶et eredm¶enyezi!
A tov¶abbiakban vizsg¶aljuk a v¶arakoz¶asok fenti, meglehet}osen ortodox

kÄozel¶³t¶eseit, a Harrod modell lok¶alis ¶es glob¶alis stabilit¶asait, valamint a nem-
line¶aris dinamikus modell struktur¶alis stabilit¶as¶at, felhaszn¶alva a nemline¶aris
kÄozgazdas¶agi dinamika modern matematikai eszkÄozeit.

A t}okekoe±cienst eddig ¶ugy de¯ni¶altuk, hogy az ¶uj t}ok¶et elosztottuk azzal
a teljes kibocs¶at¶as-nÄovekm¶ennyel, ami szÄuks¶eges volt az ¶uj t}oke el}o¶all¶³t¶as¶ahoz.
Felt¶eteleztÄuk, hogy az s megtakar¶³t¶asi koe±ciens egy olyan param¶eter, amely-
nek m¶ert¶eke a gazdas¶ag pszichol¶ogiai ¶es t¶arsadalmi karakterisztikumait¶ol
fÄugg. KÄonnyen bel¶athat¶o, hogy a beruh¶az¶asok semlegess¶ege ¶es konstans re¶al-
kamatl¶ab felt¶etelez¶ese mellett a stacion¶arius egyens¶ulyhoz szÄuks¶eges b t}oke-
koef¯ciens szint¶en egy param¶eter.

Statisztikai adatok igazolj¶ak Harrodot, amikor a megtakar¶³t¶asi koef¯cienst
rÄovid t¶avon, sokkok n¶elkÄuli disequilibrium ¶allapotban ¶alland¶onak vette6. A
stacion¶arius egyens¶ulyi ¶allapoton k¶³vÄul a t}okekoe±ciensek azonban v¶altoznak,
m¶egpedig a t}oke¶allom¶any t¶enyleges kereslet¶et}ol fÄugg}oen, ami tÄukrÄozi a re¶al-
kamatl¶ab rugalmass¶ag¶at, valamint a t¶enyleges vagy a v¶art kibocs¶at¶ast a t
id}oben, azaz,

bt = kt=xt { a t¶enyleges t}oke/kibocs¶at¶as ar¶any

be
t = kt=xe

t { a v¶art t}oke/kibocs¶at¶as ar¶any,

¶es legyenek

br = kr=xr { a k¶³v¶ant (egyens¶ulyi) t}oke/kibocs¶at¶as ar¶any, amely konstans

½t = s=bt { nÄoveked¶esi Äutem, ahol az s konstans :

FelteszÄunk tov¶abb¶a egyf¶ele disequilibriumot a t}okekoe±ciensekre, ami a
kÄovetkez}o igazod¶asi egyenletet eredm¶enyezi:

¢ (log ½t) = ° (br ¡ be
t ) ; (6)

ahol ° > 0. Az igazod¶asi folyamat megfelel Harrod ¶all¶³t¶as¶anak, csak itt most
a kibocs¶at¶as nÄoveked¶es¶et a nÄoveked¶esi Äutem logaritmikus di®erenci¶ajak¶ent
speci¯k¶altuk7, amelyet ¶atalak¶³tva:

¢ (log ½t) ¼ ½t+1 ¡ ½t

½t
:

6Ennek indokl¶as¶at l¶asd Szakolczai (1963, 183-84. o.). (MegjegyezzÄuk, hogy Harrod egy
kicsit ¶at¶³rta az 1939-es cikk¶et a magyar ford¶³t¶ashoz, amelyben s ¶alland¶os¶aga m¶ar sokkal
nagyobb hangs¶ulyt kapott.)

7,,Ha az ex post beruh¶az¶as kisebb, mint az ex ante beruh¶az¶as, ez azt jelenti, hogy a
t}oke¶allom¶any egy nem k¶³v¶ant csÄokken¶ese kÄovetkezett be, vagyis a termel}o berendez¶esb}ol
el¶egtelen volt az ell¶at¶as, ¶es ez ÄosztÄonÄozni fog a kibocs¶at¶as tov¶abbi b}ov¶³t¶es¶ere; ford¶³tva, ha
az ex post beruh¶az¶as meghaladja az ex ante beruh¶az¶ast." (Harrod, 1939, 19. o.) Harrod
¶all¶³t¶as¶at, a maga ¶altal¶anoss¶ag¶aban, Okishio (1964) formaliz¶alta els}ok¶ent.
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Elfogadva Harrod megjegyz¶es¶et, miszerint a jobb oldalon a nevez}oben ½t

helyett ¶³rhatunk ½t+1-t, kapjuk

½t+1 ¡ ½t

½t+1
=

µ
s

bt+1
¡ s

bt

¶
bt+1

s
= ¡¢bt

bt
: (7)

Behelyettes¶³tve ezt (6)-ba, ¶es egyenl}os¶eget ¶³rva ¼ helyett, kapjuk

¢bt = ° (be
t ¡ br) bt; ° > 0: (8)

Ezen felÄul feltesszÄuk m¶eg, hogy a v¶art t}okekoe±ciens, be
t ; osztott k¶esleltet¶es}u,

azaz, be
t fÄugg a t¶enyleges t}okekoe±cienst}ol, ¶es nemcsak az el}oz}o peri¶odusbe-

lit}ol, hanem a teljes m¶ultb¶eli peri¶odus-sorozatbelit}ol:

be
t = ¯1bt¡1 + ¯2bt¡2 + ¯3bt¡3 + . . . (9)

ahol ¯1 + ¯2 + ¯3 + . . . = 1 ¶es ¯i ¸ 0.

Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert tekintsÄuk most azt az esetet, amikor a k¶esleltet¶es
geometriai haladv¶any szerint osztott. A koe±ciensek a (9)-ben a rÄogz¶³tett
q h¶anyados szerint csÄokkennek, ahol a q egy pozit¶³v tÄort (0 < q < 1); ¶es
v¶egtelen sorozatot alkotnak; a sorozat tagjai: ¯; ¯q; ¯q2; ¯q3; . . . ; ahol ¯ >
0 az els}o koe±ciens. Minthogy azok Äosszege egy, ¯ + ¯q + ¯q2 +. . . =1,
ez¶ert felhaszn¶alva a v¶egtelen geometriai sorozat Äosszegz}o k¶eplet¶et, kapjuk:
¯=(1 ¡ q) = 1; vagy q = 1 ¡ ¯: Mivel 0 < q < 1, ez¶ert 0 < ¯ < 1:

¶Igy a v¶arhat¶o t}okekoe±ciens:

be
t = ¯

¡
bt¡1 + qbt¡2 + q2bt¡3 + . . .

¢
: (10)

Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert legyen S =
©
(st)

1
t=¡1

ª
a ¡1-t}ol +1-ig inde-

xezett val¶os sorozatok halmaza. s 2 S eset¶en s = (. . . ; s¡1; s0; s1; s2; . . .)
s (t) = st. E : S ! S a balra tol¶as oper¶atora, azaz (Es) (t) = st+1. E
inverze, E¡1 : S ! S a jobbra tol¶as oper¶atora, azaz (E¡1s) (t) = st¡1. Ez¶ert
(10) ¶³gy is ¶³rhat¶o:

be = ¯E¡1
¡
I + qE¡1 + (qE¡1)2 + . . .

¢
b ;

ahol I : S ! S az identikus oper¶ator.

Az I + qE¡1 + (qE¡1)2 + (qE¡1)3 + . . . egy olyan S-b}ol S-be k¶epez}o
oper¶atort de¯ni¶al, amelynek az I ¡ qE¡1 : S ! S az inverze. Ez¶ert

be = ¯E¡1
¡
I ¡ qE¡1

¢¡1
b
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¶es

¢be
t = be

t+1 ¡ be
t = (Ebe) (t) ¡ be (t)

= ¯(EE¡1
¡
I ¡ qE¡1

¢¡1
b) (t) ¡ ¯(E¡1

¡
I ¡ qE¡1

¢¡1
b) (t)

= ¯((I ¡ E¡1)(I ¡ qE¡1)¡1b) (t)

= ¯(
¡
I ¡ qE¡1

¢ ¡
I ¡ qE¡1

¢¡1
b) (t) ¡ ¯((1 ¡ q)E¡1

¡
I ¡ qE¡1

¢¡1
b) (t)

= ¯b (t) ¡ (1 ¡ q) be (t)

= ¯ (b (t) ¡ be (t))

= ¯ (bt ¡ be
t )

Ez¶ert a (9) geometriai osztott k¶esleltet¶es v¶egÄul is:

¢be
t = ¯ (bt ¡ be

t ) ; 1 > ¯ > 0; (11)

amely az adapt¶³v v¶arakoz¶asok hipot¶ezis¶enek8 megfogalmaz¶asa diszkr¶et id}o-
ben. Itt ¯ egy pozit¶³v ¶es 1-n¶el kisebb koe±ciens, ¶es a k¶esleltetett v¶arhat¶o
t}okekoe±ciensnek a t¶enyleges t}okekoe±ciensre vonatkoz¶o reakci¶osebess¶eg¶et
mutatja. M¶ask¶eppen, ¯ a k¶esleltet¶es id}okonstans¶anak a reciproka.

Folytonos id}oben legyen a ¯e¡¯¿ az exponenci¶alisan osztott k¶esleltet¶es
s¶ulyfÄuggv¶enye. Ekkor

be(t) =

Z 1

0

¯e¡¯¿ b(t ¡ ¿) d¿ :

Helyettes¶³tve a (t ¡ ¿)-t s-sel, kapjuk

be(t) = ¡¯

Z ¡1

t

e¡¯(t¡s)b(s) ds ;

ahonnan
1

¯
e¯tbe(t) =

Z t

¡1
e¯sb(s) ds :

Mindk¶et oldal t szerinti di®erenci¶al¶asa ut¶an kapjuk a (11) folytonos alak-
j¶anak megfelel}o di®erenci¶alegyenletet:

_be(t) = ¯(b(t) ¡ be(t)) : (110)

Hasonl¶ok¶eppen a (8)-at is ¶at¶³rjuk folytonos alakba:

_b(t) = ° (be (t) ¡ br) b (t) : (80)

Itt ¶es a tov¶abbiakban egy szimb¶olum feletti pont az id}o szerinti deriv¶altat
jelÄoli.

8Ezt kiterjedten haszn¶alt¶ak a v¶arhat¶o in°¶aci¶o (l¶asd p¶eld¶aul Cagan (1956)) ¶es a perma-
nens jÄovedelem (l¶asd Friedmann (1957)) modellez¶es¶ere.
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1. T¶etel. TekintsÄuk a (80) ¶es (110) ¶altal de¯ni¶alt

_b = ° (be ¡ br) b

_be = ¯ (b ¡ be)
(12)

auton¶om di®erenci¶alegyenlet-rendszert, ahol be ¶es b ismeretlen fÄuggv¶enyek.
¶All¶³tjuk, hogy:

(i) a rendszernek k¶et egyens¶ulyi pontja van: az orig¶o, amely stabil csom¶o-
pont, ¶es a (br ; br) pont, amely instabil nyeregpont;

(ii) a (br ; br) nyeregpont stabil sokas¶aga k¶et r¶eszre osztja a f¶aziss¶³kot, a
jobb oldali r¶eszb}ol indul¶o trajekt¶ori¶ak a plusz v¶egtelenbe, a bal oldali r¶eszb}ol
indul¶ok pedig az orig¶oba tartanak;

(iii) a rendszer struktur¶alisan stabil.

(A bizony¶³t¶asokat l¶asd k¶es}obb.) A v¶arakoz¶asokkal megfogalmazott nem-
line¶aris modell dinamik¶aj¶anak f¶azisdiagramja az 1. ¶abr¶an l¶athat¶o, 1:10 m¶e-
retar¶anyosan.

1. ¶abra. Adapt¶³v v¶arakoz¶as¶u Harrod modell f¶azisdiagramja

A (br; br) pontban ½ = ½e = ½w; ha br > be; akkor _½=½ = ¡_b=b > 0; ¶es az
(AB) als¶o r¶esz¶en, pozit¶³v relat¶³v sebess¶eggel utazunk az egyens¶ulyi pontba,
ha viszont br < be, akkor _½=½ < 0; ¶es ¶³gy az (AB) fels}o r¶esz¶en, negat¶³v relat¶³v
sebess¶eggel kÄozel¶³tÄunk a (br; br) pontba. A (AB) stabil halmaz a "harrodi"
k¶es¶el, ett}ol balra az Äosszes trajekt¶oria a (0; 0)-ba, a t}ole jobbra lev}ok pedig
a 1-be tartanak. A val¶os szektort ez¶ert a multiplik¶ator-akceler¶ator inter-
akci¶ok ¶es az adapt¶³v v¶arakoz¶asok mechanizmusa ¶altal kre¶alt k¶es¶el helyzet
jellemzi. Hangs¶ulyozand¶o azonban, hogy ezek az instabil nÄoveked¶esi di-
namik¶ak tÄukrÄozik a re¶alkamatl¶ab rugalmass¶ag¶at is a v¶altoz¶o t}oke¶allom¶anyon
keresztÄul.
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N¶ezzÄuk most a tÄok¶eletes el}orel¶at¶as eset¶et. TekintsÄuk a b = be egyenletet,
ami a (110) egyenlet elhagy¶as¶at vonja maga ut¶an ¶es csak a (80) mutatja a
megfelel}o dinamik¶at a b = be helyettes¶³t¶essel:

¡
_b

b
= ° (br ¡ b) ; ° > 0 : (13)

Ebb}ol a b = s=½ ¶es br = s=½w helyettes¶³t¶esek ut¶an kapjuk:

_(log ½) = s°

µ
1

½w
¡ 1

½

¶
: (14)

Ez a folytonos idej}u nemline¶aris dinamikus rendszer egy kumulat¶³v folyam-
atot tÄukrÄoz; azaz, egy tetsz}oleges pillanatnyi diszkrepancia ½w ¶es ½ kÄozÄott a
nÄoveked¶esi Äutem nÄoveked¶es¶et vagy csÄokken¶es¶et eredm¶enyezi, amit a 2. ¶abra
mutat.

2. T¶etel. A tÄok¶eletes el}orel¶at¶as mellett
(i) a harrodi egyens¶ulyi ¶allapot mind lok¶alisan, mind glob¶alisan instabil;
(ii) a (14)-re reduk¶alt modell struktur¶alisan stabil.

Bizony¶³t¶as. (i) Az egyens¶ulyi dinamika lok¶alis instabilit¶asa kÄonnyen
igazolhat¶o a (14)-hez tartoz¶o Jacobi m¶atrix seg¶³ts¶eg¶evel, minthogy a ½w

egyens¶ulyn¶al ¶ert¶ekelve J½=½w
= °s=½2

w > 0: A glob¶alis instabilit¶as bizony¶³t¶asa
trivi¶alis.

(ii) L¶asd k¶es}obb.
Q.E.D.

A 2. T¶etel kÄovetkezm¶enyei kompatibilisek az el}obbiekben mondott "k¶es-
¶elen" tÄort¶en}o Harrodi mozg¶asokkal.

2. ¶abra. A nÄoveked¶esi Äutem v¶altoz¶asa tÄok¶eletes el}orel¶at¶as¶u Harrod modellben
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3 Struktur¶alis stabilit¶as speci¶alis dinamikai
rendszerekre

Ebben a pontban az egy- ¶es k¶etdimenzi¶os speci¶alis dinamikai rendszerek
glob¶alis struktur¶alis stabilit¶as¶anak bizony¶³t¶as¶ahoz szÄuks¶eges fogalmakat ¶es
t¶eteleket t¶argyaljuk, hogy bebizony¶³thassuk az 1. T¶etelt ¶es a 2. T¶etel (ii)
¶all¶³t¶as¶at.

Az M jelÄoljÄon vagy egy nyitott halmazt az Rn-ben, vagy pedig egy n-
dimenzi¶os kompakt di®erenci¶alhat¶o sokas¶agot, amely legal¶abb C2-sima, ¶es az
RN -nek r¶eszhalmaza valamely N 2 [n; 2n + 1] eg¶eszre. Speci¶alisan itt ele-
gend}o azt az esetet tekinteni, amikor M az R1 vagy R2 nyitott r¶eszhalmaza,
vagy pedig M = S2 =

©
(x1; x2; x3) 2 R3 : x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1
ª

a 3-dimenzi¶os
egys¶eggÄomb 2-dimenzi¶os felÄulete, de az al¶abbiak ¶altal¶anosabban is igazak.

Legyen f egy C1-vektormez}o M -en. Ha M ½ Rn nyitott, akkor ez azt je-
lenti, hogy egy f 2 C1 (M;Rn) fÄuggv¶eny adott. Ha pedig M egy n-dimenzi¶os
sokas¶ag, akkor f : M ! RN ¶ugy, hogy f (p) 2 TpM minden p 2 M -re,
ahol TpM az M ¶erint}otere p-ben. Ha f(Uj ; hj)gm

j=1 az M egy atlasza, ¶es

Vj = hj (Uj), akkor vannak fj : Vj ! Rn fÄuggv¶enyek ¶ugy, hogy

f
¡
h¡1

j (x)
¢

= Dh¡1
j (x) fj (x)

minden x 2 Vj eset¶en, ¶es az fj : Vj ! Rn fÄuggv¶enyek C1-simas¶aga eset¶en
mondjuk, hogy f egy C1-vektormez}o M -en.

TekintsÄuk az
x0 = f (x) (15)

di®erenci¶alegyenletet az M-en. B¶armely x0 2 M -hez van egyetlen ' (¢; x0) :
I (x0) ! M megold¶asgÄorbe, amelynek az I (x0) a maxim¶alis l¶etez¶esi in-
tervalluma, I (x0) ½ R nyitott intervallum, 0 2 I (x0), az I (x0) 3 t !
' (t; x0) 2 M gÄorbe ¶erint}oje a t pontban a vektormez}o f (' (t; x0)) eleme.
Tov¶abb¶a teljesÄul, hogy ' (0; x) = x, ' (t + s; x) = ' (t; (' (s; x))), ¶es az
­ = f(t; x) 2 R £ M : t 2 I (x)g de¯n¶³ci¶oval ' : ­ ! M folytonosan dif-
ferenci¶alhat¶o, azaz ' egy C1-sima dinamikai rendszer M -en.

Legyen g egy m¶asik C1-vektormez}o M -en, ¶es tekintsÄuk az

x0 = g (x) (16)

di®erenci¶alegyenletet, amely a Ã-vel jelÄolt C1-sima dinamikai rendszert de-
¯ni¶alja. A ' ¶es Ã dinamikai rendszereket (azaz a (15) ¶es (16) egyenleteket)
topologikusan ekvivalensnek nevezzÄuk, ha l¶etezik egy h : M ! M homeomor-
¯zmus (azaz folytonos r¶ak¶epez¶es, amelynek van inverze, ¶es az is folytonos),
amely ' p¶aly¶ait ¶atviszi a Ã p¶aly¶aiba, azaz a f' (t; x) : t 2 I (x)g halma-
zokat a fÃ (t; x) : t 2 I (h (x))g halmazokba, mikÄozben a t id}oparam¶eter ¶altal
de¯ni¶alt ir¶any¶³t¶ast v¶altozatlanul hagyja.

A ' dinamikai rendszert struktur¶alisan stabilnak nevezzÄuk, ha topologiku-
san ekvivalens minden hozz¶a elegend}oen kÄozeli dinamikai rendszerrel valamely
topol¶ogi¶aban. Az al¶abbiakban, amikor struktur¶alis stabilit¶asr¶ol besz¶elÄunk,
speci¯k¶alni fogjuk a topol¶ogi¶at, amelyben a kÄozels¶eget de¯ni¶aljuk.



A Harrod modell struktur¶alis stabilit¶asa 11

J¶ol ismert, hogy ha M kompakt sokas¶ag, akkor az M -en de¯ni¶alt f , azaz
C1-vektormez}o ¶altal gener¶alt ' dinamikai rendszerre I (x) = (¡1; 1) min-
den x 2 M eset¶en.

Ha M ½ Rn nyitott, akkor a '-re I (x) = (¡1;1) nem felt¶etlenÄul
teljesÄul. Van azonban egy standard technika az id}o ¶atsk¶al¶az¶as¶aban ¶ugy,
hogy I (x) = (¡1; 1) legyen minden x 2 M -re. Ha M ½ Rn nyitott ¶es
f 2 C1 (M;Rn) ; akkor l¶etezik egy F 2 C1 (M;Rn) fÄuggv¶eny ¶ugy, hogy az

x0 = F (x)

egyenlet olyan © : R £M ! M dinamikai rendszert de¯ni¶al, amelyre © (t; x)
minden t 2 (¡1; 1) eset¶en ¶ertelmezett, tov¶abb¶a © ¶es ' topologikusan ekvi-
valensek. Ha M = Rn, akkor pl.

F (x) =
f (x)

1 + jf (x)j

j¶o v¶alaszt¶as, ahol jf (x)j =
³P

(fi (x))2
´1=2

.

¶Igy a fentiek alapj¶an a tov¶abbiakban mindig feltehetjÄuk, hogy I (x) =
(¡1; 1) minden x 2 M -re.

(A) A k¶etdimenzi¶os eset

(A1) Kompakt k¶etdimenzi¶os sokas¶agok

Ha f egy C1-vektormez}o a 2-dimenzi¶os, kompakt, di®erenci¶alhat¶o M soka-
s¶agon, ¶es f(Uj ; hj)gm

j=1 egy atlasz M -en, akkor az f vektormez}o C1-norm¶aj¶at
az

kfk1 = maxj2f1;...;mg kfjk1

formul¶aval de¯ni¶alhatjuk, ahol Vj = h (Uj) ½ R2 ¶es fj : Vj ! R2 C1-
beli fÄuggv¶enyek, kfjk1 = supx2Vj

(jfj (x)j + jDfj (x)j). Az f vektormez}o
struktur¶alisan stabil, ha l¶etezik " > 0 ¶ugy, hogy minden olyan M -en de¯ni¶alt
¶es g-vel jelÄolt C1-vektormez}ore, amelyre

kf ¡ gk1 < "

teljesÄul, a g topologikusan ekvivalens f-fel.
Legyen

Per (') = fx j 9 t > 0 ¶ugy, hogy ' (t; x) = xg
a periodikus pontok halmaza;

­ (') = fx j 9xn ! x; 9 tn ! 1 ¶ugy, hogy ' (tn; xn) ! xg

a nem-v¶andorl¶o pontok halmaza.
A Per (')-beli p¶aly¶ak k¶et t¶³pusa kÄulÄonbÄoztethet}o meg: egyens¶ulyi pon-

tok ¶es periodikus p¶aly¶ak. A p hiperbolikus egyens¶ulyi pont egy olyan pont,
amelyre ' (t; p) = p minden t-re, tov¶abb¶a a Df (p) saj¶at¶ert¶ekeinek val¶os
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r¶esze nem nulla. Ha mindk¶et saj¶at¶ert¶ek val¶os r¶esze negat¶³v (pozit¶³v), akkor
minden p-hez kÄozeli pont p fel¶e mozog az id}o el}ore haladt¶aval (h¶atra halad-
t¶aval), ¶es p egy nyel}o (forr¶as). Azon pontok Äosszess¶eg¶et az M -ben, ame-
lyek tartanak a nyel}o (forr¶as) fel¶e az id}o el}ore haladt¶aval (h¶atra haladt¶aval),
vonz¶asi (tasz¶³t¶asi) medenc¶enek nevezzÄuk. Ha a hiperbolikus nyugalmi pont
se nem nyel}o, se nem forr¶as, akkor egy nyeregpont. Ebben az esetben k¶et
kitÄuntetett p¶alya-p¶ar van, a p stabil (instabil) szeparatrixei, mindkett}onek
megfelel}o ir¶any¶³t¶asa van. A p ¶es q ¯x nyeregpontok kÄozÄotti ÄosszekÄottet¶es
(p = q is lehets¶eges) olyan p¶alya, amely egyidej}uleg a q-nak stabil ¶es a p-nek
instabil szeparatrixe.

A Per (')-beli periodikus p¶alya hiperbolikus, ha a p¶alya fÄolÄott a div f
integr¶aljak¶ent de¯ni¶alt (Floquet vagy Ljapunov-f¶ele) karakterisztikus kitev}o
nem z¶erus. Ha a kitev}o negat¶³v (pozit¶³v), akkor a p¶alya periodikus nyel}o (for-
r¶as), s a nyugalmi ponttal anal¶og de¯ni¶aljuk a vonz¶asi (tasz¶³t¶asi) medenc¶eket.

Peixoto t¶etele teljesen jellemzi a struktur¶alisan stabil C1-vektormez}oket
a kompakt 2-dimenzi¶os sokas¶agokon.

A.1 T¶etel (Peixoto, 1962). Az M kompakt, k¶etdimenzi¶os, di®erenci¶alhat¶o
sokas¶agon de¯ni¶alt ' dinamikai rendszer struktur¶alisan stabil pontosan akkor,
ha a kÄovetkez}o h¶arom felt¶etel teljesÄul:

(i) ­(') = Per(');

(ii) minden Per(')-beli p¶alya hiperbolikus;

(iii) nincsenek nyereg-ÄosszekÄottet¶esek.

Bizonyos s¶³kbeli vektormez}okre is alkalmazhat¶o a Peixoto t¶etel. Ebben
az esetben vehetjÄuk a v¶egtelen s¶³k (R2) Poincar¶e-f¶ele sztereogra¯kus lek¶epe-
z¶es¶et a gÄomb felsz¶³n¶ere, ami a v¶egtelen s¶³kot (egyÄutt a dinamikai rendszer
f¶azisportr¶ej¶aval) kompakt sokas¶agba transzform¶alja.

Egy v¶egtelen s¶³k pontjainak az egys¶egsugar¶u gÄomb

S2 =
©
(X;Y;Z) 2 R3 j X2 + Y 2 + Z2 = 1

ª

felsz¶³n¶ere tÄort¶en}o lek¶epez¶es¶ehez a kÄoz¶eppontos vet¶³t¶est haszn¶aljuk. A v¶egtelen
xy-s¶³k pontjainak a lek¶epez¶ese az S2 felsz¶³nre ¶ugy tÄort¶enik, hogy a s¶³k orig¶oj¶at
a gÄomb ¶eszaki p¶olus¶ara helyezzÄuk ¶es az ¶erint}o s¶³k minden egyes pontj¶at a
gÄomb kÄoz¶eppontj¶an ¶athalad¶o egyenessel ÄosszekÄotjÄuk. Az egyenes a gÄomb
felsz¶³n¶en k¶etszer megy keresztÄul, m¶egpedig ellent¶etes pontokon. Az xy-s¶³k
orig¶oj¶at az ¶eszaki ¶es d¶eli p¶olusokra, az Äosszes v¶egtelenbeli pontj¶at pedig az
S2 egyenl¶³t}oj¶ere k¶epezzÄuk le (l¶asd a 3. ¶abr¶at). Ha az xy-s¶³k pontjait ezzel
a technik¶aval vet¶³tjÄuk az S2-re, az ¶³gy el}o¶all¶³tott gÄombÄot Poincar¶e gÄombnek
nevezzÄuk.
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3. ¶abra.

Ett}ol megkÄulÄonbÄoztetjÄuk a Bendixson gÄombÄot, amikor az xy-s¶³k orig¶oj¶at
a d¶eli p¶olusra helyezzÄuk ¶es az ¶eszaki p¶olusb¶ol kiindul¶o egyenesekkel kÄotjÄuk
Äossze a s¶³k egyes pontjait, ami a s¶³k pontjainak megfeleltet egy pontot az S2-
en, a v¶egtelenben lev}o pontjai pedig mind az ¶eszaki p¶olusra kerÄulnek (l¶asd a
4. ¶abr¶at).

4. ¶abra.

Az xy-s¶³knak az S2 fels}o f¶elgÄombre tÄort¶en}o kÄoz¶eppontos vet¶³t¶es¶enek ke-
resztmetszete (l¶asd az 5. ¶abr¶at) alapj¶an az al¶abbi ÄosszefÄugg¶est ¶³rhatjuk fel a
s¶³k ¶es a gÄomb tetsz}oleges pontjainak koordin¶at¶ai kÄozÄott:

x =
X

Z
; y =

Y

Z
(17)

amelyeket behelyettes¶³tve a gÄomb egyenlet¶ebe, kapjuk:

(xZ)2 + (yZ)2 + Z2 = 1

Z =
§1p

1 + x2 + y2
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5. ¶abra.

¶Igy az egy-egy ¶ertelm}u megfeleltet¶es a fels}o f¶elgÄomb (Z > 0) (X; Y; Z)
pontjai ¶es az xy-s¶³k pontjai kÄozÄott a kÄovetkez}o:

X =
xp

1 + x2 + y2
; Y =

yp
1 + x2 + y2

; Z =
1p

1 + x2 + y2
:

MegjegyezzÄuk, hogy a (0; 0) 2 R2 orig¶o megfelel a (0; 0; 1) 2 S2 ¶eszaki
p¶olusnak, a v¶egtelenbeli pontjai pedig az S2 egyenl¶³t}oj¶enek. ¶Igy b¶armely k¶et
ellent¶etes pont az S2 egyenl¶³t}oj¶en az R2-nek ugyanazon v¶egtelenbeli pontj¶at
mutatja. Ez a megfeleltet¶es lehet}ov¶e teszi, hogy megjelen¶³tsÄuk egy s¶³kbeli
dinamikai rendszer ¶altal induk¶alt ¶araml¶ast a Poincar¶e gÄombÄon. Az ellent¶etes
pontok kÄornyezet¶eben az ¶araml¶asok topol¶ogiailag ekvivalensek lesznek, el-
tekintve att¶ol, hogy az ¶araml¶asok ir¶anya megfordulhat.

A t¶etel megfogalmaz¶as¶ahoz szÄuks¶egÄunk lesz bizonyos kikÄot¶esekre. Tekint-
sÄuk most az

_x = P (x; y)

_y = Q (x; y)
(18)

egyenletrendszer ¶altal de¯ni¶alt dinamikai rendszert, ¶es tegyÄuk fel, hogy mind
a P (x; y), mind a Q (x; y) az x; y v¶altoz¶oknak maximum m-ed fok¶u polino-
mi¶alis fÄuggv¶enyei. Azaz,

P (x; y) = P1 (x; y) + . . . + Pm (x; y) ;

Q(x; y) = Q1 (x; y) + . . . + Qm (x; y) ;

ahol Pj ¶es Qj homog¶en j-ed fok¶u polinomok x-ben ¶es y-ban. Az A.2 T¶etel azt
¶³rja le, hogy hogyan hat¶arozhat¶ok meg a fenti dinamikai rendszer egyens¶ulyi
pontjai az S2 egyenl¶³t}oj¶en. Az Äotlet Poincar¶et¶ol ered (l¶asd m¶eg Lefschetz
(1962), Perko (1991) ¶es Andronov et al. (1966)).

A.2 T¶etel. A v¶egtelenbeli egyens¶ulyi pontok az m-ed fok¶u polinomi¶alis rend-
szerre a Poincar¶e gÄomb egyenl¶³t}oj¶enek (X; Y; 0) pontjaiban jelennek meg, ahol
X2 + Y 2 = 1 ¶es

XQm (X;Y ) ¡ Y Pm (X; Y ) = 0 ;
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vagy ezzel ekvivalensen, a

Gm+1 (µ) ´ cos µ Qm (cos µ; sin µ) ¡ sin µ Pm (cos µ; sin µ) = 0

egyenletet kiel¶eg¶³t}o µj ¶es µj +¼ pol¶aris szÄogekben. Ennek az egyenletnek legfel-
jebb m+1 sz¶am¶u µj ¶es µj +¼ gyÄokp¶arja van, hacsak Gm+1 (µ) nem azonosan
z¶erus. Ha Gm+1 (µ) nem azonosan z¶erus, akkor az ¶araml¶as a Poincar¶e gÄomb
egyenl¶³t}oj¶en az ¶oramutat¶o j¶ar¶as¶aval ellent¶etes ir¶any¶u azon pontokban, ame-
lyek megfelelnek az olyan µ pol¶aris szÄogeknek, amelyekre Gm+1 (µ) > 0, ¶es
megegyez}o ir¶any¶uak azokban, ahol Gm+1 (µ) < 0.

Bizony¶³t¶as. Az (17)-b}ol a kÄovetkez}o egyenleteket kapjuk:

dx =
ZdX ¡ XdZ

Z2
¶es dy =

ZdY ¡ Y dZ

Z2
:

A (18) ¶atrendez¶es¶evel kapjuk a

dy

dx
=

Q (x; y)

P (x; y)
vagy Q (x; y) dx ¡ P (x; y) dy = 0 (19)

egyenleteket. MegjegyezzÄuk, hogy ez¶altal elt}unt az id}ofÄugg}os¶eg. Behelyette-
s¶³tve a (17)-et a (18)-ba, kapjuk:

Q (ZdX ¡ XdZ) ¡ P (ZdY ¡ Y dZ) = 0 ; (20)

ahol P = P
¡

X
Z ; Y

Z

¢
¶es Q = Q

¡
X
Z ; Y

Z

¢
. T¶avol¶³tsuk most el a tÄorteket a (20)-

b¶ol Zm¡mel tÄort¶en}o beszorz¶assal:

(Q¤dX ¡ P¤dY )Z + (Y P ¤ ¡ XQ¤) dZ = 0 ; (21)

ahol P¤ (X;Y; Z) = ZmP
¡

X
Z ; Y

Z

¢
¶es Q¤ (X;Y;Z) = ZmQ

¡
X
Z ; Y

Z

¢
polinomi¶alis

fÄuggv¶enyek X;Y ¶es Z-ben. Az egyenlet determin¶ans-egyenlet alakj¶aban is
fel¶³rhat¶o: ¯̄

¯̄
¯̄

dX dY dZ
X Y Z
P¤ ZQ¤ 0

¯̄
¯̄
¯̄ = 0 :

A (21) az R2-en l¶ev}o (18) s¶³kbeli rendszer ¶altal de¯ni¶alt S2-beli dinamikai
rendszert k¶epviseli. ¶Igy ahhoz, hogy a (18)-at a v¶egtelenben tanulm¶anyozzuk,
elegend}o a (21)-et vizsg¶alnunk az S2 egyenl¶³t}oj¶enek kÄornyezet¶eben. VegyÄuk
a Z = 0 esetet, ami (21)-b}ol az

(Y P ¤ ¡ XQ¤) dZ = 0

egyenletet adja. Az Y P¤ ¡ XQ¤ 6= 0-ra igaznak kell lennie, hogy a dZ = 0,
ami azt implik¶alja, hogy az egyenl¶³t}on lev}o trajekt¶ori¶aknak az S2 egyenl¶³t}oj¶en
kell maradniuk. ¶Igy az egyens¶ulyi pontok az egyenl¶³t}on az

Y P¤ ¡ XQ¤ = 0
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egyenlettel adottak. Figyelembe v¶eve, hogy P (x; y) = P1 (x; y) + . . . +
Pm (x; y) ¶es Q (x; y) = Q1 (x; y) + . . . + Qm (x; y), kapjuk

0 = Y P¤ ¡ XQ¤

= ZmY P1

¡
X
Z ; Y

Z

¢
+ . . . + ZmY Pm

¡
X
Z ; Y

Z

¢

¡ ZmXQ1

¡
X
Z ; Y

Z

¢ ¡ . . . ¡ ZmXQm

¡
X
Z ; Y

Z

¢

= Zm¡1Y P1

¡
X
Z ; Y

Z

¢
+ . . . + Y Pm

¡
X
Z ; Y

Z

¢

¡ Zm¡1XQ1

¡
X
Z

; Y
Z

¢ ¡ . . . ¡ XQm

¡
X
Z

; Y
Z

¢
:

Az S2 egyenl¶³t}oj¶en Z = 0, ami az A.2 T¶etel els}o ¶all¶³t¶as¶at adja,

XQm (X;Y ) ¡ Y Pm (X; Y ) = 0 : (22)

Vagyis az S2 egyenl¶³t}oj¶en l¶ev}o egyens¶ulyi pontok meghat¶aroz¶asa az X2+Y 2 =
1 ¶es a (22) egyenletrendszer megold¶as¶aval lehets¶eges. Pol¶arkoordin¶at¶akban,
r = 1 mellett, az al¶abbi egyenlet adja az A.2 T¶etel m¶asodik ¶all¶³t¶as¶at:

cos µ Qm (cos µ; sin µ) ¡ sin µ Pm (cos µ; sin µ) = 0 :

Ez a
_µ =

XQ ¡ Y P

r2

egyenletb}ol sz¶armaztathat¶o, amely a s¶³kbeli koordin¶at¶akat pol¶arkoordin¶at¶ak-
ba transzform¶alja. _µ-ben a legmagasabb fok¶u tagokat z¶erusnak v¶alasztva,
meghat¶arozhatjuk az egyens¶ulyi pontokat a v¶egtelenben. V¶egÄul, az ¶araml¶as
ir¶any¶at a v¶egtelenben a _µ legmagasabb fok¶u tagj¶anak el}ojele hat¶arozza meg,
azaz, hogy µ nÄovekv}o vagy csÄokken}o-e.

Q.E.D.

Ahhoz, hogy az ¶araml¶as viselked¶es¶et elemezzÄuk az S2 egyenl¶³t}oj¶en l¶ev}o
egyens¶ulyi pontok kÄozel¶eben, a legkÄonnyebben ¶ugy j¶arhatunk el, ha az ¶aram-
l¶ast kivet¶³tjÄuk a Poincar¶e gÄombr}ol a megfelel}o ¶erint}o s¶³kokra, ahol alkalmaz-
hat¶o az R2-beli dinamikai rendszerekre vonatkoz¶o elm¶elet.

A.3 T¶etel. Az S2 Poincar¶e gÄomb egyenl¶³t}oj¶en a (21) tetsz}oleges, kiv¶eve a
(0; §1; 0) pontokat, egyens¶ulyi pontj¶anak kÄornyezet¶eben a (21) ¶altal de¯ni¶alt
dinamikai rendszer topol¶ogiailag ekvivalens a

§ _y = yzmP

µ
1

z
;
y

z

¶
¡ zmQ

µ
1

z
;
y

z

¶

§ _z = zm+1P

µ
1

z
;
y

z

¶
;

rendszer ¶altal de¯ni¶alt dinamikai rendszerrel, ahol az el}ojeleket az S2 egyen-
l¶³t}oj¶en l¶ev}o dinamikai rendszer ir¶anya hat¶arozza meg, amit az A.2 T¶etel
hat¶aroz meg. Hasonl¶oan, a (21) ¶altal de¯ni¶alt dinamikai rendszer a (21)



A Harrod modell struktur¶alis stabilit¶asa 17

tetsz}oleges kritikus pontj¶anak kÄornyezet¶eben az S2 egyenl¶³t}oj¶en, a (§1; 0; 0)
pontok kiv¶etel¶evel, topol¶ogiailag ekvivalens a

§ _x = xzmQ

µ
x

z
;
1

z

¶
¡ zmP

µ
x

z
;
1

z

¶

§ _z = zm+1Q

µ
x

z
;
1

z

¶

rendszer ¶altal meghat¶arozott dinamikai rendszerrel, ahol az el}ojeleket az S2

egyenl¶³t}oj¶en l¶ev}o dinamikai rendszer ir¶anya pontos¶³tja, amit ugyancsak az
A.2 T¶etel hat¶aroz meg.

Bizony¶³t¶as. Az egyenl¶³t}on l¶ev}o egyens¶ulyi pont kÄozel¶eben tekintsÄuk a
(21) ¶altal de¯ni¶alt S2-n l¶ev}o egyenletet:

(Q¤dX ¡ P ¤dY )Z + (Y P¤ ¡ XQ¤) dZ = 0 :

Ahhoz, hogy meghat¶arozzuk a p¶aly¶ak viselked¶es¶et az S2 egyenl¶³t}oj¶en l¶ev}o
egyens¶ulyi pontjainak kÄornyezet¶eben az X > 0 f¶elgÄombÄon, kiv¶eve a (0; §1; 0)
pontokban, elegend}o lesz az X = 1 s¶³kra tÄort¶en}o vet¶³t¶es. A kÄoz¶eppontos
vet¶³t¶es keresztmetszet¶en a hasonl¶o h¶aromszÄogek felhaszn¶al¶as¶aval kapjuk az
y = Y

X
¶es z = Z

X
ÄosszefÄugg¶eseket. Az X = 1 mellett Y = y ¶es Z = z:

Felhaszn¶alva ezt a vet¶³t¶est dX = 0-val (21)-b}ol az al¶abbiakat kapjuk:

¡zP¤
µ

1

z
;
y

z

¶
dy +

µ
yP¤

µ
1

z
;
y

z

¶
¡ Q¤

µ
1

z
;
y

z

¶¶
dz = 0 ;

vagyis
µ

yzmP

µ
1

z
;
y

z

¶
¡ zmQ

µ
1

z
;
y

z

¶¶
dz ¡ zzmP

µ
1

z
;
y

z

¶
dy = 0 :

MegjegyezzÄuk, hogy ez a lek¶epez¶es vet¶³ti le az X > 0 f¶elgÄombÄon az S2

egyenl¶³t}oj¶et}ol t¶avol l¶ev}o egyens¶ulyi ¶allapotokat az y tengelyre az yz-s¶³kon.
Azt is megjegyezzÄuk, hogy ez a kifejez¶es a (19)-hez hasonl¶o alakban van, ¶es
hogy ez az alak nem fÄugg az id}ot}ol. Az eredm¶eny az, hogy az ¶araml¶as ir¶anya
ismeretlen. Visszarendezve az utols¶o egyenletet az id}ot}ol fÄugg}o differenci¶al-
egyenlet-rendszerbe, az A.3 T¶etel ¶all¶³t¶as¶at kapjuk:

§ _y = yzmP

µ
1

z
;
y

z

¶
¡ zmQ

µ
1

z
;
y

z

¶

§ _z = zm+1P

µ
1

z
;
y

z

¶
:

Itt a § jelet haszn¶aljuk annak jelÄol¶es¶ere, hogy az ¶araml¶as ir¶anya pontosan
nem ismert, a helyes el}ojelet az A.2 T¶etel alkalmaz¶as¶aval hat¶arozhatjuk meg.

Hasonl¶oan, az Y = 1 s¶³kra tÄort¶en}o vet¶³t¶es eredm¶enyezi az A.3 T¶etel
m¶asodik ¶all¶³t¶as¶at.

Q.E.D.
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A (18) egyenletb}ol kiindulva kapunk egy ' dinamikai rendszert az S2

gÄomb-felÄuleten, amelynek az egyenl¶³t}ore es}o, ill. annak kÄozel¶eben lev}o di-
namik¶aj¶at az A.2 ¶es A.3 T¶etelek alapj¶an vizsg¶alhatjuk. Ha '-nek az S2-en
nincs nyereg-ÄosszekÄottet¶ese, akkor az S2-re vonatkoz¶o Poincar¶e-Bendixson
t¶etel (l¶asd pl. Perko, 1991) alapj¶an ­(') = Per (') kÄovetkezik. ¶Igy a Peixoto
t¶etel kÄovetkezm¶enye az al¶abbi:

A.4 T¶etel. Ha (18)-ban a P ¶es Q polinomok, akkor a (P; Q)T vektormez}o
struktur¶alisan stabil, ha a fenti m¶odon az S2 gÄombfelÄuleten kapott ' dinami-
kai rendszerre teljesÄul az al¶abbi k¶et felt¶etel:

(i) Per (') csak v¶eges sok p¶aly¶at tartalmaz, ¶es azok mindegyike hiperbolikus;

(ii) nincsenek nyereg-ÄosszekÄottet¶esek.

Az A.4 T¶etelben a vektormez}ok kÄozels¶eg¶et az er}os (vagy Whitney) C1-
topol¶ogia ¶ertelm¶eben de¯ni¶aljuk. Azaz az f 2 C1

¡
R2;R2

¢
s¶³kbeli vektor-

mez}ot (vagy az ¶altala de¯ni¶alt ' dinamikai rendszert) struktur¶alisan stabil-
nak nevezzÄuk, ha l¶etezik " : R2 ! R folytonos ¶es pozit¶³v fÄuggv¶eny ¶ugy, hogy
minden olyan g 2 C1

¡
R2; R2

¢
vektormez}ore, amelyre

jf (x) ¡ g (x)j + jDf (x) ¡ Dg (x)j < " (x)
¡
8x 2 R2

¢

teljesÄul, a ' (¶es a g ¶altalt de¯ni¶alt) Ã dinamikai rendszerek topol¶ogiailag ek-
vivalensek, tov¶abb¶a az ekvivalenci¶at biztos¶³t¶o h : R2 ! R2 homeomor¯zmus
kÄozel van az identikus lek¶epez¶eshez (a minden kompakt halmazon egyenletes
konvergencia topol¶ogi¶aj¶aban).

MegjegyezzÄuk, hogy az A.4 T¶etel csak elegend}o felt¶etelt ad a struktur¶alis
stabilit¶asra. El}ofordulhat, hogy ' nem struktur¶alisan stabil, de (P;Q)T igen.
Az ok: az S2 gÄombfelÄuletre vet¶³t¶es l¶etrehozhat nem hiperbolikus egyens¶ulyi
helyzeteket az egyenl¶³t}on.

(A2) Nem kompakt sokas¶agokon ¶ertelmezett dinamikai rendszerek

Bizonyos esetekben, mint most a mi¶enkben is, a v¶egtelen s¶³k gÄombfelsz¶³nre
tÄort¶en}o vet¶³t¶ese biztos¶³tja a kompakt sokas¶agot, de ez l¶etrehozhat az egyenl¶³t}on
nem hiperbolikus egyens¶ulyi helyzeteket is. Az ilyen degener¶alt esetekre dol-
gozt¶ak ki a Kotus-Krych-Nitecki t¶etelt, amely 2-dimenzi¶os nem kompakt
sokas¶agokon ¶ertelmezett dinamikai rendszerek struktur¶alis stabilit¶as¶ara ad
el¶egs¶eges felt¶eteleket. Mi itt az ¶altal¶anosabb t¶etelnek csak az eg¶esz s¶³kra
¶ertelmezett vektormez}okre vonatkoz¶o speci¶alis eset¶et t¶argyaljuk, amikor is a
felt¶etelek szÄuks¶egesek ¶es elegend}oek. A struktur¶alis stabilit¶ast az (A1) szakasz
v¶eg¶en bevezetett m¶odon ¶ertelmezzÄuk, azaz az er}os (Whitney) C1 topol¶ogi¶at
haszn¶aljuk.

A tov¶abbiakban a ' dinamikai rendszerre vonatkoz¶oan bevezetÄunk n¶e-
h¶any fogalmat.

Az x 2 R2-n ¶atmen}o p¶alya, pozit¶³v p¶alya, negat¶³v p¶alya az al¶abbi:

O (x) = f' (t; x) : t 2 Rg ;
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O+ (x) = f' (t; x) : t > 0g ;

O¡ (x) = f' (t; x) : t < 0g :

Az M ½ R2 halmaz pozit¶³v (negat¶³v) invari¶ans, ha x 2 M -b}ol O+ (x) ½ M
(O¡ (x) ½ M ) kÄovetkezik. M invari¶ans, ha pozit¶³v ¶es negat¶³v invari¶ans.

Az M ½ R2 halmaz minim¶alis, ha M kompakt ¶es invari¶ans, tov¶abb¶a nincs
olyan val¶odi r¶eszhalmaza, amely kompakt ¶es invari¶ans. Trivi¶alis minim¶alis
halmazok az egyens¶ulyi pontok ¶es a nemtrivi¶alis periodikus p¶aly¶ak.

Az ® (x) ¶es ! (x) limeszhalmazok de¯n¶³ci¶oi:

® (x) = fy : 9 (tn) sorozat ¶ugy, hogy tn ! ¡1 ¶es ' (tn; x) ! yg
! (x) = fy : 9 (tn) sorozat ¶ugy, hogy tn ! +1 ¶es ' (tn; x) ! yg

Azt mondjuk, hogy az O (x) p¶alya oszcill¶al¶o, ha ® (x)[! (x) nem kompakt.
A

J+(x) = fy : 9(tn ! +1);9(xn ! x) sorozatok ¶ugy, hogy '(tn; xn) ! yg

halmaz az x els}o pozit¶³v prolong¶aci¶os limeszhalmaza.
TegyÄuk fel, hogy x0 egyens¶ulyi helyzet ¶es nyeregpont. J¶ol ismert, hogy

ekkor l¶etezik stabil ¶es instabil halmaza. A stabil (instabil) halmazt k¶et-k¶et
p¶alya alkotja. Az x0 nyeregpont stabil (instabil) szeparatrixeinek nevezzÄuk
a stabil (instabil) halmazt alkot¶o 2 p¶aly¶at.

Azt mondjuk, hogy x; y 2 R2 eset¶en az O+ (x) ¶es O¡ (y) f¶elp¶aly¶ak nyerget
alkotnak a 1-ben, ha ! (x) = ;, ® (y) = ; ¶es y 2 J+ (x). A nyeregnek az
O+ (x) stabil, az O¡ (y) instabil szeparatrixe.

JelÄolje W+ (W¡) a v¶egesben l¶ev}o nyeregpontok stabil (instabil) szeparat-
rixeinek ¶es a 1-ben l¶ev}o stabil (instabil) szeparatrixeinek egyes¶³t¶es¶et. Ekkor
¶erv¶enyes az al¶abbi t¶etel:

A.5 T¶etel (Kotus, Krych and Nitecki, 1982). A ' dinamikai rendszer pon-
tosan akkor struktur¶alisan stabil, ha

(i) minden minim¶alis halmaza trivi¶alis;
(ii) nincs oszcill¶al¶o p¶aly¶aja;
(iii) Per(')-ben minden p¶alya hiperbolikus;
(iv) W+ \ W¡ ½ Per (') :

(B) Egydimenzi¶os eset

TekintsÄuk az al¶abbi halmazokat:

C0 ((0;1)) = ff : (0; 1) ! R : f folytonosg
C1 ((0;1)) = ff : (0; 1) ! R : f folytonosan di®erenci¶alhat¶og

Az f 2 C0 ((0; 1)) eset¶en legyen kfk0 = sup(0;1) jf j, az f 2 C1 ((0;1))
eset¶en pedig kfk1 = kfk0 + kf 0k0 :

Most legyenek adottak az f; g 2 C1 ((0; 1)) fÄuggv¶enyek. Az _x = f(x) ¶es
az _y = g(y) di®erenci¶alegyenletek, illetve az f ¶es g fÄuggv¶enyek topologikusan



20 M¶ocz¶ar J¶ozsef { Krisztin Tibor

ekvivalensek, ha l¶etezik olyan h : (0;1) ! (0; 1) homeomor¯zmus, amely a
p¶aly¶akat egym¶asba k¶epezi az ir¶any¶³t¶as megtart¶as¶aval.

Az _x = f(x) di®erenci¶alegyenlet, illetve az f fÄuggv¶eny struktur¶alisan
stabil, ha l¶etezik olyan " > 0, hogy

kf ¡ gk1 < "

eset¶en az _x = f(x) ¶es az _y = g(y) di®erenci¶alegyenletek topologikusan ekvi-
valensek.

B1. T¶etel. Legyen f 2 C1 ((0; 1)) olyan, amelyre jfj minimuma egy kom-
pakt intervallumon k¶³vÄul pozit¶³v. Ekkor az _x = f(x) di®erenci¶alegyenlet pon-
tosan akkor struktur¶alisan stabil, ha az f fÄuggv¶enynek legfeljebb v¶eges sok
egyens¶ulyi pontja van ¶es mindegyik hiperbolikus.

Most bebizony¶³tjuk a B.1 T¶etelt, ami egy¶uttal a Harrod modell egydi-
menzi¶os v¶altozat¶anak struktur¶alis stabilit¶as¶at adja, ¶es teljess¶e teszi a 2. T¶etel
bizony¶³t¶as¶at.

Csak azt igazoljuk, hogy ha egy hiperbolikus egyens¶ulyi pont van, amelyet
p-vel jelÄolÄunk, akkor az egyenlet struktur¶alisan stabil. (V¶eges sok hiperbo-
likus egyens¶ulyi pont eset¶en hasonl¶o gondolatmenet alkalmazhat¶o.)

Legyen ± 2 (0; p), amelyre x 2 (p ¡ ±; p + ±) eset¶en jf 0(x)j > jf 0 (p)j =2:
Legyen

m = min fjf (x)j : x 2 (0; p ¡ ±] [ [p + ±;1)g :

A feltev¶es miatt m > 0. Legyen

" <
m

2
; " <

jf 0 (p)j
2

:

Legyen g 2 C1 ((0; 1)) olyan, amelyre kf ¡ gk1 < ". Ekkor minden x > 0
mellett jf (x) ¡ g (x)j1 < ", ¶³gy x =2 (p ¡ ±; p + ±) eset¶en jg (x)j > jf (x)j¡" >
jf (x)j ¡ m=2 > 0: Azaz, g-nek nem lehet z¶erushelye a (p ¡ ±; p + ±) interval-
lumon k¶³vÄul, s}ot el}ojele ott megegyezik f el}ojel¶evel. Most megmutatjuk,
hogy a (p ¡ ±; p + ±) intervallumban g-nek is pontosan egy z¶erushelye van.
Ugyanis, ha k¶et gyÄoke lenne, akkor kÄozÄotte a deriv¶altj¶anak is lenne egy x¤

gyÄoke. Ekkor jf 0 (x¤) ¡ g0 (x¤)j = jf 0 (x¤)j ¸ jf 0 (p)j =2 > " lenne, ami el-
lentmond annak, hogy kf ¡ gk1 < ": Mivel g-nek is pontosan egy z¶erushelye
van, jelÄolje ezt q, az¶ert a topologikus ekvivalenci¶at biztos¶³t¶o homeomor¯zmus
legyen h (x) = q

p
x; amely a k¶et rendszer egyens¶ulyi pontjait, ¶es ¶³gy a tÄobbi

p¶aly¶ait is egym¶asba k¶epezi.
Igazoljuk most a ford¶³tott ir¶any¶u ¶all¶³t¶ast. Azaz, tegyÄuk fel, hogy f struk-

tur¶alisan stabil, ¶es v¶alasszuk meg "-t a de¯n¶³ci¶o szerint. A Sard Lemma sze-
rint egy folytonosan di®erenci¶alhat¶o lek¶epez¶es kritikus ¶ert¶ekeinek halmaza
nullm¶ert¶ek}u. (y regul¶aris ¶ert¶ek, ha y = f(x) eset¶en igaz, hogy f 0(x) 6= 0;
y kritikus ¶ert¶ek, ha nem regul¶aris ¶ert¶ek.) ¶Igy van olyan ® 2 (0; "), hogy a
g (x) = f (x) + ® jobb oldalnak csak hiperbolikus egyens¶ulyi pontjai vannak.
Mivel a felt¶etel szerint ezek mind egy kompakt intervallumban vannak, ¶es nem
torl¶odhatnak (mert a torl¶od¶asi pontjuk egy nem hiperbolikus egyens¶ulyi pont
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lenne), az¶ert g-nek v¶eges sok egyens¶ulyi pontja van. ¶Igy g ¶es f topologikus
ekvivalenci¶aja miatt f-nek is v¶eges sok egyens¶ulyi pontja van. Ha f -nek lenne
egy nem hiperbolikus p egyens¶ulyi pontja (ahol f 0 (p) = 0 lenne), akkor lenne
olyan g fÄuggv¶eny, amely p egy kÄornyezet¶eben azonosan 0 lenne, ¶es fenn¶allna
kf ¡ gk1 < ". Ez a g fÄuggv¶eny nem lenne topologikusan ekvivalens az f
fÄuggv¶ennyel, ami ellentmond f struktur¶alis stabilit¶as¶anak.

4 A Harrod modell struktur¶alis stabilit¶as¶anak
bizony¶³t¶asa

Az egydimenzi¶os Harrod modell eset¶et a tÄok¶eletes el}orel¶at¶assal m¶ar tiszt¶aztuk.
Most tekintsÄuk a k¶etdimenzi¶os esetet, a Harrod modellt adapt¶³v v¶arakoz¶a-
sokkal.

Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert ¶³rjuk ¶at a (80) ¶es (110) egyenleteket a kÄovetkez}o
alakba:

_x = ax (y ¡ b)

_y = c (x ¡ y) ;

ahol x = b, y = be, a = ®, c = ¯, ¶es b = br:
El}oszÄor megmutatjuk, hogy a fenti rendszer vektormezej¶enek Poincar¶e-

f¶ele sztereogra¯kus lek¶epez¶essel a gÄombfelÄuletre tÄort¶en}o transzform¶aci¶oja nem
biztos¶³tja a Peixoto t¶etel krit¶eriumait, vagyis ezzel nem bizony¶³that¶o a di-
namikai rendszer struktur¶alis stabilit¶asa.

Legyen
dx

dt
= P (x; y) = ax(y ¡ b)

dy

dt
= Q(x; y) = c(x ¡ y) :

Alkalmazzuk az A.2 T¶etelt:

¡Z2Q¤dX + ZP¤dY + (ZXQ¤ ¡ Y P ¤)dZ = 0

P¤(X;Y;Z) = Z2P

µ
X

Z
;
Y

Z

¶
= aX(Y ¡ bZ)

Q¤(X;Y;Z) = ZQ(
X

Z
;
Y

Z
) = c(X ¡ Y ) :

A behelyettes¶³t¶esek ut¶an kapjuk:

¡cZ2(X¡Y )dX+aZX(Y ¡bZ)dY +[cZX(X ¡ Y ) ¡ aXY (Y ¡ bZ)]dZ = 0 :

A kritikus pontokat az al¶abbi egyenletrendszer megold¶asa adja:

¡Z2Q¤ = 0 ; ZP¤ = 0 ; ZXQ¤ ¡ Y P¤ = 0

1. eset: Z 6= 0; Q¤ = 0; P¤ = 0

X = 0; Y = 0; Z = 1 ! (0; 0; 1)
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X = Y = bZ 6= 0 !
µ

bp
1 + 2b2

;
bp

1 + 2b2
;

1p
1 + 2b2

¶

(Az xy s¶³kon a (0; 0) ¶es a (b; b) pontoknak felelnek meg.)

2. eset: Z = 0, aXY 2 = 0 ! (1; 0; 0) ¶es (0; 1; 0). A gÄombfelÄuleten az
al¶abbi egyens¶ulyi helyzeteket kapjuk:

(0; 0; 1) (0; 0; 1)µ
bp

1 + 2b2
;

bp
1 + 2b2

;
1p

1 + 2b2

¶ µ
bp

1 + 2b2
;

bp
1 + 2b2

;
¡1p

1 + 2b2

¶

(1; 0; 0) (¡1; 0; 0)

(0; 1; 0) (0; ¡1; 0)

Most az A.3 T¶etelt alkalmazzuk az egyenl¶³t}on l¶ev}o egyens¶ulyi pontokra.
Az (1; 0; 0) pont vizsg¶alata:

X = 1 ; dX = 0 ; y =
Y

X
= Y ; z =

Z

X
= Z

az (y ¡ bz) dy + (cz (1 ¡ y) ¡ ay (y ¡ bz)) dz = 0 :

dy

dt
= ay(y ¡ bz) ¡ cz(1 ¡ y) = ¡cz + ay2 + (c ¡ ab)yz

dz

dt
= az(y ¡ bz) = ayz ¡ abz2

Lineariz¶al¶as (0; 0)-ban:

µ
_y
_z

¶
=

µ
0 ¡c
0 0

¶µ
y
z

¶
:

Mivel a 0 k¶etszeres saj¶at¶ert¶ek, ez¶ert az (1; 0; 0) nem hiperbolikus egyens¶ulyi
helyzet.

A (0; 1; 0) pont vizsg¶alata:

Y = 1 ; dY = 0 ; x =
X

Y
= X ; z =

Z

Y
= Z

¡cz2 (x ¡ 1) dx + (czx (x ¡ 1) ¡ ax (1 ¡ bz)) dz = 0 :

dx

dt
= ax (1 ¡ bz) ¡ cxz (x ¡ 1) = ax + (c ¡ ab)xz ¡ cx2z

dz

dt
= cz2 (1 ¡ x) = cz2 ¡ cxz2

Lineriz¶al¶as a (0; 0)-ban:

µ
_x
_z

¶
=

µ
a 0
0 0

¶µ
x
z

¶
:
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Mivel a saj¶at¶ert¶ekek a ¶es 0, ez¶ert a (0; 1; 0) sem hiperbolikus egyens¶ulyi
helyzet. Mindk¶et egyens¶ulyi pont degener¶alt (l¶asd in Perko, 1991, 148{
149. o.). L¶athat¶o, hogy mind az yz-s¶³kon, mind az xz-s¶³kon a vektormez}ok
kvadratikus illetve harmadfok¶u tagokkal kezd}odnek, ¶es ebben az esetben m¶eg
a nem hiperbolikus kritikus pontok r¶eszletes vizsg¶alata sem el¶egs¶eges a v¶eg-
telenbeli viselked¶es meghat¶aroz¶as¶ahoz (v.Äo. Perko, 1991, 258. o.).

Teh¶at Peixoto t¶etele nem alkalmazhat¶o, ez¶ert a gyeng¶ebb felt¶eteleket ma-
g¶aba foglal¶o Kotus-Krych-Nitecki t¶etelt alkalmazzuk.

TegyÄuk fel, hogy az a; b; c adott pozit¶³v ¶alland¶ok, ¶es f a kÄovetkez}o:

f(x1;x2) =

µ
ax1(x2 ¡ b)
c(x1 ¡ x2)

¶
;

ahol most x1 = x ¶es x2 = y, a param¶eterek pedig v¶altozatlanok. Ekkor '
egyens¶ulyi helyzetei:

A = (0; 0) ¶es B = (b; b) :

A

Df(0; 0) =

µ
¡ab 0
c ¡c

¶

saj¶at¶ert¶ekei ¡ab < 0 ¶es ¡c < 0, ab = c eset¶en a ¡c k¶etszeres multiplicit¶as¶u.

A

Df(b; b) =

µ
0 ab
c ¡c

¶

saj¶at¶ert¶ekei

¸§ =
¡c §

p
c2 + 4abc

2
;

saj¶atvektorai

v§ =

µ
1;

¸§
ab

¶
:

VegyÄuk ¶eszre, hogy ¸¡ < 0 < ¸+ ¶es ¸+

ab < 1: Teh¶at mindk¶et egyens¶ulyi
helyzet hiperbolikus, az A stabil egyens¶ulyi helyzet (nyel}o), B nyeregpont.

Az f : R2 ! R2 vektormez}o a 6. ¶abr¶an l¶athat¶o. (Az ¶atsk¶al¶azott f vek-
tormez}o elemei ugyanolyan ir¶any¶uak, mint az f vektormez}o¶e, csak a hosszuk
kÄulÄonbÄoz}o.)

Az x2 = x1, x2 = b, x1 = 0 egyenesek a s¶³kot a T 1; T 2; . . . ; T 7 nyitott ¶es
ÄosszefÄugg}o tartom¶anyokra bontj¶ak.
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6. ¶abra.

7. ¶abra.
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Az x1 = 0 egyenest h¶arom p¶alya alkotja: f(0; 0)g, f(0; e¡ct : t 2 R)g,
f(0; ect) : t 2 Rg. Ez¶ert az x1 = 0 egyenes invari¶ans. ¶Igy a 6. ¶abra alapj¶an

T 1; T 5; T 7 pozit¶³v invari¶ansak ;
T 2; T 3; T 6 negat¶³v invari¶ansak :

J¶ol ismert, hogy a B = (b; b) nyeregpontnak van 1-dimenzi¶os lok¶alis stabil ¶es
instabil sokas¶aga: Slok ¶es Ulok. Az Slok (Ulok) pozit¶³v (negat¶³v) invari¶ans ¶es
¶erint}oje a B pontban a B-n ¶atmen}o v¡ (v+) ir¶any¶u egyenes. Mivel

v¡ =

µ
1;

¸¡
ab

¶
¶es

¸¡
ab

< 0 ;

v¶alaszthatunk y1 2 T 2 \ Slok ¶es y2 2 T 6 \ Slok pontokat. Ekkor

'(t; y1) 2 T 2 \ Slok ¶es '(t; y2) 2 T 6 \ Slok (minden t ¸ 0)

¶es
'(t; y1) ! B ; '(t; y2) ! B (t ! 1) :

Az S1 =
©
'

¡
t; y1

¢
: t 2 R

ª
¶es S2 =

©
'

¡
t; y2

¢
: t 2 R

ª
halmazok a B

nyeregpont stabil szeparatrixei. Az S = S1[S2[fBg halmaz a B nyeregpont
stabil halmaza (8. ¶abra).

8. ¶abra.

Mivel y1 2 T 2, tov¶abb¶a a vektormez}o minden T 2-beli v = (v1; v2) elem¶ere
v1 > 0, v2 < 0, ¶es T 2 negat¶³v invari¶ans, ez¶ert a

(¡1; 0] 3 t ! '(t; y1) 2 T 2
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gÄorbe els}o komponense monoton nÄovekv}o, a m¶asodik monoton csÄokken}o. T 2

hat¶ar¶an a B az egyetlen egyens¶ulyi helyzet, amelyhez '(t; y1) nem tarthat
t ! ¡1 eset¶en, ¶³gy

¯̄
'

¡
t; y1

¢¯̄
! 1 (t ! ¡1) :

Hasonl¶oan kapjuk, hogy '(t; y2) 2 T 6, t 2 R, ¶es
¯̄
'

¡
t; y2

¢¯̄ ! 1 (t ! ¡1) :

Az is kÄonnyen bel¶athat¶o, hogy a '
¡
t; y2

¢
komponenseire '1(t; y

2) ! 1,
'2(t; y

2) ! ¡1 (t ! ¡1) teljesÄul.

Anal¶og m¶odon, v+ =
³
1; ¸+

ab

´
¶es 0 < ¸+

ab < 1 miatt van olyan z1 2
T 1 \ Ulok ¶es z2 2 T 7 \ Ulok, hogy

'(t; z1) 2 T 1 \ Ulok ; '(t; z2) 2 T 7 \ Ulok (8 t · 0)

¶es
'(t; z1) ! B ; '(t; z2) ! B (t ! ¡1) :

Az
U1 = f'(t; z1); t 2 R g; U2 = f '(t; z2); t 2 R g

halmazok a B instabil szeparatrixei (8. ¶abra). Az U = U1[U2 = fBg halmaz
a B instabil halmaza. Mivel T 1 ¶es T 7 pozit¶³v invari¶ansok, ez¶ert

'(t; z1) 2 T 1 ; '(t; z2) 2 T 7 (8 t ¸ 0) :

Innen az kÄovetkezik, hogy '
¡
t; z1

¢
('

¡
t; z2

¢
) mindk¶et komponense szigor¶uan

monoton nÄovekv}o (csÄokken}o) t 2 [0; 1)-re, ¶es
¯̄
'

¡
t; z1

¢¯̄ ! 1 ; '
¡
t; z2

¢ ! A = (0; 0) (t ! 1) :

A fentiek alapj¶an l¶eteznek olyan

¾ : R ! (0;1) ; u : (0; 1) ! R

folytonos fÄuggv¶enyek, hogy ¾ (b) = b, u (b) = b, ¾ szigor¶uan monoton csÄokken}o,
u szigor¶uan monoton nÄovekv}o, u (x1) < x1 minden x1 > b-re, u (x1) > x1

minden x1 2 (0; b)-re, ¶es

S = f (¾(x2); x2) : x2 2 R g ; U = f (x1; u(x1)) : x1 > 0 g :

Most megmutatjuk, hogy a '-nek nincs nemtrivi¶alis periodikus p¶aly¶aja.
Ha valamely ½ 2 R2 eset¶en ' (t; ½) periodikus a T > 0 minim¶alis peri¶odussal,
akkor a

¦ : [0; T ] 3 t ! '(t; ½) 2 R2

egyszer}u z¶art gÄorbe belsej¶eben van egyens¶ulyi helyzet, azaz az A vagy a B
pont. Mivel A, B 2 U [ S, ez¶ert ¦ belseje U [ S-beli pontokat is tartal-
maz. De U [ S nem korl¶atos, ¶³gy van olyan pontja is, amely a ¦-n k¶³vÄul
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van. A folytonoss¶ag ¶es az U [ S ÄosszefÄugg}os¶ege miatt U [ S tartalmaz olyan
pontot is, amely eleme ¦-nek. Ez ellentmond¶as, mert az U [ S pontjai nem
periodikusak.

Az R2 n ¡
S [ U1

¢
halmaznak 3 ÄosszefÄugg}o nyitott komponense van: H1;

H2; H3 (9. ¶abra). A H1, H2 ¶es H3 invari¶ansak.

9. ¶abra.

Ha x 2 H1, akkor ' (t; x) komponenseire az al¶abbi ¶erv¶enyes: van egyetlen
olyan t0 2 R, amelyre '2 (t0; x) = b, ¶es

(¡1; t0) 3 t ! '1 (t; x) 2 R szigor¶uan monoton csÄokken}o;

(t0; 1) 3 t ! '1 (t; x) 2 R szigor¶uan monoton nÄovekv}o;

(¡1; 1) 3 t ! '2 (t; x) 2 R szigor¶uan monoton nÄovekv}o:

Ha '(t; x) v¶eges hat¶ar¶ert¶ekhez tart, amint t ! 1 vagy t ! ¡1, akkor a
hat¶ar¶ert¶ek egyens¶ulyi helyzet. H1-ban B az egyetlen egyens¶ulyi helyzet, ¶es
' (t; x) nem tart B-hez. ¶Igy '1 (t; x) ¶es '2 (t; x) monotonit¶asi tulajdons¶aga
alapj¶an

j' (t; x)j ! 1 (t ! §1) :

Teh¶at ® (x) = ! (x) = ;. Anal¶og m¶odon kapjuk, hogy ® (x) = ! (x) = ;
minden x 2 H2 eset¶en.

Minden n ¸ 1 eg¶esz sz¶amra de¯ni¶aljuk a

¡n = ¡1
n [ . . . [ ¡6

n
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gÄorb¶et (10. ¶abra), ahol °n = a
c n (b + n) ¶es

¡1
n = f(x1; b + n) : 0 · x1 < ¾(b + n)g ;

¡2
n =

n³
x1;

c

an
x1 + b + n

´
: ¡°n · x1 < 0

o
;

¡3
n = f(¡°n; x2) : ¡°n · x2 < 0g ;

¡4
n = f(x1;¡x1 ¡ 2°n) : ¡°n · x1 < 0g ;

¡5
n = f(x1;¡2°n) : 0 · x1 < ¾ (¡2°n)g ;

¡6
n = f(¾ (x2) ; x2) : ¡2°n · x1 · b + ng :

10. ¶abra.

¶All¶³tjuk, hogy a ¡n egyszer}u z¶art gÄorbe Vn belseje pozit¶³v invari¶ans. ¡6
n

az S invari¶ans halmaz r¶esze. ¶Igy Vn pozit¶³v invarianci¶aja kÄovetkezik, ha a
¡1

n, . . ., ¡5
n gÄorb¶ek pontjaib¶ol az f vektormez}o elemei Vn-be mutatnak. Ez a

6. ¶abra alapj¶an nyilv¶anval¶o az

n³
x1;

c

an
x1 + b + n

´
: ¡a

c
n2 < x1 < 0

o
½ ¡2

n

halmaz pontjainak kiv¶etel¶evel. Az ut¶obbi pontokra elegend}o megmutatni,
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hogy ¯̄
¯̄x

0
2

x0
1

¯̄
¯̄ =

¯̄
¯̄ ® (x) c (x1 ¡ x2)

® (x)ax1 (x2 ¡ b)

¯̄
¯̄ =

¯̄
¯̄ c (x1 ¡ x2)

ax1 (x2 ¡ b)

¯̄
¯̄ >

c

an
:

Ha ¡a
c n2 < x1 < 0 ¶es x2 = c

anx1 + b + n, akkor 0 < x2 ¡ b < n. ¶Igy

¯̄
¯̄ c (x1 ¡ x2)

ax1 (x2 ¡ b)

¯̄
¯̄ =

c (x2 ¡ x1)

a(¡x1) (x2 ¡ b)
>

c(¡x1)

a(¡x1) (x2 ¡ b)
=

c

a
¢ 1

x2 ¡ b
>

c

an
:

Teh¶at ¡n belseje pozit¶³v invari¶ans.
Legyen x 2 H3. Ekkor l¶etezik olyan n ¸ 1 eg¶esz sz¶am, hogy x 2 Vn.

A Poincar¶e-Bendixson t¶etel alkalmaz¶as¶aval, ¯gyelembe v¶eve a Vn pozit¶³v in-
varianci¶aj¶at ¶es nemtrivi¶alis periodikus p¶aly¶ak neml¶etez¶es¶et, azt kapjuk, hogy

! (x) ½ fA; Bg [ U2 :

Ha A 2 ! (x), akkor az A stabilit¶asa miatt ! (x) = fAg. Ha A =2 ! (x), akkor
csak ! (x) = fBg fordulhat el}o, ami lehetetlen, mert csak x 2 S eset¶en lehet
! (x) = fBg. Teh¶at ! (x) = fAg.

¶All¶³tjuk, hogy minden x 2 H3 n
¡
S2 [ fAg

¢
eset¶en j' (t; x)j ! 1, ha

t ! ¡1, azaz ® (x) = ;. Ha f' (t; x) : t · 0g korl¶atos, akkor a Poincar¶e-
Bendixson t¶etel alkalmaz¶as¶aval ¶es A stabilit¶as¶anak, nemtrivi¶alis periodikus
p¶aly¶ak neml¶etez¶es¶enek ¯gyelembe v¶etel¶evel ad¶odik, hogy csak ® (x) = fBg
lehet. De ekkor szÄuks¶egk¶eppen x 2 U , ami ellentmond¶as. Teh¶at

f' (t; x) : t · 0g

nem korl¶atos. ¶Igy van olyan (tk) sorozat, amelyre tk ! ¡1 ¶es j' (t; x)j ! 1
teljesÄul. VegyÄuk ¶eszre, hogy a H3 n Vn halmazok negat¶³v invari¶ansak. Mivel
Vn korl¶atos, minden n ¸ 1 eg¶esz sz¶amhoz van olyan k = k (n) ¸ 1 eg¶esz
sz¶am, hogy ' (tk; x) 2 H3 n Vn. Ekkor H3 n Vn negat¶³v invarianci¶aja miatt

' (t; x) 2 H3 n Vn (8 t · tk) :

Ebb}ol kÄovetkezik, hogy j' (t; x)j ! 1 (t ! ¡1).
A fentiek alapj¶an a ' kompakt, invari¶ans r¶eszhalmazai ¶eppen az fAg, fBg,

fA; Bg [ U2 halmazok. Ezek kÄozÄul az fAg ¶es fBg a minim¶alis halmazok.
'-nek nincs oszcill¶al¶o p¶aly¶aja, mert minden x 2 R2-re ® (x) ¶es ! (x) vagy
Äuresek, vagy egyetlen pontot tartalmaznak, azaz kompaktak. Mivel nincs
nemtrivi¶alis p¶alya, ez¶ert

Per (') = fA; Bg :

Az A ¶es B egyens¶ulyi helyzetek hiperbolikusak.
Legyen x 2 R2 olyan, hogy ! (x) = ;. Ekkor szÄuks¶egk¶eppen x 2 H1[H2[

U1. Azt ¶all¶³tjuk, hogy J+ (x) = ;. M¶ar l¶attuk olyan ¿0 = ¿0 (x) l¶etez¶es¶et,
hogy ' (¿0; x) 2 T 1. A T 1 pozit¶³v invarianci¶aja miatt ' (t; x) 2 T 1 minden
t ¸ ¿0-ra. A vektormez}o T 1-beli ir¶anya miatt

[¿0;1) 3 t ! j' (t; x)j 2 R
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szigor¶uan monoton n}o. Azt is tudjuk, hogy j' (t; x)j ! 1, ha t ! 1.
Legyen most y 2 R2 adott. A fentiek alapj¶an van olyan ¿1 > 0, amelyre
j' (¿1; x)j > jyj + 1. A megold¶asoknak a kezdeti adatokt¶ol val¶o folytonos
fÄugg¶ese miatt van az x-nek olyan Kx kÄornyezete, hogy minden z 2 Kx-re

j' (¿1; z)j > jyj + 1=2; ' (¿1; z) 2 T 1 :

A fentiekhez hasonl¶oan innen minden z 2 Kx-re ¶es minden t ¸ ¿1-re

j' (t; z)j ¸ j' (¿1; z)j ¸ jyj + 1=2

kÄovetkezik. Legyen (xn) egy olyan sorozat R2-ben, ¶es (tn) pedig R-ben, hogy
xn ! x, tn ! 1. Minden el¶eg nagy n-re xn 2 Kx ¶es ¿n ¸ ¿1: ¶Igy az el¶eg
nagy n-ekre j' (tn; xn)j ¸ jyj + 1=2, azaz

' (tn; xn) 6! y (n ! 1) :

Mivel y 2 R2 tetsz}oleges volt, J+ (x) = ; ad¶odik. Ebb}ol az is kÄovetkezik,
hogy '-nek nincs nyerge a 1-ben. Teh¶at

W+ = S1 [ S2 W¡ = U1 [ U2 :

¶Igy
W+ \ W¡ = fBg ½ Per (') :

Ezzel bel¶attuk, hogy a Kotus-Krych-Nitecki t¶etel felt¶etelei teljesÄulnek,
azaz ' struktur¶alisan stabil. Ez egy¶uttal bizony¶³tja a Harrod modell struk-
tur¶alis stabilit¶as¶at is a s¶³kon.
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STRUCTURAL STABILITY OF THE HARROD MODEL

In this study it is shown that the nontrivial hyperbolic ¯xed point of a nonlin-
ear dynamical system, which is formulated by means of the adaptive expectations,
corresponds to the unstable equilibrium of Harrod. We prove that this nonlinear
dynamical (in the sense of Harrod) model is structurally stable under suitable eco-
nomic conditions. In the case of structural stability, small changes of the functions
(C1-perturbations of the vector ¯eld) describing the expected and the true time
variation of the capital coe±cients do not in°uence the qualitative properties of
the endogenous variables, that is, although the trajectories may slightly change,
their structure is the same as that of the unperturbed one, and therefore these
models are suitable for long-time predictions. In this situation the critique of Lu-
cas or Engel is not valid. There is no topological conjugacy between the perturbed
and unperturbed models; the change of the growth rate between two levels may
require di®erent times for the perturbed and unperturbed models.
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A DALANG{MORTON{WILLINGER T¶ETEL1

MEDVEGYEV P¶ETER
Budapesti Corvinus Egyetem

A dolgozatban rÄoviden megvizsg¶aljuk a Dalang{Morton{Willinger t¶etel bi-
zony¶³t¶as¶at ¶es r¶amutatunk arra, hogy a v¶eges ¶allapott¶erre, illetve a tetsz}oleges
¶allapott¶erre kimondott t¶etelek azonoss¶aga a sztochasztikus konvergencia sa-
j¶atos ¶es n¶emik¶eppen meglep}o tulajdons¶agai miatt esnek egybe.

1 Bevezet¶es

A matematikai p¶enzÄugyek tal¶an legszebb ¶all¶³t¶asa, a Dalang{Morton{Willinger
t¶etel szerint v¶eges ¶es diszkr¶et id}ohorizont eset¶en a nincs arbitr¶azs tulajdons¶ag
szÄuks¶eges ¶es elegend}o felt¶etele annak, hogy l¶etezzen ekvivalens marting¶al
m¶ert¶ek. A t¶etel tÄobb szempontb¶ol is ¯gyelmrem¶elt¶o: egyr¶eszt rendk¶³vÄul
eleg¶ans, m¶asr¶eszt v¶egs}o soron a leg¶altal¶anosabb ilyen ir¶any¶u ¶all¶³t¶as, ugya-
nis a t¶etelben szerepl}o egyetlen l¶enyegi megkÄot¶es, a lehets¶eges id}opontok
v¶egess¶eg¶enek megkÄot¶ese, nem ejthet}o el. Ugyancsak ¶erdekes, hogy a t¶etel
szÄulet¶esekor az eredeti bizony¶³t¶as meglehet}osen bonyolult volt. Jellemz}o a
helyzetre, hogy az egy¶ebk¶ent k¶³v¶al¶o [4] kÄonyv els}o kiad¶asa nem adja meg
a t¶etel bizony¶³t¶as¶at ¶es a kÄozÄolt bizony¶³t¶as v¶azlat sok mindennek mondhat¶o,
csak megvil¶ag¶³t¶onak vagy ¶ertelmezhet}onek nem. Hogyan lehet az, hogy egy
ilyen egyszer}u ¶es eleg¶ans t¶etelnek ilyen bonyolult legyen a bizony¶³t¶asa? Nem
meglep}o, hogy evvel a k¶erd¶essel ¶es a t¶etel bizony¶³t¶as¶aval, pontosabban annak
egyszer}us¶³t¶es¶evel, a terÄulet legjobbjai foglalkoztak [2,13]. Sz¶amos pr¶ob¶alkoz¶as
ut¶an az ¶attÄor¶est a [8] dolgozat hozta. A dolgozatban a szerz}ok egy igen rÄovid
¶es eleg¶ans bizony¶³t¶ast adtak a t¶etelre. Ugyanakkor feltehet}oen ,,sportot"
csin¶altak abb¶ol, hogy a bizony¶³t¶ast lerÄovid¶³ts¶ek ¶es a kÄozÄolt gondolatmenet en-
nek kÄovetkezt¶eben v¶azlatos ¶es n¶emik¶eppen hom¶alyos. Ennek kÄovetkezt¶eben
p¶eld¶aul az [5] vagy a [6] sz¶amos ponton jelent}osen elt¶er az eredeti gondo-
latmenett}ol, ¶es meg¶³t¶el¶esem szerint tov¶abbra is t¶ulbonyol¶³tja a bizony¶³t¶ast.

A Dalang{Morton{Willinger t¶etel, illetve bizony¶³t¶as¶anak legf}obb saj¶atos-
s¶aga, hogy szinte majdnem azonos a j¶oval egyszer}ubb, id}onk¶ent Harrison{
Pliska t¶etelnek is mondott elemi ¶all¶³t¶as igazol¶as¶aval, amikor a lehets¶eges
kimenetelek tere v¶eges [7]. A k¶et ¶all¶³t¶as igazol¶asa kÄozÄotti elt¶er¶es nagyr¶eszt a
t¶etelben szerepl}o felt¶etelekb}ol ered, ugyanis a Dalang{Morton{Willinger t¶etel
indokl¶as¶aban, az ¶all¶³t¶as term¶eszet¶eb}ol ered}oen, n¶eh¶any elemi m¶ert¶ekelm¶eleti
megfontol¶as nem kerÄulhet}o el. A jelen dolgozat f}o mondanival¶oja, hogy a

1Szeretn¶ek kÄoszÄonetet mondani Badics Tam¶asnak, R¶asonyi Mikl¶osnak ¶es a dolgozat
ismeretlen b¶³r¶al¶oj¶anak a dolgozat ¯gyelmes elovas¶as¶a¶ert ¶es a seg¶³t}ok¶esz megjegyz¶eseik¶ert.
Be¶erkezett: 2006. febru¶ar 4. E-mail: medvegyev@math.bke.hu.
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k¶et ¶all¶³t¶as kÄozÄotti anal¶ogia a v¶eges dimenzi¶os terek ¶es az Äosszes val¶osz¶³n}us¶egi
v¶altoz¶okat tartalmaz¶o ¶ugynevezett L0 t¶er kÄozÄotti meglep}o hasonl¶os¶agokra
vezethet}o vissza.

2 A t¶etel kimond¶asa

FeltesszÄuk, hogy az olvas¶o ismeri az eszkÄoz¶araz¶assal kapcsolatos legfontosabb
fogalmakat, v.Äo. [11], ¶es csak a t¶etel rÄovid ¶es v¶azlatos ismertet¶es¶ere szor¶³t-

kozunk. Legyen (­;A;P) egy ¶altal¶anos val¶osz¶³n}us¶egi mez}o ¶es F = (Ft)
T
t=0

v¶eges id}o horizont¶u, de minden m¶as szempontb¶ol tetsz}oleges ¯ltr¶aci¶o. Legyen
(S (t))T

t=0 tetsz}oleges m-dimenzi¶os F-adapt¶alt folyamat. Mik¶ent kÄozismert,
az adapt¶alts¶ag csak annyit jelent, hogy minden t-re az S (t) vektor ¶ert¶ek}u
val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o Ft-m¶erhet}o. VezessÄuk be az

R
±
=

(
H : H =

TX

t=1

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ (t)

)

halmazt, ahol µ az el}orejelezhet}o strat¶egi¶akon fut keresztÄul, vagyis ahol a
µ (t) minden t-re Ft¡1-m¶erhet}o. Az R az S (t) ¶arfolyamok megv¶altoz¶as¶ab¶ol
sz¶armaz¶o lehets¶eges ¶arfolyamnyeres¶egek halmaza. Az anal¶³zisben megszokott
m¶odon L0

+ jelÄolje a nem negat¶³v val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok halmaz¶at. VezessÄuk
be az

A
±
= R ¡ L0

+ ;

valamint a cl (A) halmazokat, ahol a lez¶ar¶as a sztochasztikus konvergenci¶aban
¶ertend}o, ¶es az A de¯n¶³ci¶oj¶aban a kivon¶as jel a komplexus kivon¶ast jelent.
Diszkr¶et, v¶eges id}ohorizont eset¶en az ¶ugynevezett eszkÄoz¶araz¶as els}o alapt¶ete-
l¶enek leg¶altal¶anosabb alakja a kÄovetkez}o:

T¶etel 1 (Dalang{Morton{Willinger). A kÄovetkez}o ¶all¶³t¶asok ekvivalensek:

1. A \ L0
+ = f0g :

2. A \ L0
+ = f0g ¶es A = cl (A) :

3. cl (A) \ L0
+ = f0g :

4. Megadhat¶o olyan Q val¶osz¶³n}us¶eg, amely ekvivalens az eredeti P val¶osz¶³-
n}us¶egi m¶ert¶ekkel, amelyre a dQ=dP Radon{Nikodym deriv¶alt korl¶atos,
¶es amely mellett az S m-dimenzi¶os marting¶al.

¶Erdemes hangs¶ulyozni, hogy a t¶etelben szerepl}o els}o ¶all¶³t¶as azt jelenti,
hogy nincsen olyan (µ (t))T

t=1 el}orejelezhet}o strat¶egia, amelyre

TX

t=1

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ (t) ¸ 0

¶es egy pozit¶³v m¶ert¶ek}u halmazon az egyenl}otlens¶eg szigor¶u. M¶ask¶eppen fo-
galmazva az els}o ¶all¶³t¶as szerint nincsen arbitr¶azs.
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3 Az L0 t¶er elemi tulajdons¶agai

Eml¶ekeztetÄunk, hogy az L0 (­;F ;P) t¶eren egy adott F ¾-algebr¶ara m¶erhet}o
val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok halmaz¶at ¶ertjÄuk. A tov¶abbiakban az (­; F ;P) pa-
ram¶etert elhagyjuk, ¶es a valamivel egyszer}ubb L0 jelÄol¶est fogjuk haszn¶alni.
A val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶okat a szok¶asos m¶odon a P val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek sze-
rint ekvivalencia oszt¶alyokba soroljuk. Az L0 t¶eren a konvergenci¶at a szto-
chasztikus konvergencia de¯ni¶alja. Eml¶ekeztetÄunk, hogy a sztochasztikus
konvergencia metriz¶alhat¶o, ¶³gy az L0 r¶eszhalmazainak z¶arts¶ag¶at elegend}o
szekvenci¶alis okoskod¶assal igazolni, vagyis egy Z µ L0 halmaz pontosan
akkor z¶art, ha minden a Z halmazb¶ol vett konvergens sorozat hat¶ar¶ert¶eke
is a Z halmazban van. A sztochasztikus konvergencia alapvet}oen fontos
tulajdons¶aga, amely a k¶es}obbi gondolatmenet alapj¶aul szolg¶al, hogy min-
den sztochasztikusan konvergens sorozat tartalmaz egy majdnem mindenhol
konvergens r¶eszsorozatot, illetve, hogy a majdnem mindenhol val¶o konver-
genci¶ab¶ol kÄovetkezik a sztochasztikus konvergencia [10]. Ennek megfelel}oen
egy Z µ L0 halmaz pontosan akkor z¶art, ha a Z-b}ol vett minden majdnem
mindenhol konvergens sorozatnak a hat¶ar¶ert¶eke is Z-be esik. M¶ask¶eppen
fogalmazva az L0 t¶erben a z¶arts¶agot szekvenci¶alis gondolatmenettel tudjuk
igazolni, mikÄozben az egy¶ebk¶ent nem metriz¶alhat¶o majdnem mindenhol val¶o
konvergenci¶at2 haszn¶aljuk. Az L0 t¶er sz¶amunkra kulcs tulajdons¶ag¶at a kÄo-
vetkez}o kompakts¶agi lemma tartalmazza [8]:

Lemma 2. Legyen (´n) IRm ¶ert¶ek}u m¶erhet}o fÄuggv¶enyek sorozata ¶es tegyÄuk
fel, hogy a sorozat minden kimenetelre korl¶atos. Ekkor megadhat¶o olyan (¾k)
eg¶esz ¶ert¶ek}u, szigor¶uan monoton nÄov}o, m¶erhet}o fÄuggv¶enyekb}ol ¶all¶o sorozat,
amelyre az (´¾k

) sorozat minden kimenetelre konvergens. M¶asr¶eszr}ol, ha
supn k´nk = 1; akkor van olyan (¾k) eg¶esz ¶ert¶ek}u, szigor¶uan monoton nÄov}o,
m¶erhet}o fÄuggv¶enyekb}ol ¶all¶o sorozat, amelyre limk!1 k´¾kk = 1 minden
kimenetelre.

Bizony¶³t¶as. VegyÄuk ¶eszre, hogy a Bolzano{Weierstrass t¶etel miatt a ki-
menetelenk¶enti korl¶atoss¶ag miatt minden ! eset¶en trivi¶alisan tal¶alhat¶o olyan
(¾k (!)) szigor¶uan monoton nÄoveked}o sorozat, amelyre az

¡
´¾k(!) (!)

¢
sorozat

konvergens. A l¶enyeges ¶eszrev¶etel, hogy a ¾k indexsorozat m¶erhet}onek v¶a-
laszthat¶o. Legyen el}oszÄor (´n) skal¶ar ¶ert¶ek}u sorozat. A felt¶etel szerint az

´1
±
= lim infn ´n minden kimenetelre l¶etezik ¶es v¶eges. Az (´n) m¶erhet}os¶ege

miatt az ´1 is m¶erhet}o. Legyen ¾0
±
= 0; ¶es vezessÄuk be a

¾k
±
= inf

½
n > ¾k¡1 : j´n ¡ ´1j · 1

k

¾

fÄuggv¶enyeket. Elemi megfontol¶asokkal azonnal bel¶athat¶o, hogy a ¾k minden
k-ra m¶erhet}o, illetve ´¾k

! ´1. KÄovetkez¶esk¶eppen a lemma ¶all¶³t¶asa ilyenkor
teljesÄul. TÄobbdimenzi¶os esetben el}oszÄor az els}o koordin¶at¶ahoz k¶esz¶³tsÄuk el a

2¶Erdemes megjegyezni, b¶ar ennek nincsen jelent}os¶ege, hogy a majdnem mindenhol val¶o
konvergencia nem is topologiz¶alhat¶o.
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r¶eszsorozatot, majd a m¶ar megritk¶³tott sororozat m¶asodik koordin¶at¶aj¶ahoz
keressÄuk meg a konvergenci¶at biztos¶³t¶o indexsorozatot. Az elj¶ar¶ast egym¶as
ut¶an az Äosszes koordin¶at¶akra megism¶etelve a (¾k) indexsorozatot egyszer}u,
v¶eges l¶ep¶esb}ol ¶all¶o iter¶aci¶oval megkaphatjuk. Az ¶all¶³t¶as m¶asodik fel¶enek in-
dokl¶as¶ahoz elegend}o a

¾k
±
= inf fn > ¾k¡1 : k´nk ¸ kg

sorozatot venni.
2

A lemma kÄozvetlen kÄovetkezm¶enye, hogy a v¶eges sz¶am¶u elem ¶altal gener¶alt
k¶upok z¶arts¶ag¶ara vonatkoz¶o kÄozismert t¶etel ¶atvihet}o v¶eges dimenzi¶os terekb}ol
az L0 (F ;P) t¶erbe.

Lemma 3. Legyenek f1; f2; . . . ; fm tetsz}oleges valamely A ¾-algebra szerint
m¶erhet}o fÄuggv¶enyek. TegyÄuk fel, hogy F µ A ¶es tekintsÄuk az

L
±
=

(
f : f =

mX

i=1

fi'i; 'i 2 L0 (F ;P)

)

line¶aris teret. Az L az L0 (A;P) z¶art altere.

Bizony¶³t¶as. VegyÄunk egy ln 2 L sorozatot, ¶es tegyÄuk fel, hogy ln ! l1,
ahol a konvergenci¶an a majdnem mindenhol val¶o konvergenci¶at ¶ertjÄuk. Az
ln 2 L felt¶etelb}ol meg kell mutatnunk, hogy l1 2 L. Vektor jelÄol¶esre ¶att¶erve
az L de¯n¶³ci¶oja szerint

ln
±
= (g; yn) ;

ahol g
±
= (f1; f2; . . . ; fm) ¶es yn

±
=

³
'(n)

1 ; '(n)
2 ; . . . ; '(n)

m

´
valamint minden n-re

az yn F-m¶erhet}o. VegyÄuk ¶eszre, hogy a bizony¶³t¶as neh¶ezs¶ege puszt¶an abb¶ol
¶all, hogy az (ln) konvergenci¶aj¶ab¶ol nem kÄovetkezik az (yn) konvergenci¶aja3.
Ugyancsak vegyÄuk ¶eszre, hogy elegend}o bel¶atni, hogy az (yn) sorozatnak
van az els}o lemma ¶ertelm¶eben konvergens r¶eszsorozata, ugyanis ha alkalmas
r¶eszsorozatra y¾k ! y1, akkor az y1 F-m¶erhet}o, ugyanis a lemma ¶altal
biztos¶³tott (y¾k

) r¶eszsorozat tagjai F-m¶erhet}oek, ¶es

(g; y¾k
) ! (g; y1) = l1 :

A konvergens r¶eszsorozat l¶etez¶es¶ehez elegend}o bel¶atni, hogy az (yn) sorozat
megv¶alaszthat¶o ¶ugy, hogy a sorozat majdnem minden kimenetelre pontonk¶ent
korl¶atos. Legyen ­1 az ­ azon r¶eszhalmaza, ahol ez nem teljesÄul. Mivel (yk)
F-m¶erhet}o ez¶ert ­1 szint¶en F-m¶erhet}o. A r¶eszsorozat megkonstru¶al¶as¶anak
c¶elj¶ab¶ol az ­1 halmazon

ln (!) = (g (!) ; yn (!))

3¶Erdemes hangs¶ulyozni, hogy pontosan ez a probl¶ema l¶ep fel akkor, amikor a v¶eges
dimenzi¶os terekben azt kell igazolni, hogy minden v¶eges k¶up, vagy egy alt¶er z¶art. Az
al¶abbi bizony¶³t¶as ezen az igen fontos ¶all¶³t¶as bizony¶³t¶as¶anak kÄozismert Äotlet¶ere ¶epÄul.
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egyenl}os¶eget osszuk v¶egig az kyn (!)k sorozattal:

ln (!)

kyn (!)k =

µ
g (!) ;

yn (!)

kyn (!)k

¶
:

Az (yn (!) =kyn (!)k) sorozat korl¶atos,¶³gy az el}oz}o lemma szerint van m¶erhet}o
m¶odon indexelt konvergens r¶eszsorozata. Term¶eszetesen el}ofordulhat, hogy
a kiv¶alasztott r¶eszsorozat bizonyos kimenetelekre korl¶atos. Ezen kimenetelek
halmaza ism¶etelten F-m¶erhet}o. Ezeket a kimeneteleket tÄorÄoljÄuk az ­1 hal-
mazb¶ol, ¶es t¶erjÄunk ¶at a lemma m¶asodik fel¶eben szerepl}o r¶eszsorozatra. A meg-
maradt kimenetelekre ky¾n

(!)k ! 1. Erre a r¶eszsorozatra az ­1-halmazon

l¾n(!)

ky¾n
(!)k ! 0 ;

ugyanis a sz¶aml¶al¶o konvergens, a nevez}o pedig v¶egtelenbe tart. Az ­1 2 F
halmazon ez azt jelenti, hogy van egy olyan v¶altoz¶o, nevezetesen u1, amely
F-m¶erhet}o ¶es amelyre

(g (!) ; u1 (!)) = 0; ! 2 ­1 :

Az u1 (!) 2 IRm vektor egys¶egnyi hossz¶u vektorok hat¶ar¶ert¶eke, ¶³gy nem
lehet azonosan nulla egyetlen ! 2 ­1 eset¶en sem. ¶Igy minden ! 2 ­1-re az

g (!)
±
= (f1 (!) ; f2 (!) ; . . . ; fm (!))

egyik koordin¶at¶aja, term¶eszetesen minden !-ra m¶as ¶es m¶as, kifejezhet}o a tÄob-
bi seg¶³ts¶eg¶evel. A l¶enyeges gondolat az, hogy amikor a g valamelyik koordin¶a-
t¶aj¶at ­1-en kifejezzÄuk a tÄobbivel, a s¶ulyok F-m¶erhet}oek. A kifejt¶eseket az

l¾n
(!) = (g (!) ; y¾n

(!))

egyenl}os¶egbe visszahelyettes¶³tve feltehet}o, hogy az ­1 halmazon minden !-ra
az y¾n(!) s¶ulyok kÄozÄul csak m ¡ 1 s¶uly nem nulla, mikÄozben az ­1 komple-
menter¶en az y¾n korl¶atos ¶es az ! 7! y¾n(!) (!) fÄuggv¶enyek F-m¶erhet}oek. Ha
az ¶³gy kapott s¶ulyok halmaza m¶eg mindig nem korl¶atos, akkor az elj¶ar¶ast
megism¶eteljÄuk. Vagyis l¶etezik egy ­2 µ ­1 pozit¶³v m¶ert¶ek}u halmaz, amely-
hez m¶ar van olyan (y¾N ) r¶eszsorozat, amely az ­2 komplementer¶en korl¶atos
¶es amelynek az ­2-Äon m¶ar legfeljebb m ¡ 2 koordin¶at¶aja nem nulla. Utols¶o
l¶ep¶esk¶ent m¶ar csak egyetlen koordin¶ata marad, vagyis feltehet}o p¶eld¶aul, hogy

ln = f1'
(n)
1 :

Ilyenkor a '
(n)
1 (!) csak akkor lehet nem korl¶atos, ha az f1 (!) nulla. Ha ­m

jelÄoli azt az F-m¶erhet}o halmazt, ahol az
³
'

(n)
1

´
nem korl¶atos, akkor a

³
'

(n)
1

´

sorozat helyett a
³
'(n)

1 Â­c
m

´
sorozatot v¶eve a (yn) sorozat F-m¶erhet}o marad

¶es korl¶atos lesz. Mivel az elj¶ar¶as v¶eges l¶ep¶esben befejez}odik, ez¶ert feltehet}o,
hogy az (yn) sorozat korl¶atos, amivel az L z¶arts¶ag¶at igazoltuk.

2
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A nincsen arbitr¶azs felt¶etel a kÄovetkez}o lemm¶aban j¶atszik szerepet:

Lemma 4. JelÄolje L0
+ (A;P) az el}oz}o lemm¶aban szerepl}o A ¾-algebr¶an nem

negat¶³v v¶altoz¶ok halmaz¶at. Ha az el}oz}o lemm¶aban szerepl}o L alt¶erre

L \ L0
+ (A;P) = f0g ;

akkor az
A

±
= L ¡ L0

+ (A;P)

k¶up z¶art az L0 (A;P) t¶erben.

Bizony¶³t¶as. A lemma bizony¶³t¶asa az el}oz}o lemma bizony¶³t¶as¶anak ¶erte-
lemszer}u m¶odos¶³t¶as¶aval kaphat¶o. Az ln

±
= (g; yn) egyenl}os¶eg helyett az

an
±
= (g; yn) ¡ rn

egyenl}os¶egb}ol kell kiindulni, ahol rn ¸ 0. A v¶egigoszt¶as, illetve a konvergens
r¶eszsorozatra val¶o ¶att¶er¶es ut¶an az (r¾n

=ky¾n
(!)k) sorozat szÄuks¶egszer}uen

konvergens ¶es az ­ el}oz}o lemm¶aban szerepl}o megfelel}o ­m r¶eszhalmaz¶an
¶erv¶enyes az

0 = (g; y1) ¡ r1; r1 ¸ 0

felbont¶as, ahol ¶ertelemszer}uen r1 jelÄoli az (r¾n= ky¾n (!)k) sorozat hat¶ar¶er-
t¶ek¶et. ¶Ertelemszer}uen

(g; y1Â­k) = r1Â­k :

Ebb}ol, felhaszn¶alva, hogy az y1Â­m v¶altoz¶o F-m¶erhet}o az L \ L0
+ (A;P) =

f0g felt¶etel miatt r1Â­m = 0, amib}ol az ¶all¶³t¶as indokl¶asa az el}oz}o lemma
gondolatmenet¶et megism¶etelve m¶ar evidens.

2

4 A t¶etel igazol¶asa

A t¶etel bizony¶³t¶asa a v¶egtelen dimenzi¶os szepar¶aci¶os t¶etelre ¶epÄul. A v¶eges
dimenzi¶os esetben, [11,12] a t¶etel bizony¶³t¶asakor elegend}o az

R
±
=

(
H : H =

TX

t=1

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ (t)

)

¶es az IRm
+ konvex halmazokat elv¶alasztani. Az ¶altal¶anos esetben a neh¶ezs¶egek

abb¶ol erednek, hogy k¶et konvex halmaz csak akkor v¶alaszthat¶o el, ha az
egyiknek van bels}o pontja. Az L1 t¶erben a nem negat¶³v v¶altoz¶ok halmaz¶anak
azonban nincsen bels}o pontja. Ezt orvosolja a kÄovetkez}o lemma. V.Äo.:
[9,13,15].

Lemma 5 (Kreps-Yan). Legyen (­; A;P) tetsz}oleges val¶osz¶³n}us¶egi mez}o.
Legyen K a mez}on ¶ertelmezett integr¶alhat¶o fÄuggv¶enyekb}ol ¶all¶o L1 (­; A;P)
t¶er olyan z¶art, konvex k¶upja, amelyre K ¶

¡
¡L1

+

¢
¶es K \ L1

+ = f0g. Ekkor
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az (­; A) t¶eren l¶etezik olyan Q val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek, amely ekvivalens4 az
eredeti P val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ekkel, ¶es amelyre

dQ

dP
2 L1 ;

valamint

MQ (k)
±
=

Z

­

k dQ =

Z

­

k
dQ

dP
dP = MP

µ
k

dQ

dP

¶
· 0; 8k 2 K :

Bizony¶³t¶as. Az L1 du¶alisa L1 [10], teh¶at az L1 t¶eren ¶ertelmezett foly-
tonos, line¶aris funkcion¶alok alkalmas L1 fÄuggv¶eny seg¶³ts¶eg¶evel integr¶alk¶ent
reprezent¶alhat¶oak, vagyis minden az L1 t¶eren ¶ertelmezett z folytonos, line¶aris
funkcion¶alnak egy¶ertelm}uen megfeleltethet}o egy olyan, szint¶en z-vel jelÄolt
L1-beli elem, amelyre tetsz}oleges l 2 L1 eset¶en

hz; li =

Z

­

zl dP :

Legyen Z az olyan z folytonos, line¶aris funkcion¶alok halmaza, amelyekre
hz;Ki · 0. Mivel K ¶

¡
¡L1

+

¢
ez¶ert z ¸ 0 majdnem mindenhol. Mivel

0 2 Z ; ez¶ert Z 6= ;. JelÄolje Y a Z elemeinek tart¶ohalmazaib¶ol ¶all¶o halmazt,
vagyis Y 2 Y; ha van olyan z 2 Z; hogy Y = fz > 0g. Trivi¶alisan az Y z¶art
a megsz¶aml¶alhat¶o egyes¶³t¶esre, ugyanis ha zn 2 Z ; akkor alkalmas ®n pozit¶³v
konstansokkal

P
n ®nzn 2 Z . Ha

¸0 = sup fP (Y ) : Y 2 Yg ;

akkor van olyan (Yn)n sorozat, amelyre P (Yn) % ¸0: Az ¶altal¶anoss¶ag meg-
szor¶³t¶asa n¶elkÄul feltehet}o, hogy az (Yn) monoton n}o, ¶es mik¶ent az im¶ent

megjegyeztÄuk, Y0
±
= [nYn 2 Y, teh¶at P (Y0) = ¸0: Az ¶all¶³t¶ast bel¶atjuk,

ha megmutatjuk, hogy ¸0 = 1; ugyanis akkor tal¶altunk egy olyan z0 2 Z
elemet, vagyis egy olyan z0 2 L1 fÄuggv¶enyt, amelyre hz0;Ki · 0; ¶es amelyre
P (z0 > 0) = 1. Ilyenkor a

z0
±
=

dQ

dP
v¶alaszt¶as mellett a lemma ¶all¶³t¶asa teljesÄul.

TegyÄuk fel, hogy P (Y0) < 1, ¶es vegyÄuk az x
±
= ÂY c

0
2 L1

+nf0g fÄuggv¶enyt.

Mivel a K z¶art, konvex halmaz ¶es a lemma K \ L1
+ = f0g felt¶etele miatt

x =2 K, ez¶ert a v¶egtelen dimenzi¶os szepar¶aci¶os t¶etel, a Hahn|Banach-t¶etel
szerint tal¶alhat¶o az L1 t¶eren ¶ertelmezett olyan zx folytonos, line¶aris funkcio-
n¶al, amelyre

hzx; xi > hzx; ki ; k 2 K : (1)

4Eml¶ekeztetÄunk, hogy a P ¶es a Q ekvivalenci¶aja de¯n¶³ci¶o szerint azt jelenti, hogy
P (A) = 0 pontosan akkor, ha Q (A) = 0, vagyis a nulla val¶osz¶³n}us¶eg}u esem¶enyek halmaza
a k¶et m¶ert¶ek eset¶eben egybeesik. Term¶eszetesen a P ¶es a Q pontosan akkor ekvivalens, ha
a dQ=dP l¶etezik ¶es pozit¶³v. A dQ=dP mindig normaliz¶alhat¶o, vagyis feletehet}o, hogy a Q
is val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek.
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A K k¶up, ¶³gy ha hzx; ki > 0 valamely k 2 K elemre, akkor hzx; ski % 1
ha s % 1, ¶³gy az (1) szepar¶aci¶os egyenl}otlens¶eg nem teljesÄulhet. Ebb}ol
kÄovetkez}oen

hzx; ki · 0; k 2 K :

Tetsz}oleges B 2 A eset¶en ÂB 2 L1
+; ez¶ert zx ¸ 0; ugyanis ha egy pozit¶³v

m¶ert¶ek}u B halmazon zx < 0, akkor a ¡sÂB 2 ¡L1
+ µ K halmazon

hzx; ¡sÂBi = ¡s

Z

B

zx dP > 0 ;

ami az s nÄovel¶es¶evel ism¶et tetsz}olegesen naggy¶a tehet}o. KÄovetkez¶esk¶eppen az
(1) szepar¶aci¶os egyenl}otlens¶eg ism¶et nem teljesÄulhetne. Mivel 0 2 K, ez¶ert
hzx; xi > 0, vagyis

R
­

zxx dP > 0, teh¶at a zx tart¶oja egy pozit¶³v m¶ert¶ek}u

halmazon belemetsz az x
±
= ÂY c

0
tart¶oj¶aba, vagyis a zx az Y c

0 halmaz egy
pozit¶³v val¶osz¶³n}us¶eg}u r¶eszhalmaz¶an pozit¶³v. Ebb}ol kÄovetkez}oen egyr¶eszt

hz0 + zx;Ki = hz0;Ki + hzx;Ki · 0 ;

m¶asr¶eszt z0 + zx ¸ 0 ¶es a z0 + zx tart¶oja nagyobb mint Y0, ami ellentmond
a P (Y0) maximalit¶as¶anak.

2

V¶egezetÄul r¶at¶erhetÄunk a t¶etel bizony¶³t¶as¶ara. V.Äo.: [8]

1. Meg kell mutatni, hogy a megadott felt¶etelek teljesÄul¶ese eset¶en az
A

±
= R ¡ L0

+ halmaz z¶art5. A bizony¶³t¶as a T id}operi¶odus szerinti indukci¶ora
¶epÄul. Ha T = 1; akkor a Lemma 4 szerint az A halmaz z¶art. TegyÄuk fel, hogy
az ¶all¶³t¶ast m¶ar T ¡ 1 id}opont eset¶en bel¶attuk, ¶es legyen

an
±
=

TX

t=1

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µn (t) ¡ rn ! a1 :

VezessÄuk be a

bn
±
= [S (1) ¡ S (0)] µn (1)

cn
±
= an ¡ bn

jelÄol¶eseket. VegyÄuk ¶eszre, hogy a probl¶em¶at az jelenti, hogy abb¶ol, hogy
az (an) konvergens m¶eg nem kÄovetkezik, hogy a (bn) ¶es a (cn) is konver-
gens. Ha a (µn (1)) sorozat korl¶atos, akkor r¶eszsorozatra ¶att¶erve feltehet}o,
hogy a (µn (1)) konvergens. A r¶eszsorozatot megad¶o indexek F0-m¶erhet}oek,

¶³gy a tÄobbi (µn (t))T
t=2 strat¶egia a r¶eszsorozatra val¶o ¶att¶er¶es ut¶an is m¶erhet}o

marad a saj¶at ¾-algebr¶aj¶ara n¶ezve, vagyis a megritk¶³tott (µn (t))T
t=1 strat¶egia

is el}orejelezhet}o marad. Ha a (µn (1)) nem korl¶atos, akkor a m¶ar bemutatott

5A sztochasztikus, illetve a majdnem mindenhol val¶o konvergenci¶aban.
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m¶odon elj¶arva ¶es a

bn

kµn (1)k
±
= [S (1) ¡ S (0)]

µn (1)

kµn (1)k =

=
an

kµn (1)k ¡
Ã

TX

t=2

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)]
µn (t)

kµn (1)k ¡ rn

kµn (1)k

!

egyenl}os¶egben hat¶ar¶ert¶eket v¶eve feltehetjÄuk, hogy a
Ã

TX

t=2

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)]
µn (t)

kµn (1)k ¡ rn

kµn (1)k

!

sorozat konvergens. Az indukci¶os felt¶etel miatt a hat¶ar¶ert¶ek el}o¶all¶³that¶o

TX

t=2

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ¤ (t) ¡ r¤

m¶odon, ahol term¶eszetesen a (µ¤ (t))T
t=1 el}orejelezhet}o. KÄovetkez¶esk¶eppen

[S (1) ¡ S (0)] µ¤ (1) +
TX

t=2

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ¤ (t) ¡ r¤ = 0 :

A nincs arbitr¶azs felt¶etel miatt r¤ = 0. Ha valamely H pozit¶³v val¶osz¶³n}us¶eg}u
F0-m¶erhet}o halmazon [S (1) ¡ S (0)] µ¤

1 > 0; akkor az

[S (1) ¡ S (0)] µ¤
1ÂH

egy arbitr¶azs strat¶egi¶at realiz¶al, ami lehetetlen. Ha valamely H pozit¶³v
val¶osz¶³n}us¶eg}u F0-m¶erhet}o halmazon [S (1) ¡ S (0)] µ¤

1 < 0, akkor pedig az

TX

t=2

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ¤
t ÂH

realiz¶al arbitr¶azs strat¶egi¶at. Ebb}ol kÄovetkez}oen majdnem mindenhol

[S (1) ¡ S (0)] µ¤
1 = 0 :

A m¶ar bemutatott m¶odon az ,,e®ekt¶³v" koordin¶at¶akat csÄokkentve v¶eges eli-
min¶aci¶os l¶ep¶es ut¶an feltehetjÄuk, hogy a (µn (1)) korl¶atos. Ebb}ol kÄovetkez}oen
alkalmas r¶eszsorozatra ¶att¶erve a (bn) ¶es a (cn) sorozatok konvergensek, ¶es az
indukci¶os felt¶etel szerint a hat¶ar¶ert¶ekÄuk a megfelel}o k¶upban helyezkedik el.

2. A m¶asodik ¶all¶³t¶asb¶ol trivi¶alisan kÄovetkezik a harmadik.

3. MegjegyezzÄuk, hogy tetsz}oleges ´ v¶altoz¶o eset¶en a P val¶osz¶³n}us¶egi
mez}o megv¶alaszthat¶o ¶ugy, hogy az ´ integr¶alhat¶o lesz. El¶eg p¶eld¶aul a P
helyett a

P0 (A)
±
= C

Z

A

exp (¡k´k) dP
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P-vel ekvivalens teret venni6. Mivel a t¶etelben szerepl}o ¶all¶³t¶asok ¶erv¶enyben
maradnak, ha ekvivalens val¶osz¶³n}us¶egre t¶erÄunk ¶at7, ez¶ert az ¶altal¶anoss¶ag
megszor¶³t¶asa n¶elkÄul feltehetjÄuk, hogy az S folyamat minden id}oszakban in-
tegr¶alhat¶o. Mivel az L1-ben val¶o konvergenci¶ab¶ol kÄovetkezik a sztochasztikus
konvergencia, ez¶ert a K

±
= cl (A)\L1 k¶up z¶art az L1 t¶erben, ¶es a felt¶etel sze-

rint K \ L1
+ = f0g : Az el}oz}o lemm¶aban szerepl}o szepar¶aci¶os t¶etel alapj¶an

van olyan Q ekvivalens m¶ert¶ek, amelyre a dQ=dP 2 L1, ¶es amelyre

MQ (k) · 0; k 2 K :

Speci¶alisan, ha vesszÄuk a k
±
= § [S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ (t) elemeket, ahol a µ (t)

Ft¡1-m¶erhet}o, akkor

MQ ([S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ (t)) = 0 :

Ha µ (t)
±
= ÂF ahol F 2 Ft¡1; akkor a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek de¯n¶³ci¶oja

szerint
MQ (S (t) ¡ S (t ¡ 1) j Ft¡1) = 0 ;

vagyis az S marting¶al a Q alatt kÄovetkez¶esk¶eppen a harmadik ¶all¶³t¶asb¶ol kÄo-
vetkezik a negyedik.

4. V¶egezetÄul tegyÄuk fel, hogy teljesÄul a negyedik ¶all¶³t¶as, vagyis van olyan
Q a P-vel ekvivalens m¶ert¶ek, amely mellett az S marting¶al. Ha h 2 A \ L0

+;
akkor van olyan µ el}orejelezhet}o start¶egia, amelyre

0 · h ·
TX

t=1

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ (t) : (1)

Elegend}o megmutatnunk, hogy

0 · MQ (h) · MQ

Ã
TX

t=1

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ (t)

!
= 0 :

Amib}ol a h ¸ 0 felhaszn¶al¶as¶aval a h Q-majdnem minden kimenetelre nulla.
Mivel a P ¶es a Q ekvivalensek, ez¶ert a h P-majdnem mindenhol nulla, ¶³gy
teljesÄul az els}o ¶all¶³t¶as.

A bizony¶³t¶asban n¶emi technikai bonyodalmat jelent, hogy a µ (t) strat¶egi¶ak
nem felt¶etlenÄul korl¶atosak, ¶³gy a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ekben a kiemel¶esi sza-
b¶aly kÄozvetlenÄul nem haszn¶alhat¶o, s}ot m¶eg azt sem tudjuk, hogy az egyes

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ (t)

6Az x exp (¡ jxj) fÄuggv¶eny korl¶atos, vagyis integr¶alhat¶o, az ¶att¶er¶est biztos¶³t¶o exp (¡k´k)
Radon{Nikodym-deriv¶alt korl¶atos.

7A sztochasztikusan konvergens sorozatok pontosan azok a sorozatok, amelyek b¶armely
r¶eszsorozata rendelkezik ugyanahhoz a v¶altoz¶ohoz konverg¶al¶o, majdnem mindenhol konver-
gens r¶eszsorozattal. Ekvivalens m¶ert¶ekek eset¶en a majdnem mindenhol konvergens soroza-
tok halmaza nyilv¶an azonos.
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szorzatok integr¶alhat¶oak, ¶³gy azt sem tudjuk, hogy az Äosszeg integr¶alja ve-
het}o-e tagonk¶ent vagy sem. Ugyanakkor, v.Äo. [4,5], ez a kÄovetkez}o gondo-
latmentettel orvosolhat¶o: Legyen " > 0 tetsz}oleges. A (2) sort szorozzuk be
Â (kµ (1)k · n)-nel. Az egyszer}ubb jelÄol¶es kedv¶e¶ert legyenek h ¶es µ a m¶ar
beszorzott kifejez¶esek. ¶Igy feltehet}o, hogy a µ (1) korl¶atos. Tetsz}oleges n-re
a Â (kµ (1)k · n) fÄuggv¶eny F0-m¶erhet}o, ¶³gy az ¶uj µ strat¶egia el}orejelezhet}o
marad. Az S Q-marting¶al tulajdons¶aga szerint

MQ¡
[S (1) ¡ S (0)] ¢ µ (1)

¢
=

MQ
³
MQ¡

[S (1) ¡ S (0)] ¢ µ (1) j F0

¢´
=

MQ
³
MQ¡

[S (1) ¡ S (0)] j F0

¢
¢ µ (1)

´
=

MQ
¡
0 ¢ µ (1)

¢
= 0 :

VegyÄuk ¶eszre, hogy a kiemel¶esi szab¶alyt az¶ert haszn¶alhattuk, mert a µ (1)
fÄuggv¶eny az el}orejelezhet}os¶eg miatt F0-m¶erhet}o ¶es term¶eszetesen korl¶atos
[10]. Ebb}ol kÄovetkez}oen az MQ szerinti v¶arhat¶o ¶ert¶ekben az Äosszeg sz¶et-
szedhet}o ¶es

0 · MQ (h) ·

· MQ ([S (1) ¡ S (0)] µ (1)) + MQ

Ã
TX

t=2

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ (t)

!
;

ahol az els}o v¶arhat¶o ¶ert¶ek nulla. TekintsÄuk teh¶at az

0 · MQ (h) · MQ

Ã
TX

t=2

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ (t)

!

egyenl}otlens¶eget. Szorozzuk be a (2) sort most Â (kµ (2)k · n)-nel. A ma-
jor¶alt konvergencia t¶etel miatt van olyan n, hogy

MQ (hÂ (kµ (2)k · n)) · MQ ([S (1) ¡ S (0)] µ (1)Â (kµ (2)k · n)) +

+ MQ

Ã
TX

t=2

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ (t)Â (kµ (2)k · n)

!
<

<
"

T
+ MQ

Ã
TX

t=2

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ (t) Â (kµ (2)k · n)

!
=

=
"

T
+ MQ ([S (2) ¡ S (1)] µ (2) Â (kµ (2)k · n)) +

+ MQ

Ã
TX

t=3

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ (t)Â (kµ (2)k · n)

!
=

=
"

T
+ MQ

Ã
TX

t=3

[S (t) ¡ S (t ¡ 1)] µ (t)Â (kµ (2)k · n)

!
:
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Az elj¶ar¶ast folytatva megmutathat¶o, hogy alkalmas n-re

MQ

Ã
h

TY

t=1

Â (kµ (t)k · n)

!
· " :

A monoton konvergencia t¶etel miatt

MQ (h) · " ;

amib}ol MQ (h) = 0.
2
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ON THE THEOREM OF DALANG{MORTON{WILLINGER

In the article we shortly discuss the proof of the theorem of Dalang{Morton{
Willinger. We show that the proof of the theorem depends on some interesting
general properties of the stochastic convergence.
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PUHA KÄOLTS¶EGVET¶ESI KORL¶AT ¶ES STOP-GO
POLITIKA EGY K¶ETSZEKTOROS AK MODELLBEN1

BESSENYEI ISTV¶AN
PTE KTK

Egy kedvez}o stabilit¶asi tulajdons¶agokkal rendelkez}o k¶etszektoros AK nÄove-
ked¶esi modellbe vezetjÄuk be a v¶allalatok puha kÄolts¶egvet¶esi korl¶atj¶anak je-
lens¶eg¶et ¶es az emiatt kÄovetend}o stop-go politik¶at. Mivel az ¶³gy nyert nem-
line¶aris rendszernek nincs egyens¶ulyi helyzete, a nem-line¶aris rendszerelm¶elet
¶altal¶anosan ismert m¶odszerei sem alkalmazhat¶ok. Sz¶am¶³t¶og¶epes szimul¶aci¶o
seg¶³ts¶eg¶evel megmutatjuk, hogy a kezd}o¶allapott¶ol ¶es a param¶eter¶ert¶ekekt}ol
fÄugg}oen a gazdas¶ag egyar¶ant kerÄulhet Äosszeoml¶as fel¶e tart¶o, illetve azt elkerÄul}o
nÄoveked¶esi p¶aly¶ara. Mivel beruh¶az¶asi ciklusok mindk¶et nÄoveked¶esi p¶aly¶an
jelentkeznek, egy adott p¶alya jelleg¶enek meghat¶aroz¶asa esetenk¶ent csak hosz-
szabb id}o eltelte ut¶an v¶alik lehets¶egess¶e. A szimul¶aci¶o tanuls¶aga szerint
a kÄolts¶egvet¶esi korl¶at puhul¶asa fokozza az Äosszeoml¶as fel¶e tart¶o nÄoveked¶esi
p¶aly¶ara ¶all¶as vesz¶ely¶et.

1 Feldman k¶etszektoros AK modellje

El}oszÄor Feldman (1928) modellj¶enek egy m¶odos¶³tott v¶altozat¶at ismertetjÄuk.
A tanulm¶any eredeti c¶elja a korai szovjet gazdas¶ag nÄoveked¶esi lehet}os¶egeinek
vizsg¶alata volt egy k¶etszektoros AK modell keretei kÄozÄott. Feldman eredm¶e-
nyei nem nyert¶ek el a szt¶alini vezet¶es tetsz¶es¶et, ¶es nyugaton is meglehet}osen
k¶es}on, csak Domar (1957) munk¶aj¶anak megjelen¶ese nyom¶an v¶altak ismertt¶e.
A modell al¶abbi interpret¶aci¶oja els}osorban abban t¶er el az eredetit}ol, hogy
a gazdas¶ag viselked¶es¶et egy nem-line¶aris rendszer seg¶³ts¶eg¶evel ¶³rja le. Ennek
kÄovetkezt¶eben lehet}ov¶e v¶alik a modell kiterjeszt¶ese, amire a 3. szakaszban
kerÄul majd sor.

Mivel a tervezett gazdas¶agokban minden beruh¶az¶ast az ¶allami kÄolts¶egvet¶es
¯nansz¶³roz, a tov¶abbiakban G jelÄoli a brutt¶o beruh¶az¶asok nagys¶ag¶at. Ez a
modell egyik endog¶en v¶altoz¶oja. Nagys¶ag¶at a kÄozponti tervez}o hat¶os¶ag oly
m¶odon k¶epes befoly¶asolni, hogy eldÄonti, mennyi beruh¶az¶ast helyez Äuzembe a
t}okejavakat, s mennyit a fogyaszt¶asi cikkeket el}o¶all¶³t¶o szektorban. Az ut¶obbi
dÄont¶esi v¶altoz¶ok ¶ert¶ek¶et G1 ¶es G2 jelÄolik. Term¶eszetesen G = G1 + G2. A
modellben alkalmazott feltev¶esek az al¶abbiak:

1. Az egyes szektorok aggreg¶alt termel¶esi fÄuggv¶enye a kÄovetkez}o: Yi =
AiKi ¶es i = 1; 2.

1Be¶erkezett: 2006. janu¶ar 11. E-mail: essenyei@ktk.pte.hu. A dolgozat elk¶esz¶³t¶es¶et az
OTKA T037291 sz¶am¶u p¶aly¶azata t¶amogatta, amely¶ert a szerz}o ez¶uton fejezi ki kÄoszÄonet¶et.
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2. G = Y1, teh¶at az els}o szektor ¶all¶³tja el}o a beruh¶az¶asi javak Äosszess¶eg¶et,
tov¶abb¶a: G1 = ¹Y1, vagyis a brutt¶oberuh¶az¶asok ¹-ed r¶esz¶et helyezik
Äuzembe az 1. szektorban. ¹ mindenkori ¶ert¶ek¶et a kÄozponti tervez}o
hat¶os¶ag szabja meg. Nem t¶etelezzÄuk fel ¹ konstans volt¶at.

3. A t}oke nem k¶epl¶ekeny abban az ¶ertelemben, hogy amennyiben egy
berendez¶est valamelyik szektorban Äuzembe helyeztek, az k¶es}obb nem vi-
het}o ¶at a m¶asikba. Ilyen m¶odon teh¶at nincs lehet}os¶eg a t¶eves beruh¶az¶asi
dÄont¶esek korrig¶al¶as¶ara.

4. C = Y2, teh¶at a fogyaszt¶asi javak termel¶es¶et a 2. szektor v¶egzi. Az
el}oz}o feltev¶esb}ol kÄovetkezik, hogy a brutt¶o beruh¶az¶asok (1 ¡ ¹)-ed
r¶esze kerÄul a 2. szektorban Äuzembe helyez¶esre, azaz G2 = (1 ¡ ¹)Y1.
KÄovetkez¶esk¶epp ¹ megv¶alaszt¶asa r¶ev¶en a korm¶anyzat k¶epes a fogyaszt¶as
alakul¶as¶at is befoly¶asolni.

5. ±i az egyes szektorok amortiz¶aci¶os r¶at¶aja, ¶³gy a t}oke¶allom¶any v¶altoz¶asa
az egyes szektorokban a kÄovetkez}o form¶aban¶³rhat¶o fel: _Ki = Gi¡±iKi.

6. A gazdas¶ag z¶art, teh¶at t}okejavak kÄulfÄoldr}ol nem import¶alhat¶ok.

7. Az els}o szektor kibocs¶at¶asa fÄuggetlen a m¶asodik¶et¶ol. E fÄoltev¶es kÄovet-
kezm¶enye az, hogy az Äosszkibocs¶at¶as nÄoveked¶ese oly m¶odon is v¶egbe-
mehet, hogy a fogyaszt¶asi cikkek termel¶ese csÄokken, ¶es a munka ¶ujra-
termel¶es¶ehez szÄuks¶eges szintet sem ¶eri el.

A beruh¶az¶asok nÄoveked¶esi r¶at¶aja az al¶abbiak szerint vezethet}o le: VegyÄuk
az Y1 = A1K1 egyenlet mindk¶et oldal¶anak id}o szerinti deriv¶altj¶at, _K1 =
G1 ¡ ±1K1 miatt ezt a kÄovetkez}o m¶odon ¶³rhatjuk fel: _Y1 = A1

_K1 = ¹A1Y1 ¡
±1A1K1. Mindk¶et oldalt elosztva Y1 = A1K1-gyel:

Ŷ1 = ¹A1 ¡ ±1 : (1)

A fogyaszt¶as nÄoveked¶esi r¶at¶aja pedig a kÄovetkez}o megfontol¶asok nyom¶an
ad¶odik: A C = A2K2 egyenlet mindk¶et oldal¶at az id}o szerint deriv¶alva,
majd alkalmazva a _K2 = (1 ¡ ¹)Y1 ¡ ±2K2 ÄosszefÄugg¶est: _C = A2

_K2 =
A2[(1 ¡ ¹)Y1 ¡ ±2K2]. Mindk¶et oldalt osztva C-vel, a fogyaszt¶as nÄoveked¶esi
r¶at¶aja a kÄovetkez}o:

Ŷ2 = Ĉ = (1 ¡ ¹)A1
K1

K2
¡ ±2 : (2)

¹ nÄovel¶es¶enek azonnali hat¶asa teh¶at a fogyaszt¶as nÄoveked¶esi r¶at¶aj¶anak csÄokke-
n¶es¶eben jelentkezik. M¶asr¶eszt a fogyaszt¶as nÄoveked¶esi r¶at¶aja ann¶al magasabb,
min¶el nagyobb a K1=K2 h¶anyados. Ez pedig hossz¶u t¶avon ann¶al nagyobb,
min¶el magasabb ¹ ¶ert¶eke. Az ¶alland¶o Äutem}u nÄoveked¶es felt¶etele _¹ = 0 eset¶en
a (2) egyenlet szerint a K1=K2 h¶anyados v¶altozatlans¶aga. Figyelembe v¶eve az
1. pontban bevezetett fÄoltev¶est, ekkor ¶es csak ekkor nÄovekszik a k¶et szektor
kibocs¶at¶asa azonos r¶ata szerint, ami egy¶uttal a z = C=G = Y2=Y1 h¶anyados
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v¶altozatlans¶ag¶aval is ekvivalens. A kiegyens¶ulyozott nÄoveked¶es felt¶etele ezek
szerint ẑ = 0 teljesÄul¶ese. M¶asr¶eszt ẑ = Ŷ2 ¡ Ŷ1 miatt az (1) ¶es (2) egyen-
letekb}ol ẑ = (1 ¡ ¹)A1

K1

K2
¡ ±2 ¡¹A1 + ±1 ad¶odik. Figyelembe v¶eve tov¶abb¶a,

hogy A1
K1

K2
= A2

z
, a kÄovetkez}o egyv¶altoz¶os dinamikus rendszert kapjuk:

ẑ = (1 ¡ ¹)
A2

z
¡ ±2 ¡ ¹A1 + ±1 : (3)

Mivel ¹ mindenkori nagys¶ag¶at a kÄozponti tervez}o hat¶os¶ag szabja meg, a ki-
egyens¶ulyozott nÄoveked¶es el¶er¶ese z b¶armely aktu¶alis ¶ert¶eke eset¶en lehets¶eges.
Ehhez ¹ ¶ert¶ek¶et az al¶abbiak szerint kell megv¶alasztani:

¹ =
A2 ¡ z(±2 ¡ ±1)

zA1 + A2
: (4)

A (4) egyens¶ulyi felt¶etelt kiel¶eg¶³t}o (z; ¹) pontok halmaz¶at tÄuntettÄuk fel az
1. ¶abr¶an. Ez nem m¶as, mint a _z = 0 nyugalmi vonal. A (4) egyenletb}ol

d¹

dz
=

A2(±2 ¡ ±1 ¡ A1)

(zA1 + A2)2

ad¶odik, azaz a _z = 0 nyugalmi vonal meredeks¶eg¶et a ±2 ¡ ±1 ¡ A1 kifejez¶es
el}ojele hat¶arozza meg. Figyelembe v¶eve, hogy de¯n¶³ci¶o szerint 0 < ±1; ±2 < 1,
tov¶abb¶a re¶alis feltev¶es, hogy A1 > 1, a nyugalmi vonal negat¶³v meredeks¶eg}u.
Megjegyzend}o, tov¶abb¶a, hogy ±1 < ±2 eset¶en az ¶abr¶an feltÄuntetett nyugalmi
vonal metszi a v¶³zszintes tengelyt. A metsz¶espont kÄornyezet¶eben azonban
¹ alacsony ¶ert¶eke miatt a gÄorbe nem relev¶ans. Itt ugyanis az (1) egyenlet
szerint Ŷ < 0, ami hossz¶u t¶avon a termel}oappar¶atus elhaszn¶al¶od¶as¶at ¶es a
gazdas¶ag Äosszeoml¶as¶at jelenti.

1. ¶abra.

µ

                                      0ˆ >z                      0ˆ <z

                                                                                               
z
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Amint az ¶abr¶ar¶ol l¶athat¶o, z minden relev¶ans nagys¶ag¶ahoz lehet tal¶alni
egy ¶es csak egy olyan ¹ ¶ert¶eket, mely a (3) rendszer egyens¶uly¶at biztos¶³tja. A
korm¶anyzat teh¶at k¶epes ¹ ¶ert¶ek¶et ¶ugy megv¶alasztani, hogy az a kiegyens¶u-
lyozott nÄoveked¶est biztos¶³tsa, de m¶ask¶epp is dÄonthet. P¶eld¶aul Kaposi (1998)
szerint a szovjet gazdas¶agban a k¶et vil¶agh¶abor¶u kÄozÄott ¶altal¶aban ẑ < 0 volt
jellemz}o, amit a gazdas¶agtÄort¶enet er}oltetett iparos¶³t¶ask¶ent eml¶³t.

A modell mozg¶asegyenlete a (3) di®erenci¶alegyenlet. A stabilit¶asvizsg¶alat
sor¶an arra a k¶erd¶esre keressÄuk a v¶alaszt, hogy amennyiben valamilyen exog¶en
hat¶as kit¶er¶³ti a gazdas¶agot a kiegyens¶ulyozott nÄoveked¶esi p¶aly¶ar¶ol, szÄuks¶egess¶e
v¶alik-e ¹ kor¶abbi ¶ert¶ek¶enek a m¶odos¶³t¶asa a kiegyens¶ulyozott nÄoveked¶es hely-
re¶all¶³t¶asa ¶erdek¶eben. A kiegyens¶ulyozott nÄoveked¶esi p¶alya stabilit¶asa az 1. ¶ab-
ra alapj¶an l¶athat¶o. Amennyiben ugyanis valamilyen exog¶en t¶enyez}o z ¶ert¶ek¶et
kimozd¶³tja a kiegyens¶ulyozott nÄoveked¶est jelent}o konstans ¶ert¶ekr}ol, ¹ v¶alto-
zatlans¶aga eset¶en a (3) egyenlet szerint olyan folyamatok indulnak be, melyek
a gazdas¶agot a kiegyens¶ulyozott nÄoveked¶es ir¶any¶aba terelik. A konvergenci¶at
a korm¶anyzat gyors¶³thatja is, ha ẑ < 0 eset¶en csÄokkenti ¹ ¶ert¶ek¶et, ẑ > 0 eset¶en
pedig nÄoveli azt. Egy ilyen korm¶anyzati politika legegyszer}ubben a ¹̂ = ®ẑ
di®erenci¶alegyenlet seg¶³ts¶eg¶evel modellezhet}o, ahol ® negat¶³v param¶eter.

Az eredm¶enyek teljesebb kÄor}u ¶ertelmez¶es¶ehez ¶erdemes p¶arhuzamot vonni
Feldman modellje ¶es a piacgazdas¶agra konstru¶alt legegyszer}ubb nÄoveked¶esi
modellek kÄozÄott. Ehhez mindenekel}ott azt kell megmutatni, hogy a ¹ para-
m¶eter megtakar¶³t¶asi h¶anyadk¶ent ¶ertelmezhet}o, ami a kÄovetkez}ok¶eppen l¶athat¶o
be: De¯n¶³ci¶o szerint s = S=Y ¶es G = S miatt s = G=Y . Az Äosszkibocs¶at¶as az
egyes szektorok kibocs¶at¶asainak Äosszegek¶ent ad¶odik, ¶es ¶³gy s = G=(Y1 + Y2).
Mivel a piacgazdas¶ag nÄoveked¶es¶et le¶³r¶o legegyszer}ubb nÄoveked¶esi modellek
egyszektorosak, a kÄonnyebb egybevet¶es ¶erdek¶eben a jelen szakasz tov¶abbi
r¶esz¶eben feltesszÄuk, hogy a k¶et szektor azonos technol¶ogi¶aval termel. Ekkor
A = A1 = A2, tov¶abb¶a S = I = G = Y1 kÄovetkezt¶eben

s =
S

Y
=

Y1

Y1 + Y2
=

AK1

AK1 + AK2
;

¶es ¶³gy K = K1 + K2 miatt s = K1=K. Amennyiben pedig ¹ ¶ert¶eke kon-
stans, de¯n¶³ci¶o szerint ¹ = K1=K teljesÄul. Mindezek alapj¶an ¶ugy t}unik,
hogy a kÄozponti tervez}o k¶epes a megtakar¶³t¶asok nagys¶ag¶at a k¶³v¶anatos szint-
re be¶all¶³tani.

Az egyes szektorok nÄoveked¶esi r¶at¶aira kapott eredm¶enyek nagym¶ert¶ekben
eml¶ekeztetnek a harrodi garant¶alt nÄoveked¶esi r¶at¶ara, ami a megtakar¶³t¶asi
h¶anyad ¶es a t}okekoe±ciens h¶anyadosak¶ent ad¶odik (Harrod (1939)). L¶attuk,
hogy az 1. szektor kibocs¶at¶asa ¶eppen e szerint a r¶ata szerint nÄovekszik, a
m¶asodik szektor¶e pedig ehhez tart. Ugyanakkor az is l¶athat¶o, hogy a ter-
vezett gazdas¶ag sikeresen kÄuszÄobÄoli ki a harrodi probl¶em¶akat. Az egzisz-
tenciaprobl¶em¶at a megtakar¶³t¶asi h¶anyad endogeniz¶al¶asa, azaz ¹ megfelel}o
szinten tÄort¶en}o korm¶anyzati meghat¶aroz¶asa ¶altal, a stabilit¶asi probl¶em¶at
pedig a t¶eves v¶allalkoz¶oi dÄont¶esek elimin¶al¶asa r¶ev¶en. Ismert ugyanis (pl.
Stiglitz ¶es Uzawa (1969), Sen (1970)), hogy Harrod modellj¶eben a v¶allalkoz¶oi
v¶arakoz¶asok destabiliz¶alj¶ak a gazdas¶agot. A tervezett gazdas¶agban azonban
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minden megtakar¶³t¶as automatikusan beruh¶az¶ass¶a v¶alik, ¶es a modell azt is fel-
teszi, hogy nem szÄuletnek t¶eves beruh¶az¶asi dÄont¶esek. Ennek kÄoszÄonhet}o, hogy
a tervezett gazdas¶ag sz¶am¶ara felv¶azolt feldmani jÄov}ok¶ep j¶oval der}ul¶at¶obb a
harrodin¶al.

Hasonl¶oan der}ul¶at¶o jÄov}ok¶epet v¶azol fel a piacgazdas¶ag sz¶am¶ara Solow
(1956) cikke, ennek feltev¶esei azonban tÄobb ponton elt¶ernek mind Harrod,
mind pedig Feldman modellj¶et}ol, ¶³gy az egybevet¶es problematikus. Ele-
gend}o csup¶an a legfontosabb elt¶er¶est megeml¶³teni: Solow modellj¶eben a t}oke
k¶epl¶ekeny, ami azt jelenti, hogy a t}okeintenzit¶as k¶epes rugalmasan alkalmaz-
kodni az exog¶en hat¶asokhoz, pl. a megtakar¶³t¶asi h¶anyad megv¶altoz¶as¶ahoz.
Ez a feltev¶es azt jelenti, hogy a m¶ar Äuzembe helyezett t}okejavak m¶asfajta, az
Äuzemeltet¶eshez tÄobb vagy kevesebb munk¶at ig¶enyl}o t}okej¶osz¶agg¶a alak¶³that¶ok
¶at, ¶³gy a modellben t¶eves beruh¶az¶asi dÄont¶esek nem szÄulethetnek. A feld-
mani feltev¶esek kÄozÄott ezzel szemben kikÄotÄottÄuk, hogy a t}oke nem k¶epl¶ekeny
(3. pont), a t¶eves beruh¶az¶asi dÄont¶esek kikÄuszÄobÄol¶es¶et pedig a kÄozponti tervez}o
hat¶os¶agnak kell garant¶alnia.

2 A modell b¶³r¶alata

A Feldman modellj¶eb}ol ad¶od¶o optimista progn¶ozis azonban ¶epp¶ugy inkonzisz-
tens a gazdas¶agtÄort¶eneti t¶enyekkel, mint a postkeynesi teoretikusok pesszi-
mista el}orejelz¶esei. Az inkonzisztencia oka Harrod modellj¶enek eset¶eben is-
mert: Jones (1975) szerint e konstrukci¶ok ¯gyelmen k¶³vÄul hagyt¶ak a gazdas¶ag
stabiliz¶al¶asa ¶erdek¶eben rendszeresen ¶es sikeresen alkalmazott keynesi¶anus
korm¶anyzati beavatkoz¶asokat. Arra a k¶erd¶esre, hogy Feldman modellj¶enek
mely saj¶atoss¶agai vezettek oda, hogy a kibocs¶at¶as hossz¶u t¶av¶u id}osora egyetlen
tervgazd¶alkod¶ast folytat¶o orsz¶agban sem alakult a modell el}orejelz¶es¶enek
megfelel}oen, nem ad v¶alaszt az irodalom. A dolgozat tov¶abbi r¶esz¶eben egy
lehets¶eges magyar¶azat kidolgoz¶asa kÄovetkezik.

Az (1) egyenletb}ol l¶athat¶o, hogy gazdas¶agi nÄoveked¶es csakis abban az
lehets¶eges, ha ¹A1 > ±1 teljesÄul. Pl. Kaposi (1998) ¶es (2001) kÄonyveib}ol is-
mert, hogy ez a felt¶etel teljesÄult mind a szovjet, mind pedig a magyarorsz¶agi
szocialista gazdas¶ag ¶ep¶³t¶es¶enek els}o Äot¶eves tervei sor¶an. Ismert az is, hogy
ezt az id}oszakot ẑ < 0, azaz er}oltetett iparos¶³t¶as jellemezte. Probl¶em¶ank az,
hogy mi¶ert kerÄultek a tervezett gazdas¶agok az 1. ¶abr¶an bemutatott gÄorbe
fÄolÄotti r¶egi¶ob¶ol a gÄorbe alatti r¶egi¶oba, ¶es ha m¶ar odakerÄultek, milyen hat¶asok
elimin¶alt¶ak a (3) mozg¶asegyenlet ¶altal le¶³rt stabiliz¶al¶o mechanizmust. M¶eg
¶elesebben megfogalmazva a k¶erd¶est, az a kÄovetkez}ok¶eppen hangzik: Figye-
lembe v¶eve az (1) egyenletben A1 alacsony ¶es ±1 magas ¶ert¶ek¶et, mi¶ert nem
val¶osult meg hossz¶u t¶avon legal¶abb egy alacsony Äutem}u, stabil nÄoveked¶es, ha
m¶ar egyszer sikerÄult a k¶et szektor nÄoveked¶es¶et beind¶³tani. A k¶erd¶es megv¶a-
laszol¶as¶at k¶et t¶enyez}o teszi neh¶ezz¶e. Egyr¶eszt a szocialista gazdas¶agir¶any¶³t¶as
mindv¶egig igyekezett ¹ ¶ert¶ek¶et a lehet}o legmagasabb szinten tartani. M¶asr¶eszt
a (2) egyenlet szerint K1=K2 nÄoveked¶ese hossz¶u t¶avon a fogyaszt¶as nÄoveked¶esi
r¶at¶aj¶anak emelked¶es¶et is maga ut¶an vonja. E sorok ¶³r¶oja szerint a v¶alasz ott
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keresend}o, hogy a val¶os¶agban egyenl}otlens¶eg form¶aj¶aban teljesÄult a modell
feltev¶esei kÄozÄul a 2. pontban fel¶³rt G = Y1 egyenlet. Ez azt jelenti, hogy
az 1. szektor ¶altal el}o¶all¶³tott term¶ekmennyis¶eg egy r¶esze sem a t}oke¶allom¶any
nÄovel¶es¶ere, sem pedig az amortiz¶aci¶os vesztes¶egek p¶otl¶as¶ara nem volt alkal-
mas egyik szektorban sem. Annak magyar¶azata, hogy ez a helyzet mik¶ent
alakulhatott ki, a tervezett gazdas¶ag m}ukÄod¶es¶enek m¶elyebb elemz¶es¶et ig¶enyli,
ami megtal¶alhat¶o Kornai (1980) kÄonyv¶eben. Ennek alapj¶an soroljuk fel a
tov¶abbiakban azokat a jellegzetess¶egeket, amelyek a k¶erd¶es megv¶alaszol¶asa
szempontj¶ab¶ol fontosak lehetnek. B¶ar a felsorol¶asban kÄozponti fontoss¶ag¶u
helyet foglal el a kÄolts¶eg, illetve a kÄolts¶egvet¶esi korl¶at puhas¶ag¶anak fogalma,
szÄuks¶eges megjegyezni, hogy ezeken mindig re¶alkÄolts¶eget ¶ertÄunk. Ennek egyik
oka, hogy Feldman eredeti modellj¶eben is re¶alnagys¶agok szerepelnek. A m¶asik
ok az, hogy az ¶arak hat¶as¶at er}otlennek ¶³t¶elve Kornai is re¶alnagys¶agokra fo-
galmazza meg mondanival¶oj¶at. Mindezek miatt az ad¶o- ¶es hitelrendszert
a tov¶abbiakban csak a v¶allalati kÄolts¶egvet¶esi korl¶atot puh¶³t¶o t¶enyez}ok¶ent
vesszÄuk ¯gyelembe.

A v¶allalati viselked¶es legfontosabb saj¶atoss¶agai az al¶abbiak:

V1. A tervezett gazdas¶ag kÄorÄulm¶enyei kÄozÄott m}ukÄod}o v¶allalatnak term¶esze-
tesen nem els}odleges c¶elja a nyeres¶eg maximaliz¶al¶asa. A tervfeladatok
teljes¶³t¶es¶enek deklar¶alt c¶elkit}uz¶ese mellett azonban a dolgoz¶ok, els}osor-
ban a vezet}ok szem¶elyes tÄorekv¶esei is fontos szerepet j¶atszanak, melyek
partikul¶aris v¶allalati ¶erdekek gyan¶ant jelennek meg. Sz¶amunkra ezek
kÄozÄul most a legfontosabb az a tÄorekv¶es, mely min¶el tÄobb er}oforr¶as
megszerz¶es¶ere ir¶anyul. Hossz¶u t¶avon ez egyfajta expanzi¶os k¶enyszerben
nyilv¶anul meg, azaz nem l¶etezik olyan v¶allalat, amelyik ne akarna be-
ruh¶azni.

V2. Egy hib¶as beruh¶az¶asi dÄont¶es megval¶os¶³t¶asa is k¶epes hat¶ekonyan szolg¶alni
a v¶allalat im¶ent eml¶³tett partikul¶aris ¶erdekeit. A lekÄotÄott t}oke nagyobb
mennyis¶ege ¶es az ezzel ¶altal¶aban egyÄutt j¶ar¶o tÄobb foglalkoztatott akkor
is er}osebb alkupoz¶³ci¶ot biztos¶³t a felettes szervekkel folytatott t¶argya-
l¶asok sor¶an, ha a beruh¶az¶as eredm¶enyek¶ent sem a kibocs¶at¶as nÄovel¶ese,
sem a hat¶ekonys¶ag javul¶asa nem kÄovetkezik be.

V3. A v¶allalat kÄolts¶egvet¶esi korl¶atja viszonylag puha, ez¶ert az ¶alland¶o be-
ruh¶az¶asi ¶ehs¶eget nem korl¶atozza a kudarct¶ol vagy vesztes¶egt}ol val¶o f¶e-
lelem. Az endog¶en korl¶atoz¶as hi¶anya pedig exog¶en korl¶atoz¶ast tesz
szÄuks¶egess¶e, ami abban ¶all, hogy a v¶allalat Äon¶all¶o beruh¶az¶asi dÄont¶est
nem hozhat, ez a jog a felettes szervek sz¶am¶ara van fenntartva.

V4. Beruh¶az¶asi ig¶eny¶enek kiel¶eg¶³t¶es¶ere abban az esetben sz¶am¶³that j¶o es¶ellyel
a v¶allalat, ha a v¶arhat¶o kÄolts¶egeket jelent}osen al¶atervezi. C¶elszer}u
a kapcsol¶od¶o beruh¶az¶asokat az ig¶enyl¶esb}ol kihagyni, ha azok val¶oban
n¶elkÄulÄozhetetlenek, el}obb-ut¶obb ¶ugyis kerÄul r¶ajuk p¶enz valamilyen for-
r¶asb¶ol.
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A v¶allalatok im¶enti v¶azolt viselked¶ese r¶eszben a gazdas¶agir¶any¶³t¶asi hierar-
chia bizonyos szintjein is megjelenik, m¶asr¶eszt ott speci¶alis reakci¶okat v¶alt ki.
Az ebb}ol ad¶od¶o jellegzetess¶egek kÄozÄul soroljuk fel az al¶abbiakban a modellÄunk
szempontj¶ab¶ol legfontosabbakat.

I1. A beruh¶az¶asi ig¶enyek kiel¶eg¶³t¶es¶ere rendelkez¶esre ¶all¶o keretet az eloszt¶ast
v¶egz}o allok¶ator ¶ugy osztja sz¶et az ig¶enyl}ok kÄozÄott, hogy tartal¶ekot nem
vagy alig k¶epez. El}ore nem l¶athat¶o ig¶enyek kiel¶eg¶³t¶es¶ere, a kor¶abbi
ig¶enyekb}ol kimaradt kapcsol¶od¶o beruh¶az¶asok megval¶os¶³t¶as¶ara csak a
folyamatban l¶ev}o tÄobbi projekthez rendelt forr¶as ¶atcsoportos¶³t¶asa r¶ev¶en
van lehet}os¶eg. Ez egyr¶eszt a kivitelez¶es lass¶³t¶as¶at eredm¶enyezi, m¶asr¶eszt
azt, hogy az allok¶ator rendelkez¶es¶ere ¶all¶o keret sz¶etforg¶acsol¶odik a sok
megkezdett beruh¶az¶as kÄozÄott.

I2. A gazdas¶agir¶any¶³t¶as hierarchikus szervez}od¶ese a beruh¶az¶asi er}oforr¶asok
allok¶aci¶os mechanizmus¶aban is megjelenik. A tÄobbszint}u hierarchia
valamely kÄozbÄuls}o szintj¶en m}ukÄod}o allok¶ator viselked¶ese kett}os: Lefel¶e
restrikt¶³v, azaz igyekszik az ig¶enyeket visszaszor¶³tani, felfel¶e viszont ex-
panz¶³v, vagyis t¶agabb keret¶ert harcol, mint aminek elfogad¶as¶at re¶alisan
rem¶elheti. Mivel az expanzi¶o bels}o k¶enyszere az allok¶atorban is je-
len van, a kett}o kÄozÄul az ut¶obbi ¶altal determin¶alt magatart¶as v¶alik
domin¶anss¶a, ¶³gy a kÄozbÄuls}o szint}u allok¶ator els}osorban a hozz¶a tartoz¶o
ig¶enyl}ok ¶erdekeit k¶epviseli.

I3. Az allok¶aci¶o el}oz}o pontban eml¶³tett, tÄobbszint}u mechanizmusa olyan
¶erdek¶erv¶enyes¶³t¶esi csatorn¶akat hoz l¶etre, melyek hat¶ekonyan jelen¶³tik
meg a v¶allalatok ¶es ¶agazatok ¶alland¶o beruh¶az¶asi ¶ehs¶eg¶et az ir¶any¶³t¶asi
hierarchia legfels}obb szintj¶en. Ugyanakkor nem jelennek meg az als¶obb
szinteken a makrogazdas¶ag olyan alapvet}o dilemm¶ai, mint a fogyaszt¶as
vagy beruh¶az¶as, illetve nÄoveked¶es vagy egyens¶uly k¶erd¶ese.

I4. Az ir¶any¶³t¶asi hierarchia legfels}obb szintj¶en a m¶ar kialakult eloszt¶asi
szab¶alyok megmerev¶³t¶es¶ere ir¶anyul¶o tendencia mutatkozna, ezzel szem-
ben azonban a v¶allalatok ¶altal¶aban hat¶ekonyan k¶epesek beruh¶az¶asokkal
kapcsolatos ¶erdekeik ¶erv¶enyes¶³t¶es¶ere. Ez modellÄunkben ¹ lass¶u nÄoveke-
d¶es¶et eredm¶enyezi.

I5. ¹ el}oz}o pontban eml¶³tett lass¶u nÄoveked¶ese addig tart, m¶³g a gazdas¶ag
valamely terÄulet¶en (pl: fogyaszt¶as) oly m¶ert¶ek}u zavar nem t¶amad, ami a
t¶arsadalom t}ur¶eshat¶ar¶aba ÄutkÄozik. Ekkor a legfels}obb szint}u allok¶ator
,,beletapos a f¶ekbe", ami ¹ ¶ert¶ek¶enek csÄokken¶es¶eben nyilv¶anul meg. A
t}ur¶eshat¶ar megs¶ert¶es¶enek eloszl¶as¶aval ¹ ism¶et nÄovekedni kezd.

I6. Az el}oz}o pontban eml¶³tett ,,f¶ekez¶es" vagy f¶elmonet¶aris restrikci¶o So¶os
(1986) szerint kamp¶anyszer}uen tÄort¶enik, ami gyors hat¶as¶u eszkÄoz, ¶am
hat¶asa csak rÄovid ideig tart. A f¶ekez¶esek sor¶an teh¶at ¹ ¶ert¶eke gyorsab-
ban csÄokken, mint ahogy expanzi¶os id}oszakokban nÄovekszik.
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3 A m¶odos¶³tott modell

Az 1. szakaszban t¶argyalt k¶etszektoros AK modellbe most bevezetjÄuk a puha
v¶allalati kÄolts¶egvet¶esi korl¶atot ¶es a restrikci¶os kamp¶anyokkal oper¶al¶o gaz-
das¶agpolitik¶at. Ez egyebek mellett ¹ endogeniz¶al¶as¶at jelenti, melynek sor¶an
az el}oz}o szakaszban mondottakat szÄuks¶eges ¯gyelembe venni. Amint ott
kiderÄult, ¹ nem tekinthet}o egy¶ertelm}uen a kÄozponti tervez}o hat¶os¶ag dÄont¶esi
v¶altoz¶oj¶anak. Amikor ugyanis nincsenek s¶ulyosabb egyens¶ulyi zavarok, ¹
¶ert¶eke a korm¶anyzat sz¶and¶eka ellen¶ere lassan nÄovekszik. Csak komolyabb
egyens¶ulytalans¶ag fell¶ep¶ese eset¶en csÄokkenti a korm¶anyzat ¹ ¶ert¶ek¶et, ¶am en-
nek sor¶an meglehet}osen radik¶alisan j¶ar el.

G tov¶abbra is a termel}ot}oke nÄovel¶es¶ere vagy p¶otl¶as¶ara alkalmas brutt¶obe-
ruh¶az¶asok nagys¶ag¶at jelÄoli, azaz G = _K1 + _K2 ¡ ±1K1 ¡ ±2K2. Az el}oz}o alfe-
jezet V2 pontj¶aban mondottak szerint azonban az 1. szektor kibocs¶at¶as¶anak
egy r¶esze olyan beruh¶az¶asokat jelent, melyek egyik szektorban sem nÄovelik a
termel}ot}oke ¶allom¶any¶at, ¶³gy G < Y1. A kÄulÄonbs¶eg azon elhib¶azott beruh¶az¶asi
dÄont¶esekb}ol ad¶odik, melyek kiz¶ar¶olag partikul¶aris v¶allalati vagy ¶agazati ¶er-
dekeket szolg¶alnak. Ez a kÄulÄonbs¶eg ann¶al nagyobb, min¶el ink¶abb teret enged
a kÄozponti tervez}o hat¶os¶ag a v¶allalatok beruh¶az¶asi ¶ehs¶eg¶enek, teh¶at min¶el
nagyobb ¹ ¶ert¶eke. Mindezek miatt az 1. szektor kibocs¶at¶asa ¶es a brutt¶o-
beruh¶az¶asok kÄozÄott az al¶abbi ÄosszefÄugg¶es ¶erv¶enyes:

G = (1 ¡ ¹)®Y1

ahol a jobb oldalon ¶all¶o els}o t¶enyez}o azt mutatja, hogy mennyire er}oteljesen
¶erv¶enyesÄulnek a puha kÄolts¶egvet¶esi korl¶attal kapcsolatban eml¶³tett tendenci¶ak.
Ez egyr¶eszt az ® ¸ 0 param¶eter ¶ert¶ek¶et}ol fÄugg. P¶eld¶aul ® = 0 eset¶en ilyen
tendenci¶ak egy¶altal¶an nem hatnak, ez a tÄok¶eletesen kem¶eny kÄolts¶egvet¶esi
korl¶at esete. N¶emi egyszer}us¶³t¶essel ® a kÄolts¶egvet¶esi korl¶at puhas¶ag¶anak
m¶er}osz¶amak¶ent is ¶ertelmezhet}o. M¶asr¶eszt att¶ol is fÄugg, hogy a kÄozponti ter-
vez}o hat¶os¶ag mennyire enged a v¶allalatok beruh¶az¶asi ¶ehs¶eg¶enek. Ezt fejezi ki
a ¹ param¶eter. Elv¶egezve most az 1. szakaszban v¶egrehajtott ¶atalak¶³t¶asokat,
az (1) egyenlet helyett a kÄovetkez}ot ¶³rhatjuk:

Ŷ1 = ¹(1 ¡ ¹)®A1 ¡ ±1 : (5)

Az A1 param¶eter el}ott ¶all¶o k¶ett¶enyez}os szorzat az 1. szektor prefer¶al¶as¶anak
kett}os hat¶as¶at reprezent¶alja. Az els}o t¶enyez}o, mely m¶ar az (1) egyenletben is
megjelent, azt fejezi ki, hogy a beruh¶az¶asok els}o szektorba tÄort¶en}o allok¶al¶asa
e szektor kibocs¶at¶as¶anak nÄoveked¶esi r¶at¶aj¶at emeli. A m¶asodik t¶enyez}o ezzel
szemben a v¶allalatok fel}ol ¶erkez}o nyom¶assal szembeni korm¶anyzati ellen¶all¶as
gyengÄul¶ese kÄovetkezt¶eben nÄovekv}o sz¶am¶u elhib¶azott beruh¶az¶asb¶ol ad¶od¶o vesz-
tes¶eget reprezent¶alja, melyr}ol a 2. szakasz V2 pontj¶aban esett sz¶o.

A (2) egyenlet pedig

Ĉ = Ŷ2 = (1 ¡ ¹)1+® A2

z
¡ ±2 (6)
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alak¶ura m¶odosul. Egybevetve az eredeti egyenlettel l¶athat¶o, hogy az im¶ent
eml¶³tett vesztes¶egek most a 2. szektorban is ¶ereztetik a hat¶asukat.

Tov¶abbra is ¶erv¶enyes, hogy ẑ = Ŷ2 ¡ Ŷ1, ¶es ¶³gy a (3) di®erenci¶alegyenlet
helyett z al¶abbi mozg¶asegyenlet¶et kapjuk:

_z = (1 ¡ ¹)®[(1 ¡ ¹)A2 ¡ ¹A1z] ¡ (±2 ¡ ±1)z : (7)

Az el}oz}o szakasz I4-6 pontjaiban mondottak miatt szÄuks¶eges m¶eg bevezetni
a modellbe ¹ mozg¶asegyenlet¶et. Legyen az egyszer}us¶eg ¶erdek¶eben C(0) =
1. FeltesszÄuk, hogy a kÄozponti tervez}o akkor kezdem¶enyez f¶elmonet¶aris re-
strikci¶ot, ha a fogyaszt¶as egy kritikus szint al¶a esik, azaz C < 1 ¡ d tel-
jesÄul, ahol 0 < d < 1 a t¶arsadalom t}ur¶eshat¶ar¶at sz¶amszer}us¶³t}o konstans. A
restrikci¶o C ¸ 1 ¡ d el¶er¶es¶eig tart, ¶es ennek sor¶an ¹̂ = ¡°2 < 0. Ha a
kÄozponti tervez}o nem avatkozik be, szabadon ¶erv¶enyesÄulnek az I4 pontban
eml¶³tett mechanizmusok, ennek kÄovetkezm¶enyek¶ent ¹̂ = °1 > 0, tov¶abb¶a
az I6 pontban mondottak miatt: °1 < °2. Ezek a feltev¶esek egy¶ebk¶ent
ellent¶etesek az 1. szakasz 7. pontj¶aban ismertetett feltev¶essel. Mindezek
alapj¶an ¹ mozg¶asegyenlete a kÄovetkez}o:

_¹ =

½
°1¹ ; ha C ¸ 1 ¡ d

¡°2¹ kÄulÄonben .
(8)

A (7) ¶es (8) di®erenci¶alegyenletek ¶altal de¯ni¶alt dinamikus rendszernek nincs
¯xpontja. Ennek oka, hogy ¹ mozg¶asegyenlet¶eb}ol kÄovetkez}oen _¹ = 0 nem
fordulhat el}o. ¶Igy a (8) di®erenci¶alegyenletb}ol kÄovetkez}oen a modellben nem
lehets¶eges kiegyens¶ulyozott nÄoveked¶es. A rendszer dinamik¶aj¶ar¶ol sz¶am¶³t¶o-
g¶epes szimul¶aci¶o r¶ev¶en nyerhet}ok bizonyos inform¶aci¶ok. N¶eh¶any szimul¶alt
trajekt¶ori¶at mutatok be a 2. ¶abr¶an. A p¶alyagÄorb¶eken elhelyezett nyilak ¹ ¶es
z id}obeli v¶altoz¶as¶anak ir¶any¶at jelzik. Az ¶abr¶an a _z = 0 nyugalmi vonalat is
feltÄuntettem, ami az 1. ¶abr¶ahoz hasonl¶oan ez¶uttal is egy negat¶³v meredeks¶eg}u,
konvex gÄorbe. Az egyes szimul¶aci¶ok param¶eter ¶es kezd}o¶ert¶ekeit az ¶abr¶at
kÄovet}o t¶abl¶azat foglalja Äossze.

A Feldman-modell optimista kÄovetkeztet¶eseit legink¶abb az 1. szimul¶aci¶o
kÄozel¶³ti. J¶ollehet ¹ nÄoveked¶ese ¶es z csÄokken¶ese nem monoton, ¶es nem is tart
minden hat¶aron t¶ul, a (6) egyenlet szerint m¶egis ¶ugy t}unik, hogy a fogyaszt¶as
nÄoveked¶esi r¶at¶aja id}ovel egy pozit¶³v ¶ert¶ek kÄorÄuli ingadoz¶asra ¶all be. Az pedig,
hogy z ¶ert¶eke a (0:4; 0:6) intervallumon belÄul marad, egy¶uttal a gazdas¶ag
kiegyens¶ulyozott nÄoveked¶esi p¶alya kÄorÄul tÄort¶en}o ingadoz¶as¶at is jelenti.

A 2. szimul¶aci¶ot ¹ alacsonyabb kezd}o¶ert¶ek¶enek feltev¶ese mellett v¶egeztem.
B¶ar az 1. esethez hasonl¶oan az itt kapott trajekt¶ori¶anak is van egy olyan
szakasza, melyet ¹ szigor¶uan monoton nÄoveked¶ese ¶es z szigor¶uan monoton
csÄokken¶ese jellemez, n¶emi ingadoz¶as ut¶an e tendencia megfordul, ami az (5)
egyenlet szerint Ŷ1 csÄokken¶es¶et is maga ut¶an vonja. Tov¶abb folytatva a szi-
mul¶aci¶ot megmutathat¶o, hogy ¹ ¶ert¶eke null¶ahoz tart, ami az (5) egyenlet
szerint az 1. szektor kibocs¶at¶as¶anak tart¶os csÄokken¶es¶et vonja maga ut¶an, ¶es
ez a gazdas¶ag Äosszeoml¶as¶at jelenti. E k¶et szimul¶aci¶o az er}oltetett iparos¶³t¶as
strat¶egi¶aj¶anak, azaz ¹ magas kezd}o¶ert¶ek¶enek a l¶etjogosults¶ag¶at t¶amasztja
al¶a, hisz az Äosszeoml¶as ilyen m¶odon elkerÄulhet}o.
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2. ¶abra.

® A1 A2 ±1 ±2 °1 °2 d z(0) ¹(0)
1. 1.1 1 1 0.2 0.2 0.04 0.08 0.25 2.5 0.3
2. 1.1 1 1 0.2 0.2 0.04 0.08 0.25 2.5 0.187
3. 1.297 1 1 0.2 0.2 0.04 0.08 0.25 2.5 0.3

A 3. szimul¶aci¶o sor¶an visszat¶erÄunk az er}oltetett iparos¶³t¶as strat¶egi¶aj¶ahoz,
¶es mindÄossze annyi v¶altoztat¶ast teszÄunk az els}ohÄoz k¶epest, hogy ® magasabb
¶ert¶ek¶et, teh¶at a v¶allalatok puh¶abb kÄolts¶egvet¶esi korl¶atj¶at t¶etelezzÄuk fel. A k¶et
kÄozÄos kezd}opontb¶ol indul¶o p¶alyagÄorbe v¶egÄul ellent¶etes ir¶any¶u tendenci¶at mu-
tat, ¶es egy, a 2. szimul¶aci¶ohoz hasonl¶o trajekt¶oria ad¶odik. Ha az el}oz}oekben
alkalmazott terminol¶ogi¶at kÄovetve ¹(0) = 0:3 eset¶en er}oltetett iparos¶³t¶asr¶ol
besz¶elÄunk, akkor most kiderÄul, hogy ez sem elegend}o az Äosszeoml¶as elkerÄu-
l¶es¶ehez, ha a v¶allalatok kÄolts¶egvet¶esi korl¶atj¶anak puhas¶aga bizonyos korl¶atot
meghalad. Megjegyzend}o tov¶abb¶a, hogy ® ¶ert¶ek¶enek megv¶altoz¶asa term¶e-
szetesen a _z = 0 nyugalmi vonal elmozdul¶as¶at is maga ut¶an vonja, ez az
elmozdul¶as azonban olyan csek¶ely m¶ert¶ek}u, hogy az ¶abr¶an nem jelen¶³thet}o
meg.

¶Erdekesnek l¶atszik azon a k¶erd¶es vizsg¶alata, hogy az 1. szimul¶aci¶o sor¶an
kialakul-e ciklus. TÄobb mint 2000 peri¶odusra v¶egezve el a szimul¶aci¶ot, ¶ugy
t}unik, igen, a ciklus peri¶odusainak a sz¶ama viszont tÄobb mint 100. Ilyen
hossz¶u id}ot¶avon azonban semmik¶epp sem tekinthet}o konstansnak a modell
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tÄobbi param¶etere. M¶asr¶eszt az itt ad¶od¶o ¶ert¶ekek kev¶ess¶e t}unnek val¶osz¶³n}unek,
¶es a jelens¶eg a gazdas¶agtÄort¶enet eredm¶enyei alapj¶an is irrelev¶ans. Minden-
esetre az ¶abra alapj¶an ¶ugy t}unik, hogy a kÄolts¶egvet¶esi korl¶at puhul¶asa fokozza
az Äosszeoml¶as fel¶e tart¶o p¶aly¶ara ¶all¶as vesz¶ely¶et.

Jelent}os m¶ert¶ekben fÄugg a modell viselked¶ese a tÄobbi param¶eter ¶ert¶ek¶et}ol
is. E dolgozat keretei azonban nem teszik lehet}ov¶e ezek hat¶as¶anak r¶eszletes
elemz¶es¶et.

4 Z¶ar¶o megjegyz¶esek

Nem tartom val¶osz¶³n}unek, hogy az el}oz}o szakaszban bemutatott modell adek-
v¶at m¶odon ¶³rn¶a le a tervezett gazdas¶ag m}ukÄod¶es¶et. A bemutatott p¶alya-
gÄorb¶ek kÄozÄott azonban akad olyan, mely a t¶enyeknek jobban megfelel, mint
Feldman modellj¶enek hossz¶u t¶avon der}ul¶at¶o kÄovetkeztet¶ese.

A t¶enylegesen m}ukÄod}o tervgazdas¶agok kÄozponti tervez}o hat¶os¶agai ¶altal¶a-
ban azzal a felt¶etelez¶essel ¶eltek, hogy ® ¶ert¶eke z¶erus, ez¶ert az (5) egyenlet
alapj¶an ¶ugy v¶elt¶ek, hogy a beruh¶az¶asi javakat el}o¶all¶³t¶o szektor prefer¶al¶asa
(azaz ¹ nÄovel¶ese) r¶ev¶en e szektor nÄoveked¶ese gyors¶³that¶o. Az 1. szektor
t¶ulzott prefer¶al¶asa ((1+®)¡1 < ¹) eset¶en azonban a ¹ nÄovel¶ese kÄovetkezt¶eben
fell¶ep}o er}oforr¶as-b}ov¶³t}o hat¶ast t¶ulkompenz¶alja a 2. szakasz V2 pontj¶aban
eml¶³tett hib¶as beruh¶az¶asi dÄont¶esek miatt jelentkez}o vesztes¶eg az 1. szektor-
ban. ¶Igy ebben a helyzetben a beruh¶az¶asok 1. szektorba ir¶any¶³tott h¶anyad¶a-
nak nÄovel¶ese azzal j¶ar egyÄutt, hogy e szektor termel¶ese is csÄokken.

A 2. ¶es 3. szimul¶aci¶o eset¶en a p¶alyagÄorb¶ek kezdeti szakasz¶an meglehet}osen
neh¶ez eldÄonteni, hogy az Äosszeoml¶as fel¶e tart-e a gazdas¶ag vagy sem. Az
1. trajekt¶ori¶aval Äosszehasonl¶³tva a kÄulÄonbs¶eg abban ¶all, hogy ¹ ¶ert¶ek¶enek
m¶elypontjaiban z nagys¶aga nÄovekszik. E jelens¶eg azonban csak tÄobb mint 20
peri¶odus ut¶an ismerhet}o fel. Negyed¶eves peri¶odusokkal sz¶amolva ez is tÄobb,
mint 5 ¶ev.

A dolgozat v¶eg¶en fel kell vetni a k¶erd¶est, hogy tÄobb mint m¶asf¶el ¶evtizeddel
a magyar gazdas¶agi ¶es politikai rendszerv¶alt¶as ut¶an van-e m¶eg ¶ertelme AK
t¶³pus¶u termel¶esi fÄuggv¶enyekkel, illetve a v¶allalatok puha kÄolts¶egvet¶esi korl¶at-
j¶aval foglalkozni.

Az AK t¶³pus¶u termel¶esi fÄuggv¶enyekkel kapcsolatban ¶erdemes Antinol¯ ¶es
szerz}ot¶arsainak (2001) megjegyz¶es¶et felid¶ezni, mely szerint e fÄuggv¶enyt¶³pus
rendk¶³vÄuli egyszer}us¶ege ellen¶ere is fontos helyet foglal el a gazdas¶agi nÄoveke-
d¶es irodalm¶aban. Amint az Barro ¶es Sala-i-Martin (1995) kÄonyv¶eb}ol kiderÄul,
ennek felhaszn¶al¶asa r¶ev¶en nyerhet}ok az endog¶en nÄoveked¶es legegyszer}ubb mo-
delljei.

A puha kÄolts¶egvet¶esi korl¶atr¶ol mondottak sem kiz¶ar¶olag a tervezett gaz-
das¶agra ¶erv¶enyesek. Kornai (1997) cikk¶eben kijelenti, hogy a fejlett t}ok¶es
orsz¶agokban ¶evsz¶azados trend a v¶allalatok kÄolts¶egvet¶esi korl¶atj¶anak puhul¶asa,
¶es fel is sorolja e tendencia okait. Ugyanakkor Kornai (2000) szerint a poszt-
szocialista orsz¶agokban egy ezzel a trenddel ellent¶etes ir¶any¶u tendencia zaj-
lik. Ennek nem t¶uls¶agosan nagy sebess¶eg¶ere lehet kÄovetkeztetni pl. Gray
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¶es szerz}ot¶arsainak (1996) empirikus vizsg¶alat¶ab¶ol. A partikul¶aris v¶allalati
¶erdekek rendk¶³vÄul mark¶ansan jelentek meg p¶eld¶aul a magyarorsz¶agi priva-
tiz¶aci¶o sor¶an. Ezzel kapcsolatban is igen tanuls¶agosak Voszka (1996), (1997)
munk¶ai. Ugyanakkor Fama ¶es French (2000) EgyesÄult ¶Allamokra vonatkoz¶o
vizsg¶al¶od¶asai szerint a tulajdonosok k¶epesek hat¶ekonyan korl¶atozni a v¶allalati
menedzserek ¶erdek¶erv¶enyes¶³t}o k¶epess¶eg¶et.

Az el}oz}o k¶et szakasz kÄovetkeztet¶esei dÄont}o m¶ert¶ekben a puha v¶allalati
kÄolts¶egvet¶esi korl¶at feltev¶es¶en alapultak. Ez¶ert ¶erdemel kÄulÄonÄos ¯gyelmet
Kornai im¶ent eml¶³tett megjegyz¶ese a kÄolts¶egvet¶esi korl¶at puhul¶as¶anak ten-
denci¶aj¶aval kapcsolatban. Maskin (1999) alapj¶an ¶ugy t}unik, a jelens¶eg mind-
ink¶abb az ¶erdekl}od¶es kÄoz¶eppontj¶aba kerÄul. P¶eld¶aul Duggan (2000) a kor-
m¶anyzat ¶altal m}ukÄodtetett k¶orh¶azak puha kÄolts¶egvet¶esi korl¶atj¶aban l¶atja an-
nak ok¶at, hogy az eg¶eszs¶egÄugyre ford¶³tott kÄozkiad¶asok jelent}os nÄovel¶ese sem
eredm¶enyezi a szeg¶enyek eg¶eszs¶egÄugyi helyzet¶enek javul¶as¶at. Maskin (2001)
szerint kÄulÄonÄos jelent}os¶ege van a puha kÄolts¶egvet¶esi korl¶at probl¶em¶aj¶anak az
¶atmeneti gazdas¶agokban.

V¶egÄul megjegyezzÄuk, hogy a v¶allalati viselked¶es 2. szakaszban felsorolt
jellegzetess¶egeinek nagy r¶esze a nagyv¶allalati szervezeti egys¶egek v¶allalaton
belÄuli magatart¶as¶aban is kimutathat¶o, amit Dob¶ak (1996) funkci¶o, illetve
div¶³zi¶o egoizmus gyan¶ant eml¶³t. Mindezek m¶eg indokoltabb¶a teszik e jelleg-
zetess¶egek ¯gyelembe v¶etel¶et a modellalkot¶as sor¶an.
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SOFT BUDGET CONSTRAINT AND STOP-GO POLICY

IN A TWO-SECTOR AK MODEL

We introduce a soft budget constraint and stop-go policy into a stable two-sector
AK model. As the extended model does not have any equilibrium point, we use
a computer-simulation to show that depending on the initial situation and the
parameter values, the economy can follow a trajectory leading to the collapse or
moves oscillatory avoiding the downfall.
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PIACI KOCK¶AZAT ¶ES DIVERZIFIK¶ACI¶O A HAZAI
T}OKEPIACON1

K¶OBOR ¶AD¶AM
Vil¶agbank

A tanulm¶any h¶arom hazai piaci v¶altoz¶o |a r¶eszv¶eny- kÄotv¶eny- ¶es devizapia-
cot reprezent¶al¶o BUX index, 3 ¶eves ¶allampap¶³r, illetve forint-eur¶o ¶arfolyam|
viselked¶es¶et vizsg¶alja tÄobb szempontb¶ol. Az egyik f}o szempont e h¶arom
piaci szektor kock¶azatoss¶ag¶anak, ¶es a kÄozÄottÄuk fenn¶all¶o diverzi¯k¶aci¶onak
vizsg¶alata elt¶er}o id}ot¶avokon. Tapasztalatunk szerint a h¶arom piaci kock¶azati
faktor ¶arfolyamv¶altoz¶as¶anak egyÄuttmozg¶asa er}osÄodik, ha a befektet¶esi (il-
letve elemz¶esi) id}ot¶avot egy napr¶ol heti, illetve havi hossz¶us¶ag¶ura ny¶ujtjuk.
A m¶asik f}o elemz¶esi szempont a piaci faktorok viselked¶es¶enek r¶eszletesebb
le¶³r¶asa: rezsimv¶alt¶o modellek seg¶³ts¶eg¶evel elkÄulÄon¶³thetÄunk nyugodt illetve
hektikus peri¶odusokat, melyekben a volatilit¶asok ¶es korrel¶aci¶ok szigni¯k¶ans
kÄulÄonbs¶eget mutatnak. Tapasztalatunk szerint a r¶eszv¶eny- ¶es kÄotv¶enypiacok
kÄozÄotti korrel¶aci¶os egyÄutthat¶o er}osÄodik a magasabb volatilit¶as¶u id}oszakokban,
jelent}osen rontva a nyugodt id}oszaki adatok alapj¶an v¶arhat¶o diverzi¯k¶aci¶os
hat¶ast { ez a jelens¶eg ellent¶etes p¶eld¶aul az amerikai piacokon tapasztaltakkal.

JEL klasszi¯k¶aci¶o: C10, G10

1 Bevezet¶es

A p¶enzÄugyi piaci eszkÄozÄok illetve kock¶azati faktorok kovariancia m¶atrixa kri-
tikus szerepet j¶atszik mind az optim¶alis eszkÄozallok¶aci¶o meghat¶aroz¶as¶aban,
mind pedig a kock¶azatkezel¶es szempontj¶ab¶ol. Az optim¶alis eszkÄozallok¶aci¶o
elt¶er}o form¶akban fejezhet}o ki, kezdve a klasszikusnak tekinthet}o kvadratikus
hasznoss¶agfÄuggv¶eny maximaliz¶al¶as¶at¶ol eg¶eszen a kÄulÄonbÄoz}o als¶o¶agi kock¶aza-
tok melletti v¶arhat¶o hozam-maximaliz¶al¶as probl¶em¶aj¶aig. Am¶³g a j¶ol viselked}o
hasznoss¶agfÄuggv¶enyek haszn¶alata ink¶abb az elm¶eleti tudom¶anyos kutat¶asok
kÄor¶eben gyakori, a gyakorlatban tipikusan valamelyik intuit¶³vabb als¶o¶agi koc-
k¶azatot m¶er}o indik¶ator melletti hozammaximaliz¶al¶as tekinthet}o ¶altal¶anos-
nak. Ilyen als¶o¶agi kock¶azati m¶er}osz¶am a kock¶aztatott ¶ert¶ek avagy Value at
Risk (VaR), egy meghat¶arozott hozamkÄuszÄob alatti teljes¶³tm¶eny val¶osz¶³n}us¶e-
ge (Shortfall Probabilty), vagy pedig a v¶arhat¶o vesztes¶eg nagys¶aga (Expected
Shortfall illetve Conditional Value at Risk). A kock¶aztatott ¶ert¶ek fogalm¶ar¶ol
¶es m¶odszertan¶ar¶ol r¶eszletesen olvashatunk Jorion (1999) illetve Kir¶aly (1998)

1Quantitative Strategies, Risk and Analytics Department, The World Bank
(Vil¶agbank). A tanulm¶anyban kifejtett n¶ezetek a szerz}o v¶elem¶eny¶et tÄukrÄozik, ¶es nem
felt¶etlenÄul egyeznek meg a Vil¶agbank hivatalos ¶all¶aspontj¶aval. Be¶erkezett: 2006. febru¶ar
18. E-mail: akobor@worldbank.org.
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¶³r¶asaiban. B¶ar az eml¶³tett indik¶atorok mind hordoznak valamilyen intuit¶³v je-
lent¶est ¶es interpret¶alhat¶os¶agot, kÄozÄulÄuk nem mind, ¶³gy p¶eld¶aul a n¶epszer}unek
mondhat¶o VaR sem tekinthet}ok j¶ol viselked}o |¶un. koherens| kock¶azati
m¶ert¶eknek. A kock¶azati m¶ert¶ekek elm¶eleti tulajdons¶agair¶ol aj¶anljuk p¶eld¶aul
Artzner et al. (1998) tanulm¶any¶at, a koherens kock¶azati m¶ert¶ek melletti
portf¶oli¶o optimaliz¶aci¶or¶ol pedig p¶eld¶aul Krokhmal et al. (2001) illetve Cheklov
et al. (2003) tanulm¶anyaiban olvashatunk. Azonban b¶armilyen m¶odon is
hat¶arozzuk meg a portf¶oli¶o optimaliz¶aci¶os feladatot, a kovariancia m¶atrixra,
azaz a faktorok volatilit¶as¶ara ¶es korrel¶aci¶oira szinte biztos, hogy szÄuks¶egÄunk
lesz.

B¶ar a kovariancia m¶atrix statisztikai szempontb¶ol alapvet}o fogalom, a
p¶enzÄugyi piaci alkalmaz¶asok m¶egis sz¶amos kih¶³v¶as el¶e ¶all¶³tj¶ak az elemz}ot.
Az egyik ilyen kÄozismert meg¯gyel¶es szerint a volatilit¶asok ¶es korrel¶aci¶os
egyÄutthat¶ok id}oben v¶altoz¶oak, klaszterezettek, azaz id}oben elkÄulÄon¶³thet}ok
alacsony ¶es magas volatilit¶as¶u peri¶odusok. Ennek a probl¶em¶anak a le¶³r¶as¶ara
gyakran alkalmazott m¶odszerek tÄobbek kÄozÄott a GARCH m¶odszerek, illetve
ink¶abb elm¶eleti vonalon a sztochasztikus volatilit¶as modellek. A GARCH
modellek hazai alkalmaz¶as¶ar¶ol r¶eszletesebben olvashatunk pl. Varga ¶es Rap-
pai (2002) tanulm¶any¶aban.

Egy m¶asik, ugyancsak kÄozismert tapasztalat szerint a p¶enzÄugyi kock¶azati
faktorok nem ¶³rhat¶ok le tÄok¶eletesen a klasszikusan felt¶etelezett norm¶alis el-
oszl¶assal: a tapasztalati hisztogram gyakran ferdÄult ¶es leptokurtikus, azaz
a vastag sz¶elek jelens¶eg¶et mutatja { azaz sz¶els}os¶eges esem¶enyekre gyakrab-
ban kell sz¶am¶³tanunk mint azt a normalit¶as alapj¶an felt¶etelezhetn¶enk. Ezt
a probl¶em¶at r¶eszben felt¶eteles normalit¶ason alapul¶o modellekkel (GARCH,
kevert norm¶alis eloszl¶as), r¶eszben pedig nemnorm¶alis eloszl¶asokkal (extr¶em-
¶ert¶ek eloszl¶asok, alfa-stabil eloszl¶as, Student-eloszl¶as, stb.) korrig¶alhatjuk.
KÄulÄonbÄoz}o eloszl¶asok ¶es modellek hazai piacokon tÄort¶en}o alkalmaz¶as¶ar¶ol r¶esz-
letesen olvashatunk p¶eld¶aul Janecsk¶o (2000) illetve K¶obor (2000) ¶³r¶asaiban.
Tapasztalatok szerint a felt¶eteles normalit¶as nem oldja meg minden eset-
ben az illeszked¶es probl¶em¶aj¶at, viszont a jobban illeszked}o, de nehezebben
becsÄulhet}o eloszl¶asok nagyon nehezen terjeszthet}ok ki ¶es becsÄulhet}ok meg
sokdimenzi¶os esetre, ¶es sokszor ink¶abb csak statisztikai technik¶akr¶ol besz¶elhe-
tÄunk semmint portf¶oli¶o allok¶aci¶oban ¶es p¶enzÄugyi modellez¶esben alkalmazhat¶o
eszkÄozÄokr}ol (p¶elda lehet erre a Student-eloszl¶as). Tanulm¶anyunkban az id}o-
ben v¶altoz¶o volatilit¶asok ¶es korrel¶aci¶ok modellez¶es¶ere a rezsimv¶alt¶o modelle-
ket alkalmazzuk, amelyek seg¶³ts¶eg¶evel elkÄulÄon¶³thetÄunk nyugodt ¶es hektikus
id}oszakokat, ¶es a korrel¶aci¶ok megv¶altoz¶as¶ara, ¶³gy a hektikus id}oszakban le-
roml¶o diverzi¯k¶aci¶os hat¶asokra is r¶avil¶ag¶³thatunk. A rezsimv¶alt¶o modellekkel
becsÄult kevert norm¶alis eloszl¶as egy¶uttal a vastag sz¶elek jelens¶eg¶ere is magya-
r¶azatot adhat. Mindazon¶altal m¶aris megjegyezzÄuk, hogy nem a statisztikai
illeszked¶est tartjuk a rezsimv¶alt¶o modellek els}odleges el}ony¶enek, hanem a
rendk¶³vÄul intuit¶³v interpret¶alhat¶os¶agot, a portf¶oli¶okezel¶esben val¶o alkalmaz-
hat¶os¶agot, ¶es a viszonylag kÄonny}u sokdimenzi¶os kiterjeszthet}os¶eget.

Am¶³g a kutat¶ok jelent}os ¯gyelmet szenteltek az eddigiekben le¶³rt jelens¶egek
t¶argyal¶as¶anak, kevesebb ¯gyelmet ¶erdemelt a p¶enzÄugyi faktorok id}obeli fÄug-
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getlens¶eg¶enek (¶³gy p¶eld¶aul az aut¶okorrel¶aci¶oinak) vizsg¶alata. A normalit¶assal
szemben tov¶abbra is ¶el a faktorv¶altoz¶asok fÄuggetlens¶eg¶ebe (¶es ez¶altal a gya-
korlat szempontj¶ab¶ol nagyon fontos ,,szab¶aly", a volatilit¶as id}o n¶egyzetgyÄo-
k¶evel tÄort¶en}o sk¶al¶az¶as¶aba) vetett ¶altal¶anos bizalom. Ha a faktorv¶altoz¶asok
id}oben fÄuggetlenek, a volatilit¶asok val¶oban az id}ohorizont n¶egyzetgyÄok¶evel
ar¶anyosak, a faktorok kÄozÄotti korrel¶aci¶ok pedig nem fÄuggnek att¶ol, hogy azo-
kat napi, heti vagy havi l¶ep¶eskÄozben m¶erjÄuk. A tapasztalati adatok azonban
m¶ast mutatnak: a korrel¶aci¶ok kimondottan fÄuggnek a m¶er¶esi id}ohorizontt¶ol.
A fÄuggetlens¶eg felt¶etelez¶ese azonban tÄobb okb¶ol is id}ot¶all¶obb lehet. Egyr¶eszt,
tapasztalati oldalr¶ol tekintve, kev¶esb¶e szembeÄotl}o probl¶em¶ar¶ol van sz¶o, mint
p¶eld¶aul a leptokurtikuss¶ag eset¶eben. Ha egy elemz}o VaR modellt k¶³v¶an
tesztelni 1 napos id}ohorizonton, akkor 1 napos id}ot¶avon m¶ert volatilit¶asokb¶ol
¶es egy¶eb param¶eterekb}ol ¶ep¶³ti fel modellj¶et, ¶es nincs szÄuks¶eg semmif¶ele id}obeli
¶atsk¶al¶az¶asra. M¶asr¶eszt, elm¶eleti s¶³kon, a fÄuggetlens¶eg szoros viszonyban van
a hat¶ekony piacok hipot¶ezis¶evel, azaz a fÄuggetlens¶eg esetleges elvet¶ese olyan
k¶erd¶esek el¶e ¶all¶³thatja a kutat¶ot, amelyek megv¶alaszol¶asa sokkal m¶elyebbre
vezet, mint p¶eld¶aul a vastag sz¶el}us¶eg azonnal szembeÄotl}o jelens¶eg¶enek elfo-
gad¶asa. Ez a tanulm¶any alapvet}oen empirikus ind¶³ttat¶as¶u, ¶³gy a hazai piac
hat¶ekonys¶ag¶aval kapcsolatban nem sz¶and¶ekozunk kÄovetkeztet¶eseket levonni.
Ezen k¶erd¶es tov¶abbi vizsg¶alat¶ara azonban fel szeretn¶enk h¶³vni a ¯gyelmet: az
id}ohorizontt¶ol fÄugg}o korrel¶aci¶ok ugyanis nem puszt¶an elemz¶esi szempontb¶ol
mondhat¶ok ¶erdekesnek, hanem rendk¶³vÄuli jelent}os¶eg}unek mondhat¶ok portf¶oli¶o
diverzi¯k¶aci¶os, fedezeti ¶es kock¶azatbecsl¶esi oldalr¶ol is.

Tanulm¶anyunk els}o r¶esz¶eben Äosszehasonl¶³tjuk h¶arom hazai kock¶azati fak-
tor, a BUX index, a 3 ¶eves ¶allampap¶³r, illetve a forint-eur¶o ¶arfolyam kovarian-
cia m¶atrix¶at napi, heti ¶es havi id}ot¶avon m¶erve. Az id}ot¶av fÄuggv¶eny¶eben l¶at-
hat¶o, hogy a korrel¶aci¶os egyÄutthat¶ok emelked}o ¶ert¶ekeket mutatnak, amelyek
ellentmondanak a fÄuggetlens¶eg hipot¶ezis¶enek. MegjegyezzÄuk, hogy tanulm¶a-
nyunkat egyb}ol tÄobbdimenzi¶os, a hazai p¶enzÄugyi piacokat j¶ol reprezent¶al¶o
kock¶azati faktorok egyÄuttes elemz¶es¶evel kezdjÄuk, ¯gyelmÄunk kÄoz¶eppontj¶aban
ugyanis az egyedi volatilit¶asok m¶er¶ese mellett a faktorok kÄozÄotti interakci¶ok
¶allnak. A volatilit¶asok ¶es korrel¶aci¶os egyÄutthat¶ok ,,lej¶arati strukt¶ur¶aj¶anak"
meg¶ert¶es¶ere vektorautoregressz¶³v (VAR)2 modellt alkalmazunk.

A tanulm¶any m¶asodik r¶esz¶eben nyugodt ¶es hektikus peri¶odusokat kÄulÄo-
n¶³tÄunk el rezsimv¶alt¶o modellek seg¶³ts¶eg¶evel, ¶es a kÄulÄonbÄoz}o rezsimek szerint
elkÄulÄon¶³tve vizsg¶aljuk a piaci faktorok volatilit¶as¶at ¶es a kÄozÄottÄuk fenn¶all¶o
korrel¶aci¶okat. Fontos tapasztalat, hogy a p¶eld¶aul az amerikai piacon meg¯-
gyelhet}o ,,°ight to quality" jelens¶eg (azaz a kock¶azatos r¶eszv¶enyek ¶es alacsony
kock¶azat¶u ¶allampap¶³rok kÄozÄotti korrel¶aci¶o hektikus id}oben negat¶³vv¶a v¶al¶asa)
a hazai piacon nem ¯gyelhet}o meg: ellenkez}oleg, a r¶eszv¶enyek ¶es ¶allampap¶³rok
kÄozÄotti korrel¶aci¶os egyÄutthat¶o hektikus id}oben feler}osÄodik, rontva a rem¶elt
diverzi¯k¶aci¶os hat¶ast.

A tanulm¶any v¶eg¶en ÄosszegezzÄuk kÄovetkeztet¶eseinket, ¶es ¶attekintjÄuk a nyi-
tott, tov¶abbi kutat¶asra v¶ar¶o k¶erd¶eseket.

2A ,,kock¶aztatott ¶ert¶ek" rÄovid¶³t¶es¶ere tanulm¶anyunkban a VaR, a ,,vektorautoregressz¶³v"
modellek rÄovid¶³t¶es¶ere pedig a VAR kifejez¶est haszn¶aljuk.
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2 Piaci kock¶azat: klasszikus felt¶etelez¶esek, em-
pirikus tapasztalatok

Tanulm¶anyunkban mindh¶arom klasszikus piaci kock¶azati faktor |azaz a
r¶eszv¶enypiaci, a devizapiaci ¶es a kÄotv¶enypiaci kock¶azatok| egyÄuttes visel-
ked¶es¶et k¶³v¶anjuk elemezni. A r¶eszv¶enypiac elemz¶ese a kutat¶ok kedvelt ku-
tat¶asi terÄulete, ugyanis a t}ozsde megfelel}o mennyis¶eg}u ¶es kÄonnyen el¶erhet}o
adatot szolg¶altat, ezek az adatok a kutat¶ok sz¶am¶ara ¶erdekes viselked¶est is pro-
duk¶alnak, ¶es a t}ozsdeindex igen gyakran a gazdas¶ag meg¶³t¶el¶es¶et ¶es hangulat¶at
tÄukrÄoz}o barom¶eterk¶ent is ¶ert¶ekelhet}o. A r¶eszv¶enypiac kock¶azat¶at a BUX ¶er-
t¶ekv¶altoz¶asaival m¶erjÄuk.

Az MNB 2005. ¶aprilisi ,,Jelent¶es a P¶enzÄugyi Stabilit¶asr¶ol" kiadv¶anya
szerint azonban a t}ozsd¶en jegyzett r¶eszv¶enyek a belfÄoldi befektet}ok portf¶oli¶o-
j¶aban meglehet}osen alacsony ar¶anyt k¶epviselnek | a lakoss¶ag eset¶eben p¶el-
d¶aul 2:4%-ot, ha a befektet¶esi jegyeket ¶es a nyugd¶³jp¶enzt¶arakat is ¯gyelembe
vesszÄuk.

A r¶eszv¶enypiac kapcs¶an, ugyancsak a stabilit¶asi jelent¶esre hivatkozva, ki-
emelend}o m¶eg, hogy a t}ozsdei r¶eszv¶enyek 78%-a kÄulfÄoldi befektet}ok portf¶oli¶o-
j¶aban van, ¶³gy viszont a t}ozsdepiac felt¶etelezhet}oen komoly hat¶assal lehet a
devizapiacra is. A devizapiac kock¶azat¶at a forint eur¶oval szembeni ¶ert¶ekv¶al-
toz¶as¶aval m¶erjÄuk.

A kÄotv¶enypiac kock¶azat¶at tanulm¶anyunkban a 3 ¶eves ¶allampap¶³r k¶epviseli.
A 3 ¶eves lej¶arat meglehet}osen Äonk¶enyes v¶alaszt¶asnak t}unhet, de a v¶alaszt¶as
sor¶an ¯gyelembe vettÄuk, hogy a stabilit¶asi jelent¶es szerint a bankok eszkÄoz-
oldali ¶atlagos h¶atralev}o futamideje (duration) 2.6 ¶ev, mely igen kÄozel esik a
3 ¶eves ¶allampap¶³r kamatl¶ab ¶erz¶ekenys¶eg¶ehez. A kamatl¶abkock¶azatot a 3 ¶eves
¶allampap¶³r teljes¶³tm¶eny¶evel (azaz a felhalmozott kamat ¶es az ¶arfolyamv¶altoz¶as
egyÄuttes Äosszeg¶evel) m¶erjÄuk. KÄozgazdas¶agi szempontb¶ol tal¶an term¶eszetesebb
v¶alaszt¶asnak t}unne ugyan a kamatl¶ab v¶altoz¶asok elemz¶ese a kÄotv¶eny tel-
jes¶³tm¶enye helyett, de jelen tanulm¶anyban mindh¶arom kock¶azati faktorra
mint p¶enzÄugyi eszkÄozre vagy eszkÄozoszt¶alyra tekintÄunk. Mivel rÄovid id}ot¶avon
a kÄotv¶eny teljes¶³tm¶eny¶et alapvet}oen az ¶at¶araz¶od¶as domin¶alja, kvantitat¶³v
szempontb¶ol v¶egs}o soron nincs is l¶enyegi s¶ulya a k¶et alternat¶³va kÄozÄotti v¶a-
laszt¶asnak.

Nem p¶enzÄugyi H¶aztart¶asok KÄulfÄold
v¶allalatok

K¶eszp¶enz ¶es bet¶etek 14.7% 40.8% 1.6%
Nem r¶eszv¶eny ¶ert¶ekpap¶³rok 2.1% 8.2% 23.2%
T}ozsdei r¶eszv¶enyek 1.1% 1.3% 15.0%
Egy¶eb r¶eszesed¶esek 27.4% 28.1% 32.0%
Befektet¶esi jegyek 0.5% 4.9% 0.0%
Biztos¶³t¶astechnikai tartal¶ekok 0.7% 15.1% 0.0%
Hitelek ¶es egy¶eb kÄovetel¶esek 53.5% 1.5% 28.1%

ÄOsszesen, Mrd Ft 17 968 15 811 26 683
Forr¶as: MNB.

1. t¶abl¶azat. Egyes szektorok p¶enzÄugyi eszkÄozeinek megoszl¶asa, 2004. IV. negyed¶ev
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Hangs¶ulyozni kell, hogy mindh¶arom instrumentum eset¶eben az ¶arfolyam-
v¶altoz¶asokat, nem pedig magukat az ¶arfolyamokat elemezzÄuk, hiszen az ¶arfo-
lyam-id}osorok jellemz}oen nem stacion¶ariusak, az ¶arfolyamv¶altoz¶asok viszont
stacionerek. A stacioner ¶arfolyamv¶altoz¶asok eset¶eben a kapcsolatszoross¶ag
elemz¶esre megfelel}o m¶odszer a korrel¶aci¶os egyÄutthat¶ok vizsg¶alata.

Fontos ugyancsak hangs¶ulyozni, hogy a h¶arom kock¶azati faktort mindh¶a-
rom esetben mint befektet¶esi eszkÄozt tekintjÄuk. Ezt a dÄont¶est a kÄonnyebb
interpret¶alhat¶os¶ag indokolja: p¶eld¶aul egy pozit¶³v korrel¶aci¶os kapcsolat a r¶esz-
v¶enyek ¶es kÄotv¶enyek ¶arfolyamv¶altoz¶asa kÄozÄott azt jelenti, hogy v¶arhat¶oan
mindk¶et eszkÄozoszt¶aly egyÄutt er}osÄodik vagy gyengÄul. Ha a kÄotv¶enyek eset¶eben
a kamatl¶abv¶altoz¶ast v¶alasztottuk volna meg¯gyel¶esi alapul (ami ellen per-
sze semmilyen elm¶eleti ¶erv nem sz¶olna), az egyÄuttes fel¶ert¶ekel}od¶est negat¶³v
korrel¶aci¶o jelezn¶e, ami tal¶an megnehez¶³ten¶e a kÄonny}u interpret¶alhat¶os¶agot.
Hasonl¶o ¶erv hozhat¶o fel amellett, hogy a forint eur¶oban kifejezett ¶ar¶at, ¶es
nem pedig a piacon jegyzett eur¶o forintban kifejezett ¶arfolyamv¶altoz¶asait
haszn¶aljuk.

A BUX index, a HUF/EUR ¶arfolyam ¶es a 3 ¶eves ¶allampap¶³r hozam¶anak
napi z¶ar¶o ¶ert¶ekeit a Bloomberg rendszerb}ol tÄoltÄottÄuk le. A forint ¶es a BUX
napi teljes¶³tm¶eny¶et az

rt = lnPt ¡ lnPt¡1

folytonos hozamk¶eplettel sz¶amoltuk, ahol Pt a t napi z¶ar¶o¶arat jelenti. A
kÄotv¶enyek napi teljes¶³tm¶eny¶enek becsl¶es¶eben a Campbell ¶es Viceira (2002)
¶altal is alkalmazott kÄozel¶³t}o k¶epletet haszn¶altuk:

rnt ¼ yn;t¡¢t=¢t ¡ Dn;t¡¢t ¢ (yn¡¢t;t ¡ yn;t¡¢t) ;

ahol az n futamidej}u kamatl¶ab t napi z¶ar¶o¶ert¶eke Ynt, ¶es:

ynt = ln(1 + Ynt) :

A kamatl¶abkock¶azatot kifejez}o ¶atlagid}o (duration) pedig a

Dnt =
1 ¡ (1 + Ynt)¡n

1 ¡ (1 + Ynt)¡1

formul¶aval kerÄult kÄozel¶³t¶esre. Mivel elemz¶esÄunkben csak a 3 ¶eves ¶allampap¶³r-
hozamokkal dolgozunk, ¶es nem becsÄultÄunk az eg¶esz hozamgÄorb¶et le¶³r¶o pa-
ram¶etereket, a kÄovetkez}o kÄozel¶³t¶essel is ¶elnÄunk kellett: yn¡¢t;t ¼ ynt. M¶as
sz¶oval: a tegnapi vagy az egy h¶ettel ezel}otti 3 ¶eves ¶allampap¶³rt ma is 3 ¶eves
kamatl¶abbal diszkont¶alunk, nem pedig 3 ¶ev m¶³nusz egy nap vagy egy h¶et
lej¶arat¶uval. Ezzel az egyszer}us¶³t¶essel elhagyjuk az ¶un. ,,roll-down" hat¶ast3,
amely szerint az Äoreged}o kÄotv¶enyt rÄovidebb lej¶arat¶u kamatl¶abbal kellene disz-
kont¶alni. Ez, illetve a konvexit¶as hanyagol¶asa okozhat ugyan kis teljes¶³tm¶eny-
becsl¶esi pontatlans¶agot, de nincs l¶enyegi hat¶asa a sz¶am¶³tott kock¶azatokra ¶es
korrel¶aci¶okra.

3Mivel a magyar ¶allampap¶³rpiaci hozamgÄorbe a vizsg¶alt id}oszak nagy r¶esz¶eben invert¶alt
volt, tal¶an helyesebb lenne ,,roll-up hat¶as" kifejez¶essel ¶elni.
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Elemz¶esÄunket a 2001. m¶ajus 7. ¶es 2005. augusztus 31. kÄozÄotti adatokkal
kezdjÄuk. B¶ar a BUX adatai 1991. janu¶ar 3-ig, a 3 ¶eves ¶allampap¶³rhozamok
pedig 1997. okt¶ober 10-ig rendelkez¶esre ¶allnak, a szimult¶an elemz¶esben a
2001. m¶ajus 4-i s¶avnyit¶as el}otti forint ¶arfolyamadatok ¯gyelembev¶etele f¶elre-
vezet}o ¶es torz¶³t¶o lenne. A s¶avnyit¶as ut¶an a forint azonban, kock¶azatkezel¶esi
szempontb¶ol legal¶abbis, lebeg}onek tekinthet}o (l¶asd: 1. ¶abra). A forint-¶ar-
folyam m¶elyebb kÄozgazdas¶agi elemz¶es¶er}ol sz¶amos tanulm¶any olvashat¶o (l¶asd
p¶eld¶aul Mikolasek (1998) illetve Nasz¶odi (2004) ¶³r¶asait.)

Els}o l¶ep¶esben felt¶etelezzÄuk, hogy a h¶arom eszkÄoz teljes¶³tm¶enye j¶ol le¶³rhat¶o
a geometriai Brown-mozg¶as folyamat¶aval, azaz a periodikus eszkÄozhozamok
rt = ¹dt + ¾dwt alakban ¶³rhat¶ok le, ahol

dwt » N(0;
p

dt)

¶es

f(rt) =
1

(2¼)m=2 det(­)1=2
exp

½
1

2
(rt ¡ ¹)0­¡1(rt ¡ ¹)

¾
:

Ez a formaliz¶aci¶o felt¶etelezi, hogy a t id}obeli teljes¶³tm¶eny (¶arfolyamv¶altoz¶as)
fÄuggetlen a (t¡1) vagy (t¡k) id}obelit}ol. FÄuggetlens¶eg eset¶en a volatilit¶asok az
id}o n¶egyzetgyÄok¶evel sk¶al¶azhat¶ok ¶at, a korrel¶aci¶ok pedig fÄuggetlenek a m¶er¶esi
id}ot¶av l¶ep¶eskÄoz¶et}ol. Az ¶eves¶³tett volatilit¶as sz¶am¶³t¶as¶ahoz az al¶abbi hÄuvelykujj
szab¶alyokat haszn¶altuk:

² A napi volatilit¶ast 260 n¶egyzetgyÄok¶evel,

² A heti volatilit¶ast 52 n¶egyzetgyÄok¶evel,

² A havi volatilit¶ast 12 n¶egyzetgyÄok¶evel szorozva jutottunk az ¶eves vola-
tilit¶as becsl¶es¶ere.

1. ¶abra. A forint/eur¶o ¶arfolyam ¶es az ¶arfolyams¶av
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Napi adatsor
2001. m¶aj. 7. { 2005.aug. 31. (1083 meg¯gyel¶es)

Korrel¶aci¶o BUX 3 ¶eves ¶AP Forint
(vs. eur¶o)

BUX 1.00 0.07 0.10

3 ¶eves ¶AP 0.07 1.00 0.12
Forint 0.10 0.12 1.00
Volatilit¶as 20.2% 5.6% 8.5%

Heti adatsor
2001. m¶aj. 11. { 2005. aug. 26. (225 meg¯gyel¶es)

Korrel¶aci¶o BUX 3 ¶eves ¶AP Forint
(vs. eur¶o)

BUX 1.00 0.20 0.14

3 ¶eves ¶AP 0.20 1.00 0.52
Forint 0.14 0.52 1.00
Volatilit¶as 19.8% 5.3% 7.2%

Havi adatsor
2001. j¶un. 30. { 2005. aug. 31. (51 meg¯gyel¶es)

Korrel¶aci¶o BUX 3 ¶eves ¶AP Forint
(vs. eur¶o)

BUX 1.00 0.39 0.42

3 ¶eves ¶AP 0.39 1.00 0.60
Forint 0.42 0.60 1.00
Volatilit¶as 20.5% 6.4% 6.2%

2. t¶abl¶azat. Korrel¶aci¶o ¶es volatilit¶as adatok

Ezen hÄuvelykujj szab¶alyokat alkalmazva sz¶am¶³tottuk ki a 3 eszkÄozoszt¶aly
¶eves¶³tett volatilit¶as¶at illetve korrel¶aci¶os egyÄutthat¶oit napi, heti ¶es havi meg-
¯gyel¶esek alapj¶an. Az al¶abbiakban kÄozÄolt eredm¶enyek m¶aris r¶avil¶ag¶³tanak a
kovariancia-m¶atrix becsl¶es egy lehets¶eges probl¶em¶aj¶ara: m¶eg ha ugyanazt a
nagyj¶ab¶ol 4 ¶eves meg¯gyel¶esi id}oszakot is alkalmazzuk, becsl¶esi eredm¶enyeink
jelent}os m¶ert¶ekben fÄugghetnek a napi, heti, havi vagy egy¶eb l¶ep¶eskÄoz v¶alasz-
t¶as¶at¶ol.

A t¶abl¶azatokat illetve az 1. ¶abr¶at Äosszehasonl¶³tva k¶et fontos meg¯gyel¶est
kell kiemelnÄunk:

² A forint kock¶azata (volatilit¶asa) az id}ohorizont nÄoveked¶es¶evel csÄokken,
m¶³g az ¶allampap¶³r-befektet¶esek kock¶azata az id}ohorizont havi hossz¶u-
s¶ag¶ura nÄoveked¶es¶evel nÄovekszik.

² M¶eg dr¶amaibb a m¶ert korrel¶aci¶os egyÄutthat¶ok Äosszehasonl¶³t¶asa: az esz-
kÄozoszt¶alyok kÄozÄotti korrel¶aci¶ok az id}ohorizont t¶agul¶as¶aval drasztiku-
san nÄovekszik (a forint ¶es az ¶allampap¶³r eset¶eben p¶eld¶aul 0.12-r}ol 0.60-
ra, ha a napi adatok helyett havi adatokkal sz¶amolunk).

Az optim¶alis portf¶oli¶oallok¶aci¶o illetve a kock¶azatkezel¶es szempontj¶ab¶ol
egyar¶ant kritikus diverzi¯k¶aci¶o kapcs¶an nem k¶erd}ojelezhet}o meg ennek az
¶eszrev¶etelnek a relevanci¶aja: ha a relev¶ans id}ohorizont 1 h¶onap, rendk¶³vÄul
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f¶elrevezet}o lehet a napi adatokb¶ol sz¶am¶³tott korrel¶aci¶os egyÄutthat¶ok haszn¶a-
lata | ha egy¶uttal azt is felt¶etelezzÄuk, hogy az egym¶ast kÄovet}o ¶arfolyamv¶al-
toz¶asok egym¶ast¶ol id}oben fÄuggetlenek.

2. ¶abra. A volatilit¶asok ¶es korrel¶aci¶ok ,,lej¶arati szerkezete"

B¶ar a korrel¶aci¶ok ¶es a volatilit¶asok v¶altoz¶asa Äonmag¶aban is l¶atv¶anyosnak
mondhat¶o, gyakorlati szempontb¶ol k¶erd¶eses, hogy milyen hat¶assal lehet mind-
ez egy adott portf¶oli¶o kock¶azat¶ara. A 3. t¶abl¶azat n¶eh¶any, Äonk¶enyesen kiv¶a-
lasztott portf¶oli¶o ¶eves¶³tett kock¶azat¶at (volatilit¶as¶at) mutatja napi, heti illetve
havi id}ot¶avon. A 2. ¶abr¶an l¶athattuk, hogy a forint ¶arfolyamkock¶azata hosz-
szabb id}ot¶avon m¶ers¶ekl}odik, mikÄozben az ¶allampap¶³r-befektet¶esek kock¶azata
nÄovekszik. Ezek alapj¶an nem meglep}o, hogy a t¶abl¶azat utols¶o sor¶aban muta-
tott 80% ¶allampap¶³r: 20% r¶eszv¶eny kombin¶aci¶o forintban m¶ert kock¶azata
jelent}os m¶ert¶ekben |23%-kal| nÄovekszik, ha a m¶er¶esi id}ot¶avon napir¶ol
havira t¶ag¶³tjuk. M¶as sz¶oval, amennyiben a relev¶ans id}ot¶av 1 h¶onap, vi-
szont a portf¶oli¶o sz¶or¶as¶at napi adatokb¶ol sz¶amolt kovariancia m¶atrix alapj¶an
becsÄuljÄuk, kb. 19%-kal becsÄuljÄuk al¶a a portf¶oli¶o val¶odi volatilti¶as¶at.

Minta portf¶oli¶ok Napi Heti Havi Havi/Napi

50% BUX : 50% ¶AP (Forintban) 10.7% 10.7% 11.9% 1.11

50% BUX : 50% ¶AP (Eur¶oban) 14.4% 14.4% 16.0% 1.11

20% BUX : 80% ¶AP (Forintban) 6.3% 6.4% 7.7% 1.23

3. t¶abl¶azat. Mintaportf¶oli¶o kock¶azatok

Ez a meg¯gyel¶es tÄobb k¶erd¶est is felvet:

1. M¶as orsz¶agok piacain is meg¯gyelhet}o-e hasonl¶o jelens¶eg?

2. Val¶oban szÄuks¶eges-e, hogy elemz¶esÄunket a 2001. m¶ajus 5. { 2005. augusz-
tus 31. kÄozÄotti id}oszakra szor¶³tsuk, ha n¶emely adatsorokb¶ol (pl. BUX)
l¶enyegesen hosszabb adatsor is rendelkez¶esre ¶all?

3. Mi okozza, illetve mivel m¶erhet}o ¶es modellezhet}o a meg¯gyelt v¶altoz¶as
a volatilit¶asok ¶es korrel¶aci¶ok lej¶arati strukt¶ur¶aj¶aban?

KezdjÄuk a k¶erd¶esek megv¶alaszol¶as¶at az els}o k¶erd¶essel: b¶ar elt¶er}o m¶ert¶ek-
ben, de sz¶amos piacon tapasztalhat¶o, hogy az egym¶ast kÄovet}o hozamok nem
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teljesen fÄuggetlenek egym¶ast¶ol illetve m¶as eszkÄozÄok id}oben kor¶abbi hozam¶at¶ol.
Azonos |kÄozel 4 ¶eves id}oszakot tekintve| p¶eld¶aul az S&P 500 illetve az 5
¶eves lej¶arat¶u ¶allampap¶³r napi hozamv¶altoz¶asa napi szinten 0.3584, havi szin-
ten pedig 0.5564 korrel¶aci¶os ¶ert¶eket mutatott. A cikk terjedelm¶ere hivatkozva
a vizsg¶alatot ebbe az ir¶anyba nem t¶ag¶³tom, hiszen rengeteg eszkÄozoszt¶aly ¶es
orsz¶ag piaca lehetne ¶erdekes tov¶abbi Äosszehasonl¶³t¶asra.

A m¶asodik k¶erd¶es l¶att¶an gyakorlati kock¶azatkezel}ok azt mondhatj¶ak, hogy
4 ¶evre visszamen}o napi adatsor m¶aris el¶eg hossz¶unak t}unhet, ¶es a napi koc-
k¶azatm¶er¶esben haszn¶alatosabb GARCH jelleg}u modellek ¶erz¶ekelhet}o m¶odon
enn¶el l¶enyeg¶eben m¶eg rÄovidebb id}oszakot vesznek csak ¯gyelembe. M¶as eset-
ben |p¶eld¶aul hossz¶u t¶av¶u, tÄobb ¶eves strat¶egia fel¶all¶³t¶asakor| m¶egis szÄuk-
s¶eges vagy legal¶abbis relev¶ans lehet hosszabb id}ot¶av ¯gyelembe v¶etele. Nem
azonos hossz¶us¶ag¶u id}osorok elemz¶es¶ere k¶³n¶al megold¶ast Stambaugh (1997)
m¶odszere |t¶argyal¶as¶at l¶asd m¶eg p¶eld¶aul De Santis et al. (2003) ¶³r¶as¶aban|
amely seg¶³ts¶eg¶evel fel¶ep¶³thet}o egy kovariancia m¶atrix, amely teljes hossz¶u-
s¶agban veszi ¯gyelembe a hosszabb m¶ultra rendelkez¶esre ¶all¶o adatsorainkat,
mikÄozben a pozit¶³v de¯nits¶eg krit¶erium¶at teljes¶³t}o m¶odon illeszti be a rÄovidebb
id}oszakra rendelkez¶esre ¶all¶o adatsorok volatilit¶asait, illetve a m¶as adatsorokkal
szembeni korrel¶aci¶oit. Az elj¶ar¶as menete |De Santis et al. ¶³r¶as¶at kÄovetve|
a kÄovetkez}ok¶eppen foglalhat¶o Äossze, ha k¶et, m illetve n meg¯gyel¶esb}ol ¶all¶o
(m > n) X ¶es Y adatsor csoportra k¶³v¶anjuk a kovariancia m¶atrixot meg-
becsÄulni:

1. BecsÄuljÄuk meg az adatsorok kÄozÄos metszet¶enek kovariancia m¶atrixait,
n meg¯gyel¶es alapj¶an: ¾2

XX;n, ¾2
XY;n illetve ¾2

Y Y;n.

2. V¶egezzÄunk becsl¶est a rÄovidebb adatsornak a hosszabb id}osorra vonat-
koz¶o regresszi¶oj¶ara n meg¯gyel¶es alapj¶an: ¯Y X;n = (X 0X)¡1(X 0Y ).

3. V¶egezzÄuk el csak a hosszabb adatsor ¾2
XX;m kovariancia m¶atrix¶anak

becsl¶es¶et m adat alapj¶an.

4. VessÄuk Äossze a hosszabb adatsor m illetve n adat alapj¶an becsÄult kova-
riancia ¶ert¶ekeit: amennyiben valamely, az m adat alapj¶an becsÄult ko-
variancia ¶es az n adat alapj¶an becsÄult ¶ert¶ek ¾2

XX;m ¡¾2
XX;n kÄulÄonbs¶ege

pozit¶³v, minden m¶as kÄorÄulm¶enyt azonosnak tekintve4 azt mondhatjuk,
hogy a rÄovidebb minta alulbecsli a feltehet}oen prec¶³zebb, hossz¶u minta
alapj¶an sz¶am¶³tott ¶ert¶eket.

5. A regresszi¶os becsl¶esek ¶es a 4. pontban sz¶am¶³tott kÄulÄonbs¶egek seg¶³t-
s¶eg¶evel korrig¶aljuk a rÄovidebb id}oszak alapj¶an az Y adatsorra becsÄult
kovarianci¶akat:

{ A kÄozÄos kovariancia m¶atrix X adatokra vonatkoz¶o r¶esze: ¾2
XX =

¾2
XX;m;

4Fontos felt¶etel. Ha ugyanis a hossz¶u minta min}os¶egileg m¶as jelleg}u tÄort¶eneti sza-
kaszokat takar, nem felt¶etlenÄul van ¶ertelme kiny¶ujtani a meg¯gyel¶esi id}oszakot. Mi is ¶³gy
tettÄunk p¶eld¶aul a forint-eur¶o ¶arfolyam eset¶eben, amely technikailag rendelkez¶esre ¶all ugyan
1999-ig visszamen}oleg, m¶egis csak a 2001-es s¶avnyit¶as ut¶ani id}oszakot vettÄuk tekintetbe.



70 K¶obor ¶Ad¶am

{ A kÄozÄos kovariancia m¶atrix X ¶es Y adatok kovarianci¶ait tartal-
maz¶o r¶esze: ¾2

XY = ¾2
XY;n ¡ ¯0

Y X;n

£
¾2

XX;m ¡ ¾2
XX;n

¤
;

{ A kÄozÄos kovariancia m¶atrix Y adatokra vonatkoz¶o r¶esze: ¾2
Y Y =

¾2
Y Y;n ¡ ¯0

Y X;n

£
¾2

XX;m ¡ ¾2
XX;n

¤
¯Y X;n.

A 4. t¶abl¶azat mutatja a napi adatsorok alapj¶an becsÄult korrel¶aci¶ok ¶es
volatilit¶asok adatait, amennyiben mindh¶arom kock¶azati faktor rendelkez¶esre
¶all¶o adatait ¯gyelembe k¶³v¶anjuk venni:

Korrel¶aci¶o BUX 3 ¶eves ¶AP Forint
(vs. eur¶o)

BUX 1.00 0.18 0.14

3 ¶eves ¶AP 0.18 1.00 0.14
Forint 0.14 0.14 1.00
Volatilit¶as 26.4% 6.1% 8.5%
BUX: 1991. jan. 3. { 2005. aug. 31. (3660 meg¯gyel¶es)
¶AP: 1997. okt. 10. { 2005. aug. 31. (1969 meg¯gyel¶es)

Forint: 2001. m¶aj. 7. { 2005. aug. 31. (1083 meg¯gyel¶es)

4. t¶abl¶azat. Korrel¶aci¶o- ¶es volatilit¶asbecsl¶es elt¶er}o hossz¶us¶ag¶u id}osorok alapj¶an

A hossz¶u id}oszakra becsÄult korrel¶aci¶os egyÄutthat¶ok n¶emik¶epp magasab-
bak a 4 ¶eves adatsor alapj¶an becsÄult ¶ert¶ekekn¶el, ¶es a BUX illetve az ¶allampap¶³r
volatilit¶asa is magasabb a rÄovidebb id}osor ¶ert¶ekeihez k¶epest | enn¶el l¶enyege-
sen szembet}un}obb elt¶er¶est nem tal¶alni, ¶es mark¶ansabb kÄovetkeztet¶esek sem
vonhat¶ok le. A harmadik k¶erd¶esre pedig a kÄovetkez}o pontban keressÄuk a
v¶alaszt.

3 Kovariancia m¶atrix az id}obeli fÄuggetlens¶eg
felold¶asa mellett

A volatilit¶asok az id}osk¶ala ment¶en azzal a felt¶etelez¶essel sk¶al¶azhat¶ok ¶at az
id}o n¶egyzetgyÄok¶evel, hogy az egym¶ast kÄovet}o id}oszaki hozamok fÄuggetlenek
egym¶ast¶ol, illetve m¶eg pontosabban fogalmazva: nem mutatnak null¶at¶ol elt¶er}o
autokorrel¶aci¶ot. Abban az esetben, ha p¶eld¶aul az els}o rend}u aut¶okorrel¶aci¶o
½ ¶ert¶ek}u, a k-id}oszakra sz¶am¶³tott volatilit¶as kisz¶am¶³t¶asakor ezt az autokor-
rel¶aci¶ot is ¯gyelembe kellene, hogy vegyÄuk:

¾(rt + . . . + rt¡k) =

Ã
(k + 1)¾2 + 2

kX

i=1

¾2½i(k ¡ i + 1)

!1=2

:

Ha magasabb rend}u autokorrel¶aci¶ok ¯gyelembev¶etel¶et is indokoltnak tart-
juk, az im¶enti k¶eplet term¶eszetesen a tov¶abbi k¶esleltet¶eseknek megfelel}oen
m¶odosul.

Mivel azonban vizsg¶alatunkat 3 kock¶azati faktorra egyÄuttesen v¶egezzÄuk,
az autokorrel¶aci¶ok mellett szÄuks¶eges annak ¯gyelembev¶etele is, hogy a kÄulÄon-
bÄoz}o eszkÄozÄok mik¶ent hatnak egym¶asra az id}o m¶ul¶as¶aval: p¶eld¶aul egy tegnapi
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zuhan¶as a r¶eszv¶enypiacon magyar¶az-e valamit a forint deviza¶arfolyam¶anak
mai alakul¶as¶ab¶ol. Strat¶egiai eszkÄozallok¶aci¶os elemz¶esek k¶esz¶³t¶es¶ehez Camp-
bell ¶es Viceira (2002) vektor-autoregressz¶³v (VAR) rendszer fel¶ep¶³t¶es¶et java-
solja, amelynek seg¶³ts¶eg¶evel |egyebek kÄozÄott| a volatilit¶asok ¶es korrel¶aci¶ok
lej¶arati szerkezete is modellezhet}o. Tanulm¶anyunkban a VAR(1) becsl¶es¶ere ¶es
interpret¶aci¶oj¶ara szor¶³tkozunk. Ennek az els}o l¶at¶asra ugyancsak Äonk¶enyesnek
t}un}o v¶alaszt¶asnak az oka, hogy felt¶etelezhet}o, hogy a piaci szerepl}oknek szÄuk-
s¶egÄuk lehet egy rÄovidebb, egy napos ¶atfut¶asi id}ore ahhoz, hogy megfelel}oen
reag¶aljanak bizonyos piaci esem¶enyekre, illetve p¶eld¶aul a t-ik napon likvid¶alt
eszkÄozeikb}ol sz¶armaz¶o forint ellen¶ert¶eket m¶asnap konvert¶alj¶ak eur¶ora. Meg-
jegyzend}o, hogy nemzetkÄozi Äosszehasonl¶³t¶asban az id}oeltol¶od¶as Äonmag¶aban
is okozhat VAR(1)-gyel m¶erhet}o hat¶ast: p¶eld¶aul a BUX ¶es az S&P 500
egyÄuttes viselked¶es¶er}ol a VAR(1) sokkalta ¶arnyaltabb k¶epet ny¶ujthat, mintha
kiz¶arn¶ank az el}oz}o napi (Magyarorsz¶agon m¶ar ¶ejszak¶anak sz¶am¶³t¶o) amerikai
piaci hat¶asokat a BUX modellez¶es¶eb}ol.

A VAR(1) alak¶u modellÄunk teh¶at a kÄovetkez}o:

yt = v + Ayt¡1 + ut ahol ut » N(0; §) :

A VAR modellek rendk¶³vÄul m¶ely t¶argyal¶asa olvashat¶o p¶eld¶aul Hamilton
(1994) kÄonyv¶eben, ¶es Campbell ¶es Viceira (2004) ugyancsak kÄulÄon technikai
pap¶³rt szentel a VAR modellek portf¶oli¶okezel¶esben tÄort¶en}o alkalmaz¶asaira,
¶³gy a jelen pontban tov¶abbiakban t¶argyalt formul¶ak kapcs¶an erre a pap¶³rra
hivatkozunk. A VAR(1) id}osorok felt¶etel n¶elkÄuli v¶arhat¶o ¶ert¶eke

Y = (I ¡ A)¡1 ¢ v

alakban fejezhet}o ki, a felt¶etel n¶elkÄuli kovariancia m¶atrixa pedig

vec(§y) = (Im2 ¡ A ­ A)¡1vec(§u) ; ahol ut » N(0;§)

form¶aban adhat¶o meg. Tanulm¶anyunk szempontj¶ab¶ol kÄulÄonÄosen fontos m¶eg,
hogy a VAR(1) modell param¶etereivel kifejezhet}o a k peri¶oduson keresztÄul
aggreg¶alt hozamok felt¶eteles kovariancia m¶atrixa az al¶abbi iter¶aci¶o szerint:

¾2
t (yt+1 + . . . + yt+k) = § + (I + A)§(I + A)0 +

+ (I + A + AA)§(I + A + AA)0 + . . . +

+ (I + A + . . . + Ak¡1)§(I + A + . . . + Ak¡1)0 :

A tanulm¶any elej¶en t¶argyalt jelens¶eg, a volatilit¶asok ¶es korrel¶aci¶ok lej¶arati
strukt¶ur¶aj¶anak modellez¶es¶ere VAR(1) becsl¶est v¶egeztÄunk: becsl¶esi eredm¶e-
nyeinket az 5. t¶abl¶azat foglalja Äossze (z¶ar¶ojelben a param¶eterek t-statisztik¶ai
olvashat¶oak):
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Napi adatsor: 2001. m¶aj. 7. { 2005. aug. 31. (1083 meg¯gyel¶es)

BUX 3 ¶eves ¶AP Forint
(vs. eur¶o)

Konstans 0.0010 0.0003 0.0000
(2.64) (3.06) (0.01)

BUX (t ¡ 1) -0.0232 0.0009 0.0121
(-0.76) (0.11) (0.95)

3 ¶eves ¶AP (t ¡ 1) 0.1427 -0.0307 0.1553
(1.29) (-1.08) (3.39)

Forint (t ¡ 1) 0.0499 0.2537 -0.0892
(0.68) (13.41) (-2.92)

A VAR rendszer R2-¶ert¶eke: 0.0025.

Korrel¶aci¶o BUX 3 ¶eves ¶AP Forint
(vs. eur¶o)

BUX 1.00 0.07 0.10

3 ¶eves ¶AP 0.07 1.00 0.16
Forint 0.10 0.16 1.00
Volatilit¶as 20.2% 5.2% 8.4%

5. t¶abl¶azat. Vektor-autoregressz¶³v param¶eterek

A becsÄult VAR egyÄutthat¶ok ¶es t-statisztik¶aik alapj¶an ¯gyelemre m¶elt¶o,
hogy az ¶allampap¶³r t-ik napi teljes¶³tm¶eny¶eben a forint el}oz}o napi alakul¶asa, a
forint t-ik napi teljes¶³tm¶eny¶eben pedig az ¶allampap¶³r ¶es a forint egyar¶ant
szigni¯k¶ansnak bizonyult az elm¶ult 4 ¶ev adatai alapj¶an. Tanulm¶anyunk
mindÄossze a tapasztalati jelens¶egek felt¶ar¶as¶ara ¶es azok kock¶azatkezel¶esi vetÄu-
leteire szor¶³tkozik,¶³gy nem c¶elunk, hogy ezen csatorn¶ak m¶elyebb kÄozgazdas¶agi
¶ertelmez¶es¶et adjuk.

TekintsÄuk teh¶at, hogy az im¶ent bemutatott formula alkalmaz¶as¶aval a
VAR(1)-rendszer alapj¶an milyen korrel¶aci¶os strukt¶ur¶at becsÄulhetÄunk. A 6.
t¶abl¶azat alapj¶an l¶athat¶o, hogy a napi korrel¶aci¶okhoz k¶epest a VAR(1) para-
m¶eterekkel sz¶am¶³tott korrel¶aci¶ok l¶enyegesen jobban kÄozel¶³tik a tapasztalati
korrel¶aci¶okat, b¶ar a BUX-¶allampap¶³r eset¶eben felÄulbecslik, a m¶asik k¶et eset-
ben alulbecslik azokat. A 3. ¶abra a korrel¶aci¶ok becsÄult lej¶arati strukt¶ur¶aj¶at
illusztr¶alja.

Volatilit¶as BUX{ 3 ¶eves ¶AP BUX{Forint Forint{¶AP
Napi 0.07 0.10 0.12
Havi, val¶os 0.39 0.42 0.60
Havi, VAR alapj¶an becsÄult 0.46 0.28 0.54

6. t¶abl¶azat. VAR(1) rendszer alapj¶an sz¶am¶³tott korrel¶aci¶ok
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3. ¶abra. VAR(1) alapj¶an becsÄult korrel¶aci¶ok

A volatilit¶asok hasonl¶ok¶eppen sz¶armaztathat¶ok a VAR(1) egyÄutthat¶ok
seg¶³ts¶eg¶evel: az ¶allampap¶³r eset¶eben a VAR(1) rendszer a bolyong¶ashoz k¶epest
kÄozelebbi havi volatilit¶as ¶ert¶eket ad meg, azonban a BUX eset¶en alulbecsli, a
forint eset¶en pedig t¶ulbecsli a volatilit¶ast. A VAR modell tov¶abbi k¶esleltetett
id}oszakokra tÄort¶en}o kiterjeszt¶es¶evel val¶osz¶³n}uleg tudn¶ank ¯nom¶³tani a becsl¶esi
eredm¶enyeket, de a gyakorlatban azon modellek haszn¶alata meglehet}osen
neh¶ezkes lenne, ¶es t¶ul sok k¶esleltetett id}oszak sz¶ambav¶etele kÄozgazdas¶agi
szempontb¶ol is egyre nehezebben lenne indokolhat¶o.

Volatilit¶as BUX 3 ¶eves ¶AP Forint
(vs. eur¶o)

Napi 20.2% 5.6% 8.5%
Havi, val¶os 20.5% 6.4% 6.2%
Havi, VAR alapj¶an becsÄult 19.9% 6.9% 8.5%

7. t¶abl¶azat. VAR rendszer alapj¶an sz¶am¶³tott volatilit¶asok

A becsÄult ¶es a tapasztalati adatok Äosszehasonl¶³t¶asa ut¶an a VAR(1) rend-
szert alapvet}oen a korrel¶aci¶ok le¶³r¶as¶aban tal¶altuk hat¶ekony m¶odszernek, a
volatilit¶asok eset¶en |legal¶abbis napi-havi Äosszevet¶esben| kev¶esb¶e tal¶altuk
magyar¶az¶o erej}unek a modellt.

MikÄozben a tapasztalati korrel¶aci¶ok napi-havi Äosszevet¶esben drasztikus
emelked¶es¶enek magyar¶azat¶aban a VAR modellt l¶enyegesen jobbnak tal¶altuk
a bolyong¶as modellj¶ehez k¶epest, automatikusan felvet}odhet a k¶erd¶es, hogy
ezzel egyÄutt automatikusan levonhat¶o-e valamilyen kÄovetkeztet¶es a hazai
t}okepiac hat¶ekonys¶ag¶ara vonatkoz¶oan. B¶ar ez rendk¶³vÄul ¶erdekes k¶erd¶es ku-
tat¶asi szempontb¶ol, nem v¶allalkozunk ennek a k¶erd¶esnek a megv¶alaszol¶as¶ara
ebben a tanulm¶anyban. Ugyanakkor felt¶etlenÄul hivatkoznunk kell Ross (2005)
Hat¶ekony piacok c¶³m}u tanulm¶any¶ara, amelyben a szerz}o r¶eszletesen t¶argyalja
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a piaci hat¶ekonys¶ag tesztel¶es¶enek kvantitat¶³v m¶odszereit, ¶es azok sz¶amos, az
eszkÄoz¶araz¶as elm¶elete ¶altal t¶amasztott probl¶em¶ait. Meg kell eml¶³teni, hogy
Ross a napi szint}u adatok elemz¶esekor 0.25% kÄorÄuli, heti szinten 0.19% kÄorÄuli
R2 ¶ert¶eket tekint egyfajta hat¶ar¶ert¶eknek a hat¶ekonys¶ag elfogad¶as¶ara illetve
elvet¶es¶ere, ¶³gy teh¶at a tanulm¶anyunkban bemutatott volatilit¶as ¶es korrel¶aci¶os
strukt¶ur¶ak jelens¶ege |amelyre }o maga is utal¶ast tesz| nem interpret¶alhat¶o
¶ugy, mint a piaci hat¶ekonys¶ag hipot¶ezis¶enek automatikus elvet¶ese.

4 J¶o id}ok, rossz napok: rezsimv¶alt¶o modellek

Az eddig tapasztalatok arra vil¶ag¶³tanak r¶a, hogy a hazai p¶enzÄugyi piaci
kock¶azati faktorok heti ¶es havi id}ot¶avon j¶oval szorosabb egyÄuttmozg¶ast pro-
duk¶alnak, mint azt a napi eszkÄozhozamok alapj¶an sejteni lehetne. Ennek
gyakorlati relevanci¶aja a portf¶oli¶o kock¶azat id}o n¶egyzetgyÄok¶evel tÄort¶en}o ar¶a-
nyos¶³that¶os¶ag¶at ¶erinti. Ugyanakkor az eddigi vizsg¶alatok sor¶an felt¶eteleztÄuk,
hogy a vizsg¶alt id}oszakban az egyes eszkÄozÄok homog¶en viselked¶est mutat-
tak, azaz volatilit¶asuk, ¶atlaghozamuk, illetve az eszkÄozÄok kÄozÄotti korrel¶aci¶ok
id}oben l¶enyeg¶eben v¶altozatlanok. A gyakorlatban ugyanakkor a piacon meg-
¯gyelhet}ok emelked}o (hausse) ¶es gyengÄul}o (baisse) piacok, nyugodt ¶es hek-
tikus peri¶odusok, ¶es ezek a kvalitat¶³v ism¶ervek is jelzik, hogy felt¶etel n¶elkÄuli
¶atlagok ¶es kovarianci¶ak meglehet}osen Äosszemosott k¶epet adnak a m¶ultr¶ol.
Rezsimv¶alt¶o modellek seg¶³ts¶eg¶evel azonban sz¶etv¶alaszthat¶ok a meg¯gyelt id}o-
sorok homog¶en r¶eszei egym¶ast¶ol, ¶es ¶arnyaltabb k¶epet kaphatunk arr¶ol, hogy
mik¶ent v¶altoznak az ¶atlagos hozamok, volatilit¶asok ¶es korrel¶aci¶ok egym¶ast¶ol
j¶ol elkÄulÄon¶³thet}o jelleg}u id}oszakokban.

A rezsimv¶alt¶o modellek el}oszÄor f}oleg makrogazdas¶agi folyamatok elemz¶e-
s¶eben v¶altak n¶epszer}uv¶e (l¶asd Hamilton (1989 ¶es 1990) ¶³r¶asait), de a m¶od-
szertan a piaci folyamatok elemz¶es¶ere is kiv¶al¶oan alkalmazhat¶o. Rezsimv¶alt¶o
modellek ¶atfog¶o le¶³r¶as¶at olvashatjuk tÄobbek kÄozÄott Hamilton (1994), Kim et
al. (1999) illetve Krolzig (1997) m}uveiben. Hazai vonatkoz¶as¶u alkalmaz¶a-
sak¶ent megeml¶³thet}o Darvas (2001) tanulm¶anya, aki az ¶allampap¶³rhozamok
v¶altoz¶ekonys¶ag¶at ¶es a monet¶aris politika hiteless¶eg¶et elemzi, tov¶abb¶a K¶obor
¶es Sz¶ekely (2004) a r¶egi¶obeli deviz¶ak egyÄuttes mozg¶as¶at vizsg¶alj¶ak rezsimv¶alt¶o
modellek alkalmaz¶as¶aval.

Amennyiben a piaci hozamok ¶es faktorv¶altoz¶asok id}oben egym¶ast¶ol fÄug-
getlenek, a geometriai Brown-mozg¶as modellje 2 rezsim eset¶en az al¶abbi mo-
dellel ¶³rhat¶o le:

rt =

(
¹1dt + ¾1dwt j st = 1

¹2dt + ¾2dwt j st = 2

ahol

f(rt j st = i) =
1

(2¼)m=2 det(­)1=2
exp

½
1

2
(rt ¡ ¹i)

0­¡1(rt ¡ ¹i)

¾
;

¶es az els}o illetve a m¶asodik rezsim ¶allapotval¶osz¶³n}us¶ege a P (st = 1) illetve
P (st = 2) = 1 ¡ P (st = 1) param¶eterekkel adhat¶o meg, tov¶abb¶a st a t-
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edik id}oszakbeli rezsim indexe. Az ¶allapotval¶osz¶³n}us¶eg mellett szÄuks¶eges a
rezsimv¶alt¶as, azaz a rezsimek kÄozÄotti ¶atmenet-val¶osz¶³n}us¶egek megad¶asa is.
A rezsimv¶alt¶asra vonatkoz¶oan ¶altal¶anos felt¶etelez¶es, hogy Markov-l¶anc tulaj-
dons¶agot mutat, azaz (t¡1)-edik id}oszakb¶ol a t-edik id}oszakba val¶o ¶atmenet
val¶osz¶³n}us¶ege csakis att¶ol fÄugg, hogy melyik rezsimben vagyunk a (t¡1)-edik
id}oszakban:

P
©
st = j j st¡1 = i; st¡2 = k; . . .

ª
= P

©
st = j j st¡1 = i

ª
= Pij :

Az ¶atmenetval¶osz¶³n}us¶egek az al¶abbiak szerint foglalhat¶ok Äossze k¶et rezsim
eset¶en:

P (st = 1 j st¡1 = 1) = P11

P (st = 2 j st¡1 = 1) = P12 = 1 ¡ P11

P (st = 1 j st¡1 = 2) = P21 = 1 ¡ P22

P (st = 2 j st¡1 = 2) = P22 ;

illetve m¶atrix form¶aban le¶³rva:

P =

Ã
P11 1 ¡ P22

1 ¡ P11 P22

!
:

Az ¶atmenetval¶osz¶³n}us¶egek ismeret¶eben k¶et rezsim eset¶en az al¶abbi egy-
szer}u alakban kÄovetkeztethetÄunk az ¶allapotval¶osz¶³n}us¶egekre:

P (st = 1) =
1 ¡ P22

2 ¡ P11 ¡ P22
; illetve P (st = 2) =

1 ¡ P11

2 ¡ P11 ¡ P22
:

Amint tanulm¶anyunk kor¶abbi r¶esz¶eben kiderÄult, a magyar t}okepiaci esz-
kÄozÄok viselked¶ese nem ¶³rhat¶o le teljesen az egyszer}u bolyong¶as modellj¶evel,
hanem |f}oleg kock¶azatkezel¶esi szempontb¶ol| sz¶amolnunk kell a kÄulÄonbÄoz}o
eszkÄozÄok autokorrel¶aci¶oj¶aval, illetve az egym¶asra gyakorolt hat¶asaival az egy-
m¶ast kÄovet}o napok sor¶an. Hasonl¶oan a bolyong¶as modellj¶ehez, a VAR(1)
modell is kiterjeszthet}o rezsimv¶alt¶o form¶aban:

yt =

½
v1 + A1yt¡1 + ut j st = 1
v2 + A2yt¡1 + ut j st = 2,

ahol
ut j st = i » N(0;§) :

A rezsimv¶alt¶o VAR modellek egyszerre teljes¶³tenek potenci¶alisan k¶et olyan
tulajdons¶agot is, amelyekkel empirikus elemz¶eseink sor¶an gyakran szembe-
sÄulÄunk, ¶es a hagyom¶anyos geometriai Brown-mozg¶assal nem elemezhetÄunk:
le¶³rhat¶ok velÄuk vastagsz¶el}u (felt¶etelesen norm¶alis) eloszl¶asok, ¶es id}oben nem
autokorrel¶alatlanok, azaz a volatilit¶asok ¶es korrel¶aci¶ok lej¶arati strukt¶ur¶aja po-
tenci¶alisan jobban kÄozel¶³thet}o. Mindezek portf¶oli¶okezel¶esi ¶es kock¶azatelemz¶esi
szempontb¶ol fontos tulajdons¶agnak tekinthet}ok. A rezsimv¶alt¶o VAR model-
lekr}ol r¶eszletesen Krolzig (1997) munk¶aj¶aban olvashatunk.
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Rezsimv¶alt¶o modellek becsl¶esi elj¶ar¶asair¶ol Diebold et al. (1994), Gray
(1996) illetve Kim et al. (1999) munk¶aiban olvashatunk r¶eszletesen. Ta-
nulm¶anyunkban az ¶ugynevezett Expectation-Maximization iterat¶³v technik¶at
alkalmaztuk, amely a numerikus maximum likelihood elj¶ar¶asn¶al l¶enyegesen
stabilabb. Becsl¶esi k¶odunkat a Kim et al. (1999) kÄonyve 4-ik fejezet¶eben le¶³rt
l¶ep¶esek szerint k¶esz¶³tettÄuk, de rendk¶³vÄul hasonl¶o eredm¶enyeket kaphatunk
Krolzig Ox nyelven ¶³rt programj¶aval.5

Tanulm¶anyunk h¶atralev}o r¶esz¶eben az al¶abbi k¶erd¶eseket vizsg¶aljuk:

1. A nemzetkÄozi t}okepiacokon meg¯gyelhet}o az a jelens¶eg, miszerint hekti-
kusabb id}oszakokban illetve baisse piacon a kock¶azatos ¶es biztons¶agos
szektorok kÄozÄotti korrel¶aci¶os kapcsolat szoross¶aga jelent}os m¶ert¶ekben
csÄokken, azaz a t}oke a kock¶azatos eszkÄozÄokb}ol a biztons¶agos ¶allampap¶³-
rokba menekÄul (,,°ight to quality"). Ezt a jelens¶eget vizsg¶aljuk meg a
hazai piacra lesz}uk¶³tve: volatilis id}oszakban betÄoltenek-e a magyar ¶al-
lampap¶³rok hasonl¶o szerepet a hazai r¶eszv¶enyekkel szemben?

2. Mik¶ent ¶arnyalhat¶o rezsimv¶alt¶o modellek seg¶³ts¶eg¶evel az meglehet}osen
elt¶er}o viselked¶es a magyar piacon, amelyet rÄovid (napi), illetve valamivel
hosszabb (heti vagy havi) id}ot¶avon tapasztalhattunk.

4.1 V¶altoz¶o korrel¶aci¶o az ¶allampap¶³rok ¶es a kock¶azatos
szektorok kÄozÄott

Az els}o alkalmaz¶as sor¶an a kock¶azatos befektet¶eseket k¶epvisel}o r¶eszv¶enyek, ¶es
a hitelkock¶azat szempontj¶ab¶ol kock¶azatmentes, piaci kock¶azat tekintet¶eben
pedig a r¶eszv¶enyekhez k¶epest mindenk¶eppen biztons¶agosabb ¶allampap¶³rok
egyÄuttes viselked¶es¶et vizsg¶aljuk. KÄozismert jelens¶eg, hogy stresszes id}oszak-
ban a k¶et eszkÄoz kÄozÄotti korrel¶aci¶o ¶atmenetileg negat¶³vv¶a v¶alik, jelezve, hogy
a befektet}o a kock¶azatos szektorok ir¶any¶ab¶ol a biztons¶agosabb eszkÄozÄok ir¶a-
ny¶aba menekÄulnek. A jelens¶eget az amerikai piacon az S&P 500 index ¶es az
5 ¶eves amerikai ¶allampap¶³r 1991. janu¶ar 2. { 2005. augusztus 31. kÄozÄotti
napi adatsora alapj¶an illusztr¶aljuk a rezsimv¶alt¶o modellek seg¶³ts¶eg¶evel.

A 8. t¶abl¶azat Äosszegzi a becsl¶esi eredm¶enyeket 2 rezsim ¶es felt¶eteles bolyon-
g¶as felt¶etelez¶ese (azaz VAR hat¶as kiz¶ar¶asa) mellett. A becsl¶esi eredm¶enyek
szerint a r¶eszv¶enyek ¶es kÄotv¶enyek teljes¶³tm¶eny¶enek eloszl¶asa ¶arnyaltabban
le¶³rhat¶o k¶et felt¶eteles norm¶alis eloszl¶as egyÄuttes¶evel, semmint egyetlen felt¶etel
n¶elkÄuli eloszl¶assal. A k¶et rezsim az al¶abbiak szerint jellemezhet}o:

1. Az els}o rezsimben a r¶eszv¶enyek alacsony, z¶er¶o alatti ¶atlag teljes¶³tm¶ennyel
jellemezhet}ok, mikÄozben az ¶allampap¶³rok a m¶asodik rezsimhez k¶epest
jobban teljes¶³tettek.

5Az Oxban ¶³rt ¶es futtathat¶o programok letÄolthet}ok a http://www.economics.ox.ac.uk/
research/hendry/krolzig/index.html?content=/research/hendry/krolzig/msvar.html hon-
lapr¶ol.



Piaci kock¶azat ¶es diverzi¯k¶aci¶o a hazai t}okepiacon 77

2. Az eszkÄozÄok volatilit¶asa az els}o rezsimben magasabb a m¶asodik rezsim-
ben m¶ert ¶ert¶ekekhez k¶epest. A r¶eszv¶enyek eset¶eben a volatilit¶as megug-
r¶asa drasztikus: a m¶asodik rezsimben tapasztalt volatilit¶as tÄobb mint
k¶etszeres¶et m¶erhetjÄuk.

3. A r¶eszv¶enyek ¶es kÄotv¶enyek korrel¶aci¶oja ugyancsak jelent}os v¶altoz¶ast
mutat a k¶et rezsim kÄozÄott: a m¶asodik, alacsonyabb volatilit¶as¶u rezsim-
ben a korrel¶aci¶os egyÄutthat¶o pozit¶³v, 0.36 kÄozeli ¶ert¶ek, ezzel szemben az
els}o, magasabb volatilit¶as¶u stresszes rezsimben a korrel¶aci¶os egyÄutthat¶o
negat¶³vv¶a, -0.40 kÄozeli ¶ert¶ekk¶e v¶alik. Ez a korrel¶aci¶ov¶altoz¶as val¶oban
drasztikus, ¶es a mindeddig le¶³rtak szerint Äosszhangban van a ,,°ight to
quality" jelens¶eggel.

4. Az elm¶ult kÄozel m¶asf¶el ¶evtized sor¶an 34.48% val¶osz¶³n}us¶eggel ¯gyel-
hettÄunk meg az els}o rezsimhez sorolhat¶o napokat, m¶³g a nyugodtabb,
m¶asodik rezsim val¶osz¶³n}us¶ege 65.52%-ra becsÄulhet}o a vizsg¶alt peri¶o-
dusban. A m¶asodik rezsim n¶emileg perzisztensebbnek is mutatkozott:
amennyiben m¶asodik rezsimhez sorolhat¶o napot ¯gyeltÄunk meg, 98.73%
val¶osz¶³n}us¶eggel ugyancsak a m¶asodik rezsimhez illeszthet}o nap kÄovetke-
zett, m¶³g az els}o rezsimhez tartoz¶o napot 97.58%-kal kÄovetett ugyancsak
els}o rezsimhez sorolhat¶o nap. ElÄolj¶ar¶oban megjegyezzÄuk, hogy a ma-
gyar piac adatait vizsg¶alva enn¶el l¶enyegesen alacsonyabb perzisztenci¶at
tal¶alunk, kÄulÄonÄosk¶eppen a magasabb volatilit¶as¶u rezsim tekintet¶eben.

¶Atmenet- ¶es ¶allapotval¶osz¶³n}us¶egek
Rezsimbe Rezsim 1 Rezsim 2

Rezsimb}ol
Rezsim 1 97.58% 2.42%

Rezsim 2 1.27% 98.73%
¶Allapotval¶osz¶³n}us¶eg 34.48% 65.52%

¶Atlag ¶es volatilit¶as

R¶eszv¶eny ¶Allampap¶³r
¶Atlag 1 -0.01% 0.03%
¶Atlag 2 0.06% 0.01%
Volatilit¶as 1 1.48% 0.32%
Volatilit¶as 2 0.67% 0.26%
Korrel¶aci¶o 1 -0.3954
Korrel¶aci¶o 2 0.3583

8. t¶abl¶azat. Rezsimv¶alt¶o modell param¶eterek:

amerikai r¶eszv¶eny ¶es ¶allampap¶³r

A 4. ¶abra az S&P 500 indexbe ¶es az amerikai ¶allampap¶³rba tÄort¶en}o be-
fektet¶es ¶ert¶ek¶enek id}obeli alakul¶as¶at, illetve a napi meg¯gyel¶esek alapj¶an a
magasabb volatilit¶as¶u rezsimre adott val¶osz¶³n}us¶egbecsl¶eseinket mutatja. Az
egyszer}ubb l¶athat¶os¶ag kedv¶e¶ert napi hozamok helyett teh¶at a befektet¶esek
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¶ert¶ek¶et reprezent¶al¶o indexeket mutatunk, de a becsl¶es term¶eszetesen a napi
hozamok alapj¶an tÄort¶ent. Az 5. ¶abra a felt¶eteles korrel¶aci¶o viselked¶es¶et il-
lusztr¶alja: a szÄurke pontok a nyugodtabb, m¶asodik rezsimhez sorolhat¶o napok
sor¶an m¶ert napi r¶eszv¶eny ¶es kÄotv¶eny hozamokat, a fekete pontok pedig a ma-
gasabb volatilit¶as¶u rezsimben m¶ert napi hozamokat ¶abr¶azolj¶ak.

4. ¶abra. Rezsimval¶osz¶³n}us¶egek az amerikai piacon

5. ¶abra. ¶Allampap¶³r-r¶eszv¶eny korrel¶aci¶o nyugodt ¶es hektikus id}oben
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A vizsg¶alatot megism¶eteltÄuk a magyar piacra is: az elemz¶es sor¶an a BUX
¶es 3 ¶eves ¶allampap¶³r adatait vizsg¶altuk az 1997. okt¶ober 11. { 2005. augusztus
31. kÄozÄotti id}oszakban. Becsl¶esi eredm¶enyeinket a 9. t¶abl¶azatban foglaltuk
Äossze, ¶es az amerikai p¶eld¶ahoz hasonl¶oan az els}o rezsim interpret¶alhat¶o ma-
gas volatilit¶as¶u stresszes rezsimk¶ent. Azonban e hasonl¶os¶ag mellett sz¶amos
kÄulÄonbs¶eg is tapasztalhat¶o:

1. A r¶eszv¶eny-kÄotv¶eny korrel¶aci¶o 0.11-r}ol 0.23-ra nÄovekedett a magasabb
volatilit¶as¶u rezsimben, amely ¶eppen ellent¶etes az amerikai p¶eld¶aban
tapasztalt csÄokken}o ir¶annyal. A ,,¯lght to quality" hat¶as teh¶at nem
tapasztalhat¶o a hazai piacon.

2. A volatilit¶asok v¶altoz¶ekonys¶aga nagyobb intenzit¶ast mutat: a r¶esz-
v¶enyek volatilit¶asa kÄozel 3-szoros¶ara, az ¶allampap¶³r volatilit¶as pedig
egyenesen 5-szÄorÄos¶ere emelkedett. B¶ar tapasztalhattunk enyhe volatili-
t¶as emelked¶est az amerikai ¶allampap¶³r-piacon is, t¶avolr¶ol sem besz¶el-
hettÄunk ott ilyen ar¶anyr¶ol.

3. A magas volatilit¶as¶u rezsim l¶enyegesen alacsonyabb perzisztenci¶aval
jellemezhet}o: viszonylag alacsonyabb, 66.3% val¶osz¶³n}us¶ege volt annak,
hogy egy hektikus napot egy ¶ujabb hektikus nap fog kÄovetni.

Hasonl¶ok¶eppen a 4. ¶abr¶ahoz, a 6. ¶abra a BUX indexbe ¶es a 3 ¶eves ¶allam-
pap¶³rba tÄort¶en}o befektet¶es ¶ert¶ek¶et, illetve a napi meg¯gyel¶esek alapj¶an a
magasabb volatilit¶as¶u rezsimre adott val¶osz¶³n}us¶egbecsl¶eseinket mutatja.

¶Atmenet- ¶es ¶allapotval¶osz¶³n}us¶egek
Rezsimbe Rezsim 1 Rezsim 2

Rezsimb}ol
Rezsim 1 66.30% 33.70%
Rezsim 2 5.84% 94.16%
¶Allapotval¶osz¶³n}us¶eg 14.77% 85.23%

¶Atlag ¶es volatilit¶as

R¶eszv¶eny ¶Allampap¶³r
¶Atlag 1 -0.38% 0.02%
¶Atlag 2 0.13% 0.05%
Volatilit¶as 1 3.77% 0.82%
Volatilit¶as 2 1.32% 0.17%
Korrel¶aci¶o 1 0.2303
Korrel¶aci¶o 2 0.1106

9. t¶abl¶azat. Rezsimv¶alt¶o modell param¶eterek:

r¶eszv¶eny ¶es ¶allampap¶³r a magyar piacon
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6. ¶abra. Rezsimval¶osz¶³n}us¶egek a magyar piacon: ¶allampap¶³r ¶es r¶eszv¶eny, napi adatok alapj¶an

4.2 Felt¶eteles volatilit¶asok ¶es korrel¶aci¶ok elt¶er}o id}ot¶avon

V¶egezetÄul tekintsÄuk a r¶eszv¶enyek, kÄotv¶enyek ¶es a forint egyÄuttes viselked¶es¶et
a BUX, EUR/HUF ¶es a 3 ¶eves ¶allampap¶³r 2001. m¶ajus 7. { 2005. au-
gusztus 31. kÄozÄotti napi ¶es heti adatai alapj¶an. A 10. t¶abl¶azatban bemuta-
tott becsl¶esi eredm¶enyek szerint ism¶et elkÄulÄon¶³thetÄunk egy negat¶³v v¶arhat¶o
hozam¶u, magas volatilit¶as¶u rezsimet, illetve egy pozit¶³v hozamokat ¶es alacso-
nyabb volatilit¶ast mutat¶o rezsimet. Minthogy a vizsg¶alt id}oszak rÄovidebb,
ugyanakkor a r¶eszv¶enyindex ¶es az ¶allampap¶³r mellett a forint ¶arfolyam is
a becsl¶esi adatb¶azis r¶esze, a becsÄult param¶eterek sz¶amszakilag elt¶ernek az
el}obbi elemz¶esben t¶argyaltakt¶ol. E h¶aromdimenzi¶os esetben a legnagyobb
volatilit¶as-ugr¶ast a deviza¶arfolyam produk¶alja: a BUX ¶es az ¶allampap¶³r vo-
latilit¶asa kb. m¶asf¶elszeresre, a forint volatilit¶asa viszont tÄobb mint h¶arom ¶es
f¶elszeres ¶ert¶ekre ugrik a hektikusabb rezsimben.

¶Atmenet- ¶es ¶allapotval¶osz¶³n}us¶egek
Rezsimbe Rezsim 1 Rezsim 2

Rezsimb}ol
Rezsim 1 66.63% 33.37%
Rezsim 2 5.63% 94.37%
¶Allapotval¶osz¶³n}us¶eg 14.44% 85.56%

¶Atlag ¶es volatilit¶as

R¶eszv¶eny ¶Allampap¶³r Forint
¶Atlag 1 -0.12% -0.06% -0.13%
¶Atlag 2 0.15% 0.03% 0.03%
Volatilit¶as 1 1.83% 0.45% 1.13%
Volatilit¶as 2 1.13% 0.30% 0.31%
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Korrel¶aci¶o

R¶eszv¶eny ¶Allampap¶³r Forint
R¶eszv¶eny 1.0000
¶Allampap¶³r -0.2429 1.0000
Forint 0.1061 -0.0158 1.0000

R¶eszv¶eny 1.0000
¶Allampap¶³r -0.2085 1.0000
Forint 0.1215 -0.0342 1.0000

10. t¶abl¶azat. Rezsimv¶alt¶o modell param¶eterek:

r¶eszv¶eny, ¶allampap¶³r ¶es deviza, napi adatok alapj¶an

7. ¶abra. Rezsimval¶osz¶³n}us¶egek a magyar piacon: ¶allampap¶³r, r¶eszv¶eny ¶es deviza, napi adatok

alapj¶an

Hasonl¶³tsuk most Äossze a 3 eszkÄozcsoport azonos id}oszakra, de heti hoza-
mai alapj¶an sz¶am¶³tott becsl¶eseinket a 11. t¶abl¶azat illetve a 8. ¶abra alapj¶an.
Az ¶atlagteljes¶³tm¶enyek tov¶abbra is negat¶³vak az els}o rezsimben, ¶es pozit¶³vak
a m¶asodik rezsimben. Az ¶allampap¶³rok ¶es deviz¶ak volatilit¶asa az els}o rezsim-
ben l¶enyegesen magasabb (2.24-szeres illetve 3.60-szoros a m¶asodik rezsimhez
viszony¶³tva), ugyanakkor a r¶eszv¶enyek volatilit¶asa enyh¶ebbnek mutatkozik
els}o rezsimben. A rezsimek tekintet¶eben teh¶at alapvet}oen az ¶allampap¶³r ¶es a
deviza¶arfolyam volatilit¶asa t}unik a f}o meghat¶aroz¶o t¶enyez}onek. Az idege-
sebb forint¶arfolyam ¶es az emelkedett kÄotv¶enyvolatilit¶as id}oszaka egy¶uttal
a kÄotv¶eny-r¶eszv¶eny korrel¶aci¶ok jelent}os megemelked¶es¶evel is egybeesik: a
perzisztensebb m¶asodik rezsimben m¶ert 0.16-os heti korrel¶aci¶o az els}o, kev¶esb¶e
perzisztens rezsimben 0.49 kÄorÄuli ¶ert¶ekre ugrik.
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¶Atmenet- ¶es ¶allapotval¶osz¶³n}us¶egek
Rezsimbe Rezsim 1 Rezsim 2

Rezsimb}ol
Rezsim 1 61.41% 38.59%
Rezsim 2 4.67% 95.33%
¶Allapotval¶osz¶³n}us¶eg 10.80% 89.20%

¶Atlag ¶es volatilit¶as

R¶eszv¶eny ¶Allampap¶³r Forint
¶Atlag 1 -0.23% -0.32% -0.84%
¶Atlag 2 0.64% 0.20% 0.11%
Volatilit¶as 1 2.08% 1.69% 1.75%
Volatilit¶as 2 2.80% 0.47% 0.78%

Korrel¶aci¶o

R¶eszv¶eny ¶Allampap¶³r Forint
R¶eszv¶eny 1.0000
¶Allampap¶³r 0.4845 1.0000

Forint 0.0490 0.4156 1.0000

R¶eszv¶eny 1.0000
¶Allampap¶³r 0.1612 1.0000
Forint 0.1910 0.5729 1.0000

11. t¶abl¶azat. Rezsimv¶alt¶o modell param¶eterek:

r¶eszv¶eny, ¶allampap¶³r ¶es deviza, heti adatok alapj¶an

8. ¶abra. Rezsimval¶osz¶³n}us¶egek a magyar piacon: ¶allampap¶³r, r¶eszv¶eny ¶es deviza, heti adatok

alapj¶an

Az ¶allampap¶³rok ¶es r¶eszv¶enyek heti hozamainak egyÄutteseit a 9. ¶abra
szeml¶elteti: a fekete pontok az ¶allampap¶³rok ¶es a forint szempontj¶ab¶ol ma-
gasabb, a szÄurke pontok az alacsonyabb volatilit¶as¶u rezsimb}ol sz¶armaznak.

-

50

100

150

200

250

300

350

M
ay

-0
1

A
ug

-0
1

N
ov

-0
1

F
eb

-0
2

M
ay

-0
2

A
ug

-0
2

N
ov

-0
2

F
eb

-0
3

M
ay

-0
3

A
ug

-0
3

N
ov

-0
3

F
eb

-0
4

M
ay

-0
4

A
ug

-0
4

N
ov

-0
4

F
eb

-0
5

M
ay

-0
5

A
ug

-0
5

R
é

sz
vé

n
y 

é
s 

kö
tv

é
n

y 
in

d
e

x 
(1

9
9

1
=

1
0

0
)

0%

10%

20%

30%

40%

50%

60%

70%

80%

90%

100%

H
e

kt
ik

u
s 

re
zs

im
 v

sz
g

.
Prob (Hektikus rezsim)
BUX
3 éves ÁP
Forint



Piaci kock¶azat ¶es diverzi¯k¶aci¶o a hazai t}okepiacon 83

9. ¶abra. ¶Allampap¶³r-r¶eszv¶eny korrel¶aci¶o a magyar piacon

Elemz¶esÄunk legfontosabb tapasztalatak¶ent azt mondhatjuk ki, hogy a
hazai piacon az ¶allampap¶³rok egyÄutt v¶alnak kock¶azatoss¶a a r¶eszv¶enyekkel,
¶es a korrel¶aci¶o megnÄoveked¶ese szerint nem v¶arhat¶o hasonl¶o diverzi¯k¶aci¶os
hat¶as mint az amerikai p¶eld¶aban volt tapasztalhat¶o.

5 KÄovetkeztet¶esek

Tanulm¶anyunkban h¶arom alapvet}o hazai p¶enzÄugyi piaci kock¶azati faktor, a
r¶eszv¶enypiacot reprezent¶al¶o BUX index, a kamatl¶abakat reprezent¶al¶o 3 ¶eves
¶allampap¶³r, illetve a devizapiacot reprezent¶al¶o eur¶o-forint ¶arfolyam egyÄuttes
viselked¶es¶et vizsg¶altuk. F}obb meg¶allap¶³t¶asaink kÄoz¶e sorolhat¶o, hogy a vo-
latilit¶asok ¶es a korrel¶aci¶ok id}oben nem sk¶al¶azhat¶ok ¶at a fÄuggetlens¶eg felt¶e-
telez¶ese mellett megszokott m¶odon, a nÄovekv}o korrel¶aci¶os egyÄutthat¶ok szig-
ni¯k¶ans, id}oben ¶atny¶ul¶o hat¶asokr¶ol tan¶uskodnak: valamely piaci szegmenst
¶er}o sokkok esetleg egy napos k¶es¶essel, de ¶atgy}ur}uznek m¶as szegmensekre is. A
m¶asik f}o meg¶allap¶³t¶as az, hogy a nyugodt ¶es stresszes id}oszakokat elkÄulÄon¶³tve
nem tapasztalhat¶o az a korrel¶aci¶o csÄokken¶es az ¶allampap¶³rok ¶es r¶eszv¶enyek
kÄozÄott, amely p¶eld¶aul az amerikai piacon nyomon kÄovethet}o. Ellenkez}oleg:
az ¶allampap¶³rok ink¶abb mint kock¶azatos eszkÄozÄok viselkednek a magasabb
volatilit¶as¶u id}oszakokban.

A volatilit¶asok ¶es korrel¶aci¶ok id}ohorizont szerinti v¶altoz¶ekonys¶aga mind
kock¶azatm¶er¶esi mind pedig portf¶oli¶okezel¶esi szempontb¶ol relev¶ans ¶eszrev¶etel.
Ha egy portf¶oli¶o havi id}ot¶avon m¶ert kock¶azat¶anak becsl¶es¶ere napi adatokb¶ol
sz¶am¶³tott kovariancia m¶atrixot haszn¶alunk, j¶o es¶ellyel alulbecsÄulhetjÄuk a val¶os
kock¶azatot, hiszen tapasztalataink szerint a heti ¶es havi id}osk¶al¶an m¶ert kor-
rel¶aci¶os egyÄutthat¶ok magasabb ¶ert¶ekeket mutatnak a napi l¶ep¶eskÄozzel m¶ert
¶ert¶ekekn¶el. EszkÄozallok¶aci¶os szempontb¶ol tov¶abb¶a fel kell h¶³vni a ¯gyelmet
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arra, hogy azonos hasznoss¶agfÄuggv¶eny felt¶etelez¶ese eset¶eben egy kimondottan
rÄovid id}ot¶avra f¶okusz¶al¶o befektet}o optim¶alis allok¶aci¶oja nagy val¶osz¶³n}us¶eggel
el fog t¶erni egy hosszabb id}ohorizonttal rendelkez}o befektet}oj¶et}ol.

Hasonl¶ok¶eppen eml¶³t¶est kell tenni az elt¶er}o rezsimek gyakorlati vonatko-
z¶asair¶ol is. A rezsimv¶alt¶o modellek alkalmaz¶asa v¶arhat¶oan pontosabb kock¶a-
zatbecsl¶est tesz lehet}ov¶e, hiszen a mÄogÄottes kevert norm¶alis eloszl¶as vastag
sz¶el}u ¶es cs¶ucsos a sztenderd norm¶alis eloszl¶ashoz k¶epest. A v¶arhat¶oan jobb
illeszked¶esen t¶ul fontos ¯gyelembe venni azt is, hogy inform¶aci¶ot kaphatunk a
rezsimek dinamik¶aj¶ar¶ol az ¶atmenetval¶osz¶³n}us¶egek elemz¶es¶en keresztÄul: becs-
l¶est adhatunk p¶eld¶aul egy stresszes id}oszakb¶ol nyugodtabb id}oszakba tÄort¶en}o
visszat¶er¶es val¶osz¶³n}us¶eg¶ere illetve a stresszes id}oszak hossz¶ara. A rezsimv¶alt¶o
modellek persze nemcsak szigor¶uan kvantitat¶³v, hanem kvalitat¶³v m¶odon is
alkalmazhat¶ok. Egy nyugodt, emelked}o piac eset¶eben az optim¶alis portf¶oli¶o-
allok¶aci¶oban nagyobb s¶ulyt kapnak a kock¶azatos eszkÄozÄok, m¶³g egy stressze-
sebb id}oszakban jellemz}oen a biztons¶agosabb eszkÄozÄoknek jut nagyobb sze-
rep. Az elt¶er}o rezsimek melletti optim¶alis allok¶aci¶o kiindul¶opont lehet p¶eld¶aul
a taktikai eszkÄozallok¶aci¶oban is: a portf¶oli¶okezel}o ezen optim¶alis allok¶aci¶ok
kÄozÄott mozoghat a kÄulÄonbÄoz}o rezsimeket illet}o v¶arakoz¶asai fÄuggv¶eny¶eben.

A tanulm¶any alapvet}oen empirikus jelleg}u, de tÄobb tov¶abbi lehets¶eges
kutat¶asi t¶em¶at is felvet. Egyfel}ol ¶erdekes lehet a sokkhat¶asok ¶atgy}ur}uz¶es¶et
le¶³r¶o csatorn¶ak kvalitat¶³v, tartalmi felt¶ar¶asa. M¶asik lehets¶eges kutat¶asi ir¶any
a kvantitat¶³v elemz¶esek kiterjeszt¶ese egyr¶eszt a kÄoz¶ep-eur¶opai r¶egi¶ora, m¶as-
fel}ol a magyar ¶es nyugat-eur¶opai vagy amerikai piacok egyÄuttes elemz¶es¶enek
ir¶any¶aba.

1. Mell¶eklet. A hozamadatok f}o statisztik¶ai
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EUR/HUF

3 ¶eves ¶allampap¶³r

2. Mell¶eklet. A hozamadatok f}o statisztik¶ai

Id}obeli Autokorrel¶aci¶o Parci¶alis Q-Stat p-¶ert¶ek
eltol¶as (nap) autokorrel¶aci¶o

1 -0.018 -0.018 0.3323 0.564
2 0.026 0.026 1.0806 0.583
3 -0.036 -0.035 2.4616 0.482

4 0.019 0.017 2.8351 0.586
5 -0.021 -0.019 3.3317 0.649

BUX, mintaelemsz¶am: 1077

0

40

80

120

160

200

240

280

320

0.000 0.025 0.050

Series: EURHUF_RETURN
Sample 2585 3661
Observations 1077

Mean      -5.11e-05
Median  -0.000248
Maximum  0.065272
Minimum -0.022186
Std. Dev.   0.005263
Skewness   3.134851
Kurtosis   38.34133

Jarque-Bera  57813.31
Probability  0.000000

0

100

200

300

400

500

-0.005 0.000 0.005 0.010 0.015

Series: HGB3_CHG
Sample 2585 3661
Observations 1077

Mean      -3.47e-05
Median   0.000000
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Id}obeli Autokorrel¶aci¶o Parci¶alis Q-Stat p-¶ert¶ek
eltol¶as (nap) autokorrel¶aci¶o

1 -0.075 -0.075 6.0471 0.014

2 0.000 -0.005 6.0473 0.049
3 0.006 0.005 6.0821 0.108
4 -0.053 -0.052 9.1141 0.058
5 -0.022 -0.030 9.6191 0.087

EUR/HUF, mintaelemsz¶am: 1077

Id}obeli Autokorrel¶aci¶o Parci¶alis Q-Stat p-¶ert¶ek
eltol¶as (nap) autokorrel¶aci¶o

1 0.011 0.011 0.1300 0.718
2 0.057 0.057 3.5990 0.165
3 -0.024 -0.026 4.2477 0.236

4 -0.061 -0.064 8.2588 0.083
5 0.006 0.010 8.2981 0.141
6 0.002 0.009 8.3031 0.217
7 -0.016 -0.020 8.5760 0.285
8 -0.028 -0.032 9.4228 0.308
9 0.035 0.040 10.786 0.291
10 -0.043 -0.041 12.805 0.235

3 ¶eves ¶allampap¶³r, mintaelemsz¶am: 1077
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MARKET RISK AND DIVERSIFICATION ON THE HUNGARIAN

CAPITAL MARKET

We analyze three representative market factors of the Hungarian capital markets,
namely the BUX index representing the stock market, the 3-year Government bond
representing the ¯xed income markets, and the euro-forint exchange rate that rep-
resents the currency markets. First, we focus on the volatilities and the cross-
correlations of these factors on di®erent time horizons. We ¯nd that the correla-
tions across these factors increase as the daily measurement period is expanded to
weekly or monthly time horizons. Second, we study the conditional behavior of the
selected market risk factors: we can separate quite and hectic periods by Markov
switching models. In the hectic regime the risk factors typically exhibit higher
volatilities, as well as higher cross-correlations. Unlike in the case of the US mar-
kets, the correlation between government bonds and equities increases in the higher
volatility periods, deteriorating the expected diversi¯cation bene¯ts signi¯cantly.
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ADAL¶EKOK AZ ,,¶ARELFOGAD¶O" ¶ES
,,¶ARMEGHAT¶AROZ¶O" FOGALMAK ¶ERTELMEZ¶ES¶EHEZ1

I.

BARANCSUK J¶ANOS
PTE KTK

Tanulm¶anyunk hozz¶aj¶arul¶as k¶³v¶an lenni a c¶³mben megjelen}o, Scitovsky ¶altal
bevezetett, ¶am a standard mikroÄokon¶omi¶aban gyakran megfelel}o kÄorÄultekint¶es
n¶elkÄul haszn¶alt fogalmak tartalmi tiszt¶az¶as¶ahoz. A cikk els}o r¶esz¶eben azzal
foglalkozunk, hogyan c¶elszer}u (egyel}ore homog¶en ipar¶ag keretei kÄozÄott) ¶ertel-
mezni illetve kvanti¯k¶alni a (k¶³n¶alati oldalon megjelen}o) gazdas¶agi szerepl}ok
¶arelfogad¶o/¶armeghat¶aroz¶o jelleg¶et. MikÄozben kÄulÄonÄos ¯gyelmet sz¶anunk a
logikai kontextusk¶ent szolg¶al¶o keresleti ÄosszefÄugg¶esek felt¶erk¶epez¶es¶ere is, az
al¶abbi f}obb k¶erd¶esekre pr¶ob¶alunk v¶alaszolni: Mi a kÄulÄonbs¶eg ,,¶armeghat¶a-
roz¶o" ¶es ,,¶arakra orient¶alt" v¶allalat kÄozÄott? Mi¶ert nincs ¶arrugalmass¶aga a
price taker (maker) poz¶³ci¶ot jelz}o keresleti gÄorb¶enek? Hogyan fÄugg Äossze a
c¶egek ¶armeghat¶aroz¶o tulajdons¶ag¶anak er}oss¶ege a monopoler}o fok¶aval ¶es a
piac viszonylagos t¶agass¶ag¶aval?

1 Bevezet¶es

,,Tal¶an nem egyedÄul velem tÄort¶ent meg, hogy hossz¶u id}on ¶at an¶elkÄul hasz-
n¶altam az `¶armeghat¶aroz¶o' versus `¶arelfogad¶o' (price maker/setter versus
price taker) megkÄulÄonbÄoztet¶est, hogy tudtam volna, ez Scitovsky elm¶eleti
teremtm¶enye" | vallja (tal¶an helyettÄunk is) Kornai J¶anos [1997] az ,,Egy
`bÄuszke magyar' eml¶ekiratai"-hoz ¶³rt el}oszav¶aban (8. o.). Mint soraib¶ol ki-
derÄul, a nemzetkÄozi ¶es hazai szakirodalomban rendk¶³vÄuli karriert befut¶o, ¶es
ma m¶ar ¶altal¶anosan alkalmazott fogalomp¶art a neves, magyar sz¶armaz¶as¶u
szerz}o egy [1951]-ben ¶³rt tankÄonyv¶eben vezette be, ¶es eredetileg az elad¶o ¶es
vev}o alkufolyamat¶at jellemz}o inform¶aci¶os aszimmetri¶aval hozta kapcsolatba.
Eszerint ,,az elad¶ok, akik minden term¶ek piac¶an okkal kevesebben vannak,
mint a v¶as¶arl¶ok, l¶enyegesen tÄobbet tudnak a piaci felt¶etelekr}ol ¶es a v¶alaszt¶asi
lehet}os¶egekr}ol, s ezzel a tud¶asukkal kÄonnyen vissza¶elhetnek" (Scitovsky [1997]
156. o.). Az ¶³gy ¶ertelmezett inform¶aci¶otÄobblet pedig |erod¶alva a tran-
zakci¶oban r¶esztvev}o felek egyenrang¶us¶ag¶at| piaci fÄol¶e- ¶es al¶arendelts¶eghez
vezet, amelynek mibenl¶ete abban tÄukrÄoz}odik, hogy az elad¶ok dikt¶alj¶ak, a
vev}ok pedig elfogadj¶ak az ¶arakat. Ez ut¶obbiaknak ugyanis ,,t¶uls¶agosan sok
term¶ek piaca kÄozÄott kellene megosztania csek¶ely tud¶as¶at ahhoz, hogy mind-
egyiken szak¶ert}o lehessen" (i.m. 157. o.).

1Be¶erkezett: 2006. szeptember 8. E-mail: indian@ktk.pte.hu.
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Amint ¶eszrevehet}o, az ¶arelfogad¶o/¶armeghat¶aroz¶o kifejez¶esek tartalma Sci-
tovsky felfog¶as¶aban legink¶abb az ¶ardiszkrimin¶aci¶ot alkalmaz¶o ,,dÄorzsÄolt", ¶es
az azt elszenved}o ,,kiszolg¶altatott", ,,balek" szerepl}ok modellj¶evel mutat szel-
lemi rokons¶agot. Elt¶er}oen a terminusok mai ¶ertelmez¶esm¶odj¶at¶ol, amely el-
s}osorban az (inform¶alts¶aggal csak kÄozvetett kapcsolatban l¶ev}o) piaci r¶esze-
sed¶esre, teh¶at a k¶³n¶alati vagy keresleti tÄomeg ¶altal a tranzakci¶ok ,,ter¶eben"
el}oid¶ezett ,,gÄorbÄuletek" er}oss¶eg¶ere vezeti vissza az egys¶eg¶arra gyakorolt be-
foly¶as lehet}os¶eg¶et vagy lehetetlens¶eg¶et. Ne csod¶alkozzunk ezen: a ,,habent
sua fata libelli" igazs¶aga a tudom¶anyos sz¶okincs elemein is beteljesedik, el¶eg,
ha csak Coase tal¶an t¶ulzottan is szer¶eny |saj¶at szellemi term¶ek¶enek p¶alya-
fut¶asa, egyfajta ,,kÄozkinccs¶e" v¶al¶asa kapcs¶an tett| vallom¶as¶ara gondolunk.
Mint ¶³rja: ,,Sem a `Coase-t¶etel' elnevez¶es, sem annak szabatos megfogal-
maz¶asa nem t}olem sz¶armazik. Mindkett}ot Stiglernek kÄoszÄonhetjÄuk." ([2004b]
217. o.). Blaug [2003] szerint j¶o p¶elda ez arra, hogy ,,m¶eg a nagy gondolkod¶ok
sem tudj¶ak teljesen ¶atl¶atni saj¶at ¶uj¶³t¶asaikat, [. . . ¶es] hogy a nagy eszm¶ek ¶es
Äotletek teljes potenci¶alj¶at csak a kÄovet}ok ¶es kritikusok r¶ev¶en sokszor ¶evtize-
dekig tart¶o folyamatban lehet kiakn¶azni" (247. o. B.J. kieg¶esz¶³t¶ese).

A terminus technicusok tÄort¶enete, jelent¶estartalmuk v¶altoz¶asa, ¶atalakul¶asa
teh¶at nem line¶aris, minden pontj¶an ,,konszenzusos", ¶atl¶athat¶o letisztul¶asi
folyamat, hanem ink¶abb egy zegzugos, gyakran ¶uttalan utakon val¶o barango-
l¶asra hasonl¶³t az ¶ertelmez¶esm¶odok kusza dzsungel¶eben. ,,Majdnem harminc
¶evre, ¶es Allyn Young, valamint Robertson, Knight, Sra®a ¶es Viner urak
egyes¶³tett erej¶ere volt szÄuks¶eg ahhoz, hogy kibogozz¶ak azokat a helyes ¶es
t¶eves sz¶alakat, amelyek ¶atszÄovik a Marshall|Pigou koncepci¶ot" | ¶allap¶³tja
meg p¶eld¶aul Bator [1958] ez¶uttal az extern¶ali¶ak elm¶elet¶ere vonatkoz¶oan, de az
¶arelfogad¶o/meghat¶aroz¶o modell eset¶ere is jellemz}o m¶odon. Neumann J¶anos
[1965] szint¶en tapasztalja ezt a probl¶em¶at: ,,Ami kÄulÄonÄosen neh¶eznek t}unik
a kÄozgazdas¶agtanban, az a kateg¶ori¶ak de¯ni¶al¶asa. . . Az egzakts¶ag hi¶anya
mindig a fogalmi terÄuletr}ol ered. . ." | vallja (i.m. 153. o.).

Alapvet}oen k¶etf¶ele m¶odon viszonyulhatunk a most v¶azolt helyzethez. A
Nobel-d¶³jas d¶an ¯zikus, Niels Bohr p¶eld¶aul nem tekintette tragikusnak a fo-
galmi rendszer tÄok¶eletlens¶egeit. Amint egy bar¶ataival folytatott eb¶edet kÄove-
t}oen bÄolcs sztoicizmussal megjegyezte: ,,a mosogat¶as is olyan, mint a nyelv.
Piszkos a vizÄunk, piszkos a tÄorl}oruh¶ank, valahogy m¶egis megtiszt¶³tjuk az
ed¶enyt meg a poharakat. ¶Igy ¶allunk a nyelvvel is: tiszt¶azatlan fogalmakkal
dolgozunk, ¶es olyan logik¶at haszn¶alunk, amelynek nem ismerjÄuk a pontos
¶erv¶enyess¶egi kÄor¶et; ennek ellen¶ere rem¶enykedÄunk, hogy m¶egiscsak tisztas¶a-
got teremtÄunk a term¶eszet meg¶ert¶es¶eben" (id¶ezi Heisenberg [1975] 183. o.).
A m¶asik fajta hozz¶a¶all¶ast a h¶³res francia szerz}o, Camus k¶epviselhetn¶e, akinek
ugyan nem szak-, hanem sz¶epirodalmi munk¶ass¶aga jelent}os, de intelme a tu-
dom¶any m}uvel}oi sz¶am¶ara is megsz¶³vlelend}o: ,,ha rosszul, pontatlanul [. . .]
nevezzÄuk meg a dolgokat, ha ¶³gy de¯ni¶alunk | hozz¶aadunk a vil¶ag nyomo-
r¶us¶ag¶ahoz. . ."

A magunk r¶esz¶er}ol ink¶abb Camus felfog¶as¶aval azonosulunk, gyakran meg-
tapasztalva, hogy a kateg¶ori¶ak, fogalmak |mint a teoretikus megismer¶es
eszkÄozeinek| tÄok¶eletlens¶egei fÄolÄott¶ebb megnehez¶³tik a val¶os¶ag elemezni k¶³v¶ant
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szelet¶enek ig¶enyes felt¶erk¶epez¶es¶et, sÄuketek p¶arbesz¶ed¶ev¶e v¶altoztatva a tudo-
m¶anyos diskurzust. Klasszikus p¶eld¶ai ennek a ,,kereslet- vagy k¶³n¶alatv¶alto-
z¶as" terminusok pongyola alkalmaz¶as¶ab¶ol sz¶armaz¶o k¶³nos f¶elre¶ert¶esek (l¶asd
pl. Heyne [1991] 41. o.), vagy a marshalli fogyaszt¶oi tÄobblet ¶es keresleti
fÄuggv¶eny l¶enyeg¶et megismerni v¶agy¶o kutat¶ok bolyong¶asa a p¶enz(?) |ne-
t¶an jÄovedelem(?)| konstans hat¶arhaszn¶aval kapcsolatos felfog¶asok labirin-
tus¶aban (l¶asd pl. Barancsuk Äosszefoglal¶as¶at: [1998] 5-7. fej.). V¶elhet}oen az
sem a kÄozgazdas¶agtan egzakts¶ag¶aba vetett hitÄunket er}os¶³ti, ha az aktorok
attit}udjeinek(?), magatart¶as¶anak(?), k¶epess¶egeinek(?), piaci poz¶³ci¶oinak(?)
jellemz¶es¶ere haszn¶alt ,,¶armeghat¶aroz¶o", ,,¶arkeres}o", ,,¶ark¶epz}o", ,,¶arvez¶erl}o",
,,¶arorient¶alt", ,,¶aralkalmazkod¶o" versus(?) ,,¶arelfogad¶o", ,,¶arkÄovet}o", ,,meny-
nyis¶egi alkalmazkod¶o", ,,k¶³n¶alat- vagy volumenorient¶alt" stb. kifejez¶esm¶odok
,,olaszosan ked¶elyes", ¶am a jelent¶estartalmak dimenzi¶oj¶aban kor¶antsem ,,kon-
szenzusos" egyÄutt¶el¶es¶ere gondolunk.

Tanulm¶anyunk hozz¶aj¶arul¶as k¶³v¶an lenni a Scitovsky ¶altal bevezetett, ¶es
most emlegetett fogalmak tartalmi tiszt¶az¶asa, ¶ertelmez¶ese ter¶en. Arra v¶al-
lalkozunk, hogy kÄorÄulj¶arjuk: pontosan mit is kell (vagy ink¶abb c¶elszer}u)
¶erteni az ¶arelfogad¶o/¶armeghat¶aroz¶o tulajdons¶agok jelent¶es¶en, megpr¶ob¶alva
akkur¶atusan fel¶ep¶³teni/felt¶erk¶epezni azt a vonatkoztat¶asi rendszert, amely-
ben ezek a |napjaink szakirodalm¶aban ¶altal¶anosan, ¶am gyakran csak Äosz-
tÄonÄosen, megfelel}o kÄorÄultekint¶es n¶elkÄul haszn¶alt| kifejez¶esek elhelyezhet}ok,
alkalmazhat¶ok. Itt jelezzÄuk, hogy modellÄunk f}oszerepl}oi a k¶³n¶alati oldal ak-
torai lesznek, meg¶allap¶³t¶asaink azonban |mutatis mutandis| a keresleti
oldal r¶esztvev}oire is ¶erv¶enyesek.

Tov¶abbi tÄorekv¶eseink kÄoz¶e tartozik, hogy a logikai kontextus felt¶ar¶asa r¶e-
v¶en legal¶abb elvi szinten m¶erhet}ov¶e tegyÄuk az ¶arak befoly¶asol¶as¶anak k¶epess¶e-
g¶et, ¶es a standard mikroÄokon¶omia fogalmi-m¶odszertani k¶eszlet¶et gyarap¶³tsuk
eredm¶enyeinkkel. Munk¶ank mott¶oj¶aul Camus maxim¶aja mellett Coase [2004a]
sorait v¶alaszthatn¶ank, melyek szerint ,,a kÄozgazdas¶agi elm¶elet nagy k¶ar¶at
l¶atta annak a m¶ultban, hogy nem fogalmazta meg vil¶agosan el}ofeltev¶eseit.
Az elm¶elet fel¶ep¶³t¶ese kÄozben a kÄozgazd¶aszok gyakran megfeledkeztek arr¶ol,
hogy megvizsg¶alj¶ak az alapokat, amelyekre ¶ep¶³tkeztek. Ez a vizsg¶alat azon-
ban nemcsak az¶ert n¶elkÄulÄozhetetlen, hogy megakad¶alyozza az alapfeltev¶esek
tiszt¶azatlans¶ag¶ab¶ol ad¶od¶o f¶elre¶ert¶eseket ¶es felesleges vit¶akat, hanem az¶ert
is, mert a kÄozgazdas¶agtan sz¶am¶ara rendk¶³vÄul fontos, hogy megalapozottan
v¶alaszthasson a riv¶alis alapfeltev¶esek kÄozÄul" (i.m. 55. o.).

2 Vizsg¶alati keretek

A szakirodalmi forr¶asok |szinte kiv¶etel n¶elkÄul| a ,,keresleti gÄorbe v¶allalati
perspekt¶³v¶ab¶ol ¶eszlelhet}o elhelyezked¶es¶evel" illusztr¶alj¶ak a k¶³n¶alati oldalon meg-
jelen}o ¶arelfogad¶o vagy ¶armeghat¶aroz¶o poz¶³ci¶ot. Eszerint a price taker sze-
repl}ok v¶³zszintes keresleti gÄorb¶evel szembesÄulnek, amelynek n¶³v¶oja a piac
eg¶esze ¶altal meghat¶arozott, a v¶allalat sz¶am¶ara teh¶at adotts¶agot jelent}o ¶ar
sz¶³nvonal¶ara utal. A price maker c¶egek ¶altal ¯gyelembe vehet}o keresleti
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gra¯kon ezzel szemben j¶ol ¶eszrevehet}oen negat¶³v lejt¶es}u, mintegy a v¶alla-
lat dÄont¶esi-v¶alaszt¶asi lehet}os¶eg¶et szimboliz¶alva a kÄulÄonbÄoz}o egys¶eg¶arakat ¶es
mennyis¶egeket egym¶ashoz rendel}o kombin¶aci¶ok halmaza fÄolÄott. Az 1. ¶abra
alapj¶an (ahol P az egys¶eg¶ar, q a term¶ekmennyis¶eg) trivi¶alisnak, tiszt¶azottnak
t}unik a k¶etf¶ele piaci st¶atusz l¶enyege: az ¶ar ¶alland¶os¶aga versus v¶altoz¶ekonys¶a-
ga, hajl¶ekonys¶aga.

Ez az egy¶ertelm}us¶eg azonban csak l¶atszat. Mint ahogyan a napkelte
vagy napnyugta megszokott, h¶etkÄoznapian term¶eszetes jelens¶eg¶et is teljesen
elt¶er}oen magyar¶azza pl. a ptolemaioszi ¶es kopernikuszi vil¶agn¶ezet, ugyan¶³gy
az ¶abr¶an megjelen}o gÄorb¶ek helyzet¶et, az ¶altaluk lek¶epezett szitu¶aci¶o mibenl¶et¶et
is tÄobbf¶elek¶eppen reprezent¶alj¶ak ¶es tÄobbf¶elek¶eppen kapcsolj¶ak az ¶arelfoga-
d¶o/¶armeghat¶aroz¶o poz¶³ci¶ohoz az egyes forr¶asmunk¶ak. T¶argyunk szabatos ki-
fejt¶ese ¶erdek¶eben teh¶at, ¶es amiatt is, mert logikai rendszerÄunk fel¶ep¶³t¶ese sor¶an
kÄulÄonÄosen expon¶alt objektumnak sz¶am¶³t, szÄuks¶egesnek ¶erezzÄuk a ,,keresleti
gÄorbe" fogalm¶at a szokottn¶al is m¶elyebben analiz¶alni: tiszt¶azni az e kifejez¶es
mÄogÄott megb¶uv¶o rel¶aci¶ok sokf¶eles¶eg¶et, explicitt¶e t¶eve a kÄulÄonbÄoz}o fÄuggv¶eny-
t¶³pusok tartalm¶aban, ,,mondanival¶oj¶aban" mutatkoz¶o elt¶er¶eseket. K¶erjÄuk
az Olvas¶ot, tiszteljen meg tÄurelm¶evel, ha tanulm¶anyunk e r¶esz¶eben taglalt
ÄosszefÄugg¶esek, levezet¶esek n¶emelyik¶et net¶an l'art pour l'art jelleg}unek, a c¶³m-
ben jelzett t¶em¶aval ,,kÄoszÄon}o viszonyban" sem ¶all¶o felesleges kalandoz¶asnak
¶erezn¶e. Fejteget¶eseink tov¶abbi, ¶erdemi szakasz¶aban rem¶elhet}oleg kiderÄul,
hogy ez a ,,blokk" az ¶arelfogad¶o/¶armeghat¶aroz¶o magatart¶as vizsg¶alat¶ara al-
kalmas gondolati s¶ema szerves ¶es nehezen n¶elkÄulÄozhet}o alkot¶oelemeit k¶epezi.

1. ¶abra. Keresleti gÄorb¶ek a.) ¶arelfogad¶o; b.) ¶armeghat¶aroz¶o poz¶³ci¶ok eset¶en

Elemz¶esÄunk egy n-szerepl}os (n ¸ 1, eg¶esz sz¶am) ipar¶ag v¶allalataira ir¶anyul.
E tanulm¶anyban a fÄuggetlen term¶eket el}o¶all¶³t¶o tiszta monop¶oliumra, illetve
az egym¶ast kÄolcsÄonÄosen helyettes¶³t}o javakat termel}o v¶allalatok halmaz¶ara
haszn¶aljuk e kifejez¶est. Az ,,ipar¶ag" ¶ertelmez¶ese a szakirodalomban heterog¶en
term¶ekek eset¶en problematikus, velÄunk ellent¶etben p¶eld¶aul Chamberlin [1933]
¶es kÄulÄonÄosen Tri±n [1940] tart¶ozkodott is e fogalom haszn¶alat¶at¶ol (v.Äo. Carl-
ton { Perlo® [2003] 139. o., Friedman [1986], Lerner [1943], Marshall [1930]
34-48. ¶es 45. o., M¶aty¶as [1979] 250. ¶es 269. o., Porter [1993] 27. ¶es 51-
52. o.). Bara ([1989] 413-414. o.), Daubner ¶es V¶agi ([1993] 288-289. o.),
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M¶aty¶as ([1979] 278. o.), valamint Olson ¶es McFarland [1962] ugyanakkor |a
neh¶ezs¶egek ellen¶ere| az ipar¶ag fogalm¶at relev¶ansnak tartj¶ak. ¶All¶aspontjuk-
hoz csatlakozva dolgozatunkban kÄozÄos ipar¶agba tartoz¶onak tekintjÄuk azokat a
v¶allalatokat, amelyek halmaz¶anak tagjaira p¶aronk¶ent kÄolcsÄonÄosen ¶es tranzit¶³v
m¶odon teljesÄul, hogy gy¶artott term¶ekeik kereslet¶enek kereszt-¶arrugalmass¶aga
("+) pozit¶³v sz¶am. Ha teh¶at M ¶es N , tov¶abb¶a N ¶es O, valamint O ¶es M kÄozÄott
vica versa igaz, hogy "+ > 0, akkor M , N ¶es O ugyanazon ipar¶ag tagja (v.Äo.
Zalai [2000] 71-72., 270-272. o.). Azokat a v¶allalatokat/javakat, amelyekre
nem teljesÄul most adott de¯n¶³ci¶onk (amelyek viszonylat¶aban teh¶at a kereszt-
elaszticit¶as vagy egy¶altal¶an nem, vagy pedig nem-kÄolcsÄonÄosen pozit¶³v), az
ipar¶ag piaci kÄornyezetek¶ent hat¶arozzuk meg.

A kereszt-¶arrugalmass¶ag nagys¶aga a helyettes¶³t¶es szoross¶ag¶ara utal, vagyis
ha

² "+ ! 1, akkor a javak tÄok¶eletesen helyettes¶³tik egym¶ast,

² 0 < "+ < 1, a helyettes¶³t¶es korl¶atozott,

² "+ = 0, a javak fÄuggetlenek, helyettes¶³t}o viszonyuk elt}unik, valamint

² "+ < 0, a javak kÄozÄotti komplementarit¶as, kieg¶esz¶³t}o (,,negat¶³v helyet-
tes¶³t}o") viszony kerÄul el}ot¶erbe, amelynek lehet}os¶eg¶et}ol |az egyszer}us¶eg
kedv¶e¶ert| a tov¶abbiakban szinte mindig eltekintÄunk.

A dolgozatunk t¶argy¶at k¶epez}o ÄosszefÄugg¶esek l¶enyegi elemeinek bemutat¶a-
s¶at, elemz¶es¶et nagym¶ert¶ekben megkÄonny¶³ti, ha kikÄuszÄobÄolÄunk bizonyos, mon-
danival¶onk ¶erdemi r¶esz¶et nem ¶erint}o mot¶³vumokat az ¶altalunk alkalmazott
modellb}ol. Ennek ¶erdek¶eben felt¶etelezzÄuk, hogy

² a v¶as¶arl¶ok preferenci¶ai uniformak, ami lehet}ov¶e teszi, hogy szÄuks¶eges
esetben az aggreg¶alt keresleti viselked¶est egyetlen, ¶un. reprezent¶ans fo-
gyaszt¶o magatart¶as¶aval azonos¶³tsuk;

² a fogyaszt¶o(k) nem v¶egez(nek) megtakar¶³t¶ast, az Äosszes jÄovedelmet el-
kÄolti(k).

² Ugyancsak praktikus c¶elokat szolg¶al, ha a fenti m¶odon de¯ni¶alt ipar¶ag
term¶ekeire vonatkoz¶o v¶as¶arl¶oi preferenci¶akat az ¶altalunk kÄovetett gon-
dolatmenet bizonyos pontjain ,,j¶ol viselked}o" hasznoss¶agi (index-) fÄugg-
v¶enyekkel jellemezzÄuk. Ez |¶ertelmez¶esÄunk szerint| azt jelenti, hogy

{ az eml¶³tett fÄuggv¶enyek az ipar¶ag term¶ekei tekintet¶eben homoteti-
kusak, tov¶abb¶a

{ az ipar¶ag egyes v¶allalatai/term¶ekv¶altozatai oldal¶ar¶ol kiindul¶o ¶ar-
v¶altoztat¶asok az eml¶³tett v¶allalatok/term¶ekv¶altozatok ¶altal lekÄotÄott
v¶as¶arl¶oer}ok ar¶any¶aban v¶altanak ki |az Äosszes kereslet %-¶aban
megadott| saj¶at-, illetve kereszt-¶arhat¶asokat.
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A tanulm¶anyunkban taglalt jelens¶egek bemutat¶as¶ara els}osorban a kereslet
saj¶at- ¶es kereszt-¶arrugalmass¶ag¶anak viszony¶at le¶³r¶o azonoss¶ag(ok) rendszere
(majd ennek ,,tÄukÄork¶epe") szolg¶al logikai kontextusk¶ent. Az eml¶³tett azo-
noss¶ag(ok) levezet¶es¶et tÄobbek kÄozÄott Varian [1991] 6.10. alfejezete adja meg
|eredetileg k¶etterm¶ekes, de tetsz¶es szerint tov¶abbi j¶osz¶agfajt¶akkal b}ov¶³thet}o
modellre vonatkoz¶oan. Ennek megfelel}oen jelÄolje a tov¶abbiakban X ¶es Y a
vizsg¶alt ipar¶agba tartoz¶o javak fajt¶aj¶at ¶es mennyis¶eg¶et, amikor Y |ha szÄuk-
s¶eges| az ipar¶ag X-en t¶uli Äosszes tÄobbi output-v¶altozat¶anak egyÄuttesek¶ent,
vagyis ¶un. kompozit j¶osz¶agk¶ent is felfoghat¶o. Z |mint a tov¶abbi (X ¶es Y
,,kÄornyezet¶et" k¶epez}o) ipar¶agak term¶ekfajt¶ainak aggreg¶atuma| ugyancsak
kompozit j¶osz¶agot jelent.

Az eml¶³tett azonoss¶ag nem m¶as, mint

¡sx = sx"x
x + sy"x

y + sZ"x
Z ; (1)

amikor
sx = XPx=I ; sy = Y Py=I ; sZ = ZPZ=I (2)

Tov¶abbi jelÄol¶esek:

² "x
x = X kereslet¶enek saj¶at-¶arrugalmass¶aga,

² "x
y;Z = Y ¶es Z kereslet¶enek kereszt-¶arrugalmass¶aga X ¶arv¶altoz¶asa

eset¶en,

² sx;y;Z = a term¶ekf¶eles¶egek kÄolts¶egvet¶esi r¶eszesed¶esei,

² Px;y;Z = az outputok egys¶eg¶arai.

Megtakar¶³t¶asok hi¶any¶aban igaz, hogy:

sx + sy + sZ = 1 : (3)

Mivel az (1) formul¶at |a term¶ekindexek megfelel}o alkalmaz¶as¶aval| a tÄobbi
outputot expon¶alva is fel¶³rhatjuk, bel¶athat¶o, hogy tulajdonk¶eppen a j¶osz¶ag-
fajt¶ak sz¶am¶anak megfelel}o azonoss¶ag-rendszerr}ol van sz¶o.

3 Aggreg¶alt ¶es aszimmetria keresleti gÄorb¶ek

Els}ok¶ent az aggreg¶alt (ipar¶agi) keresleti fÄuggv¶enyt helyezzÄuk g¶orcs}o al¶a, amely
az ipar¶agi output ¶arszintje ¶es a v¶as¶arl¶ok ¶altal egyÄuttesen keresett mennyis¶ege
kÄozÄotti viszonyt fejezi ki. ¶Ertelmez¶ese egynem}u javak eset¶en probl¶emamentes,
ha azonban heterog¶en term¶ekekr}ol van sz¶o, akkor v¶altoz¶oinak jelent¶ese a
term¶ekegys¶egek ¶atv¶alt¶asi ar¶anyainak problematik¶aja miatt nem mag¶at¶ol ¶er-
tet}od}o. A fÄuggv¶eny ¶altal¶anos de¯n¶³ci¶oj¶ara tÄorekedve ez¶ert a magunk r¶esz¶er}ol
c¶elszer}unek tartjuk, ha a P ,,¶arszintet" b¶azis s¶ulyoz¶as¶u ¶arindex, a Q aggreg¶alt
keresletet pedig b¶azis s¶ulyoz¶as¶u volumenindex form¶aj¶aban adjuk meg vala-
mely kiindul¶o ¶ert¶ekhez k¶epest. Bel¶athat¶o, hogy az ipar¶agi keresleti fÄuggv¶eny
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a preferenci¶ak homotetikus jellege miatt a b¶azis s¶ulyar¶anyok alkalmaz¶asa-
kor az optim¶alis j¶osz¶agkombin¶aci¶ok pontjaival kapcsolatos ,,¶arszint-volumen"
megfeleltet¶est implik¶al, felt¶eve, hogy a b¶azis¶allapot is optim¶alis fogyaszt¶oi
v¶alaszt¶ast k¶epviselt.

Az aggreg¶alt (ipar¶agi) kereslet ¶arrugalmass¶aga ("§D) a fÄuggv¶eny P v¶altoz¶o
szerinti elaszticit¶asa, amelynek meghat¶aroz¶asa akkor relev¶ans, ha az ipar¶ag
v¶allalatai kezdem¶enyeznek/hajtanak v¶egre |szimult¶an m¶odon ¶es uniform di-
namik¶aj¶u| ¶arv¶altoztat¶ast. Sz¶am¶³t¶asa az

"§D = dQ=Q0 : dP=P0

(dP ! 0)
(4)

formul¶aval tÄort¶enik, ¶ert¶eke pedig azt jelzi, hogy az ¶ar 1 %-os, egys¶eges v¶al-
toztat¶as¶anak kÄovetkezm¶enyek¶ent az ipar¶agi output ir¶anti aggreg¶alt kereslet
h¶any %-kal m¶odosul.

Az aggreg¶alt keresleti fÄuggv¶eny mennyis¶eg (Q) szerinti elaszticit¶asa is
¶ertelmezhet}o, ha az ipar¶ag v¶allalatai az egys¶eg¶ar helyett a k¶³n¶alati tÄomeg
vonatkoz¶as¶aban hat¶aroznak el |ugyancsak szimult¶an ¶es uniform ar¶any¶u|
v¶altoztat¶ast. Ezt a tov¶abbiakban az ¶ar ipar¶agi k¶³n¶alati °exibilit¶as¶anak |
rÄovidebben: ipar¶agi ¶ar°exibilit¶asnak| (©§S) nevezzÄuk, ¶ert¶eke pedig arra
utal, hogy az ipar¶agi k¶³n¶alat Äosszetev}oinek egys¶eges, 1%-os m¶odos¶³t¶asa h¶any
%-os v¶altoz¶ast gener¶al a keresleti (vagyis az ipar¶ag ¶altal maxim¶alisan ¶er-
v¶enyes¶³thet}o) ¶arban. Arr¶ol inform¶al teh¶at, hogy ha elmozdul a piacra vitt
term¶ektÄomeg, akkor relat¶³ve milyen intenzit¶as¶u ¶arv¶altoz(tat)¶as szÄuks¶eges ah-
hoz, hogy a kereslet az ¶uj ¶ar mellett ¶eppen tal¶alkozzon az eladni k¶³v¶ant
mennyis¶eggel. Formul¶aja az aggreg¶alt kereslet ¶arrugalmass¶ag¶anak reciproka,
azaz:

©§S = dP=P0 : dQ=Q0 = 1="§D

(dQ ! 0)
(5)

M¶asodikk¶ent az ,,aszimmetria" t¶³pus¶u keresleti fÄuggv¶enyekkel foglalko-
zunk, amelyeket Chamberlin [1933] vezetett be |eredetileg a monopolisztikus
verseny elemz¶ese c¶elj¶ab¶ol|, de a versenyz}o felek ¶arharc¶anak ¶abr¶azol¶as¶an¶al
is hasznos m¶odszertani seg¶edeszkÄoznek bizonyulnak. Ezek a fÄuggv¶enyek az
ipar¶ag valamely v¶allalata ¶altal meg¶allap¶³tott ¶ar ¶es az illet}o c¶eg term¶eke ir¶ant
jelentkez}o, ehhez az ¶arhoz rendelhet}o kereslet viszony¶at fejezik ki, felt¶eve,
hogy a riv¶alis(ok) ¶altal ¶erv¶enyes¶³tett ¶arszint konstans. E gÄorb¶ek |kell}ok¶eppen
alacsony (,,saj¶at") ¶arn¶al| az ipar¶agi keresleti gÄorb¶eben folytat¶odnak tov¶abb,
jelezve, hogy ilyenkor a c¶eg elvileg (gyakorlatilag pedig kapacit¶asai fÄuggv¶e-
ny¶eben) k¶epes a m¶asik (tÄobbi) versenyt¶ars term¶eke ir¶anti kereslet teljes beke-
belez¶es¶ere. Az aszimmetria gÄorb¶ek elaszticit¶asa (aszimmetria ¶arrugalmass¶ag,
"asD) azt m¶eri, hogy valamely v¶allalat saj¶at term¶eke eset¶eben elhat¶arozott
1%-os ¶arv¶altoztat¶as |ceteris paribus| h¶any %-os v¶altoz¶ast induk¶al a sz¶oban
forg¶o c¶eg ¶altal vonzott keresletben.

A 2. ¶abr¶an homog¶en term¶ekeket forgalmaz¶o ipar¶ag eset¶ere mutatjuk be
az aggreg¶alt (§D) ¶es egy bizonyos v¶allalathoz tartoz¶o aszimmetria keresleti
gÄorbe (asD) viszony¶at. P¤-gal az ipar¶ag tÄobbi v¶allalata ¶altal ¶erv¶enyes¶³tett
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(konstans ¶es egys¶eges) ¶arszintet jelÄoljÄuk. A kereslet v¶egtelen ¶arrugalmass¶ag¶at
jelz}o, v¶³zszintes poz¶³ci¶oj¶u gÄorbe-r¶eszlet a javak tÄok¶eletes helyettes¶³t}o viszony¶ara,
a v¶as¶arl¶oer}o¶ert folytatott verseny szoross¶ag¶ara utal. Ilyenkor a szerepl}ok
b¶armelyik¶enek v¶egtelenÄul kicsi elt¶er¶ese a kÄozÄos (P ¤) ¶arszintt}ol a kereslet
rendk¶³vÄul dinamikus elmozdul¶as¶at induk¶alja. Ez azzal magyar¶azhat¶o, hogy a
konkurrens(ek) term¶ek¶ere ir¶anyul¶o v¶as¶arl¶oer}o az egys¶egesn¶el ¶eppen csak vala-
mivel is kedvez}obb ¶ar meg¶allap¶³t¶as¶aval elcs¶ab¶³that¶o, de ugyanilyen ,,hat¶eko-
nyan" idegen¶³thet}ok, tasz¶³that¶ok el a saj¶at kuncsaftok is egy jelent¶ektelennek
t}un}o ¶aremel¶es kÄovetkezt¶eben.

2. ¶abra. Aggreg¶alt ¶es aszimmetria keresleti gÄorb¶ek homog¶en ipar¶ag eset¶en

A term¶ekek di®erenci¶alts¶ag¶anak nÄoveked¶es¶evel az aszimmetria-gÄorbe (ne-
gat¶³v) meredeks¶ege n}o, ¶es ez¶ert az ipar¶agi keresleti gÄorb¶evel alkotott tal¶al-
koz¶asi pontja egyre alacsonyabb ¶arszintre helyez}odik, vagy ak¶ar el is t}unhet.
(JegyezzÄuk azonban meg: ha a javak rokons¶agi viszonya m¶ar alig ¶erz¶ekelhet}o,
a kÄozÄos ipar¶ag |¶es emiatt az ipar¶agi keresleti fÄuggv¶eny egzisztenci¶aja|
m¶eg a fentiekben adott ¶ertelmez¶esi lehet}os¶eg ellen¶ere is megk¶erd}ojelezhet}o
lesz.) Az aszimmetria ¶arrugalmass¶ag csÄokken¶ese ilyen esetben azzal ma-
gyar¶azhat¶o, hogy a fogyaszt¶ok bizonyos term¶ekjellemz}okhÄoz val¶o kÄot}od¶ese
|,,m¶arkah}us¶ege"| miatt a kereslet ,,ragad¶osabb¶a", ,,viszk¶ozusabb¶a" v¶alik.

Az el}obbiekben bevezetett fÄuggv¶enyek, ¶es a velÄuk kapcsolatban tett meg-
¶allap¶³t¶asaink illusztr¶al¶as¶ara ugyancsak az (1) azonoss¶ag k¶³n¶al alkalmas logikai
kereteket, amelyben "x

x, vagyis X kereslet¶enek saj¶at-¶arrugalmass¶aga tulaj-
donk¶eppen nem m¶as, mint a most bevezetett aszimmetria-rugalmass¶ag. Az
azonoss¶ag egyik fontos ¶ertelmez¶esm¶odja szerint az "x

x, "x
y , ¶es "x

Z rugalmass¶agok
kÄolts¶egvet¶esi r¶eszesed¶esekkel s¶ulyozott ¶atlaga ¡sx-szel egyenl}o, ami azt je-
lenti, hogy az X ¶arufajta |ceteris paribus| 1%-os ¶arv¶altoz¶asa eset¶en az
Äosszes (bele¶ertve Z-t is) term¶ek kereslete ¶atlagosan sx %-kal m¶odosul az
egys¶eg¶arral ellent¶etes ir¶anyban.

E megfogalmaz¶as a ¯zik¶ab¶ol ismert impulzus-megmarad¶asi tÄorv¶enyre (Ga-
mow { Cleveland [1977] 4. fej.) ,,r¶³mel", amelynek egyik |sz¶amunkra
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fontos| interpret¶aci¶oja szerint egy tÄobb testb}ol ¶all¶o rendszerben az egys¶egnyi
tÄomegre sz¶am¶³tott ¶atlagos sebess¶eg (vektori¶alisan) ¶alland¶o. Ha a ¯zikai ¶es kÄoz-
gazdas¶agi jelens¶egek egym¶asra vonatkoztat¶asa ¶erdek¶eben modellÄunk v¶allala-
tait (vagy az ¶altaluk gy¶artott outputhalmazt) kÄolts¶egvet¶esi r¶eszesed¶esÄuknek
megfelel}o tÄomeg}u (de nem felt¶etlenÄul azonos anyag¶u ¶es/vagy ¶allag¶u) goly¶okkal,
a saj¶at- ¶es kereszt-¶arrugalmass¶agokat pedig az egyes goly¶ok sebess¶eg¶evel azo-
nos¶³tjuk, akkor a tÄorv¶enyben emlegetett konstans ¶atlagos sebess¶eg s¶em¶ankra
adapt¶alva ¡sx-nek felelne meg.

Ez az ¶atlag azonban az egyes goly¶ok konkr¶et sebess¶eg¶enek (ami a kinetikus
energia elnyel}od¶es¶enek vagy ¶eppen felszabadul¶as¶anak mik¶entj¶et}ol |teh¶at a
goly¶ok helyzet¶et}ol, min}os¶egi tulajdons¶agait¶ol, ÄutkÄoz¶esÄuk kÄorÄulm¶enyeit}ol stb.|
fÄugg) sokf¶ele vari¶aci¶oja mellett teljesÄulhet, m¶³g a kÄozgazdas¶agi modellben
nem utols¶osorban a j¶osz¶agfajt¶ak kÄulÄonbÄoz}o intenzit¶assal ¶es ,,mint¶azatban"
¶erv¶enyesÄul}o helyettes¶³t}o, kieg¶esz¶³t}o ¶es/vagy fÄuggetlen viszonyai ered}ojek¶ent
alakul ki.

Induljunk most ki abb¶ol, hogy az egyik, meghat¶arozott kezd}o sebess¶eggel
rendelkez}o goly¶o ÄutkÄozik a tÄobbi mozdulatlannal, aminek hat¶as¶ara a rendszer
(¶altal¶aban) Äosszes tagj¶anak sebess¶ege m¶odosul | b¶ar ezek ¶atlaga v¶altozatlan
marad. EsetÄunkben ez azt jelenten¶e, hogy valamely term¶ek ¶arv¶altoztat¶asa
miatt az illet}o ¶aruf¶eles¶eg egy bizonyos jsxTRj (ahol TR az ipar¶ag Äosszbev¶etele)
keresleti impulzussal rendelkezik, amely azt¶an |saj¶at- ¶es kereszt-¶arhat¶asokat
kiv¶altva| valamilyen m¶odon sz¶etterÄul, ugyanakkor meg is marad a j¶osz¶agfaj-
t¶ak halmaz¶an. (JegyezzÄuk meg: mivel az egyes ¶arv¶altoz¶asok kÄovetkezt¶eben
|¶ugymond a ,,t¶argyid}oszakra"| tipikusan a kÄolts¶egvet¶esi r¶eszesed¶esek is
m¶odosulnak, egy minden r¶eszletre prec¶³zen ¯gyel}o modellben a ,,goly¶ok"
,,ÄutkÄoz¶eseikkel" j¶ar¶o ,,tÄomegnyeres¶eg¶et vagy -vesztes¶eg¶et" is ¯gyelembe kel-
lene venni ,,sebess¶egÄuk" kisz¶am¶³t¶asa sor¶an.)

Alak¶³tsuk most ¶at az (1) formul¶at az al¶abbi m¶odon:

¡sx ¡ sZ"x
Z

sind
=

sx"x
x + sy"x

y

sind
= "x

ind (6)

ahol

sind = sx + sy (7)

az ipar¶ag r¶eszesed¶ese a teljes v¶as¶arl¶oer}ob}ol, "x
ind pedig az X |ceteris paribus|

1%-os ¶arv¶altoztat¶as¶anak ¶atlagos hat¶asa az ipar¶ag term¶ekei ir¶anti keresletre
(ugyancsak %-ban kifejezve).

Anal¶og m¶odon, Y term¶ekfajt¶ara vonatkoztatva is igaz, hogy

¡sy ¡ sZ"y
Z

sind
=

sy"y
y + sx"y

x

sind
= "y

ind (8)

Itt jegyezzÄuk meg, hogy az ipar¶agi kereslet parci¶alis ¶atlag-rugalmass¶agai:
"x

ind ¶es "y
ind |mint sz¶am¶³t¶asuk m¶odja is tÄukrÄozi| csak kÄozvetett m¶odon kap-

csol¶odnak keresleti gÄorb¶ekhez, szemben a kereszt-¶arrugalmass¶agokkal, ame-
lyek az ¶un. keresztv¶altoz¶os keresleti gÄorbe elaszticit¶asait jelentik.
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Egyszer}uen bel¶athat¶o, hogy az ipar¶ag aggreg¶alt kereslet¶enek ¶arrugalmas-
s¶aga ¶altal¶anoss¶agban nem m¶as, mint

"x
ind + "y

ind = ¡1 ¡ sZ

sind
("x

Z + "y
Z) = "§D (9)

A formul¶ab¶ol ¶ertelemszer}uen kÄovetkezik, hogy ha az ipar¶ag (X;Y ) ¶es kÄornye-
zete (Z) ¶altal gy¶artott javak kÄozÄott egy¶altal¶an nem l¶eteznek keresleti kereszt-
¶arhat¶asok,

² vagy az¶ert, mert a kereszt-¶arrugalmass¶agok |az elm¶eletileg tiszta eset-
nek megfelel}oen| kÄolcsÄonÄosen, ,,oda-vissza" z¶erus ¶ert¶eket vesznek fel,
teh¶at

"x
Z = "y

Z = 0 ; (10)

² vagy az illet}o kÄornyezet puszta hi¶anya miatt, ha

sZ = 0 ; (11)

akkor

"x
ind = ¡sx=sind = ¡ŝx ¶es "y

ind = ¡sy=sind = ¡ŝy : (12)

Mivel pedig
(¡ŝx) + (¡ŝy) = ¡1 ; (13)

ez¶ert "§D ¶ert¶eke (5) alapj¶an kiv¶etelesen saj¶at reciprok¶aval, az ipar¶agi ¶ar°exi-
bilit¶assal is egyenl}o. VegyÄuk ¶eszre, hogy a kÄornyezet¶et}ol tÄok¶eletesen fÄuggetlen
ipar¶ag eset¶en kapott eredm¶enyek a j¶ol viselked}o preferenci¶ak ¶erv¶enyesÄul¶es¶er}ol
tan¶uskodnak, hiszen

"x
ind + "y

ind = ¡1 = "§D (14)

miatt
"x
ind="y

ind = ŝx=ŝy (15)

teljesÄul.
T¶erjÄunk azonban vissza a (9) ÄosszefÄugg¶eshez, amely a (6) ¶es (8) for-

mul¶ak m¶asodik tagjainak, valamint a (12)-ben bevezetett szimb¶olumok fel-
haszn¶al¶as¶aval az

"§D = (ŝx"x
x + ŝy"x

y) + (ŝy"y
y + ŝx"y

x) = ŝx("x
x + "y

x) + ŝy("y
y + "x

y) (16)

m¶odon is fel¶³rhat¶o. VezessÄuk most be az

"x
x + "y

x = "ind
x ¶es "y

y + "x
y = "ind

y (17)

jelÄol¶eseket! Ezek az egyes j¶osz¶agfajt¶ak kereslet¶enek ¶un. szimmetria-rugal-
mass¶agai, amelyek |mint az ugyancsak Chamberlin [1933] ¶altal de¯ni¶alt,
dolgozatunkban azonban csup¶an m¶asodlagos szerephez jut¶o| ,,szimmetria"
keresleti gÄorb¶ek elaszticit¶asai azt mutatj¶ak meg, hogy ha az ipar¶ag v¶allalatai
egys¶egesen ¶es azonos ir¶anyban 1%-kal v¶altoztatj¶ak term¶ekeik ¶ar¶at, akkor
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a vizsg¶alt j¶osz¶agfajta kereslete h¶any %-kal m¶odosul. A (16)-ban is alkal-
mazva ezt a kateg¶ori¶at ¶eszrevehet}o, hogy az ipar¶ag aggreg¶alt kereslet¶enek
¶arrugalmass¶aga a szimmetria-rugalmass¶agok kÄolts¶egvet¶esi r¶eszesed¶esekkel s¶u-
lyozott ¶atlagak¶ent nyerhet}o:

"§D = ŝx"ind
x + ŝy"ind

y : (18)

Tov¶abbi inform¶aci¶okat szerezhetÄunk "x
ind vagy "y

ind ¶atlag-rugalmass¶agok
tulajdons¶ag¶ar¶ol, ha a (6), (8) ¶es (9) formul¶ak felhaszn¶al¶as¶aval levezetjÄuk az

"x
ind = ŝx

·
"§D +

sZ

sind

µ
"y

Z ¡ ŝy

ŝx
"x
Z

¶¸
; (19)

¶altal¶anoss¶agban teljesÄul}o ÄosszefÄugg¶est, amely a (10) vagy (11) ¶altal le¶³rt ese-
tekben ugyancsak a m¶ar ismert, (15) implik¶aci¶ot gener¶alja.

A (19)-b}ol kiindulva azonban az is igazolhat¶o, hogy |hab¶ar a j¶ol viselked}o
preferenci¶ak n¶emileg idillikus, de rem¶enyeink szerint ink¶abb a l¶enyeget kieme-
l}o, ¶es nem azt elfed}o kÄorÄulm¶enyeit felt¶etelezve| az ipar¶agi kereslet X ¶es Y
¶ar¶ara vonatkoz¶o ¶atlag-rugalmass¶agai

² nem csup¶an az aggreg¶alt kereslet (m¶³nusz) egys¶egnyi, hanem b¶armilyen
rugalmass¶aga mellett, tov¶abb¶a

² homog¶en term¶ekek eset¶eben is ¶erv¶enyes m¶odon

az aggreg¶alt keresleti elaszticit¶as ŝx- (¶es ŝy-)szeresei.
¶All¶³t¶asunk bizony¶³t¶as¶ahoz t¶erjÄunk vissza a j¶ol viselked}o preferenci¶ak azon

krit¶erium¶ahoz, amely szerint az ipar¶ag egyes v¶allalatai/term¶ekv¶altozatai ol-
dal¶ar¶ol kiindul¶o ¶arv¶altoztat¶asok az eml¶³tett v¶allalatok/term¶ekv¶altozatok ¶altal
lekÄotÄott v¶as¶arl¶oer}ok ar¶any¶aban v¶altanak ki |az Äosszes kereslet %-¶aban meg-
adott| saj¶at-, illetve kereszt-¶arhat¶asokat. Ez a felt¶etelez¶esÄunk az impul-
zus-megmarad¶as ¯zikai modellj¶eben az egyes goly¶ok |¶atlag kÄorÄuli| konkr¶et
sebess¶eg¶enek alakul¶as¶ara vonatkoz¶o meggondol¶assal lenne egyen¶ert¶ek}u, ¶es az
illet}o testekre hat¶o er}ok ,,tÄomegekkel s¶ulyozott" szimmetri¶aj¶ara utalna. Az
ilyen szab¶alyoss¶ag akkor lenne ¶eszlelhet}o, ha az egyes ,,ÄutkÄoz¶esi" k¶³s¶erleteket
|term¶eszetesen az ,,akt¶³v goly¶ok" rot¶aci¶oj¶aval| egym¶assal egy¶ebk¶ent min-
denben megegyez}o kÄorÄulm¶enyek (poz¶³ci¶ok, indul¶o sebess¶eg, ÄutkÄoz¶es jellege
stb.) kÄozÄott hajtan¶ank v¶egre. A kev¶esb¶e gondosan, de nagyon sokszor
kivitelezett k¶³s¶erletekben az eml¶³tett szab¶alyoss¶ag statisztikai ¶erv¶enyesÄul¶es¶ere
sz¶am¶³thatunk csup¶an.

A most v¶azolt kond¶³ci¶okat keresleti modellÄunk (1) formul¶aj¶ara, ¶es ennek
Y -ra fel¶³rt p¶arj¶ara vonatkoztatva a

¡sx

¡sy
=

sx"x
x + sy"x

y + sZ"x
Z

sy"y
y + sx"y

x + sZ"y
Z

=
sx"x

x

sy"y
y

=
sy"x

y

sx"y
x

=
sZ"x

Z

sZ"y
Z

(20)

teljesÄul. A keresleti impulzus szab¶alyos terjed¶es¶en alapul¶o modellÄunkben
teh¶at (20)-b¶ol kÄovetkez}oen igaz, hogy a term¶ekfajt¶ak saj¶at-¶arrugalmass¶aga
azonos, tov¶abb¶a az is, hogy

"y
Z =

sy

sx
"x
Z (21)
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Ha a most nyert egyenl}os¶eget (19)-ben ¶erv¶enyes¶³tjÄuk,

"x
ind = ŝx"§D (22)

kÄovetkezik m¶eg akkor is, ha nem z¶arjuk ki az X; Y ipar¶ag ¶es Z kÄornyezete
kÄozti nem-szimmetrikus keresleti interdependenci¶ak l¶etez¶es¶et. Mivel homog¶en
ipar¶agon belÄul (amikor X ¶es Y tÄok¶eletesen helyettes¶³tik egym¶ast) a keresleti
impulzus szab¶alyos terjed¶ese eleve biztos¶³tott, hiszen nem deform¶alj¶ak a ter-
m¶ekfajt¶ak elt¶er¶esei, ez¶ert a (20) ¶es (21) trivi¶alisan teljesÄul.

FigyelmeztetjÄuk azonban az Olvas¶ot, hogy az ipar¶ag homogenit¶as¶ara vo-
natkoz¶o felt¶etelez¶es |legal¶abbis ezen a ponton| modellÄunk egy¶ertelm}us¶eg¶et
vesz¶elyeztetheti. Az egyes v¶allalatok ¶arv¶altoztat¶asai ugyanis elt¶er}o implik¶a-
ci¶okhoz vezetnek att¶ol fÄugg}oen, hogy szerepl}oink k¶epesek-e kapacit¶asaikat
kv¶azi hat¶artalanul b}ov¶³teni (vagy ,,h}osiesen" kihaszn¶alatlanul hagyni) a |
tÄok¶eletes helyettes¶³t}okre elm¶eletileg jellemz}o| v¶egtelen kereszt- ¶es saj¶at-¶ar-
hat¶asokra re°ekt¶alva. KÄozelebbr}ol:

² ha a termel¶esi szint viszonylag merev, akkor a kereslet |¶armanipul¶a-
ci¶okat kÄovet}o| ¶atrendez}od¶ese de facto csup¶an korl¶atozottan val¶osulhat
meg, melynek kÄovetkezt¶eben nem kell az ŝx ¶es ŝy h¶anyadok szigni¯k¶ans
m¶odosul¶as¶ara sz¶am¶³tani.

² Ha viszont az egyes c¶egek kibocs¶at¶asai elasztikusan tudnak a kereslet
elmozdul¶asaihoz alkalmazkodni, akkor a relat¶³ve nagy ¶arhat¶asok szabad
kibontakoz¶asa a kÄolts¶egvet¶esb}ol lefoglalt r¶eszek ar¶anyait radik¶alisan
¶atalak¶³tj¶ak.

Komoly dilemma el}ott ¶allunk teh¶at, hogy ilyen esetben a b¶azis- vagy t¶argy-
id}oszaki adatokat alkalmazzuk-e s¶ulyokk¶ent azonoss¶againkban.

Az im¶ent v¶azolt probl¶em¶aval tal¶alkozhatunk a saj¶at- (aszimmetria) ¶ar-
rugalmass¶agra hat¶o t¶enyez}ok elemz¶es¶en¶el is. Ennek bemutat¶as¶ahoz t¶erjÄunk
vissza ism¶et a (6) formula m¶asodik tagj¶ahoz, amelyet |tov¶abbra is j¶ol visel-
ked}o preferenci¶akat felt¶etelezve| behelyettes¶³thetÄunk (22) megfelel}o hely¶ere,
majd ez ut¶obbib¶ol kifejezhetjÄuk "x

x-t:

"x
x = "§D ¡ sy

sx
"x
y (23)

A most nyert azonoss¶ag szerint

² di®erenci¶alt javak mellett az X ¶es Y kÄozÄotti kereszt-¶arhat¶as viszonylag
gyenge, s ez¶ert a saj¶at-¶arrugalmass¶ag (abszol¶ut) ¶ert¶eke is kisebb lesz,
mint ha X ¶es Y tÄok¶eletes helyettes¶³t}o kapcsolatban ¶alln¶anak egym¶assal.
Ez ut¶obbi helyzetben ugyanakkor X ¶arv¶altoztat¶asa Y kereslet¶enek v¶eg-
telenÄul rugalmas v¶altoz¶as¶at gener¶alja, amivel Äosszhangban az X ter-
m¶ekn¶el m¶ert saj¶at-¶arrugalmass¶ag is v¶egtelen szintet vesz fel. TegyÄuk
azonban hozz¶a: szerepl}oink megfelel}o kapacit¶astartal¶ekait felt¶etelezve.

² Ha viszont X v¶allalat/term¶ek |kedvez}obb ¶arszintje r¶ev¶en| a teljes
ipar¶agi keresletet megh¶od¶³tan¶a, akkor az ¶uj helyzetben, Y imm¶aron
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eleny¶eszett kÄolts¶egvet¶esi r¶eszesed¶ese mellett az "x
x = "asD saj¶at- (¶es egy-

ben aszimmetria) ¶arrugalmass¶ag az aggreg¶alt keresleti elaszticit¶asnak
megfelel}o "§D ¶ert¶ekkel lenne egyenl}o.

A 3. ¶abr¶an a kÄozÄombÄoss¶egi gÄorb¶ek rendszer¶eben mutatjuk be, hogy |egy
reprezent¶ans fogyaszt¶o ¶es heterog¶en ipar¶ag eset¶eben| az X c¶eg ¶arcsÄokkent¶ese
mik¶ent vezet a teljes v¶as¶arl¶oer}o elh¶od¶³t¶as¶ahoz. (Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert itt
felt¶etelezzÄuk, hogy a fogyaszt¶o ¶altal e k¶et term¶ekfajt¶ara kÄoltÄott jÄovedelem
nagys¶aga ¶alland¶o, ez¶ert elegend}o, ha a fogyaszt¶oi t¶ernek csup¶an XY met-
szet¶ere koncentr¶alunk.) A 4. ¶abr¶an ugyanezt a jelens¶eget a keresleti gÄorb¶ek
s¶³kj¶ara k¶epezzÄuk le.

3. ¶abra. A v¶as¶arl¶oer}o elh¶od¶³t¶asa az ¶ar csÄokkent¶es¶evel helyettes¶³t}o javak eset¶en
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4. ¶abra. Az aggreg¶alt ¶es aszimmetria keresleti gÄorb¶ek viszony¶anak magyar¶azata
heterog¶en ipar¶ag eset¶en

¶Abr¶ank A pontj¶anak helyzet¶eb}ol kÄovetkeztethetÄunk arra, hogy ha a v¶al-
lalat is az ipar¶ag ¶altal ¶erv¶enyes¶³tett P¤ ¶arszinten ¶ert¶ekes¶³t, milyen r¶eszesed¶est
mondhat mag¶a¶enak az ¶agazat term¶ekei ir¶ant megnyilv¶anul¶o Äosszes keresletb}ol
¶es/vagy az ipar¶ag kibocs¶at¶as¶ab¶ol. (Az A pont ¶artengelyhez val¶o kÄozels¶ege
alacsony, az aggreg¶alt keresleti gÄorb¶ehez val¶o kÄozels¶ege nagy r¶eszesed¶esre
utal.) Abban az esetben, ha a versenyt¶ars(ak) egys¶egesen magasabb (ala-
csonyabb) n¶³v¶on rÄogz¶³ti(k) ¶arai(ka)t, akkor az emiatt kibontakoz¶o kereszt-¶ar-
hat¶as miatt a c¶eg aszimmetria keresleti gÄorb¶eje is magasabb (alacsonyabb)
poz¶³ci¶ot vesz fel.

Fontos megjegyeznÄunk, hogy az aszimmetria keresleti gÄorb¶ek ford¶³tott
(mennyis¶eg ! ¶ar) ¶ertelmez¶ese nem relev¶ans! Ez ugyanis egy olyan ,,tÄort¶e-
netet" felt¶etelezne, amelynek els}o l¶ep¶esek¶ent v¶allalatunk alaposan megnÄoveli
k¶³n¶alat¶at, a m¶asodik l¶ep¶esben pedig versenyt¶arsaink ,,udvariasan" csÄokkentik
|ha nem is teljesen ugyanannyival| saj¶atjuk¶et. Azt¶an a ,,sztori" z¶ar¶o-
akkordjak¶ent |a partnerek e t¶eren mutatkoz¶o merevs¶eg¶evel ellent¶etben|
valamicsk¶et engedn¶enk az ¶arb¶ol, hogy a piacon megjelen}o ¶arumennyis¶eget tel-
jes eg¶esz¶eben eladhassuk. Mivel teh¶at az aszimmetria t¶³pus¶u gÄorb¶ek kiz¶ar¶olag
olyan magatart¶as lek¶epez¶es¶ere alkalmasak, amely az ¶arakat tekinti a v¶alla-
lat(ok) dÄont¶esi v¶altoz¶oj¶anak, ez¶ert ezek eset¶eben az ¶ar°exibilit¶as |hab¶ar ki-
sz¶am¶³that¶o| nem ¶ertelmezhet}o! Mint ahogy valamely bet}usor ¶altal¶aban csak
az egyik ir¶anyb¶ol kÄovetve ad ¶ertelmes szÄoveget, b¶ar ha akarjuk, term¶eszetesen
ford¶³tva is olvashatjuk.

Ha viszont az asszimetria gÄorb¶ek olyan viselked¶est ¶³rnak le, amikor az ¶ar
tÄolti be a v¶allalat akci¶oparam¶eter¶enek szerep¶et, felmerÄul a k¶erd¶es: kapcso-
latban vannak-e |ha igen, hogyan| ezek a gÄorb¶ek a c¶egek ¶armeghat¶aroz¶o
(vagy ¶arelfogad¶o) jelleg¶evel?

El}oszÄor is szÄogezzÄuk le: az aszimmetria keresleti gÄorb¶ek |Äonmagukban|
hom¶alyban hagyj¶ak, hogy a v¶allalatok val¶oban strat¶egiai eszkÄozk¶ent kezelik,
m¶odos¶³tj¶ak-e ¶araikat, vagy nem, ¶es arr¶ol sem t¶aj¶ekoztatnak, hogy egyik vagy
m¶asik viselked¶esm¶od gazdas¶agilag mennyire racion¶alis. Csup¶an arr¶ol infor-
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m¶alnak, hogy ha |ceteris paribus| v¶altoztatn¶anak ¶araikon, mi tÄort¶enne az
eladhat¶o mennyis¶eggel. M¶asodszor: term¶eszetesen lefoglalhatjuk az ,,¶armeg-
hat¶aroz¶o" kifejez¶est azokra a szerepl}okre, melyek |mindegy, hogy milyen
okb¶ol vagy milyen adotts¶agok kÄozepette, ¶esszer}uen-e vagy sem| ¶araikat te-
kintik dÄont¶esi v¶altoz¶ojuknak; az ,,¶arelfogad¶o" terminust pedig azokra, ame-
lyekre ez a magatart¶as nem jellemz}o. C¶elszer}ubbnek tartjuk azonban, ha a
t¶enyleges, meg¯gyelhet}o viselked¶est m¶egsem ¶armeghat¶aroz¶onak versus ¶arelfo-
gad¶onak, hanem ink¶abb az ¶arakra orient¶altnak versus k¶³n¶alatra (mennyis¶egre)
orient¶altnak nevezzÄuk. A price maker/price taker fogalomp¶art ezzel szem-
ben a v¶allalatok bizonyos k¶epess¶eg¶ere javasoljuk alkalmazni | fÄuggetlenÄul
att¶ol, hogy e k¶epess¶eg megnyilv¶anul-e magatart¶asukban, vagy l¶atens marad-e,
net¶an antagonizmusban a menedzsment piaci megnyilv¶anul¶asaival. Mint aho-
gyan h¶etkÄoznapjainkban sem teszÄunk automatikusan egyenl}os¶egjelet p¶eld¶aul
a val¶odi szak¶acsok ¶es azok kÄoz¶e, akik ¶etelek k¶esz¶³t¶es¶ere sz¶anj¶ak el (nemritk¶an
felel}otlen m¶odon) magukat. Megfontol¶asaink ¶ertelm¶eben teh¶at az aszim-
metria keresleti gÄorb¶ek poz¶³ci¶oja az ipar¶agi outputok helyettes¶³t}o viszony¶anak
szoross¶ag¶ara utal, amely |mint tanulm¶anyunk tov¶abbi r¶eszeib}ol kiderÄul|
nincs kapcsolatban a k¶³n¶alati szerepl}ok ¶altalunk ¶ertelmezett ¶armeghat¶aroz¶o
versus -elfogad¶o lehet}os¶eg¶evel.

4 Az ¶arelfogad¶o/¶armeghat¶aroz¶o piaci poz¶³ci¶ok
logikai elemei. Rezidu¶alis keresleti gÄorb¶ek.
Az ¶ar°exibilit¶as ¶es a piaci hatalom kapcso-
lata

De mit is ¶ertÄunk a dolgozatunk f¶okusz¶aba emelt fogalmak jelent¶es¶en? Felfo-
g¶asunknak megfelel}oen ¶arelfogad¶onak nevezzÄuk azt a v¶allalatot, amely

² k¶³n¶alat¶anak parci¶alis, a tÄobbi szerepl}ot}ol elszigetelt v¶altoztat¶as¶aval nem
(lenne) k¶epes outputja keresleti ¶ar¶ara hatni (vagyis nem lenne k¶epes
dÄompinghat¶ast vagy ¶eppen hi¶anyt el}oid¶ezni a piacon), tov¶abb¶a

² az ¶arakra orient¶alt viselked¶es sem lenne sz¶am¶ara racion¶alis.

¶Armeghat¶aroz¶o ezzel szemben az a szerepl}o, amely

² k¶³n¶alat¶anak |ceteris paribus| v¶altoztat¶as¶aval befoly¶asolni tudja/tudn¶a
a keresleti ¶arat, ¶es

² a k¶³n¶alatorient¶alt viselked¶es mellett az ¶arakra orient¶alt magatart¶as is
eszkÄozt¶ar¶anak racion¶alis eleme lehet.

A szakirodalom jelent}os | b¶ar kor¶antsem egy¶ertelm}uen hegem¶on | r¶esze
hasonl¶o tartalm¶u (b¶ar esetenk¶ent oda nem ill}o mot¶³vumokkal ,,f}uszerezett",
eklektikus) de¯n¶³ci¶okat ny¶ujt (l¶asd m¶eg pl. Henderson { Quandt [1971] 104-
105. o., Heyne [1991] 187. o., Pearce [1993] 446.o, Samuelson { Nordhaus
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[2003] 150. o., Schumann [1998] 168-169. o. stb.). Mi azonban enn¶el tov¶abb
megyÄunk, ¶es megpr¶ob¶aljuk egzakt logikai kÄornyezetben elhelyezni a fogalmak
mÄogÄott ¶all¶o jelens¶egeket, kikÄuszÄobÄolve a szakforr¶asok gyakran kÄovetkezetlen,
pongyola sz¶ohaszn¶alat¶ab¶ol ered}o cs¶usztat¶asokat. Ennek ¶erdek¶eben vezetjÄuk
be az ¶ar v¶allalati k¶³n¶alatra reag¶al¶o °exibilit¶as¶anak |rÄoviden: v¶allalati ¶ar-
°exibilit¶as| ('S) fogalm¶at, amellyel egy c¶eg price maker/price taker po-
tenci¶alj¶at m¶erhetjÄuk. ¶Ert¶eke azt mutatja meg, hogy valamely ipar¶agi szerepl}o
k¶³n¶alat¶anak 1%-os, ceteris paribus v¶altoz¶asa h¶any %-os elmozdul¶ast gener¶al a
keresleti ¶arban. Pontosabb meghat¶aroz¶as¶at dolgozatunk I. r¶esz¶eben homog¶en
javakat termel}o ipar¶agra vonatkoz¶oan v¶egezzÄuk el.

Mivel a v¶allalati ¶ar°exibilit¶as sz¶am¶³t¶as¶an¶al felt¶etelezzÄuk, hogy az ipar¶agi
k¶³n¶alat nÄoveked¶ese (dQ) egyetlen v¶allalat kibocs¶at¶as¶anak v¶altoz¶asa miatt
kÄovetkezett be, ¶es eredetileg az illet}o c¶eg az ipar¶ag teljes termel¶es¶enek s-ed
r¶esz¶et ¶all¶³totta el}o, ez¶ert igaz, hogy:

s = q0=Q0 ; (24)

ahol q0 az eml¶³tett v¶allalat kiindul¶o kibocs¶at¶asi szintje, ¶es ¶ertelemszer}uen
teljesÄul, hogy

0 · s · 1 ; (25)

valamint
q0 = s ¢ Q0 : (26)

A v¶allalati ¶ar°exibilit¶as formul¶aja ennek megfelel}oen:

'S = dP=P0 : dQ=Q0 ¢ s ; (dQ ! 0) ; (27)

amelynek ¶ertelm¶eben az is teljesÄul, hogy:

'S = ©§S ¢ s : (28)

Ha most felhaszn¶aljuk az ipar¶agi ¶ar°exibilit¶as ¶es az aggreg¶alt kereslet ¶ar-
rugalmass¶aga kÄozÄott fenn¶all¶o, (5) reciprok viszonyt, akkor l¶athat¶ov¶a v¶alik,
hogy:

'S = s="§D ; (29)

vagyis egy c¶eg ¶armeghat¶aroz¶o poz¶³ci¶oj¶anak er}oss¶ege azonos ir¶anyban v¶altozik
a v¶allalati kibocs¶at¶as ipar¶agon belÄuli r¶eszesed¶es¶evel (s), ¶es ford¶³tott ir¶anyban
mozdul el az aggreg¶alt kereslet ¶arrugalmass¶ag¶ahoz ("§D) k¶epest. Az ¶armeg-
hat¶aroz¶o (-elfogad¶o) poz¶³ci¶o megszerz¶es¶ere teh¶at akkor lehet sz¶am¶³tani, ha

² a v¶allalat termel¶ese min¶el nagyobb (kisebb) h¶anyad¶at k¶epviseli az ipar¶ag
teljes kibocs¶at¶as¶anak, vagy/¶es

² min¶el rugalmatlanabbul (rugalmasabban) reag¶al a teljes kereslet az
¶arak v¶altoz¶as¶ara.

Konvencion¶alis (¶es n¶emileg Äonk¶enyes) m¶odon a v¶allalatot ¶armeghat¶aroz¶onak
(-elfogad¶onak) tekinthetjÄuk, ha k¶³n¶alata (abszol¶ut ¶ert¶ekben) 1-n¶el nagyobb
(kisebb) ¶ar°exibilit¶assal jellemezhet}o.
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s ¡! 0 ¡! 1
(! ¶arelfogad¶o) (! ¶armeghat¶aroz¶o)

"§D

¡! 0
(!¶armeghat¶aroz¶o) ?¤ Meghat¶aroz¶o

0 ¡!
(semleges)

Elfogad¶o Meghat¶aroz¶o

¡! 1
(!¶arelfogad¶o) Elfogad¶o Elfogad¶o¤¤

5. ¶abra. A v¶allalat ¶arelfogad¶o vagy ¶armeghat¶aroz¶o poz¶³ci¶oj¶anak t¶enyez}oi

Az ¶ar°exibilit¶asra hat¶o t¶enyez}ok m¶ert¶ekei term¶eszetesen a legkÄulÄonbÄoz}obb
kombin¶aci¶okban tal¶alkozhatnak: er}os¶³thetik, vagy ak¶ar gyeng¶³thetik is egym¶as
hat¶as¶at. Az egyes lehet}os¶egekhez kapcsol¶od¶o kÄovetkeztet¶eseket Äosszes¶³tettÄuk
az 5. ¶abr¶an.

A t¶abl¶azat bal fels}o rovat¶aban tal¶alhat¶o, csillaggal ell¶atott k¶erd}ojel arra
utal, hogy az ¶ar°exibilit¶as szintj¶et befoly¶asol¶o t¶enyez}ok ekkor ellent¶etes ir¶any-
ban ¶es nehezen Äosszem¶erhet}o m¶odon fejtik ki hat¶asukat, ered}ojÄuk ez¶ert bi-
zonytalan. A jobb als¶o sarokban szerepl}o, dupla csillaggal megjelÄolt kifejez¶es
ugyanakkor azt jelzi, hogy hab¶ar az ¶arbefoly¶asol¶o poz¶³ci¶o milyens¶ege ez¶uttal is
ellent¶etes er}ok fÄuggv¶eny¶eben alakul, m¶egis biztosak lehetÄunk, hogy ez esetben
a v¶allalat ¶arelfogad¶o helyzetbe kerÄul. Bel¶athat¶o ugyanis, hogy ha a piaci ke-
reslet tÄok¶eletesen rugalmas, az aggreg¶alt keresleti gÄorbe v¶³zszintes, akkor az
ipar¶agnyi m¶eret}u c¶eg k¶³n¶alata sem k¶epes a piaci ¶ar befoly¶asol¶as¶ara.

A tov¶abbiakban azonban vizsg¶aljuk meg alaposabban, hogy a most be-
vezetett v¶allalati ¶ar°exibilit¶as kÄozvetlenÄul milyen keresleti gÄorb¶ehez is kap-
csol¶odik val¶oj¶aban! A sz¶oban forg¶o fÄuggv¶eny |m¶eg ha els}osorban nem is a
tanulm¶anyunk t¶argy¶at jelent}o kontextusban| j¶ol ismert a v¶allalatok k¶³n¶alat-
orient¶alt viselked¶es¶et felt¶etelez}o Cournot-f¶ele duop¶olium egyes interpret¶aci¶oi-
b¶ol: nem m¶as, mint a marad¶ek (vagy rezidu¶alis) kereslet gÄorb¶eje (rD). Azt
mutatja meg, hogy milyen egys¶eg¶arat (keresleti ¶arat) ¶erv¶enyes¶³thet a (homo-
g¶en) ipar¶ag, ha egy bizonyos v¶allalata kÄulÄonbÄoz}o kibocs¶at¶asi szintekkel csat-
lakozik a tÄobbiek konstans (¶eppen ¶erv¶enyes) k¶³n¶alat¶ahoz. A 6. ¶abr¶an vastag
vonallal jelÄoltÄuk a c¶eg marad¶ek-keresleti gÄorb¶ej¶et, amely |mint l¶atjuk| az
aggreg¶alt keresleti gÄorbe bizonyos szakasz¶anak szaggatott vonallal tÄort¶en}o
lev¶alaszt¶as¶aval jÄon l¶etre. Elnevez¶ese abb¶ol a hipot¶ezisb}ol ered, hogy a v¶allalat
a tÄobbiek ¶altal szabadon hagyott (,,megmaradt") piaci r¶est (illetve az ennek
megfelel}o aggreg¶alt keresleti gÄorbe-r¶eszt) tÄolten¶e be k¶³n¶alat¶aval. Az ¶abra |
amely egy oligopol ipar¶agra utal| az aszimmetria gÄorb¶evel val¶o viszonyt is
tÄukrÄozi, egy¶uttal a v¶allalat ¶es az ipar¶ag kezd}o kibocs¶at¶as¶anak (q0 illetve Q0)
nagys¶ag¶at is feltÄunteti mindegyik keresleti gÄorbe rendszer¶eben.

A v¶allalati ¶ar°exibilit¶as a most de¯ni¶alt gÄorbe mennyis¶eg szerinti elaszti-
cit¶as¶aval egyenl}o. A szakirodalom |mint tanulm¶anyunk m¶asodik r¶esz¶eben
majd l¶atni fogjuk| ¶altal¶aban ,,j¶ot¶ekony" hom¶alyban hagyja, ¶es/vagy oda
nem ill}o mot¶³vumokkal ,,gazdag¶³tja" az ¶arelfogad¶o/¶armeghat¶aroz¶o k¶epess¶egre
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utal¶o (¶un. ,,v¶allalati") keresleti gÄorbe gen¶ezis¶et, tov¶abb¶a el}oszeretettel emle-
geti annak ¶arrugalmass¶ag¶at. Ez az¶ert helytelen, mert a marad¶ek keresleti
gÄorbe ¶ar ! mennyis¶eg ir¶any¶u ¶ertelmez¶ese, ¶es ily m¶odon az ¶ar szerinti elasz-
ticit¶asa sem relev¶ans. Nagyon er}oltetett, val¶oszer}utlen tÄort¶enet ugyanis,
amelyben egy ipar¶ag Äosszes v¶allalata egys¶egesen hat¶aroz az ¶erv¶enyes¶³teni
k¶³v¶ant ¶ar v¶altoztat¶as¶ar¶ol, melynek (b¶armilyen el}ojel}u) keresleti konzekvenci¶ai
|ki tudja mi¶ert| egyetlen partnerre h¶arulnak. JegyezzÄuk teh¶at meg: a
kereslet saj¶at- (aszimmetria) rugalmass¶aga ¶es a v¶allalati ¶ar°exibilit¶as ¶ert¶ekei
|annak ellen¶ere, hogy k¶epleteik megt¶eveszt}o m¶odon egym¶as inverzei| nem
¶allnak reciprok viszonyban, hiszen nem ugyanazon keresleti gÄorbe viselked¶es¶et
jellemzik.

6. ¶abra. A marad¶ek, aszimmetria, ¶es az aggreg¶alt keresleti gÄorb¶ek viszonya homog¶en ipar¶ag

eset¶en

A v¶allalati ¶ar°exibilit¶as, a term¶ek¶ar ¶es |az ¶abr¶an ugyancsak k¶epviselte-
tett| hat¶arbev¶etel (MR) kÄozÄott az

MR = P (1 ¡ j'S j) (30)

formul¶aval kifejezhet}o kapcsolat¶³rhat¶o fel, amelynek levezet¶ese tÄobbek kÄozÄott
ugyancsak fellelhet}o Varian [1991] kÄonyv¶eben (346-347. o.). A szerz}o azon-
ban, amikor a most kÄozÄolt alakhoz ¶er, jellemz}o m¶odon¶³gy folyatja: ,,Mi lesz a
z¶ar¶ojelben l¶ev}o m¶asodik tag? Nem, sajnos ez nem az ¶arrugalmass¶ag, de igen
kÄozel van hozz¶a. Ez a rugalmass¶ag reciproka." (uo., B.J. kiemel¶ese). Majd a
sz¶am¶ara ,,¶ertelmetlen", nem neves¶³tett tagot |az ¶ar k¶³n¶alati °exibilit¶as¶at|
a j¶ol ismert (?) ¶arelaszticit¶as inverzek¶ent szerepeltetve v¶egre sikerÄul ,,meg-
nyugtat¶o" form¶ara hoznia a k¶epletet.

A (30) ÄosszefÄugg¶es az ¶ar°exibilit¶as ¶es a v¶allalat gazdas¶agi er}ofÄol¶eny¶enek
viszony¶at taglalva bizonyul sz¶amunkra hasznosnak. De mit is kell ¶ertenÄunk
gazdas¶agi vagy piaci er}ofÄol¶enyen? ,,Minden olyan esetben, amikor egy v¶allalat
k¶epes befoly¶asolni a term¶ekei¶ert kapott ¶arat, azt mondjuk, hogy a v¶allalat
monopoler}ovel (monopoly power) vagy piaci er}ofÄol¶ennyel (market power) ren-
delkezik. [. . . Ezeket a] fogalmakat [. . .] haszn¶alj¶ak annak le¶³r¶as¶ara, hogy a
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versenyz}oi szintn¶el (a hat¶arkÄolts¶egn¶el) magasabb ¶ar pro¯tot eredm¶enyez" |
fogalmaz Carlton ¶es Perlo® ([2003] 122. o., B.J. kieg¶esz¶³t¶ese ¶es kiemel¶ese). E
de¯n¶³ci¶o alapj¶an viszont term¶eszetesnek t}unik, hogy a piaci hatalom m¶er¶es¶ere
|legal¶abbis egyfajta lehet}os¶egk¶ent| a k¶³n¶alat ¶ar°exibilit¶as¶at alkalmazzuk.

Ha a (30) formul¶ab¶ol j'S j-t kifejezzÄuk, akkor az

j'S j =
P ¡ MR

P
(31)

ÄosszefÄugg¶est nyerjÄuk, amelynek ¶ert¶eke valamely kibocs¶at¶asi szintn¶el az ¶ar ¶es
hat¶arbev¶etel kÄozÄotti r¶es relat¶³v nagys¶ag¶at m¶eri a teljes ¶arhoz k¶epest. Elemz¶e-
s¶evel arra a kÄovetkeztet¶esre jutunk, hogy egy meghat¶arozott termel¶esi tar-
tom¶any fÄolÄott a keresleti- ¶es hat¶arbev¶etel-gÄorbe relat¶³v t¶avols¶aga a c¶eg ¶ar-
meghat¶aroz¶o k¶epess¶eg¶evel van kapcsolatban. Tiszta versenyz}o v¶allalat eset¶en
p¶eld¶aul |amikor a rendk¶³vÄul alacsony termel¶esi n¶³v¶o mellett a k¶et gÄorbe
kÄozÄotti r¶es eleny¶esz}o| az ¶ar°exibilit¶as (vagyis a piaci hatalom) v¶arakoz¶a-
sainknak megfelel}oen z¶erus. Egy¶uttal bel¶athat¶o, hogy magas kibocs¶at¶asi
nagys¶agok fel¶e haladva |a keresleti ¶es MR-gÄorb¶ek t¶avolod¶as¶aval| j'S j,
vagyis a monopoler}o szintje is egyre nagyobb.

Az ,,er}ofÄol¶eny" terminushoz azonban a norm¶al pro¯t n¶³v¶oj¶at meghalad¶o
nyeres¶egess¶eg k¶epzete is er}osen kapcsol¶odik. Erre f¶okusz¶al A. Lerner orosz
sz¶armaz¶as¶u angol kÄozgazd¶asz Äotlete, aki az 1900-as ¶evek kÄozep¶en a mono-
polista hatalom m¶er¶es¶ere szolg¶al¶o legismertebb elj¶ar¶ast dolgozta ki. Gon-
dolatmenete szerint a gazdas¶agi er}ofÄol¶eny fok¶at j¶ol tÄukrÄozi, hogy a kibocs¶a-
t¶as bizonyos szintj¶et felt¶etelezve mennyire k¶epes a v¶allalat (a pro¯t jav¶ara)
megd¶ezsm¶alni a fogyaszt¶oi tÄobbletet. Mivel a fogyaszt¶oi tÄobblet lefÄolÄoz¶ese
att¶ol fÄugg, hogy mennyire t¶er el az ¶erv¶enyes¶³tett ¶ar a tiszta versenyz}o pia-
con ¶erv¶enyes nagys¶ag¶at¶ol, vagyis a hat¶arkÄolts¶egt}ol, a Lerner-index (L) ezt a
kÄulÄonbs¶eget fejezi ki valamely k¶³n¶alathoz tartoz¶o keresleti ¶ar %-¶aban. En-
nek ¶ertelm¶eben |az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert felt¶etelezve a vizsg¶alt c¶eg hat¶ar-
¶es ¶atlagkÄolts¶eg-gÄorb¶einek v¶³zszintes (egym¶ast fed}o) poz¶³ci¶oit| a monopoler}o
foka nem m¶as, mint

L =
P ¡ LMC

P
; (32)

ahol LMC a (hossz¶u t¶avon ¶erv¶enyes) hat¶arkÄolts¶eg.
Bel¶athat¶o, hogy az index nagys¶aga

² a tiszta versenyz}o v¶allalatra jellemz}o kibocs¶at¶asn¶al z¶erus, hiszen

LMC = MR ! P (33)

¶erv¶enyesÄul,

² alacsonyabb kibocs¶at¶asi szintekn¶el magasabb, hiszen a marad¶ek-keresleti
gÄorbe ment¶en az egys¶eg¶ar ebben az ir¶anyban emelkedik, tov¶abb¶a

² az ¶arbev¶etel pro¯tfedezeti r¶esz¶enek %-ak¶ent is ¶ertelmezhet}o.
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Lerner szerint teh¶at a c¶eg ann¶al er}osebben ¶erv¶enyes¶³ti monopolhatalm¶at, mi-
n¶el nagyobb sz}ukÄoss¶eget teremt a piacon, vagyis min¶el kisebb k¶³n¶alattal jelent-
kezik, hiszen ekkor az ¶ar ¶es a hat¶ar- (¶atlag-) kÄolts¶eg kÄozÄotti r¶es t¶agul. VegyÄuk
¶eszre, hogy a Lerner-index |furcsa m¶odon| a piaci hatalom ¶eppen ellent¶etes
ir¶any¶u v¶altoz¶as¶at jelzi az ¶ar°exibilit¶ashoz k¶epest, ha a kibocs¶at¶as nÄovekszik
vagy csÄokken. Ez a paradoxon azonban l¶atens marad, ha a szak¶³r¶ok ¶altal
kÄovetett |Lerner eredeti koncepci¶oj¶at n¶emileg nagyvonal¶uan kezel}o| szok¶as
szerint a c¶eg er}ofÄol¶eny¶et az optim¶alis kibocs¶at¶asi szintj¶en¶el m¶erjÄuk. Itt a
hat¶arkÄolts¶eg ¶es hat¶arbev¶etel egyenl}os¶eg¶enek kÄoszÄonhet}oen a k¶et megkÄozel¶³t¶es
azonos ¶ert¶eket ad, vagyis

L =
P ¡ (MC = MR)

P
= j'S j = s="§D : (34)

Ha azt is felt¶etelezzÄuk, hogy az ipar¶ag azonos m¶eret}u v¶allalatokb¶ol ¶all,
akkor Carlton ¶es Perlo® kÄonyv¶eb}ol meggy}oz}odhetÄunk r¶ola, hogy a v¶allalati
¶ar°exibilit¶as m¶ert¶eke |a Lerner-index kÄozvet¶³t¶es¶evel| a piaci koncentr¶alts¶ag-
ra utal¶o Her¯ndahl{Hirschmann-indexszel (H) is kapcsolatba hozhat¶o ([2003]
301. o.):

j'S j = L = H="§D : (35)

V¶egÄul el kell oszlatnunk egy gyakori f¶elre¶ert¶est, amely szerint a v¶allalat
piachoz m¶ert nagys¶ag¶at¶ol |vagy ford¶³tva: a piac v¶allalathoz viszony¶³tott
m¶eret¶et}ol| fÄuggne a c¶eg ¶arbefoly¶asol¶o k¶epess¶ege. Ehhez azonban el}obb
de¯ni¶alnunk kell a piac relat¶³v m¶eret¶et (viszonylagos sz}ukÄoss¶eg¶et-t¶agass¶ag¶at),
amely egy ipar¶ag reprezent¶ans v¶allalat¶anak eset¶eben az az ar¶any, amely az
¶atlagkÄolts¶eg- (AC-) gÄorbe minimum¶anak n¶³v¶oj¶an m¶ert piaci Äosszkereslet ¶es
az optim¶alis Äuzemnagys¶agnak megfelel}o kibocs¶at¶as kÄozÄott ¶all fenn. A kereslet
(piac) relat¶³v m¶erete v¶egs}o soron arr¶ol tud¶os¶³t, hogy h¶any azonos m¶eret}u
v¶allalat ,,f¶erne" el a piacon oly m¶odon, hogy ¶eppen megt¶erÄuln¶enek kÄolts¶egeik.
A 7. ¶abr¶anak megfelel}oen ez a

ª = Q²=q~ (36)

k¶eplettel hat¶arozhat¶o meg. Min¶el nagyobb ª, a piac ann¶al ,,t¶agabbnak"
sz¶am¶³t a v¶allalathoz k¶epest.

A h¶etkÄoznapi gondolkod¶as alapj¶an elv¶arn¶ank, hogy egy, a piachoz k¶epest
,,porszemnyi", miniat}ur v¶allalat ¶arelfogad¶o legyen. Ez az anticip¶aci¶o azonban
k¶et kÄulÄonbÄoz}o, teh¶at nem mindig egyÄutt fell¶ep}o jelens¶eg: a c¶eg |piachoz vi-
szony¶³tott| eleny¶esz}o m¶eret¶enek, versus jelent¶ektelen ipar¶agi r¶eszesed¶es¶enek
azonos¶³t¶as¶ab¶ol, Äosszekever¶es¶eb}ol ered. KÄonnyen bel¶athat¶o ugyanis, hogy az
alacsony ipar¶agi r¶eszesed¶es ugyan majdnem mindig implik¶alja a v¶allalat kis
m¶eret¶et, ford¶³tva azonban ez nem igaz.
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7. ¶abra. A piac relat¶³v m¶erete

¶Abr¶ank ¶eppen arra vil¶ag¶³t r¶a, hogy ha egy hiperbola ¶³rja le legjobban a
piaci ¶ar ¶es az aggreg¶alt v¶as¶arl¶asi sz¶and¶ek viszony¶at, akkor egy rendk¶³vÄul kis
kapacit¶as¶u, s ez¶ert nagyon t¶ag piacon megjelen}o monop¶olium k¶³n¶alat¶anak ¶ar-
°exibilit¶asa egys¶egnyi, kv¶azi ¶armeghat¶aroz¶o st¶atuszt indik¶al¶o. Egy ugyanek-
kora, de sok, hasonl¶o m¶eret}u v¶allalat t¶arsas¶ag¶aban m}ukÄod}o c¶eg k¶³n¶alata ezzel
szemben alacsony °exibilit¶as¶u lesz | nem utols¶osorban a marad¶ek-keresleti
gÄorbe fÄugg}oleges tengelymetszet¶enek l¶et¶eb}ol fakad¶oan. A piacot kitÄolt}o c¶eg
ugyanakkor nem lehet price taker szerepl}o, hiszen AC-gÄorb¶ej¶enek minimuma
¶es a piaci keresleti gÄorbe kÄozÄotti kis t¶avols¶ag csak ez ut¶obbi negat¶³v mere-
deks¶ege, teh¶at a (29) nevez}oj¶enek alacsony rugalmass¶aga mellett jelenhet
meg.

5 ÄOsszegz¶es

Tanulm¶anyunk eddigi fejezeteiben az ¶arelfogad¶o/¶armeghat¶aroz¶o fogalmak eg-
zakt tartalmi meghat¶aroz¶as¶ara tettÄunk k¶³s¶erletet. Ennek sor¶an fontosnak
tekintettÄuk, hogy e kifejez¶eseket a v¶allalatok bizonyos k¶epess¶egeire alkalmaz-
zuk, szemben az ¶arakra orient¶alt versus k¶³n¶alatra (mennyis¶egre) orient¶alt
megjelÄol¶esekkel, amelyeket a val¶oban meg¯gyelhet}o |de a k¶epess¶egeket nem
mindig tÄukrÄoz}o| piaci viselked¶es ir¶anyults¶ag¶anak jellemz¶es¶ere javasolunk.

A dolgozatban ¶arelfogad¶ok¶ent de¯ni¶altuk azokat a v¶allalatokat, amelyek
k¶³n¶alatuk parci¶alis v¶altoztat¶as¶aval nem tud(n¶a)nak outputjuk keresleti ¶ar¶ara
hatni, tov¶abb¶a az ¶arakra orient¶alt viselked¶es sem lenne sz¶amukra racion¶alis.
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Az ¶armeghat¶aroz¶ok kÄor¶ebe soroltuk ezzel szemben azokat a szerepl}oket, ame-
lyek k¶³n¶alatuk |ceteris paribus| m¶odos¶³t¶as¶aval k¶epesek (lenn¶enek) befoly¶a-
solni a keresleti ¶arat, az ¶arakra orient¶alt magatart¶as pedig ezzel Äosszhangban
eszkÄozt¶aruk racion¶alis eleme lehet.

TÄorekedtÄunk arra is, hogy r¶avil¶ag¶³tsunk a price taker szerepl}ok v¶³zszintes,
¶es a price maker szerepl}ok negat¶³v meredeks¶eg}u |egyfajta rekvizitumk¶ent
szolg¶al¶o| keresleti gÄorb¶einek val¶odi term¶eszet¶ere ¶es jelent¶es¶ere. Ezt az¶ert
¶ereztÄuk rendk¶³vÄul l¶enyegesnek, mert mint bemutattuk, a szakirodalmi forr¶asok
|fÄolÄott¶ebb felÄuletesen| hajlamosak arra, hogy az ¶arelfogad¶o poz¶³ci¶ot a ho-
mog¶en, az ¶armeghat¶aroz¶o poz¶³ci¶ot pedig a heterog¶en verseny attributum¶anak
tarts¶ak, az ilyen vagy olyan helyzet}u gÄorb¶ekkel (azok ¶arrugalmass¶ag¶aval)
pedig e t¶eves koncepci¶ot hordoz¶o eseteket jellemezz¶ek. FigyelmeztettÄunk
teh¶at, hogy a verseny homog¶en/inhomog¶en ¶es a szerepl}ok ¶arelfogad¶o/¶armeg-
hat¶aroz¶o tulajdons¶aga a piaci t¶³pusok k¶et, egym¶ast¶ol fÄuggetlen logikai eleme,
amelyek karakteriz¶al¶as¶ara k¶etf¶ele keresleti gÄorbe (aszimmetria ¶es rezidu¶alis)
kÄulÄon¶³thet}o el. Ezek kÄozÄul az aszimmetria gÄorb¶ek meredeks¶ege az ipar¶agi
outputok helyettes¶³t}o viszony¶anak szoross¶ag¶ara utal, amely nincs kÄozvetlen
kapcsolatban a k¶³n¶alati szerepl}ok ¶altalunk ¶ertelmezett ¶armeghat¶aroz¶o versus
-elfogad¶o lehet}os¶eg¶evel. A marad¶ek-keresleti gÄorbe v¶allalat ¶altal ,,bel¶athat¶o"
szakasza ugyanakkor ¶eppen ez ut¶obbi vonatkoz¶asban ny¶ujt inform¶aci¶okat, m¶³g
a verseny szoross¶ag¶anak jelz¶es¶ere direkt m¶odon nem alkalmas.

Nem v¶eletlen, hogy a k¶etf¶ele keresleti funkci¶o anal¶³zise sor¶an kÄulÄon-kÄulÄon
vagy csak az ,,egyenes" (¶ar ! mennyis¶eg), vagy csak az ,,inverz" (mennyi-
s¶eg ! ¶ar) megkÄozel¶³t¶es tekinthet}o relev¶ansnak. Azaz, mivel az aszimmetria
t¶³pus¶u gÄorb¶ek olyan magatart¶as lek¶epez¶es¶ere predesztin¶altak, amely az ¶arakat
tekinti a v¶allalat(ok) dÄont¶esi v¶altoz¶oj¶anak, ez¶ert ezek eset¶eben |¶ertelmes
m¶odon| a kereslet ¶arrugalmass¶aga hat¶arozhat¶o meg. A marad¶ek-keresleti
gÄorbe ugyanakkor |mivel a v¶allalati k¶³n¶alat piaci ¶arra gyakorolt hat¶as¶at
szeml¶elteti| az ¶ar k¶³n¶alati °exibilit¶as¶aval jellemezhet}o. Ez ut¶obbi nagys¶ag |
amelyr}ol meg¶allap¶³tottuk, hogy a v¶allalat piaci r¶eszesed¶es¶evel ar¶anyosan, az
aggreg¶alt kereslet ¶arrugalmass¶ag¶aval pedig ford¶³tott ir¶anyban alakul| egy¶uttal
egy c¶eg price maker/price taker potenci¶alj¶anak m¶er¶es¶ere is szolg¶al. Az ¶ar-
meghat¶aroz¶o (-elfogad¶o) poz¶³ci¶o megszerz¶es¶ere eszerint akkor lehet sz¶am¶³tani,
ha

² a v¶allalat termel¶ese min¶el nagyobb (kisebb) h¶anyad¶at k¶epviseli az ipar¶ag
teljes kibocs¶at¶as¶anak, vagy/¶es

² min¶el rugalmatlanabbul (rugalmasabban) reag¶al a teljes kereslet az
¶arak v¶altoz¶as¶ara.

CikkÄunk els}o r¶esz¶eben homog¶en ipar¶ag kÄorÄulm¶enyei kÄozÄott vizsg¶al¶odtunk.
A tanulm¶any m¶asodik r¶esz¶eben eredm¶enyeinket egy olyan modell keretei kÄo-
zÄott k¶³v¶anjuk ¶altal¶anos¶³tani, amely |egyform¶an befogadva a sokszerepl}os
versus monopolista, m¶as szempontb¶ol a homog¶en versus di®erenci¶alt ipar¶ag
speci¯kumait| a v¶egleteket hat¶aresetk¶ent kezeli.
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A CONTRIBUTION TO THE CLARIFICATION OF ,,PRICE TAKER" AND

,,PRICE MAKER" TERMS

Our paper contributes to the clari¯cation of Scitovsky's concepts written in the
title that are often used without due foresight in standard microeconomics. In
the ¯rst part of the paper, we examine (at ¯rst, within a homogenous industry) the
reasonable ways of explaining and quantifying the agents' price taking/price making
behaviour (in the supply side of the economy). While paying special attention to the
examination of the demand side rules as a logic context, we attempt to answer the
following questions: What is the di®erence between the ,,price maker" company
and the ,,price-oriented" company? Why does the demand curve that indicates
the price taker (maker) position lack price elasticity? How is the degree of the
companys' price making capacity related to the degree of monopolistic power and
the relative capaciousness of the market?
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