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A DISZKRET KIVALASZTASI MODELL BECSLESE
COX-REGRESSZIOVAL!

HAJDU OTTO
BME GTK

1 Bevezetés

A tanulmény az MDC (multinomial discrete choice) kivélasztdsi modell para-
métereinek a standard pontbecslési eljardsait tekinti at egyfel6l az eredmények
értelmezését illetGen, masfelél a modell gyakorlati alkalmazasat segitendo
azon esetre, mikor kdzvetleniil miikodo standard MDC programcsomag nem
all rendelkezésre.? A probléma klasszikus megoldédsa az irodalomban a tiilélési
modellek egyik alapmddszerének, az tin. Cox-regressziénak a felhasznalasa-
val torténik, amelynek rugalmas, kontrollalhaté alkalmazasa akkor is elényt
nytjthat, ha egyébként standard MDC program is rendelkezésre 4ll.3

Az MDC modellben egy I individuum (a dontést hozé személy) g =
1,2,...,my szamu lehetséges alternativa halmazabdl egyet biztosan, és csak
egyet kivédlaszt. A valasztdsi alternativak szdma individuumonként nem
sziikségszeriien azonos. Nyilvanvald, hogy a kivalasztas eredményét mind
a dontéshozé individudlis tulajdonsdgai, mind az alternativa sajatossagai
befolydsoljdk. A dontés kimenetét (eredményét) magyardzé valtozdk tehat
egyfeldl lehetnek individudlis jellegliek, masfelél alternativa-specifikusak. Az
elébbieket xz, az utébbiakat Z jeloli a tanulmanyban. Bar a modell paramé-
tereinek a becslése mindkét tipus esetén a maximum likelihood (ML) elven
alapul, jellegét tekintve kiillonbozik x, vagy Z tipusi magyarazé valtozok
hasznélata esetén. El6bb e két almodell becslésének a kiilonbozdsége kertil
targyalasra. Ezt kovetOen, mivel a redlis dontési helyzet mind x, mind Z
egyidejii figyelembe vételét (,,vegyes” modell alkalmazédsét) igényli, a becslési
eljarast az dltalanos, mindkét tipust magaban foglald esetre is bemutatjuk.

Az alternativa-specifikus magyardzé valtozok kezelése, és igy a ,,vegyes”
modell becslése standard médon a statisztikai szoftverek tobbségében kozvet-
leniil nem érhet6 el. Ennek okan a tanulmany —egy illusztrativ példa szam-
szerlsitésén at— utmutatast ad arra vonatkozodan, hogy a ,,vegyes” modell
adatéllomédnyat milyen struktirdban kell régziteni (a modellt hogyan kell
paraméterezni) annak érdekében, hogy paramétereinek a becslése a standard
Coz-regresszioval megoldhatova valjon.

!Beérkezett: 2005. jinius 21. E-mail: ohajdu@finance.bme.hu

2Példaul a Systat 11.0, vagy a SAS program szolgéltat kozvetleniil hivhaté MDC mo-
dult, viszont példdul az SPSS 13.0 programban az eljaras csak kozvetetten oldhaté meg.

3Lasd példaul Kuhfeld (2003), vagy a SAS program MDC és QLIM eljarasait.
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2 A polichotom logit modell esete

A polichotom (multinomidlis) logit modell (PL) akkor alkalmazandé, ha a
dontés diszkrét kimenetét (a kivalasztas eredményét) magyardzé véltozo in-
dividudlis jellegli, és az alternativak kore mindenkire azonos: g = 1,2,...,m.
Jelolje zy a dontést hozo I individuum valamely jellemzGjét: példankban
az életkorat. Ekkor annak a valdszintisége, hogy a valaszthatd alternativak
kozil éppen a C € {1,2,...,m} alternativat vilasztja ki az I személy:

Por Por/Puir odds;(C : m) eactBoxr

i Pa g Por/Par Xy 0dds (g im) ST et A

ahol az odds; (C' : m) valészintliségarany annak az esélye, hogy az I személy a
C alternativat preferdlja az m referencia alternativival szemben (odds;(m :
m) = 1), és az In(odds) = logit mennyiség a magyardzé valtozé linedris
fliggvénye az oy, = By, = 0 megkotés mellett.

Ha a dontéshozé elott csak két alternativa all, akkor m = 2 mellett az
un. dichotom, vagy binaris logit modellt kapjuk.

A modell szerint mind az «, tengelymetszet, mind a 3, parcidlis regresszi-
0s paraméter alternativa-specifikus, mikozben adott individuum z; jellemzoje
ugyanaz barmely alternativa esetén. Lathato, hogy m szamu alternativa
mellett a paraméterek m — 1 szamu korét definidljuk. Ha az x valtozd értéke
egységnyit emelkedik, akkor a C' : m viszonylatt odds az e%¢ odds-ratio (OR)
faktorral szorzddik.

A regresszids paramétereket kézenfekvs a maximum likelihood (ML) méd-
szerrel becsiilni. Jeldlje a C1,Cy,...,C, minta I = 1,2,...,n individuum
megfigyelt, fiiggetlen dontéseit: C; € {1,2,...,m}. A minta maximalandé
likelihood fiiggvénye:

n m

L=][II®n%" — max,

I=1g=1

ahol Sg; = 1, ha a g alternativat az I személy kivélasztotta, egyébként
Sgr = 0. A paraméterek referencia-fiiggék, a valészintségek viszont nem. A
valészintiséget a

1

Per = Z;r;l elag—ac)+(By—Bo)zr

formaban {rva latszik, hogy a kiilonféle alternativak kivalasztdsi valdszintiségei
kozotti kiillonbség adott x mellett csak a paraméterek alternativa-specifikus
jellegébol szarmazik.

TMusztrativ példankban I = 1,2,...,21 személynek az utazasuk modjat il-
let6 valasztéasait az életkorukkal magyarazzuk, tengelymetszet szerepeltetése
mellett. A lehetséges harom mdéd: autd (A), repild (R) és vonat (V). A
hirom mdd koziil egyet és csak egyet valaszt mindenki. A hdrom mdéd mel-
lett véltozénként rendre 2 koefficienst (két tengelymetszetet és két életkor-
meredekséget) becsliink ugy, hogy a wvonat (V) a referencia alternativa. A
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koefficiensek ML becsléseit az 1. tdbla, az adatokat és az eredményeket pedig
a 2. tabla kozli. A tablaban a ,,C” megnevezési oszlop az illeté valasztdsi
dontését kozli, az Sa, Sr és Sy indikator jellegii oszlopok pedig a dontés
statusa szerint veszik fel az 1, illetve a 0 értéket.

Példaul az I = 1 egyén, aki egyébként 32 éves, a repiilGs utat valasztotta,
ezért

odds(R/V | 32) = > 212709532 — 3,068 ,
majd a repiilds it kivalasztasanak a valdszintisége

_ 3.068
~ 2.168 + 3.068 + 1

Pry =0.492 .

Ez a valésziniiség bérkit, aki 32 éves, egyontetlien jellemez! Az igy szamitott
21 darab P¢ valdszintiség L = 0.492-0.483-...-0.421 szorzata a 2. tablaban az

1. tabla koefficiensei mellett maximélis, a megfelel6 —21In L ,, goodness-of-fit”
statisztika értéke pedig 42.18.4

Viltozé Koefficiens

Auté Repiil6 | Vonat
Tengelymetszet | 3.0449 2.7212 0
Eletkor -0.0710 | -0.0500 0

1. tdblazat. ML becslés az életkor-koefficiensekre

Megfigyelés (I) | Eletkor | C | Sa | S | Sy | oddsa | oddsr | oddsy Pc
1 32 R 0 1 0 2.168 3.068 1 0.492
2 13 A 1 0 0 8.351 7.934 1 0.483
3 41 Vv 0 0 1 1.145 1.956 1 0.244
4 41 \% 0 0 1 1.145 1.956 1 0.244
5 47 A 1 0 0 0.748 1.449 1 0.234
6 24 R 0 1 0 3.826 4.577 1 0.487
7 27 A 1 0 0 3.092 3.940 1 0.385
8 21 R 0 1 0 4.733 5.318 1 0.481
9 23 A 1 0 0 4.107 4.812 1 0.414
10 30 R 0 1 0 2.499 3.391 1 0.492
11 58 R 0 1 0 0.343 0.836 1 0.384
12 36 Vv 0 0 1 1.633 2.512 1 0.194
13 43 A 1 0 0 0.993 1.770 1 0.264
14 33 R 0 1 0 2.020 2919 1 0.491
15 30 R 0 1 0 2.499 3.391 1 0.492
16 28 R 0 1 0 2.880 3.748 1 0.491
17 44 R 0 1 0 0.925 1.684 1 0.467
18 37 Vv 0 0 1 1.521 2.390 1 0.204
19 45 A 1 0 0 0.862 1.602 1 0.249
20 35 R 0 1 0 1.753 2.641 1 0.490
21 22 A 1 0 0 4.409 5.059 1 0.421

2. tabldzat. Utazdsi méd vélasztdsa adott életkor (év) mellett

4A maximélast a paraméterek tekintetében —az 1-5. tdbldk esetén— a MS Office 2003
Excel-Solver moduljdval végeztiik el. Ezzel pontbecslést nyertiink a paraméterekre.
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A fenti modell becslése statisztikai szoftverekben standard médon, kdzvet-
lentil elérhetd gy, hogy 21 megfigyelés (case) mellett az Eletkor a kovaridns
és C az eredményvaltozo.

Ha t6bb, rendre x1, zo, . . . , T} magyarazd valtozot tartalmaz a modell, ak-
kor a regresszids paraméterek kore is megfelel6en boviil, de a modell lényegileg
valtozatlan marad. Példaul harom magyarazo valtozdt hasznalva (Eletkor,
Jovedelem, Nem) hdrom alternativdhoz a két tengelymetszet mellett még 3 x
2 = 6 meredekséget is becsiilniink kell. Ha pedig olyan nominalis magyarazé
véltozéval bovitjiik a modellt, melynek ketténél t6bb kimenete van (lakéhely
szerint Budapest, Tobbi_vdros, Kozség), akkor az indikdtor véltozék szdma
kett6vel (B, Tv), a paraméterek szdma pedig 2 * 2 = 4-gyel emelkedik. Mint
lathaté, a PL modell nem takarékos a paraméterekkel, és a paraméterek
értelmezése a mindenkori referencia alternativa viszonylatat igényli.

3 A feltételes logit modell esete

A feltételes (conditional) logit modell (CL) akkor alkalmazandd, ha a dontés
kimenetét magyarazo valtozo alternativa-specifikus, annak valamely tulaj-
donsagat irja le. Jelolje Z az alternativak egy jellemzo6jét: példankban az
utazas idGigényét. Megfigyelésiink most nem az individuumra, hanem az
Gsszes el6forduld Z,r (I =1,2,...,n; 9 =1,2,...,my) utazési idére (éraban
mérve) irdnyul. A megfigyelt eseteket az individuumok n szdmu rétegre
bontjék, és adott rétegen beliil egy alternativa kivalasztasra kertil, a tobbi
nem.

A 21 %3 = 63 megfigyelést (esetet) 21 rétegre bontva a 3. tabla tartal-
mazza. Az egyes alternativak id6igényét adott individuum esetén az Al,
RI és VI oszlopok azonositjak, de magyarazé valtozénk csak egy van, az
utazds iddoigénye. Valamennyi esetet szemlélve a dontés kimenetét binarisan
kédoljuk: Sgr = 1, ha a g alternativa kivalasztasra keriilt az I rétegben,
és Sgr = 0, ha nem. Az eredményvaltozé megfeleld rétegzett értéke tehat:
Sgr. A kivélasztas elérejelzése igy egy rétegzett, dichotom logit modell alka-
Imazésara vezetett. E modell paramétere alternativa-fiiggetlen, globalis, min-
den megfigyelésre egyforman érvényes. E paraméterek becslése a CL modell
specialis alkalmazdsaval valosithato meg.

A CL modell lényegét segit megvildgitani, ha elébb kiilén az I = 1 in-
dividuumot (réteget) tekintjiik, aki a repiilét vélasztotta, tehét esetében a
héromelemi bindris dontési szekvencia: dr = [0, 1,0]. Ennek likelihoodja a
dichotom logit modell alapjan:

1 e t0Zr1 1

Lgr

= 1+ea+9ZA1 ) 1+ea+9ZRI ) 1+ea+9sz ’

ahol a és 0 globdlis paraméterek. A dontéshozé azonban vélaszthatott volna
masképpen is. Ragaszkodva ahhoz, hogy csak egy alternativat valaszthat,
a tovdbbi lehetGségei rendre a d4 = [1,0,0] és a dy = [0,0, 1] szekvencidk,
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melyek likelihoodjai rendre:

ea-‘r@ZAI 1 1
LAI = 1+ea+9ZA1 ) 1+ea+9ZRI ) 1+ea+9sz ’
1 1 e t02vi
Ly, =

1+ea+9ZA1 ) 1+ea+9ZRI ) 1+ea+9ZVI :

Ezek birtokdban a C € {4, R,V} alternativa kivélasztdsdnak a feltételes
valdszintisége az I egyén esetében a megfelel6 likelihood statisztikai megosz-
ldsa a harom likelihood Gsszegében, altalaban pedig:

p Loy elZcr 1
T i L Lty P o P Zon)

Vegyiik észre, hogy a likelihoodok kozos nevezdje és a globdlis tengely-
metszet elimindlédik a valésziniiségb6l, ezért szerepeltetésiik folosleges.® A
magyarazo valtozé egységnyi abszolut novekményének a kivélasztasi vald-
szinlségre gyakorolt hatdsa a magyarazé Z valtozo alternativak kozotti in-
gadozasatdl fiigg, és konstans.

Végil a 0 paraméter tekintetében maximalandé likelihood a rétegen beliili
kivalasztasi valészintliségek szorzata:

n mr

L= T s

I=1g=1

Az egyetlen véltozénkhoz tartozé 0 paraméter ML becslése 0 = —0.26549.
Igy az I =1 egyén esetén a repiilds ut kivélasztasanak a valdszintiisége:

0.303

P =
R 0.07 + 0.303 + 0.062

=0.697 .

Az ily médon kalkuldlt 21 darab Pe valdszintiség L szorzata a 3. tdbldban a
fenti koefficiens mellett maximalis, és a —21n L statisztika értéke 33.629.

Ha tobb, rendre 71, Zs,. .., Z, magyaraz6 valtozét tartalmaz a modell,
akkor a regressziés paraméterek kore is megfeleléen boviil.

5A feltételes logit Pcy valésziniiségének a nevezdje azért tartalmaz annyi Ssszeadanddt,
ahdny alternativa van, mert az individuum csak egy alternativat valaszthat ki, igy az
egy darab 1 Osszes permuticidinak a szdma megegyezik az alternativdk szdmadaval. Ha
haromnal t6bb alternativa koziil egynél tobbet is valaszthatunk, példdul kettst, akkor az
Osszes olyan permutécidk szdma melyek a szekvencidban két helyen tartalmaznak 1 értéket,
mar megsokszorozddik.
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Réteg (I) | AT [ RI| VI [ Sa | Sg | Sy | ?AT | BT | VI Po
1 10 |45 105 0 1 0 | 0.070 | 0.303 | 0.062 | 0.697
2 5.5 4 7.5 1 0 0 | 0.232 | 0.346 | 0.137 | 0.325
3 4.5 6 5.5 0 0 1 | 0.303 [ 0.203 | 0.232 | 0.314
4 3.5 2 5 0 0 1 | 0.395 | 0.588 | 0.265 | 0.212
5 15 | 4.5 4 1 0 0 | 0.671 | 0.303 | 0.346 | 0.509
6 105 | 3 | 105 | 0O 1 0 | 0.062 | 0.451 | 0.062 | 0.786
7 7 3 9 1 0 0 | 0.156 | 0.451 | 0.092 | 0.223
8 9 3.5 9 0 1 0 | 0.092 | 0.395 | 0.092 | 0.683
9 4 5 5.5 1 0 0 | 0.346 | 0.265 | 0.232 | 0.410
10 22 | 45| 225 0 1 0 | 0.003 | 0.303 | 0.003 | 0.982
11 75 | 55| 10 0 1 0 | 0.137 | 0.232 | 0.070 | 0.529
12 115 | 35 | 115 | 0O 0 1 | 0.047 | 0.395 | 0.047 | 0.096
13 3.5 | 45 | 4.5 1 0 0 | 0.395 | 0.303 | 0.303 | 0.395
14 12 3 11 0 1 0 | 0.041 | 0.451 | 0.054 | 0.826
15 18 | 5.5 | 20 0 1 0 | 0.008 | 0.232 | 0.005 | 0.946
16 23 | 55| 215 0 1 0 | 0.002 | 0.232 | 0.003 | 0.977
17 4 3 4.5 0 1 0 | 0.346 | 0.451 | 0.303 | 0.410
18 5 2.5 7 0 0 1 | 0.265 | 0.515 | 0.156 | 0.167
19 3.5 2 7 1 0 0 | 0.395 | 0.588 | 0.156 | 0.347

20 125 | 35 | 155 | 0 1 0 | 0.036 | 0.395 | 0.016 | 0.883
21 1.5 4 2 1 0 0 | 0.671 | 0.346 | 0.588 | 0.418

8. tdbldzat. Utazdsi méd valasztdsa az utazdsi id8 (6ra) fiiggvényében

4 A ,,vegyes” modell alkalmazasa

A valésighii alkalmazds mind a vélaszté individuum, mind a vélasztandd
alternativa jegyeit figyelembe veszi. Ekkor a C' alternativa I egyén &ltal vald
kivalasztasanak a valdsziniisége:

exotBczr+0Zer

Z’m, ) eug+ﬂgw1+9ZgI | Ay, = ﬂ’m, =0.
g=

FPor =

A ML becsléssel nyert koefficienseket a 4. tdbla kozli, melyekre az 5. tabldban
foglalt 21 db P¢ valdszintliség szorzata maximalis: a —21n L statisztika értéke
27.46433.

Valtozo Koefficiens

Globalis Auté Repiil6 | Vonat
Tengelymetszet 2.5007 -2.7792 0
Eletkor -0.07830 | 0.0169 0
Utazasi id6 -0.6085

4. tdbldzat. A vegyes modell ML koefficiensei
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2.5+ —2.779 +
I Al | RI | VI | Kor | C | —.078Kor + .017Kor + —.608V 1 Pc
—.608A1 —.608RI

1 10 4.5 | 10.5 32 R —6.089 —4.975 —6.389 | 0.636
2 5.5 4 7.5 13 A —1.864 —4.993 —4.564 | 0.900
3 4.5 6 5.5 41 \% —3.446 —5.735 —3.347 | 0.501
4 3.5 2 5 41 \% —2.838 —3.301 —3.042 | 0.333
5 1.5 [ 4.5 4 47 A —2.090 —4.721 —2.434 | 0.561
6 10.5 3 10.5 24 R —5.766 —4.197 —6.389 | 0.757
7 7 3 9 27 A —3.871 —4.147 —5.476 | 0.510
8 9 3.5 9 21 R —4.619 —4.553 —5.476 | 0.428
9 4 5 5.5 23 A —1.733 —5.431 —3.347 | 0.817
10 22 4.5 | 22.5 30 R —13.233 —5.009 —13.691 | 0.999
11 7.5 | 5.5 10 58 R —6.602 —5.143 —6.085 | 0.616
12 | 11.5 | 3.5 | 11.5 36 \% —7.314 —4.299 —6.997 | 0.060
13| 35 [ 45| 45 43 A —2.994 —4.788 —2.738 | 0.407
14 12 3 11 33 R —7.384 —4.045 —6.693 | 0.904
15 18 5.5 20 30 R —10.799 —5.618 —12.169 | 0.993
16 23 5.5 | 21.5 28 R —13.685 —5.652 —13.082 | 0.999
17 4 3 4.5 44 R —3.377 —3.858 —2.738 | 0.176
18 5 2.5 7 37 \% —3.437 —3.673 —4.259 | 0.197
19 | 3.5 2 7 45 A —3.151 —3.234 —4.259 | 0.444
20 | 125 | 3.6 | 15.5 35 R —7.844 —4.316 —9.431 | 0.966
21 1.5 4 2 22 A —0.134 —4.840 —1.217 | 0.742

5. tdbldzat. Utazdsi méd véalasztdsa az életkor (év) és az utazdsi id6 (éra) fliggvényében

A vegyes modellben annak a valdsziniisége, hogy az I = 1 személy a
repiil6s utat valasztja:

6_4'975

Pri = ¢—6.089  —4.975 | o—6.389 = 0.636 .

Mint lathato, a vegyes modell individualis valtozojanak paramétere alter-
nativa-specifikus, mig az alternativa-specifikus véaltozé paramétere globdlis.
Ez nehézséget okoz akkor, ha szimultdn becslésiikre (az alkalmazott statiszti-
kai szoftver adottsdga miatt) a polichotom logit médszer és a feltételes logit
modszer csak szeparaltan hivhato fel. Kézenfekvd megoldéas az individualis
valtozot is globalizélni.

5 A vegyes modell globalis paraméterezése

Tekintsiik az i = 1,2,...,nm egyedi vélasztési (utazdsi) lehetéségeket, me-
lyeket az individuumok n rétegbe sorolnak. Definidljuk az X globdlis valtozo
értékeit az X; (i =1,2,...,nm) mddon, ahol i egy (g, ) parositast képvisel.
Azonositsa tovabbd a Dy globdlis indikdtor valtozé 1 értékkel a g alternativat,
értéke egyébként 0. Igy, az indikétor valtozok felhasznéldsaval X hatdsa a
kivalasztasra a g +v1 X; modell szerint alakul, ahol a v globalis paraméterek
alternativafiiggok, az alabbiaknak megfelelGen:

m m

Yo = Zang , M= Zﬂng . (o = Bm =0) .
g=1 g=1
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Igy a globalis X véltozé linedris hatdsa:

m m

Z gDy + Z Be(DgX;) -
g=1 g=1

Alkossdk most a Z véaltozok korét egyfelél az eredetileg is Z jellegii véltozd,
mésfeldl az alternativat azonosité D, valtozdk, végiil ezen indikdtor valto-
zéknak az X valtozéval vett Dy * X = Dy X interakcidi. A C' utazdsi méd
kivélasztdsdnak a valszintisége az I individuum altal (az életkort és az utazas
idejét egyidejiileg figyelembe véve):

eccDc+Bo(DeXor)+0Zor

Z'rn ] ewng+ﬁg(DngI)+9ZgI (Oé'rn = ﬂlrn = 0) 5
g=

Por =

ahol a paraméterek becslése a feltételes likelihood maximélasat igényli.

A fenti médon definialt, példabeni adatainkat a 6. tdbla irja le. E strukti-
réban adott individuum vélasztdsi halmaza egy 6nall6 réteget (strata) alkot,
melyen beliil mindegyik alternativa egy 6néllé megfigyelést (sort) igényel. Az
adatdllomanyban a sorok szama 21 x 3 = 63, a rétegek szama 21, és mind-
egyik réteg 3 alternativat tartalmaz. Az S indikdtor valtozé azt jelzi, hogy
az alternativa kivélasztasra keriilt vagy sem. A D 4 és Dp indikétor valtozok
rendre az ,,autés” és a ,,reptilés” utat azonositjak, mikozben a ,,vonatutazas”
a referencia alternativa. (A t oszlop tartalma a kovetkez6 fejezetben keriil
definidlasra.)

Ha a paraméterbecsléshez feltételes maximum likelihood program nem
all rendelkezésre, akkor a probléma tulélési modellként valé megfogalmazéasa
nytjt megfelel eredményt. Ennek soran minden kivalasztast mint bekovet-
kezett eseményt, a ki nem vélasztasokat pedig mint késébb bekovetkezendo
eseményeket kezeljiik, majd az ,,eseményig”’ tarté idoétartam alakuldsat mo-
dellezziik magyarazo6 valtozdk ismerete mellett.

Ennek egyik eszkoze a Cox-regresszid, mely specidlis koriilmények kozott
a CL modell megoldasét nyujtja (Kuhfeld (2003)).

I | Méd | Id6 | Kor | S|t | Da | Dr | Dga*x Kor | Dr* Kor
1 A 10.0 32 0|2 1 0 32 0
1 R 4.5 32 1 1 0 1 0 32
1 \% 10.5 32 0|2 0 0 0 0
2 A 5.5 13 111 1 0 13 0
2 R 4.0 13 02 0 1 0 13
2 \% 7.5 13 0|2 0 0 0 0
3 A 4.5 41 0 2 1 0 41 0
3 R 6.0 41 02 0 1 0 41
3 \% 5.5 41 1)1 0 0 0 0
4 A 3.5 41 0 2 1 0 41 0
4 R 2.0 41 0 2 0 1 0 41
4 \% 5.0 41 1)1 0 0 0 0
5 A 1.5 47 1 1 1 0 47 0
5 R 4.5 47 02 0 1 0 47
5 \% 4.0 47 0|2 0 0 0 0

6. tabldzat. Vegyes modell interakcidkkal
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I Mod 1d6 Kor | S|t | Da | Dr | Da* Kor | Dr* Kor
6 A 10.5 24 0 2 1 0 24 0
6 R 3.0 24 1|1 0 1 0 24
6 \% 10.5 24 0] 2 0 0 0 0
7 A 7.0 27 111 1 0 27 0
7 R 3.0 27 0] 2 0 1 0 27
7 \% 9.0 27 0] 2 0 0 0 0
8 A 9.0 21 0 2 1 0 21 0
8 R 3.5 21 1 1 0 1 0 21
8 \% 9.0 21 0] 2 0 0 0 0
9 A 4.0 23 1 1 1 0 23 0
9 R 5.0 23 0] 2 0 1 0 23
9 \% 5.5 23 0] 2 0 0 0 0
10 A 22.0 30 0] 2 1 0 30 0
10 R 4.5 30 111 0 1 0 30
10 \% 22.5 30 0] 2 0 0 0 0
11 A 7.5 58 0] 2 1 0 58 0
11 R 5.5 58 111 0 1 0 58
11 A% 10.0 58 0] 2 0 0 0 0
12 A 11.5 36 0] 2 1 0 36 0
12 R 3.5 36 0] 2 0 1 0 36
12 A\ 11.5 36 111 0 0 0 0
13 A 3.5 43 111 1 0 43 0
13 R 4.5 43 0] 2 0 1 0 43
13 \% 4.5 43 0] 2 0 0 0 0
14 A 12.0 33 0] 2 1 0 33 0
14 R 3.0 33 111 0 1 0 33
14 A\ 11.0 33 0] 2 0 0 0 0
15 A 18.0 30 0] 2 1 0 30 0
15 R 5.5 30 111 0 1 0 30
15 \% 20.0 30 0] 2 0 0 0 0
16 A 23.0 28 0] 2 1 0 28 0
16 R 5.5 28 111 0 1 0 28
16 A\ 21.5 28 0] 2 0 0 0 0
17 A 4.0 44 0 2 1 0 44 0
17 R 3.0 44 1 1 0 1 0 44
17 A\ 4.5 44 0] 2 0 0 0 0
18 A 5.0 37 0] 2 1 0 37 0
18 R 2.5 37 0] 2 0 1 0 37
18 \% 7.0 37 111 0 0 0 0
19 A 3.5 45 111 1 0 45 0
19 R 2.0 45 0] 2 0 1 0 45
19 \% 7.0 45 0] 2 0 0 0 0
20 A 12.5 35 0] 2 1 0 35 0
20 R 3.5 35 111 0 1 0 35
20 \% 15.5 35 0] 2 0 0 0 0
21 A 1.5 22 1 1 1 0 22 0
21 R 4.0 22 0 2 0 1 0 22
21 \% 2.0 22 0 2 0 0 0 0

6. tdbldzat. Vegyes modell interakcidkkal (folyt.)

6 A Cox-regresszio: ,,proportional hazards”

Jelolje t a vizsgdlt ,,esemény” bekovetkezéséig a megfigyelés (folyamat) kez-
detétdl eltelt id6 hosszat: ,,event time’. E periddus valtozéd idotartamat a
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modell szerint a Z1, Z,, ... magyaradzé véaltozok szintjei indokoljak, és t; a
megfigyelt idétartamok névekvd rangsordban a j-edik, mikozben f; annak a
gyakorisdga, hogy ¢; eltelt id6 mellett a vizsgalt eseményt hanyszor észleltiik:5

by <ta(r) <o <Ti(ry) <---trhe) -

Ha egy individuum —akinél a folyamat mar elindult, de— valami ok folytan
kikeriil a megfigyelési korbol az esemény bekovetkezése nélkiil, akkor az il-
let§ megfigyelést cenzordlt (censored) esetként kezeljik. Jeldlje tovabbd R;
mindazon indexek dltal alkotott kockazati csoportot, akik kozvetlen a ¢; id6t
megel6zdleg ki vannak téve az esemény kockazatanak. E kockazati kérben az
event time” legaldbb t;, és a t; mellett cenzoralt esetek tagjai e kockazati
csoportnak. Ekkor annak feltételes valdszintisége, hogy valamely individuum
megéli a t; id6t, de utdna az esemény rogton bekovetkezik, nem mds, mint a
,,hazard-ratio” megoszlasa:

T
eﬁ z
=
Yier, €7 7

E valdszintiségek szorzata valamennyi ¢ idére (stlyozottan felirva) a Breslow-
féle likelihood fliggvényt adja:

Py

k T4t
e’ 7

L(B) = J:l_Il (ZleRj eﬁTZz)fj

— max ,

ahol Zj' a megfelel6 magyarazé valtozo Gsszegzését jeloli mindazokra, akiknél

az esemény a t; id6pontban bekovetkezett. (A silyozatlan eset, mikor f; =1

minden j-re, specidlisan a Cox-féle parcidlis likelihood fliggvényt eredményezi.)
Ha a minta I = 1,2,...,n rétegre van bontva, akkor a Breslow-likelihood

egyszerlien a rétegen beliili likelihoodok szorzata:

L(8) = [[ :1(8) -

Ahhoz, hogy a Breslow-likelihood a feltételes logit likelihoodjdval ekvivalens
legyen, az alabbiak sziikségesek:

1. A megfigyeléseket az individuumok szerinti rétegekre (strata) bontjuk,

2. a kivalasztott C alternativdhoz a status véaltozéban S = 1 (event)
értéket, a ki nem vélasztott alternativakhoz pedig az S = 0 (censored)
értéket rendeljiik,

3. a kivalasztott C' alternativihoz mindig ¢ = 1 ,,event time”, a ki nem
vélasztott alternativakhoz pedig egy nagyobb (késébbi), de egyontetiien
t = 2 ,,censored time” értéket rendeliink,

6 A tdlélési modell néhdny alapfogalmat lasd a Fiiggelékben!
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4. mivel a diszkrét kivalasztasi modellben a ,,t” vdltozé adott értéke sziik-
ségszeriien t6bbszor fordul el8, ezért ha e kétések (ties) kezelésére az al-
kalmazott szoftverben opciondlisan més tipus is vélaszthaté (ldsd SAS),
akkor kifejezetten a Breslow-likelihood valasztando.

A 6. tabla adataira a Cox-regressziot alkalmazva visszakapjuk a kordbban
mér megismert (Excel-Solver) megolddsokat, az aldbbiak szerint:

1. rétegképz6 ,,strata” véltozo: ,,Indwiduum”,
2. a ,,status” valtozo: S,
3. az ,event time” valtozo: ¢,

4. a kovariansok: Utazdsi idd, D a, Dg, Da x Kor, Dg x Kor.

A (B) pontbecslések mellett aszimptotikus standard hibdkat (SE), par-
cidlis Wald-statisztikdkat, szignifikancia-értékeket, exp(B) ,,hazard-ratio” ér-
tékeket és 95%-o0s konfidencia intervallumokat is nyertink. Az SPSS program-
mal kapott eredményeket a 7. tdbla kozli.

Eszerint 5 szézalékos szignifikancia szinten csak az utazas idétartama hat
szignifikdnsan a valasztasra. Tovabbmenve, ha az utazas 1 éraval tovabb tart,
akkor a kérdéses utazdsi méd kivélasztasanak az esélye 100-(1—0.544) = 45.6
szézalékkal csokken. A tObbi paraméter tesztelése és az exp(B) ,,hazard-
ratio” értelmezése analdg.

Az el6z6ekben modellenként rendre kozoltiik a Likelihood Ratio tipusi
goodness-of-fit statisztikak —21n L értékeit. A haromféle modell dgy itélend6
meg, hogy a tokéletesen illeszkedd szaturdlt modell esetén —21In L = 0, mig a
kovaridanst nem tartalmazé ,,intercept only” Un. null-modell esetén —21In L =
46.142. E hatarok kozott az egyes valtozok lépésenkénti szelektdlasara is
lehetOség nyilik, melynek eredményeit a 8. tdbla kozli.

Viéltozd B SE Wald | df | p-value | exp(B) | Lower Upper
Utazasi id6 -.608 .271 | 5.031 1 .025 .544 .320 .926
Da 2.501 | 2.396 | 1.089 1 297 12.191 111 | 1334.724
Dpgr -2.779 | 3.529 .620 1 431 .062 .000 62.686
D4 x Kor -.078 .063 | 1.527 1 217 .925 817 1.047
Dg * Kor .017 .074 .052 1 .820 1.017 .879 1.177

7. tdblazat. A vegyes modell paraméterbecslése a Cox-regressziébdl

Bevont véltozé | —2InL Chi2 df | p-value | Chi2_valtozds | df | p-value
1.: Utazasi id6 | 33.629 | 11.988 | 1 .001 12.513 1 0.000
2.: Dp 30.284 | 13.522 | 2 .001 3.345 1 0.067
3.: Dr x Kor 29.266 | 13.940 | 3 .003 1.018 1 0.313
4.: Dy x Kor 28.739 | 13.966 | 4 .007 0.527 1 0.468
5.: Dy 27.464 | 15.361 | 5 .009 1.274 1 0.259

8. tabldzat. A likelihood-ardny javuldsa valtozérdl valtozéra
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Els6 1épésben csak az Utazdsi idd, az utolsod lépésben pedig mind az 6t
magyarazé valtozé a modellben szerepel. A null-modelltél vals eltavolodést
méré Chi2 statisztika még a legb&vebb modellt is szignifikdnsnak téli 1%-
os szinten, bar a df szabadsagi fok a modell komplexitasanak névekedésével
gyorsabban nétt, mint ahogy a —21In L célfiiggvény csokkent. A Chi2 1épé-
senkénti valtozasat tesztelve latszik, hogy az utolsé harom lépésben bevont
tényez6 modellbdl vald kihagyasa megfontolando.

7 Filggetlenség az irrelevans alternativaktol

Az eddigi modellek mindegyike azon a feltevésen alapult, hogy az alter-
nativik valasztdsa fiiggetlen egymastodl: ,,Independence from Irrelevant Al-
ternatives” (ITA). Ez alatt az értendd, hogy adott megfigyelésre barmely két
alternativa kivélasztdsi valszinliségének az egymdshoz valé OR (odds-ratio)
aranya fiiggetlen barmely mas alternativatol. E feltevés lehet helytalld, lehet
irredlis, viszont fenntartdsa vagy elvetése statisztikai tesztet igényel.

Esetlinkben az utazdsi mddok és az utazési idék kolcsonhatdsai (inter-
akci6i) valamint az utazdsi mddok egymds kozti kapcsolatainak az utazési
idore gyakorolt hatésa vizsgalhato.

Az alternativdk és idéigényeik interakciéit megfogalmazé modell

m—1 m

> agDy+> 0,D,7
g=1 g=1

melyet tovabb bévitve alternativakozi interakcidk hozzaadasaval

m—1 m m

> agDy+> 0,DyZ+Y 64Dy Zg 1 + 61D1Zn,

g=1 g=1 9=2

addédik. Lathatéan az alternativak kozotti kapcsolatok tesztelését most a
szomszédos alternativék vizsgdlatara egyszertisitettiik. A két egymaésba &-
gyazott modell kozotti valasztas a paraméterek egy csoportjara vonatkozo
hipotézis tesztelését igényli:

01=0a=...=06,=0.

Az djonnan bevezetett magyarazé véltozdkat —a kordbban definialt valto-
zékkal egytitt— a 9. tdbla tartalmazza. Példaul D+ Al a repiilés alternativa
indikdtor véltozdjdnak és az autéval valé utazasi idének a szorzata (repiilén
utazva tart addig az t, mint egyébként autén). Az eredményeket a tdgabb,
meg nem szoritott modellre a 10. tdbla, a sziikitett modellre pedig a 11. tdbla
tartalmazza.
A két modell kiilénbsége a —21n L statisztika tekintetében 27.153—24.781 =

2.372, mely df = 3 szabadsédgi fok mellett nem szignifikdns (a két modell 3
paraméterben kiilonbozik). A hdrom alternativakozi hatédssal torténd bévités
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tehat nem javitja jelentOsen a likelihood kritériumot, igy az egyéb alternati-
vaktol vald fiiggetlenség hipotézise jelen minta esetén fenntarthato.

Felhivjuk a figyelmet végiil, hogy a Cox-regresszi6 (Breslow-likelihood) al-
kalmazésa a kivalaszténak megengedi, hogy valasztasi halmazabdl egyidejiileg
ne csak egy, hanem t0obb alternativat is kivalasszon: adott individuum mel-
lett ennek megfelelGen jelenik meg tobbszor a status valtozd S = 1 értékkel,
t =1 ,,event time” érték mellett.

I |Méd| UI'| S|t|Da|Dr| Dy |DaUI| DrUI| DyUI| DRrAI| Dy RI| DaAVI
1 A [100|N]|2| 1 0 0 10.0 .0 .0 .0 .0 10.5
1 R |45 |11 O 1 0 .0 4.5 .0 10.0 .0 .0
1 V |105|N|[2| O 0 1 0 0 10.5 .0 4.5 0
2 A 55 (I ]1] 1 0 0 5.5 0 .0 .0 0 7.5
2 R | 40 |N([2( O 1 0 0 4.0 .0 5.5 0 0
2 \% 7.5 [N|2] 0 0 1 0 0 7.5 .0 4.0 0
3 A 45 |N|2| 1 0 0 4.5 0 .0 0 0 5.5
3 R | 60|N([2( 0 1 0 0 6.0 .0 4.5 0 0
3 \% 55 [I]1] 0O 0 1 0 0 5.5 .0 6.0 0
41 A 35 |N|2| 1 0 0 3.5 0 0 0 0 5.0
4 R 20 [N]2] 0O 1 0 0 2.0 0 3.5 0 0
4V 50 ([I]1] 0O 0 1 0 0 5.0 .0 2.0 0
5 A 15 | I 1| 1 0 0 1.5 0 .0 .0 0 4.0
5 R | 45 |N[2( 0 1 0 0 4.5 .0 1.5 0 0
5 V |40 |N[2] O 0 1 .0 0 4.0 0 4.5 .0
6 A [105|N|2[ 1 0 0 10.5 0 0 .0 0 10.5
6 R |30[|If1f O 1 0 0 3.0 .0 10.5 0 0
6 V |105|N|[2| O 0 1 0 0 10.5 0 3.0 0
7] A 70(I|1] 1 0 0 7.0 0 0 0 0 9.0
7] R [ 30([N]2] O 1 0 0 3.0 0 7.0 0 0
71 V |90[N]|2] 0 0 1 0 0 9.0 0 3.0 0
8 A 90 |N|2| 1 0 0 9.0 0 0 .0 0 9.0
8 R | 35|11 O 1 0 0 3.5 .0 9.0 0 0
8 V | 90|N|[2] 0 0 1 0 0 9.0 0 3.5 0
9 A 40|11 1 0 0 4.0 0 .0 .0 0 5.5
9 R 50 N]2] 0 1 0 0 5.0 0 4.0 0 0
9 \% 55 [N]|2] 0 0 1 .0 0 5.5 .0 5.0 .0
101 A [220(N|2]| 1 0 0 22.0 0 .0 .0 0 22.5
10 R |45 | I[1f O 1 0 0 4.5 .0 22.0 0 0
10 V |225|N|[2| O 0 1 0 0 22.5 .0 4.5 .0
11| A 75 [N|2] 1 0 0 7.5 0 0 .0 0 10.0
11| R 55 (I]1] 0O 1 0 0 5.5 .0 7.5 0 0
11 V |100|N|[2f O 0 1 .0 0 10.0 0 5.5 .0
12 A |115|N|[2f 1 0 0 11.5 0 0 .0 0 11.5
12 R | 35 |N[2( O 1 0 0 3.5 .0 11.5 0 0
12 V 115 I |1 O 0 1 0 0 11.5 .0 3.5 0
13| A 35| 1|11 1 0 0 3.5 0 .0 .0 0 4.5
13 R | 45 |N[2( O 1 0 0 4.5 .0 3.5 0 0
13| V | 45 |N[2] 0 0 1 .0 .0 4.5 .0 4.5 .0
14 A |120|N|[2f 1 0 0 12.0 .0 .0 .0 .0 11.0
14 R | 30| I[1f O 1 0 .0 3.0 .0 12.0 .0 .0
14 V |11.0|N|[2| O 0 1 .0 .0 11.0 .0 3.0 .0

©

. tdbldzat. Irrelevans alternativdk fliggetlenségvizsgalata
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I |M6d| UI | S|t|Da|Dr| Dy |DaUI| DRUI | DyUI | DRAI| Dy RI | DAVI
151 A |180|N|[2] 1 0 0 18.0 .0 .0 .0 0 20.0
15 R 55 (I]1] O 1 0 .0 5.5 .0 18.0 .0 .0
15 V [200|N|2] O 0 1 .0 .0 20.0 0 5.5 .0
16| A |230|N|[2] 1 0 0 23.0 .0 .0 .0 0 21.5
16 R 55 (I]1] O 1 0 .0 5.5 .0 23.0 .0 .0
16 V [215|N|2] O 0 1 .0 .0 21.5 0 5.5 .0
171 A 40 |IN|2| 1 0 0 4.0 .0 .0 .0 0 4.5
17 R 30111 0 1 0 .0 3.0 .0 4.0 .0 .0
17 V 45 |N|2] 0 0 1 .0 .0 4.5 0 3.0 .0
18] A 50 [N|2] 1 0 0 5.0 .0 .0 .0 0 7.0
18 R 25 NJ2|] O 1 0 .0 2.5 .0 5.0 .0 .0
18 V 70(I]1] O 0 1 .0 .0 7.0 0 2.5 .0
19| A 35111 1 0 0 3.5 .0 .0 .0 0 7.0
19 R 20 (NJ2|] O 1 0 .0 2.0 .0 3.5 .0 .0
19 V 70 [NJ2|] O 0 1 .0 .0 7.0 0 2.0 .0
201 A [125|N 2| 1 0 0 12.5 .0 .0 .0 0 15.5
201 R 35111 0 1 0 .0 3.5 .0 12.5 .0 .0
200 V [155 N2 O 0 1 .0 .0 15.5 .0 3.5 .0
21 A 15 I |1 1 0 0 1.5 .0 .0 .0 .0 2.0
21| R 40 |N|2] O 1 0 .0 4.0 .0 1.5 .0 .0
21| V 20 (NJ2|] O 0 1 .0 .0 2.0 .0 4.0 .0

9. tabldzat. Irrelevans

alternativik fuggetlenségvizsgalata (folyt.)

Valtozé B SE Wald | df | p-value | exp(B)
Dy -0.738 | 3.059 | 0.058 | 1 0.809 0.478
Dg -3.624 | 3.480 | 1.084 | 1 0.298 0.027

Da*UI | -2.234 | 1.899 | 1.384 | 1 0.239 0.107

Dr+UI | -0.101 | 0.686 | 0.022 | 1 0.883 0.904

Dy «UI | 0.098 [ 0.701 | 0.019 | 1 0.889 1.103

Dgr* Al | 0.445 | 0.686 | 0.421 1 0.517 1.560

Dy« RI | -0.532 | 0.635 | 0.703 | 1 0.402 0.587

DyxVI 1.663 1.512 1.210 1 0.271 5.275

-2 Log Likelihood=24.781
10. tdbldzat. Az alternativdk kereszthatdsai

Valtozé B SE Wald | df | p-value | exp(B)
Da 1.716 | 1.805 | 0.904 | 1 0.342 5.561
Dg -3.601 | 3.306 | 1.187 | 1 0.276 0.027

DaxUI | -0.795 | 0.363 | 4.795 | 1 0.029 0.451

Dr+«UI | 0.122 | 0.590 | 0.043 | 1 0.837 1.129

Dy xUI | -0.422 | 0.257 | 2.687 | 1 0.101 0.656

-2 Log Likelihood=27.153

11. tabldzat. Redukalt modell alternativa-kozi interakcidk nélkiil

8 Fuggelék

A tilélési

)

S(t) =Pr(T >t) =1 - F(t)

,,survival” fiiggvény (¢, T: id6)

)
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a ,,hazard rate” fiiggvény:

Pt <T<t+At|T>1)  f(t)
=1 —
ht) = lim, Al S@)

Cox-,,proportional hazards”:
t .
h(t | x) = —f(t | x) = ho(t)elTﬁ ,

ahol hy(t) a ,,base-line hazard”, és a rétegzett , hazard” fiiggvény:

hy(t | z) = hog(t)e” 7 .

9 Osszefoglalas

A tanulmany a diszkrét kivalasztdsi modell paraméterbecslésének a mikéntjét
mutatja be illusztrativ példan attdl fliggben, hogy csak az individuum, csak
az alternativak, vagy mindketto jegyeire egyidejileg all rendelkezésre infor-
mécié. Az individudlis véltozé megfeleld értékét valamennyi déntéshez hoz-
zarendelve, e globalizalt valtozé paramétere kézos modellben becsiilhetd az
alternativa-specifikus véaltozd egyébként is globélis paraméterével. Az eljards
feltételes likelihood maximaldsat igényli, mely a standard Cox-regressziora
visszavezethetf. A tanulmény ennek elényeire irdnyitja a figyelmet. A Cox-
regresszio alkalmazasa révén mintavételi kovetkeztetésekre, modellszelekciora
is lehet6ség nyilik, tovdbbé vizsgalhaté az ITA (independence from irrelevant
alternatives) hipotézis, az alternativakhoz kotédd interakciék paramétereinek
szeparalt, vagy csoportos tesztelésével.
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PARAMETER ESTIMATION FOR MULTINOMIAL DISCRETE CHOICE
MODEL USING COX-REGRESSION

Considering the so-called ,,multinomial discrete choice” model the focus of this
paper is on the estimation problem of the parameters. Especially, the basic question
arises how to carry out the point and interval estimation of the parameters when
the model is mixed i.e. includes both individual and choice-specific explanatory
variables while a standard MDC computer program is not available for use. The
basic idea behind the solution is the use of the Cox-proportional hazards method of
survival analysis which is available in any standard statistical package and provided
a data structure satisfying certain special requirements it yields the MDC solutions
desired. The paper describes the features of the data set to be analysed.



