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LEXIKOGRAFIKUS DÄONT¶ESEK EGY ¶ALTAL¶ANOS
DÄONT¶ESI MODELLBEN1

DOMBI J¶OZSEF { VINCZE N¶ANDOR
Szegedi Tudom¶anyegyetem

A dolgozatban a lexikogra¯kus dÄont¶esi elj¶ar¶ast egy olyan ¶altal¶anos dÄont¶esi
modell keret¶ebe illesztjÄuk bele, amelynek seg¶³ts¶eg¶evel modellezhet}ok a PRO-
METHEE, ELECTRE, illetve a utility elj¶ar¶asok. Egy lexikogra¯kus dÄont¶esi
fÄuggv¶enyt konstru¶alunk meg, preferenciafÄuggv¶eny ¶es un¶aris oper¶ator seg¶³ts¶e-
g¶evel.

1 Bevezet¶es

A dÄont¶eselm¶elet tÄort¶enete sor¶an nagyon sok elj¶ar¶ast fejlesztettek ki. A kezde-
teket Condorcet valamint Cramer ¶es Bernoulli modellje jelentette, ezt kÄovette
a dÄont¶eselm¶elet fejl}od¶es¶enek legnagyobb lÄok¶est ad¶o Neumann-Morgenstern-
f¶ele axiomatiz¶alt modell, valamint hasznoss¶ag-fÄuggv¶eny reprezent¶aci¶ok. Ide
tartoznak a kÄulÄonbÄoz}o addit¶³v illetve nem-tranzit¶³v modellek, mint a Fishburn-
f¶ele SSB modell, Fishburn[4], valamint az outranking m¶odszerek, az ELEC-
TRE, a PROMEETHE vagy a Saaty ¶altal kidolgozott AHP m¶odszer, Temesi
[9], Olson [6]. A gyakorlati alkalmaz¶as sor¶an felmerÄult a k¶erd¶es, hogy ezek a
modellek megfogalmazhat¶ok-e egy olyan egys¶eges keretrendszerben, amely-
ben a param¶eterek v¶altoztat¶as¶aval megkaphat¶ok az egyes speci¶alis dÄont¶esi
elj¶ar¶asok? Ennek jelent}os¶ege abban ¶all, hogy sz¶amos dÄont¶esi szitu¶aci¶oban
tÄobb m¶odszer egym¶as melletti alkalmaz¶as¶aval hat¶arozhat¶o meg a kimenetek
kÄozÄotti sorrend. Ezt a keretrendszert adja meg Dombi [1, 2].

Dolgozatunk c¶elja a lexikogra¯kus dÄont¶es egy olyan numerikus reprezent¶a-
ci¶oj¶anak megad¶asa, mellyel beleilleszthet}o ebbe a keretbe. Ennek tudhat¶o be,
hogy a dolgozatban l¶atsz¶olag bonyolult reprezent¶aci¶ot adunk a lexikogra¯kus
dÄont¶esre. Legyen a = (x1; x2; . . . ; xn) ¶es b = (y1; y2; . . . ; yn) alternat¶³va, az
xk; yk hasznoss¶agi ¶ert¶ekekkel megadva, ¶es w1; w2; . . . ; wn s¶ulyok. Adjuk meg
a preferenci¶at a kÄovetkez}o m¶odon:

p(a; b) =
nX

i=1

wi¿i(pi(xi; yi))

ahol a preferenciafÄuggv¶eny

p(x; y) =
y ¡ x + 1

2

1Be¶erkezett: 2005. ¶aprilis 24.
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¶es ¿i : [0; 1] ! [0; 1] egyv¶altoz¶os monoton fÄuggv¶eny. Dolgozat¶anak els}o
r¶esz¶eben Dombi [1] megmutatta, hogy ha ¿i(x) = x, akkor a preferenci¶ak
s¶ulyozott ¶atlag¶at kapjuk, m¶asr¶eszt a s¶ulyozott ¶atlag szerinti dÄont¶es felcser¶el-
het}o a preferenci¶akon alapul¶o dÄont¶essel, azaz a utilit¶as jelleg}u modellt ez a
modell tartalmazza. Tov¶abb¶a bizony¶³t¶asra kerÄul az al¶abbi:

T¶etel. Az ELECTRE ¶es PROMETHEE m¶odszerek pEL, pP R preferen-
ciafÄuggv¶enyeihez l¶eteznek olyan ¿EL

i ¶es ¿P R
i egyv¶altoz¶os fÄuggv¶enyek, hogy

pEL(a; b) =
nX

i=1

wi¿i(pi(xi; yi))

pP R(a; b) =
nX

i=1

wi¿i(pi(xi; yi))

¶es line¶aris esetben p¶eld¶aul:

¿EL(x) =

8
><
>:

0 ha x · pi ;
x¡pi

qi¡pi
ha pi < x < qi ;

1 ha qi · x ;

ahol 0 · pi · qi · 1
2
, ¶es

¿P R(x) =

8
><
>:

0 ha x · pi ;
x¡pi

qi¡pi
ha pi < x < qi ;

1 ha qi · x ;

ahol 1
2 · pi · qi · 1.

FelmerÄul a k¶erd¶es, hogy ebbe a csal¶adba beilleszthet}o-e a lexikogra¯kus
dÄont¶esi elj¶ar¶as? Jelen dolgozatban megmutatjuk, hogy ha wi s¶ulyokat illetve
¿(x) fÄuggv¶enyt speci¶alisan v¶alasztjuk, akkor az ¶altal¶anos modell a lexiko-
gra¯kus dÄont¶est is mag¶aban foglalja. Mivel a lexikogra¯kus dÄont¶es nem kom-
penzatorikus, ez¶ert egy nem folytonos ¿(x) fÄugggv¶enyt kell alkalmazni:

¿

Ã
nX

i=1

wi¿i(pi(xi; yi))

!

Ez azonban nem csorb¶³tja a modell ¶ert¶ek¶et, mert a PROMETHEE ¶es ELEC-
TRE is beilleszthet}o ebbe az ¶uj modellbe, ¿(x) = x alkalmaz¶as¶aval. En-
nek az¶ert van jelent}os¶ege, mert a konkr¶et xi; yi ¶ert¶ekek ismerete n¶elkÄul,
ak¶armilyen kicsi is lehet a kÄoztÄuk lev}o elt¶er¶es. Ez azt jelenti, hogy elj¶ar¶asunkat
¶ugy konstru¶aljuk meg, hogy alkalmazhat¶o legyen on-line m¶odon ¶erkez}o ada-
tok eset¶eben is. Ekkor nem t¶amaszkodhatunk arra, hogy a bejÄov}o adatok
kÄozÄott mekkora a legkisebb elt¶er¶es, ily m¶odon el}ore adott s¶ulyokkal kell dol-
goznunk. Ha adataink kÄozÄott tetsz}olegesen kis kÄulÄonbs¶eg lehet, felmerÄul a
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k¶erd¶es, hogy alkalmass¶a tehet}o-e a modell az indi®erenciakÄuszÄob ¯gyelem-
bev¶etel¶ere? Az eml¶³tett ¶altal¶anos modellben ¿(x) m¶odos¶³t¶as¶aval ez el¶erhet}o,
p¶eld¶aul:

¿(x) =

½
0 ha 0 · x < 1

2 ¡ ±;
1 ha 1

2 + ± < x · 1.

A v¶eges lexikogra¯kus rendez¶es ¶altal¶anos koncepci¶oj¶anak alapja |kÄo-
vetve Fishburn [3] terminol¶ogi¶aj¶at| egy v¶eges I = f1; 2; . . . ; ng halmaz, ¶es
egy Ái rendez¶esi rel¶aci¶o a nemÄures Xi halmazon minden i 2 I-re. JelÄolje
Xi elemeit xli, ahol minden i 2 I-re l 2 f1; 2; . . . ; mg. JelÄolje »i a Ái

rel¶aci¶o szimmetrikus komplementer¶et, azaz b¶armely xji »i xki akkor ¶es csak
akkor, ha sem xji Ái xki, sem xki Ái xji rel¶aci¶o nem teljesÄul. Ekkor
aj = (xj1; xj2; . . . ; xjn) ¶es ak = (xk1; xk2; . . . ; xkn)-ra azt mondjuk, hogy
ak lexikogra¯kusan megel}ozi aj-t az I-n ¶ertelmezett term¶eszetes < rendez¶es
mellett Ái rel¶aci¶okra vonatkoz¶oan, vagy jelÄol¶esben rÄoviden: aj <L ak akkor
¶es csak akkor, ha

fi : i 2 I ¶es (xji Ái xki vagy xki Ái xji)g

halmaz nemÄures, ¶es xji Ái xki az els}o (legkisebb) i-re ebben a halmazban.
Pontosan ez¶ert nevezhetjÄuk a lexikogra¯kus rendez¶est az els}o di®erencia alap-
j¶an val¶o rendez¶esnek is. A rendez¶esek lexikogra¯kus aggreg¶aci¶oja sor¶an fontos
a tulajdons¶agok ÄorÄokl}od¶es¶enek vizsg¶alata, Solymosi [8]. Gyenge rendez¶esek
illetve line¶aris rendez¶esek aggreg¶aci¶oja gyenge rendez¶es illetve line¶aris ren-
dez¶es. Parci¶alis rendez¶esek lexikogra¯kus aggreg¶aci¶oja viszont nem felt¶etlenÄul
parci¶alis rendez¶es, ciklus is kialakulhat, Fishburn [3].

A lexikogra¯kus rendez¶esre egyik legismertebb p¶elda az abc szerinti ren-
dez¶es a sz¶ot¶arakban vagy lexikonokban. A lexikogra¯kus rendez¶es ¶altal¶anos
koncepci¶oj¶anak megfelel}oen ekkor I = f1; 2; . . . ; ng, ahol n a leghosszabb, a
sz¶ot¶arban le¶³rt sz¶o hossza. Legyen Xi = A = f;; a; b; . . . ; zg, ; Ái a Ái b Ái

. . . Ái z mellett minden i-re. Egy ®1®2 . . .®r sz¶o, ahol nyilv¶an r · n, az
An halmaz egy (®1; ®2; . . . ; ®m; ;; . . . ; ;) eleme lesz. Ekkor <L az An azon
r¶eszhalmazain, amely a ,,val¶odi" szavakat jelenti, a szavak term¶eszetes abc-
beli rendez¶es¶et adja.

A tÄobbt¶enyez}os csoportos dÄont¶esek elm¶elet¶eben a lexikogra¯kus dÄont¶esi
elj¶ar¶as az attrib¶utumok vagy krit¶eriumok egy hierarchi¶aj¶an, vagy rendezett
halmaz¶an alapul, ahol az els}o kÄulÄonbs¶eg alapj¶an val¶o Äosszehasonl¶³t¶as elve
azt mondja ki, hogy egy alternat¶³va ,,jobb" mint egy m¶asik, akkor ¶es csak
akkor, ha az els}o ,,jobb" mint a m¶asodik a legfontosabb krit¶eriumon, amelyen
kÄulÄonbÄoznek. A bevezet}oben eml¶³tett koncepci¶o szemantikus ¶ertelmez¶esek¶ent
legyen teh¶at aj ¶es ak k¶et alternat¶³va ¶es c1; c2; . . . ; cn kÄulÄonbÄoz}o krit¶eriumok,
xji ¶es xki pedig jelents¶ek az aj ¶es ak alternat¶³v¶ak ci krit¶erium szerinti hasz-
noss¶ag¶at (ki¶ert¶ekel¶es¶et). Ekkor aj ¶es ak alternat¶³v¶akat azonos¶³thatjuk a
ki¶ert¶ekel¶es vektoraikkal, azaz mondhatjuk, hogy aj = (xj1; xj2; . . . ; xjn) ¶es
ak = (xk1; xk2; . . . ; xkn):

Ekkor Áia ci krit¶erium ¶altal az alternat¶³v¶akon megval¶os¶³tott rendez¶esi
rel¶aci¶o. xji »i xki akkor ¶es csak akkor, ha aj ¶es ak indi®erensek ci krit¶erium
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szerint, ¶es x <L y akkor ¶es csak akkor, ha xji »i xki i 2 f1; 2; . . . ; l ¡ 1g ¶es
xjl Ái xkl.

A lexikogra¯kus dÄont¶esi szab¶aly sz¶amos helyen hat¶ekonyan alkalmazhat¶o,
p¶aly¶azatok ki¶ert¶ekel¶es¶eben, Rapcs¶ak [7], vagy szavaz¶asi rendszerekben a holt-
verseny elkerÄul¶es¶ere. Ahogyan fentebb is eml¶³tettÄuk, dolgozatunkban a prefe-
renciafÄuggv¶enyt egy s¶ulyoz¶as seg¶³ts¶eg¶evel val¶os¶³tjuk meg. Itt a s¶ulyokat ¶ugy
v¶alasztottuk meg, hogy a nem kompenzatorikuss¶ag miatt egy krit¶erium ¶altal
fel¶all¶³tott sorrendet fontoss¶agi sorrendben ut¶ana kÄovetkez}o krit¶eriumok nem
v¶altoztathatnak meg egyÄuttesen sem. Az alternat¶³vahalmazr¶ol feltesszÄuk,
hogy nem l¶etezik benne k¶et lexikogra¯kusan azonos elem. Vagyis, ha tetsz}o-
leges A alternat¶³vahalmazon E jelÄoli azt az ekvivalenciarel¶aci¶ot, mely szerint
ajEak, ha aj ¶es ak lexikogra¯kusan azonos, akkor alternat¶³vahalmaznak az
A=E faktorhalmazt tekintjÄuk.

2 A lexikogra¯kus dÄont¶esi fÄuggv¶eny konstruk-
ci¶oja

A lexikogra¯kus dÄont¶esi m¶odszerrel kev¶es publik¶aci¶o foglalkozik, numerikus
reprezent¶aci¶oj¶ara pedig alig tal¶alunk p¶eld¶at. Ezt indokolhatj¶ak az erre vonat-
koz¶o negat¶³v eredm¶enyek, p¶eld¶aul a s¶³k lexikogra¯kus rendez¶es¶ere vonatkoz¶o
(de tetsz}oleges n-dimenzi¶os line¶aris t¶erre is igaz):

T¶etel. Nem l¶etezik olyan folytonos f(x; y) val¶os fÄuggv¶eny, amelyre (x; y) <L

(v; z) () f(x; y) < f(v; z):

Bizony¶³t¶as. Legyen x; x1; x2; y1; y2 olyan, hogy x1 < x < x2; ¶es y1 < y2.
TegyÄuk fel, hogy van olyan f(x; y) fÄuggv¶eny, amelyre

(x; y) <L (v; z) () f(x; y) < f(v; z) :

A fentiekre ekkor igaz a kÄovetkez}o:

(x; y2) <L (x2; y1) <L (x2; y2) () f(x; y2) <L f(x2; y1) <L f(x2; y2) :

Mivel f(x; y) (x2; y2)-ben is folytonos, ¶³gy legyen " tetsz}oleges olyan rÄogz¶³tett
pozit¶³v ¶ert¶ek, hogy " < f(x2; y2) ¡ f(x2; y1): Ekkor van olyan ±, hogy ha

j(x2; y2) ¡ (x; y2)j < ± =) f(x2; y2) ¡ f(x; y2) < " :

Azonban legyen x tetsz}oleges, a de¯n¶³ci¶o szerinti, akkor

f(x2; y2) ¡ f(x; y2) > f(x2; y2) ¡ f(x2; y1) > " ;

ami ellentmond¶as. ¶Igy ilyen folytonos fÄuggv¶eny nem l¶etezik.
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2.1 PreferenciafÄuggv¶eny ¶es m¶odos¶³t¶o fÄuggv¶eny

A bevezet¶esben bemutattuk a lexikogra¯kus dÄont¶esi elvet. Ebben a fejezetben
megkonstru¶alunk egy lexikogra¯kus dÄont¶esi fÄuggv¶enyt. A konstrukci¶ohoz
¶altal¶anos p(x; y) preferenciafÄuggv¶enyt ¶es ¿(x) m¶odos¶³t¶o vagy m¶as n¶even v¶a-
g¶ofÄuggv¶enyt, vagy kÄuszÄob¶ert¶ek fÄuggv¶enyt haszn¶alunk, melyek a kÄovetkez}ok:

p(x; y) =
y ¡ x + 1

2

¿(x) =

8
><
>:

0 ha 0 · x < 1
2 ;

1
2 ha x = 1

2 ;

1 ha 1
2 < x · 1 :

Legyen A = fa1; a2; ¢ ¢ ¢ ; amg az alternat¶³v¶ak halmaza, C = fc1; c2; ¢ ¢ ¢ ; cng
a krit¶eriumok halmaza, fontoss¶agi sorrend szerint. JelÄolje xij az ai alter-
nat¶³va cj krit¶erium szerinti ki¶ert¶ekel¶es¶et (hasznoss¶ag¶at), ¶es tegyÄuk fel, hogy
a ki¶ert¶ekel¶es ¶ert¶ekei norm¶altak, azaz 0 · xij · 1. Egy dÄont¶esi helyzetet
ezut¶an m¶atrix alakban, a dÄont¶esi m¶atrixszal ¶³rhatunk fel,

c1 c2 . . . cn

a1 x11 x12 . . . x1n

a2 x21 x22 . . . x2n

...
...

...
...

...
am xm1 xm2 . . . xmn

2.1.1 A preferenciafÄuggv¶eny tulajdons¶agai

A bevezet}oben eml¶³tettek alapj¶an az alternat¶³v¶akat azonos¶³thatjuk a ki¶ert¶eke-
l¶es n-eseikkel, azaz legyen ai = (xi1; xi2; . . . ; xin) ¶es aj = (xj1; xj2; . . . ; xjn).
Ha a p(x; y) preferenciafÄuggv¶enyben az x = xik, y = xjk helyettes¶³t¶eseket
elv¶egezzÄuk, megkapjuk a ck krit¶erium ¶altal az (ai; aj) alternat¶³v¶ak kÄozÄott
fel¶all¶³tott preferencia-sorrendet. Ekkor

0 · p(xik; xjk) < 1
2 ha xik > xjk

p(xik; xjk) = 1
2 ha xik = xjk

1
2 < p(xik; xjk) · 1 ha xik < xjk

2.1.2 A preferenciafÄuggv¶eny ¶es a m¶odos¶³t¶o fÄuggv¶eny kompoz¶³ci¶oja

1. De¯n¶³ci¶o. Minden (ai; aj) p¶arra de¯ni¶alhatjuk a p¤(ai; aj) krit¶eriumon-

k¶enti preferencia n-est a kÄovetkez}o m¶odon: p¤(ai; aj) = ("ij
1 ; "ij

2 ; . . . ; "ij
n ),

"ij
k = ¿(p(xik; xjk), amelyekre teljesÄul:

¿(p(xik; xjk)) =

8
<
:

0 ha xik > xjk ;
1
2 ha xik = xjk ;
1 ha xik < xjk :
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Mivel az alternat¶³vahalmazban nem l¶etezik k¶et lexikogra¯kusan azonos elem,
¶³gy minden (ai; aj) p¶arra, ai = (xi1; xi2; . . . ; xin), aj = (xj1; xj2; . . . ; xjn),
van olyan k1 ¶es k2, hogy xik1 < xjk1 ¶es xjk2 < xik2 .

2.2 A lexikogra¯kus dÄont¶esi elj¶ar¶as

A dolgozat legfontosabb eredm¶eny¶et az al¶abbiakban foglalhatjuk Äossze:

1. T¶etel. Legyen A = fa1; a2; ¢ ¢ ¢ ; amg az alternat¶³v¶ak halmaza, C =
fc1; c2; ¢ ¢ ¢ ; cng a krit¶eriumok halmaza, a dÄont¶eshoz¶o ¶altal megadott fontoss¶agi
sorrend szerint. JelÄolje xij az ai alternat¶³va cj krit¶erium szerinti ki¶ert¶ekel¶es¶et
(hasznoss¶ag¶at), ¶es feltesszÄuk, hogy a ki¶ert¶ekel¶es ¶ert¶ekei norm¶altak, azaz 0 ·
xij · 1. Azaz a dÄont¶esi m¶atrix:

c1 c2 . . . cn

a1 x11 x12 . . . x1n

a2 x21 x22 . . . x2n

...
...

...
...

...
am xm1 xm2 . . . xmn

A p(x; y) preferenciafÄuggv¶eny ¶es ¿(x) m¶odos¶³t¶o vagy kÄuszÄob¶ert¶ek fÄuggv¶eny
legyen olyan, ahogyan azt 2.1 alatt megadtuk. Ekkor l¶eteznek olyan wk

k = 1; 2; . . . ; n s¶ulyok, hogy az m elem}u

li =
1

n

nX

j=1
j 6=i

¿

Ã
nX

k=1

wk¿(p(xik; xjk))

!

pozit¶³v val¶os sz¶amhalmazra teljesÄul: li > lj pontosan akkor, ha ai <L aj .

A lexikogra¯kus dÄont¶esi fÄuggv¶eny konstrukci¶oj¶ahoz teh¶at a bevezet}oben
eml¶³tett |a nem kompenzatorikuss¶ag elv¶et megtart¶o| s¶ulyoz¶as megval¶os¶³-
t¶as¶aval jutunk el. Ezt a kÄovetkez}ok¶ent val¶os¶³tjuk meg: Legyen a ci krit¶erium
fontoss¶agi s¶ulya:

wi =
1

2i
+

1

n2n
:

Ellen}orizhet}o, hogy teljesÄul a

nX

k=1

wk = 1

felt¶etel. A lexikogra¯kus dÄont¶esi fÄuggv¶enyt ekkor a kÄovetkez}o fÄuggv¶eny-
kompoz¶³ci¶o val¶os¶³tja meg:

¿

Ã
nX

k=1

wk¿(p(xik; xjk))

!
=

½
0 ha ai >L aj ;

1 ha ai <L aj :
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Ennek seg¶³ts¶eg¶evel de¯ni¶alhat¶o val¶os sz¶amok egy [0; 1]-re norm¶alt sorozata:

li =
1

n

nX

j=1
j 6=i

¿

Ã
nX

k=1

wk¿(p(xik; xjk))

!

melyre li > lj pontosan akkor, ha ai >L aj.
Ezt a lexikogra¯kus dÄont¶esi sorrendet reprezent¶al¶o sorozatot oly m¶odon

konstru¶altuk meg, hogy egy adott ai alternat¶³va eset¶en aggreg¶altuk az ai

alternat¶³va ¶es minden j = 1; 2; . . . ; i ¡ 1; i + 1; . . . ; n-re az aj alternat¶³va
kÄozÄotti preferenci¶at. Ezen a gondolaton alapszik a PROMETHEE m¶odszer
glob¶alis preferenciakonstrukci¶oja is.

A konstrukci¶o helyess¶eg¶enek bizony¶³t¶as¶ahoz el}oszÄor a s¶ulyoz¶as helyess¶eg¶et
l¶atjuk be.

1. Lemma. Legyen "ij
k = ¿(p(xik; xjk)). Ekkor igaz a kÄovetkez}o k¶et ¶all¶³t¶as:

(1) min
i;j

nX

k=1

wk"ij
k =

1

2
+

1

n2n
ha ai <L aj, ¶es minimum¶at ("ij

1 ; "ij
2 ; . . . ; "ij

n ) =

(1; 0; . . . ; 0) helyen veszi fel.

(2) max
i;j

nX

k=1

wk"ij
k =

1

2
¡ 1

n2n
ha ai <L aj , ¶es maximum¶at ("ij

1 ; "ij
2 ; . . . ; "ij

n ) =

(0; 1; . . . ; 1) helyen veszi fel.

Az 1. lemma bizony¶³t¶asa: (1) Ha ai < aj ¶es "ij
k = ¿(p(xik; xjk)),

akkor az ("ij
1 ; "ij

2 ; . . . ; "ij
n ) preferencia n-esek kÄozÄul a kÄovetkez}o alak¶u tar-

talmaz minim¶alis sz¶am¶u nem 0 elemet:
µ

1

2
;
1

2
; . . . ;

1

2| {z }
k

; 1; 0; . . . ; 0

¶
ahol 0 · k < n :

Ekkor a s¶ulyozott Äosszeg ¶ert¶eke:

nX

k=1

wk"ij
k =

1

2
+

µ
k

2
+ 1

¶
1

n2n
;

ami nyilv¶anval¶oan akkor lesz minim¶alis, ha k = 0. Ekkor

("ij
1 ; "ij

2 ; . . . ; "ij
n ) = (1; 0; . . . ; 0) ¶es min

i;j

nX

k=1

wk"ij
k =

1

2
+

1

n2n
:

(2) Ha ai > aj , akkor az ("ij
1 ; "ij

2 ; . . . ; "ij
n ) preferencia n-esek kÄozÄul a

kÄovetkez}o alak¶u tartalmaz maxim¶alis nem 0 elemet:
µ

1

2
;
1

2
; . . . ;

1

2| {z }
k

; 0; 1; . . . ; 1

¶
ahol 0 · k < n :



156 Dombi J¶ozsef { Vincze N¶andor

Ekkor
nX

k=1

wk"ij
k =

1

2
¡

µ
k

2
+ 1

¶
1

n2n
;

Ez a kifejez¶es maximum¶at k = 0 esetben veszi fel. Ekkor

("ij
1 ; "ij

2 ; . . . ; "ij
n ) = (0; 1; . . . ; 1) ¶es max

i;j

nX

k=1

wk"ij
k =

1

2
¡ 1

n2n
:

Ezzel bel¶attuk a lemma ¶all¶³t¶as¶at, ¶³gy a s¶ulyoz¶as helyess¶eg¶et bizony¶³tottuk.

A t¶etel bizony¶³t¶asa. Ekkor a s¶ulyozott Äosszeg ¶ert¶ek¶ere igaz:

1

2
<

nX

k=1

wk"ij
k · 1 ha ai <L aj ;

0 ·
nX

k=1

wk"ij
k <

1

2
ha ai >L aj :

Ekkor erre a s¶ulyozott Äosszegre alkalmazva a ¿ m¶odos¶³t¶o fÄuggv¶enyt, kapjuk,
hogy

¿

Ã
nX

k=1

wk¿(p(xik; xjk))

!
=

½
0 ha ai >L aj ;
1 ha ai <L aj ;

¶³gy ¿(
Pn

k=1 wk¿(p(xik; xjk))) a lexikogra¯kus preferenciarendez¶est adja k¶et
alternat¶³va kÄozÄott. Ily m¶odon ezzel a konstrukci¶oval egy lexikogra¯kus dÄont¶esi
fÄuggv¶enyt adtunk meg. Az ebben szerepl}o ¿(x) kÄuszÄob¶ert¶ek fÄuggv¶eny nem
folytonos, ¶³gy a lexikogra¯kus dÄont¶esi fÄuggv¶eny sem az. A m¶odos¶³t¶o fÄuggv¶eny
¶altal¶anos alakja:

¿piqi(x) =

8
><
>:

0 ha 0 · x < pi ;
x¡pi

qi¡pi
ha pi < x < qi ;

1 ha qi < x · 1 :

Innen ad¶odik, hogy ha pi ¶es qi param¶eterek ¶ert¶eke 1
2 -hez tart, akkor a lexiko-

gra¯kus dÄont¶esi elj¶ar¶ast dÄont¶esi elj¶ar¶asok hat¶ar¶ert¶ekek¶ent kapjuk meg. V¶eve

nX

j=1
j 6=i

¿

Ã
nX

k=1

wk¿(p(xik; xjk))

!

Äosszeget, azon aj alternat¶³v¶ak sz¶am¶at adja meg, melyek ai-n¶el lexikogra¯ku-
san nagyobbak. [0,1]-re transzform¶alva ezeket az ¶ert¶ekeket kapjuk

li =
1

n

nX

j=1
j 6=i

¿

Ã
nX

k=1

wk¿(p(xik; xjk))

!
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norm¶alt ¶ert¶ekeket, melyekre teljesÄul, hogy

li > lj () ai < aj ;

azaz a kapott ¶ert¶ekeken a val¶osakon ¶ertelmezett rendez¶es szerinti sorrend
megegyezik az alternat¶³v¶akon vett lexikogra¯kus sorrenddel. ¶Igy a t¶etel
¶all¶³t¶as¶at bel¶attuk.

3 A lexikogra¯kus dÄont¶esi fÄuggv¶eny tulajdon-
s¶agai

Ebben a fejezetben megvizsg¶aljuk a lexikogra¯kus dÄont¶esi fÄuggv¶enyt a leg-
fontosabb ¶es a dÄont¶esi fÄuggv¶enyt}ol leggyakrabban megk¶³v¶ant tulajdons¶agok,
a dÄont}os¶eg, a neutralit¶as, a monotonit¶as, a gyenge ¶es er}os Pareto optimalit¶as
tulajdons¶agok teljesÄul¶ese szempontj¶ab¶ol Hwang, Lin [5].

Ahogyan fentebb¶³rtuk, minden ai; aj alternat¶³vap¶arhoz hozz¶a tudunk ren-
delni egy krit¶eriumonk¶enti preferenci¶akb¶ol el}o¶all¶o preferencia n-est, amelyet
jelÄoljÄon

"ij = ("ij
1 ; "ij

2 ; . . . ; "ij
n ); "ij

k = ¿(p(xik; xjk)) ;

¶es amelyekre teljesÄul:

"ij
k =

8
><
>:

0 ha xik > xjk ;
1
2

ha xik = xjk ;

1 ha xik < xjk ;

¶³gy "ij
k 2

©
0; 1

2 ; 1
ª
. Legyen most E =

©
0; 1

2 ; 1
ªn

, ekkor "ij 2 E. JelÄolje

ekkor F az ("ij
1 ; "ij

2 ; . . . ; "ij
n ) 7¡! ¿ (

Pn
k=1 wk¿(p(xik; xjk))) hozz¶arendel¶est.

¿ (
Pn

k=1 wk¿(p(xik; xjk))) fentebbi tulajdons¶agai miatt a lexikogra¯kus dÄon-
t¶esi fÄuggv¶eny fel¶³rhat¶o ezzel a jelÄol¶essel:

F ("ij) =

½
0 ha ai >L aj

1 ha ai <L aj :

3.1 A lexikogra¯kus dÄont¶esi fÄuggv¶eny fontosabb tulaj-
dons¶agai

3.1.1 DÄont}os¶eg

Egy dÄont¶esi fÄuggv¶eny F : E ! ©
0; 1

2
; 1

ª
dÄont}o, ha

"ij 6= (
1

2
;
1

2
; . . . ;

1

2
) =) F ("ij) 6= 1

2
;

gyeng¶en dÄont}o, ha
½

"ij : F ("ij) =
1

2

¾
= (

1

2
;
1

2
; . . . ;

1

2
) ;
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szigor¶uan dÄont}o, ha ½
"ij : F ("ij) =

1

2

¾
= ; :

3.1.2 Neutralit¶as

Egy dÄont¶esi fÄuggv¶eny neutr¶alis, ha

f(1 ¡ "ij
1 ; 1 ¡ "ij

2 ; . . . ; 1 ¡ "ij
n ) = 1 ¡ f("ij

1 ; "ij
2 ; . . . ; "ij

n ) ;

azaz, ha krit¶eriumonk¶ent komplementer¶ere v¶altozik k¶et alternat¶³va kÄozÄott a
preferencia, akkor a dÄont¶esi fÄuggv¶eny ¶ert¶eke (vagyis az aggreg¶alt preferencia)
is komplementer¶ere v¶altozik.

3.1.3 Monotonit¶as (pozit¶³v v¶alaszad¶as)

Egy dÄont¶esi fÄuggv¶eny monoton, ha "ij ¸L "kl, akkor F ("ij) ¸ F ("kl).

3.1.4 Gyenge Pareto optimalit¶as (az egybehangz¶o v¶elem¶enyek ¶er-
v¶enyesÄul¶ese)

Egy dÄont¶esi fÄuggv¶eny teljes¶³ti a gyenge Pareto optimalit¶as tulajdons¶ag¶at, ha
b¶armely (ai; aj) alternat¶³vap¶arra teljesÄul, hogy ha

8k "ij
k = 1 =) F ("ij

k ) = 1; vagy ha 8k "ij
k = 0 =) F ("ij

k ) = 0 :

3.1.5 Szigor¶u Pareto optimalit¶as

Egy dÄont¶esi fÄuggv¶eny teljes¶³ti a szigor¶u Pareto optimalit¶as tulajdons¶ag¶at, ha

8k : "ij
k 2 ©1

2
; 1

ª
¶es 9l : "ij

l = 1 =) F ("ij) = 1 ;

¶es ha 8k : "ij
k =

1

2
=) F ("ij) =

1

2
:

2. Lemma. A lexikogra¯kus dÄont¶esi fÄuggv¶eny teljes¶³ti a kÄovetkez}o tulajdon-
s¶agokat:

1. szigor¶u dÄont}os¶eg
2. neutralit¶as
3. monotonit¶as
4. gyenge Pareto optimalit¶as
5. szigor¶u Pareto optimalit¶as.

Bizony¶³t¶as. 1. DÄont}os¶eg. Mivel feltettÄuk, hogy alternat¶³v¶aink Pareto
optim¶alis halmazt alkotnak, ¶³gy minden ai; aj p¶arra van olyan k eg¶esz, hogy

xik 6= xjk ; ¶³gy f"ij : F ("ij) =
1

2
g = ; ;

ez¶ert kapjuk, hogy lexikogra¯kus dÄont¶esi fÄuggv¶eny szigor¶uan dÄont}o.
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2. Neutralit¶as. A lexikogra¯kus dÄont¶esi fÄuggv¶enyn¶el ez azt jelenti, hogy ha
krit¶eriumonk¶ent megfordul k¶et alternat¶³va kÄozÄott a preferenciair¶any, akkor az
k¶et alternat¶³va kÄozÄotti preferencia is ellentettj¶ere fordul. Ez pedig a lexiko-
gra¯kus dÄont¶es szab¶alyai miatt bel¶athat¶o, hogy igaz. Vagyis a lexikogra¯kus
dÄont¶esi fÄuggv¶eny teljes¶³ti a neutralit¶as felt¶eteleit, ha "ij

k = ¿(p(xik; xjk))-ra:

¿

Ã
nX

k=1

wk"ij
k

!
= 1 ¡ ¿

Ã
nX

k=1

wk(1 ¡ "ij
k )

!
:

Mivel
nX

k=1

wk(1 ¡ "ij
k ) =

nX

k=1

wk ¡
nX

k=1

wk"ij
k = 1 ¡

nX

k=1

wk"ij
k ;

¶es ¿(x)-re de¯n¶³ci¶oja miatt teljesÄul a

¿(®) = 1 ¡ ¿(1 ¡ ®)

fÄuggv¶enyegyenlet, ¶³gy a lexikogra¯kus dÄont¶esi fÄuggv¶eny neutr¶alis.

3. Monotonit¶as (pozit¶³v v¶alaszad¶as). Legyen "ij az ai ¶es aj, "kl pedig
az ak ¶es al alternat¶³v¶akhoz rendelt krit¶eriumonk¶enti preferenci¶ak n-ese. Ha
ai >L aj , akkor F ("ij) = 1, ¶³gy F ("ij) ¸ F ("kl) tetsz}oleges "kl eset¶en. Ha
ai <L aj , akkor F ("ij) = 0. Ekkor

"ij = (
1

2
; . . . ;

1

2| {z }
k

; 0; . . .) ahol 0 · k < n ;

¶³gy, ha "ij ¸L "kl, akkor "kl olyan, hogy ha egy krit¶erium szerinti preferencia
¶ert¶eke "ij -ben 1

2 akkor ugyanezen krit¶erium szerint "kl-ben 0 van, vagy pedig

"kl = (
1

2
; . . . ;

1

2| {z }
k

; 0; . . .) ahol 0 · k < n :

Ekkor mindk¶et esetben F ("kl) = 0; ¶³gy a monotonit¶as teljesÄul.

4. Gyenge Pareto optimalit¶as. Mivel a m¶odos¶³t¶o fÄuggv¶enyre de¯n¶³ci¶oja
miatt teljesÄul, hogy

¿

Ã
nX

k=1

wk ¢ 1

!
= ¿

Ã
nX

k=1

wk

!
= ¿(1) = 1 ;

¶³gy a gyenge Pareto optimalit¶as felt¶etel m¶asodik fele teljesÄul a lexikogra¯kus
dÄont¶esi fÄuggv¶enyre, azaz

¿

Ã
nX

k=1

wk ¢ 1

2

!
= ¿

Ã
1

2
¢

nX

k=1

wk

!
= ¿

µ
1

2

¶
=

1

2
;
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azonban dolgozatunkban feltettÄuk, hogy az alternat¶³v¶ak kÄozÄott nincs k¶et
lexikogra¯kusan azonos, emiatt ¶³gy a gyenge Pareto optimalit¶as teljesÄul.

5. Szigor¶u Pareto optimalit¶as. A szigor¶u Pareto otpimalit¶as felt¶etele tel-
jesÄul, ha

8k : "ij
k 2 f1

2
; 1g ¶es 9l : "ij

l = 1 =) F ("ij) = 1 :

A felt¶etel m¶asodik fel¶ere ugyanaz igaz, amit az el}obbi pontban megfogalmaz-
tunk, azaz, ha 8k : "ij

k = 1
2
, akkor F ("ij) = 1

2
val¶oban teljesÄul, ebben a dol-

gozatban viszont lexikogra¯kus azonoss¶agot az alternat¶³v¶ak kÄozÄott kiz¶artuk,
¶³gy 8k : "ij

k = 1
2 nem fordulhat el}o. ¶Igy a lexikogra¯kus dÄont¶esi fÄuggv¶eny

szigor¶uan Pareto optim¶alis. ¶Igy a lemma ¶all¶³t¶as¶at bizony¶³tottuk.

KÄoszÄonetnyilv¶an¶³t¶as

KÄoszÄonettel tartozunk dolgozatunk lektor¶anak, aki ¶ert¶ekes ¶eszrev¶eteleivel
lehet}ov¶e tette a kÄozÄolt dÄont¶esi elj¶ar¶as gondolatmenet¶enek pontos kifejt¶es¶et,
r¶amutatva a modell l¶enyeges ¶es r¶eszletesebb kifejt¶est ig¶enyl}o elemeire, mint
amilyen p¶eld¶aul az adatok folytonoss¶aga, vagy az ¶altal¶anos keretrendszerben
a param¶eterek v¶alaszt¶as¶anak k¶erd¶ese.
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LEXICOGRAPHIC DECISION MODEL IN A GENERAL FRAMEWORK

In this paper the lexicographic decision process is presented in a uni¯ed way. We
construct a lexicographic decision function using a universal preference function
and a unary function. This construction incorporates the di®erent outranking ap-
proaches, the lexicographic decision process and the utility based decision making
models. Finally we show some properties of the lexicographic decision function.


