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A CRISS-CROSS ALGORITMUS UJ VALTOZATAI
LINEARIS KOMPLEMENTARITASI FELADATOKRA!

CSIZMADIA ZSOLT - ILLES TIBOR
ELTE Operdcickutatdsi Tanszék

Uj tipusu criss-cross médszereket altalanositunk elégséges matrixu linedris
komplementaritdsi feladatokra (LCP). A legtébb LCP megoldé algoritmus
elore feltételez bizonyos tulajdonsigokat a feladat matrixarél. Egy maétrix
elégségessége nehezen ellendrizhetd tulajdonsig (nem ismert rd polinomiélis
eljrds). Algoritmusunk Zhang linedris programozasi illetve Akkeleg-Balogh-
Tliés LCP-QP feladatra adott criss-cross tipusu algoritmusédval rokon. A mi
algoritmusunk abban tér el a linearis komplementaritasi feladatokat megoldé
korabbi modszerektol, hogy szamunkra nem sziikséges a priori informécio
a matrix tulajdonsdgairél. Algoritmusunk leslldsi kritériumai: megoldja az
LCP feladatot, megoldja az LCP feladat dudljat illetve kijelzi azt, hogy a
feladat matrixa nem elégséges és ezért ciklizdlasra keriil(het)ne sor. Annak
ellenére, hogy algoritmusunk altalanosabb feltételek mellett dolgozik, mint
Akkelesék moddszere, mégis sikeriilt az algoritmus végességét egyszeriibben
bizonyitani. Az algoritmus végessége egyben 1j, konstruktiv bizonyitast je-
lent a Fukuda és Terlaky &dltal LCP dualitas tételnek nevezett eredményre.

Kulcsszavak: Linearis komplementaritasi feladat, elégséges matrixok, criss-
cross tipusu algoritmus, alternativa és EP—tételek.
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1 Bevezetés

A linedris komplementaritasi feladatot (LCP) a kovetkezé mdédon fogalmaz-
hatjuk meg: keresiink olyan u,v € IR" vektorokat, amelyekre

—Mu+v=q, uv=0, u, v>0, (1)

ahol M € R"*"™, q € R™ és uv = (ujv1,...,Uptp).

A linedris komplementaritasi feladat a matematikai programozas egyik
legtobbet kutatott teriilete. Kiterjedt a gyakorlati felhasznalasa, sokréti
elméleti problémadi, algoritmusainak hatékonysdga és egyszeriisége mind-mind
olyan tényezd, amely sok kutatd szamara vonzova teszi ezt a teriiletet.

A linedris komplementaritasi feladat NP-teljes, s6t még akkor is NP-
teljes marad, ha az M matrixot megszoritjuk a negativ szemidefinit matrixok
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osztélyéra [4], vagy a By matrixok osztélyédra [14]. A Py matrixok osztalynak
része az un. elégséges mdtrizok osztalya.

Az LCP feladat megoldédsara tobbféle pivot tipusu algoritmus létezik. A
criss—cross algoritmust egymdastol fiiggetlentil —de kiilonb6z6 optimalizalési
feladatra kozel egyidében— fejlesztették ki Chang, Terlaky illetve Wang.
Azéta a criss—cross médszer alatt algoritmusok egy csaladjat értjiik, amelyek
az indexvalasztasi szabalyban kiilénboznek egymastdl, és kozos benniik az,
hogy primal-dudl tipusu algoritmusok, a bazisok fizibilitdsat nem kovetelik
meg, és az indexvalasztas biztositja az algoritmusok végességét.

Linearis komplementaritasi feladat adédik kvadratikus programozasi fe-
ladat Karush—Kuhn—Tucker feltételeibdl is. Konvex kvadratikus célfiiggvény
esetén az LCP feladat M matrixa biszimmetrikus. Ilyen LCP feladatra
fogalmaztdk meg 1j tipusu criss—cross algoritmusaikat Akkeles, Balogh és
Ilés [1]. Az &altaluk alkalmazott indexvalasztési szabdly a LIFO (utoljéra
béazisba bekeriilt valtozé elsének tédvozik onnan) illetve a leggyakrabban moz-
gott valtozo kivalasztasi szabalya. Erdekes kérdés az, hogy melyik a legbévebb
matrixosztaly, amelyre a criss—cross tipusu algoritmus az el6bbiekben emlitett
pivotalasi szaballyal altalanosithaté ugy, hogy ciklizalas ne lépjen fel.

Az elégséges matrixok fogalmét elészor Cottle, Pang és Venkateswaran
[7] vezették be. Az elégséges matrixokat a P és PSD matrixok dltaldnosita-
sainak foghatjuk fel. Véliaho [20] megmutatta, hogy az elégséges matrixok
valdjdban megegyeznek a P, matrixokkal. Hertog, Roos és Terlaky [10] bi-
zonyitottak, hogy az elégséges matrixok éppen azon matrixok, amelyekre a
minimalindexes criss—cross algoritmus tetszéleges jobb oldal esetén megoldja
az LCP feladatot.

Els6 célunk, a LIFO és a leggyakrabban mozgott valtozo pivot szaballyal
ellatott criss—cross algoritmust elégséges matrixi LCP feladatokra dltaldano-
sitani. Az &ltaldnositds mellett az [1] cikkben kozolt végesség bizonyitédst
is leegyszerusitjiilk. Ezen valasztasi szabalyok egy elonye, hogy elsésorban
az algoritmus elején jelentOs szabadsagot biztositanak a véaltozé kivalasztasa
terén, igy gyakran lehetdséget kinalnak a numerikusan instabil baziscserék
elkeriilésére is.

Jelenleg nem ismeretes hatékony algoritmus annak eldontésére, hogy egy
adott matrix elégséges-e. (Viliaho [19] kifejlesztett egy induktiv mddszert
elégségesség ellendrzésére, de a mddszer nem polinomidlis.) A kordbban
elégséges matrixi LCP feladatokra adott algoritmusok gyakorlati szempont-
bol héatranyos tulajdonsaga volt, hogy elore kellett ismerniiik az M matrix
elégségességét. Fukuda, Namiki és Tamura [8] adtak elszor olyan algorit-
must, amely Fukuda és Terlaky [9] LCP dualitds tételének EP formdban
valé megfogalmazéasara épiilt, és nem igényelt elézetes informaciot a matrix
elégségességérol. Ha az algoritmus ennek hidnya miatt nem tudott tovabb
lépni, vagy ciklizalni kezdett, akkor a matrix nem elégséges voltanak poli-
nomialis méreti bizonyitékat szolgaltatta.

Masodik célunk az elégséges matrixokra altalanositott algoritmust ugy
kiegésziteni, hogy tetszoleges M métrix és q jobb oldal vektor esetén vagy
megoldja a feladatot, vagy pedig polinomidlis méretii bizonyitékat adja an-
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nak, hogy az M métrix nem elégséges. Ez jelentGsen megnoveli az algoritmus
értékét, hiszen az LCP feladatok igen széles korére alkalmazhatéva teszi az
algoritmust anélkiil, hogy a matrix tulajdonsigairdl a priori informéciora
lenne sziikségiink. S6t, a pivot pozicié megvalasztasanak az eredeti minimal
indexes criss—cross algoritmushoz képest megnévekedett szabadsiga szamos
esetben lehetévé teszi numerikusan instabil pivotalasok elkeriilését, novelve
a criss—cross médszer gyakorlati alkalmazhatdosagat.

Az igy médositott algoritmus végességének a bizonyitasa egyben 1j, kon-
struktiv bizonyitdst jelent a linedris komplementaritési feladat dualitas téte-
lének az erdsebb, EP-tétel alakjaban megfogalmazott valtozatéara is.

Végezetiil térjiink ki a cikkiinkben hasznélatos jelolésekre:

X, x; vektorokat vastag betii, skalarokat normal beti jelzi
vu a v és az u vektorok koordindtankénti (Hadamard) szor-
zata
M az LCP feladat egyiitthatématrixa, M € IR™*"™
B bézis, a [ M, I] € IR*"*?" egy n x n-es nemszinguldris
részmatrixa
M egy adott bazishoz tartozd révid pivot tdbla matrixa
Mp egy adott bazishoz tartozo révid pivot tabla matrixa, ha
célszerii kiemelni, hogy a B bazishoz tartozik
m; az M matrix j-edik oszlopvektora
7 =n+ihate{l,...,n}és=i—nhaic{n+1,...,2n}
Jp a B béazishoz tartozé valtozdk indexhalmaza
Jy :=dJg a B bazison kiviili véltozdk indexhalmaza
®, ©, +, — nemnegativ, nempozitiv, pozitiv ill. negativ elemet jelol

<. o> jeloli a generalt alteret

2 Elégséges matrixok

A linedris komplementaritdsi feladatok vizsgédlatat és megolddsi médszereinek
a hatékonysdgat jelentésen befolydsoljdk az M métrix tulajdonsdgai. A ko-
vetkezOkben attekintjik az LCP feladatok megfogalmazasakor hasznalatos,
fontosabb matrixosztalyokat.

Sziikségiink lesz a kovetkezO, technikai jellegti definicidra.

2.1 Definicié. Az M € IR"™ " mdtriz egy o = {oa,..., o} C {1,...,n}
indexhalmazhoz tartozo négyzetes részmdtrixzdt, az My, mdtrizot, diagondlis
menti négyzetes részmatrixnak nevezzik.

Kovetkezzen az elégséges mdtrizok [7] értelmezése.

2.2 Definicié. Egy M € IR"™ ™ mdtrizot oszlop elégségesnek nevezink, ha
nem létezik x € IR™ vektor, amelyre

z; (Mx), <0 minden i€ {l,...,n} indexre
zj (Mx); <0 wvalamely j € {1,...,n} indexre

(2)

és sor elégségesnek nevezziik, ha a transzpondltja oszlop elégséges. Az M
matriz elégséges matrix, ha egyszerre oszlop és sor elégséges is.
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Megmutathatd, hogy az oszlop elégséges matrixok pontosan azok a mat-
rixok, melyekre az LCP megolddshalmaza konvex [7].

Az elégséges matrixokat elészor Cottle és tarsszerzii [7] vezették be. Meg-
mutattak, hogy ezek a P-matrixok és a pozitiv szemidefinit matrixok al-
talanositdsai. Az elégséges métrixokrdl azt is megmutattdk, hogy specidlis
strukturaju Py-matrixok.

Késébb Hertog és tarsszerzéi [10] igazoltdk, hogy az elégséges matrixok
éppen azok a matrixok, melyekre a szokdsos minimalindex szabalyu criss—
cross modszer barmely jobb oldali q vektor esetén véges 1épésben vagy taldl
egy megoldast, vagy kimutatja, hogy az LCP nem megoldhato.

Az elégséges matrixok néhany fontos tulajdonsiganak a bemutatdsidhoz
sziikségunk lesz a szigoruan eldjelfordito, illetve szigoruan eldjeltarto vek-
torok fogalmédra, [8].

2.3 Definicié. Egy x € IR*" vektort szigorian eldjelforditénak neveziink, ha

r;x; <0 minden i=1,...,n indexre
;27 <0 wvalamely i € {1,...,n} indexre.

Egy x € IR?™ vektort szigortian eljeltarténak neveziink, ha

r;ix; >0 minden i=1,...,n indexre
x;x; >0 wvalamely i € {1,...,n} indexre.

Vezessiik be a
V= {(u,v) € R*"|[-M,I|(u,v) =0}

illetve a
vti={(xy) e R*"|[I,M"](x,y) = 0}

altereket. Nyilvanvald, hogy a V illetve V- IR?" alterek egymads ortogonalis
kiegészito alterei.

2.1 Lemma. Egy M € IR"™™ madtrizot pontosan akkor neveziink elégséges
mdtriznak, ha a V altérben nincs szigorian eldjelfordits vektor, illetve a V+
altérben nincs szigorian eldjeltarto vektor.

Vezessiik be a rovid pivot tabla fogalmat, amely lehet6vé teszi a késGbbiek
soran bizonyitasaink egyszerl szemléltetését.

2.4 Definicié. Legyen adott egy véges S wvektorhalmaz, melynek tagjait a
J halmazzal indexeltiik. Legyen tovdabbd a Jg C J olyan, hogy az elemeivel
indexelt vektorok az S egy bazisdt alkotjik. Jeldlje Jy = J\Jp a nem bdzisbeli
vektorok indexhalmazdt. Fkkor a Jg bdzishoz tartozo rovid pivot téabla az
M e RVBIXUNI mdtriz, amelyre m; a j € Jy index dltal jelolt vektor Jp
szerinti eldallitdsanak @ € Jp index dltal jelolt bdzisvektor egyiitthatdjat adja
meg.
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A kovetkez6 lemméra a méatrixok eldjelszerkezetének vizsgédlatakor lesz
sziikségunk, mely elGjelszerkezet valéjaban az elégséges matrixok altalunk
felhaszndlt minden tulajdonsagat tartalmazza.

2.2 Lemma. (Cottle, Pang és Venkateswaran [7].) Legyen M elégséges
mdtriz, B bdzis, -
M =[m;j:i€ Jp,j€ Jn]
a hozzd tartozo rovid pivot tabla. Ekkor a kovetkezd dllitdsok teljestilnek:
(a) Mz > 0 minden ¢ € Jp indexre, tovabbd
(b) minden i € Jp indexre, ha My = 0 akkor m,;; = mj; =0
vagy m;; - Mz <0 minden j € Jp, j # i esetén.

Meg kell emliteni, hogy a lemma bizonyitasa konstruktiv, tehat ha valahol
sériil a kivant eldjelszerkezet, akkor az M tablajabdl konnyen kiolvashaté a
bizonyiték, hogy M nem elégséges.

Egy M € IR™ "™ métrix dtrendezésén a PT M P métrixot értjiik, ahol P
egy permutdciomatrix. A kovetkez6é eredmények bizonyitdsa megtaldlhatd
Cottle [5] dolgozataban.

2.3 Lemma. Legyen M € IR" "™ egy tetszdleges sor (oszlop) elégséges
mdatriz. Ekkor az M mdtriz

1. tetszdleges dtrendezése is sor (oszlop) elégséges,

2. DMD alaki szorzata is sor (oszlop) elégséges, ahol D € IR™ diagondlis
mdtriz,

3. tetszdleges diagondlis menti négyzetes részmdtriza is sor (oszlop) elég-
séges.

Konnyen igazolhatd, hogy ha az M elégséges, akkor beldle tetszoleges
pivot sorozat utdn kapott M métrix is az, vagyis az elégséges matrixok
osztalya pivot miveletre zart, igy a criss—cross tipusu algoritmusok soran
a tabla elégségessége megdrzodik.

Egy M € IR™ "™ métrix és a C {1,...,n} esetén ha M,, nemszinguléris,
akkor az o indexhalmazhoz tartozé blokkpivotaldsi miiveletet (mely sordn az
a index( véltozdkon egyszerre végziink baziscserét [15]) jeldlje 74

2.4 Lemma. Legyen My, az M oszlop (sor) elégséges mdtriz egy nemszin-
guldris, diagondlis menti négyzetes részmdatriza. Ekkor az M = no(M) is
oszlop (sor) elégséges [5].

Tehat az elégséges matrixok osztalya a blokkpivotaldsra nézve is zart.

3 Linearis komplementaritasi feladatok alter-
nativa tétele

Annak eldontése, hogy egy tetszoleges LCP feladatnak van-e megoldésa, N P-
beli feladat, és nem feltétlen co-IN P-beli, de bizonyos matrixosztalyokra az.
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Ilyen métrixosztaly az elégséges matrixok osztélya is. Fogalmazzuk 4t az (1)
feladatot egy kissé, ehhez definialjuk a
V(M,q) = {(u,v)eR*™:-Mu+v=q}
VMgt = {(xy) eR":x+M"y=0,q"y=-1}

affin altercket. Az (1) linedris komplementaritdsi feladatot ekkor a kovetkezd
alakban fogalmazhatjuk meg,

(P—LCP) : keresendd az (u,v) € V(M, q)ﬂB?B”, melyre u-v = 0 teljesiil.

Az optimalizalds elméletben felmeriilé igen természetes kérdés, hogy ha a
(P — LCP) feladatnak nincsen megolddsa, akkor az adataival megadhaté-e
egy olyan feladat, amelynek van megoldasa.

Fukuda és Terlaky [9] vélaszolta meg ezt a kérdést egy igen altaldnos
forméaban, irdanyitott matroidokon definidlt linearis komplementaritasi prob-
1émak esetén. Fukuda és Terlaky eljardsét kovetve definidljuk a (D — LCP)
feladatot.

(D—LCP) : keresend$ az (x,y) € V(M, q)LﬂB?B”, melyre x-y = 0 teljesil.

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy az igy definidlt rendszerek koziil legfel-
jebb az egyik oldhaté meg.

3.1 Lemma. Bdrmely M € IR"*" elégséges mdtriz és q € IR™ vektor esetén
legfeljebb az egyik teljesiil:
(1) az LCP feladatnak van (u, v) megengedett komplementdris megolddsa,
(2) a D-LCP feladatnak van (x,y) megengedett komplementdris megolddsa.

Bizonyitds. Tegytk fel, hogy mindketté megoldhatd, és legyen (u,v) a
(P —LCP) és az (x,y) a (D — LCP) feladat egy-egy megolddsa. Ekkor a
—Mu+v=q
feltételbdl az y” vektorral balrél valé szorzds utan
~y'Mu+y'v=y'q=-1

adédik. A (D — LCP) elsd feltételét haszndlva, az egyenlet bal oldalat
atalakitva, és a valtozék nemnegativitdsat is figyelembe véve

0<xTu+ylv=-1

Osszefiiggést kapjuk, ami ellentmondas. [

3.1 Megjegyzés. 3.1 fejezetben az ott bevezetésre keruld tuj tipusi criss—
cross algoritmus segitségével megmutatjuk, hogy a (P — LCP) és (D — LCP)
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feladatok kézil valamelyik mindig megoldhatd (3.2 Tétel), ha az M mdtrix
elégséges.

Ez egyben azt is jelenti, hogy ha az M métrixunk elégséges és racionalis,
akkor a (P— LCP) feladat nem megoldhatéséga jol jellemzett, és polinomiélis
méretil bizonyiték adhaté ra, éspedig a (D — LCP) feladat egy megoldésa.

A 3.1 lemma altaldnositdsaval a 4. fejezetben foglalkozunk.

3.1 A criss-cross tipusiu algoritmus

Elséként Akkeleg, Balogh és Illés [1] algoritmusdnak &ltalanositdsdval fog-
lalkozunk elégséges matrixokra. Jelolje Z := {uq,uz, ..., Un, V1, V2, ..., Un } U
{q} a véltozék halmazat, mig I := {1,2,...n,1,2,....,7} U {q} a megfelels
indexhalmazt, ahol |Z| = |I| =2n+1. A jeldlés egyszeriisitésének érdekében
legyen & = a minden « € I'\{q} indexre, vagyis az & komplementéris parja az
a. Felhivjuk a figyelmet azonban, hogy a révid pivot tablat minden esetben
az {1,...,n} koordindtdkkal indexeljiik értelemszertien.

A lineéris komplementaritési feladat, (1), kiindulé, komplementaris meg-
olddsa az u =0, v = q. A pivot tdbla métrixat M jeloli.

A kezdeti komplementdris megolddsbdl, pivotaldssal, megengedett kom-
plementéaris megoldas elédllitasa a célunk. A 2.3 és a 2.4 lemmak biztositjdk,
hogy a feladat matrixanak az elégségessége a pivotalasok soran megdrzodik.

Kétfajta, diagonalis és felcserélés pivot miiveletet fogunk végezni, melyek
mindegyike megdrzi az aktualis megoldas komplementaris voltat.

Legyen az algoritmus egy 1épésében a v; véltozé értéke nem megengedett.
Ha m;; <0, akkor diagondlis pivotot végziink, mely sordn u; belép a bazisba,
mig v; elhagyja azt.

Ha azonban m;; = 0, akkor olyan k indexen kell pivotalni, melyre m;, <
0. Az igy kapott megoldds azonban nem lesz komplementéris, igy ennek
visszaallitasdra pivotédlni kell a (k, j) pozicién. A 2.2 lemma alapjan my; > 0.
A két pivotot egyiitt felcserélds pivotnak nevezzik.

Uj J k
vj +
Uj — —
Vg — 0 -

Diagonalis pivot Felcserélos pivot

A felcserélds pivot dbraja szerinti helyzetben u; és uy, belép a bazisba, mig
v; és vy, elhagyja azt. Azt mondjuk, hogy ekkor az uy, vy valtozokat aktivan,
mig az u;,v; valtozékat passzivan véalasztottuk ki.

A LIFO pivotélasi szabdlyt az [1] cikkben a szerzék egy s, : I — INZN
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szamlalo vektor segitségével kezelik:

T, ha az a € I indexi valtozé mozog az r-edik iterdcioban
sr—1(a), egyébként.

Legyen tovdbbd sp(a) = 0 minden « € I indexre. Konnyi beldtni, hogy
Sr 2 Sr—1 éS Sy 3& Sp—1.
Az algoritmust a kévetkezOképpen fogalmazhatjuk meg.

Input:
Adott az (1) feladat az M elégséges matrixszal és legyen
M:=-M,§:=q,r:=1.
Begin
J={a€el:q, <0}
While (J # 0) do
Imax = {B € J :8,-1(F) > sr_1(a), bérmely o € J}
Legyen k € Jpax tetszoleges
If (Mg < 0) then
diagonalis pivot my;, elemen
s modositdsa
ri=r+1
Else
K :={a€l:mg, <0}
If (K =0) then
Stop: Az LCP-nek nincs megengedett megoldasa
Else
Kmax = {8 € K :8,-1(8) > s,_1(a), bdrmely o € K}
Legyen | € Ky ax tetszoleges
Felcserélos pivot az my; és my, elemeken
s modositasa
ri=r-42
Endif
Endif
EndWhile
Stop: Megengedett és komplementaris megoldast allitottunk el
End

Criss—cross tipusi algoritmus

Az algoritmus a trividlis komplementaris megolddsbdl indul, és mivel csak
diagonalis illetve felcserélo pivotokat csindl, ezért a komoplementaritdst meg
is Orzi. Lévén a matrix elégséges, a 2.2 lemma biztositja, hogy ha felcserélo
pivotra kertil sor, akkor a matrix kivélasztott elemeinek az eléjele megfeleld
lesz. Az algoritmus csak olyan esetben &ll le, ha vagy nincs megoldds, vagy
megtaldlta azt. Elég tehat azt igazolni, hogy az algoritmus véges. Figyelembe
véve azt, hogy a lehetséges bazisok szama véges, ezért azt kell megmutatnunk,
hogy a criss-cross tipusu algoritmus nem ciklizdl.
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Init: M=-M
g=q, r=1
|
-

Komplementiris

Igen = 610
Megengedett ®
komplementris
megoldds

Igen
k

Diagonalis
pivot lehetséges?

Felcsereld
pivot lehetséges?

Nincs megoldds

D e e B

1. dbra. A criss—cross tipusu algoritmus folyamatdbréija

3.2 Az ortogonalitasi tulajdonsag

171

Akkeles, Balogh és Tllés [1] bizonyitdsit dltaldnositjuk elégséges métrixokra,
mikozben egyben le is egyszertsitjik azt, lehetévé téve az algoritmus modo-
sitasat az EP-tételek szellemében. Bizonyitasunk jelentos része a jol ismert

ortogonalitasi tételen alapszik.

Definidljuk a t(, i € Jp illetve a t;, j € Jy U {q} vektorokat [11] a

kovetkezoképpen:

(tu))k —

Mik,
L,
0,

ha k € JyU{q}
ha k=1
ha k € Jg\ {i}
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illetve

mkj, ha k € Jp
(tj)k-: —1, hak;:]
0, hake(JvU{g)\{j}

Ezek utén az ortogonalitdsi tételt [12,11] az aldbbi formédban mondhatjuk
ki:

3.1 Tétel. Bdrmely M € IR™ ™ madtriz és tetszbleges B’ illetve B"” bdzisok
esetén az Mg, mdtrizhoz tartozdé t (V) vektorok merdlegesek az Mpr mdtrizhoz
tartozo t;’ vektorokra.

3.3 Majdnem leallasi tablak

Réatérhetiink az algoritmus végességének bizonyitasara. Tegyiik fel, hogy van
olyan példa, amelyre az algoritmus nem véges. Mivel a lehetséges komple-
mentaris bazisok szama véges, legfeljebb (2:), igy ez csak gy lehetséges, ha
ciklizélds 1ép fel. A ciklizaldst mutatd példak koziil vegyiink egy minimalis
méretlit. Egy ilyen probléma esetén a minimalitas miatt egy ciklus soran
minden valtozé mozog.

Tekintstink azt a pillanatot, amikor méar minden valtozé legalabb egyszer
mozgott. Ekkor mar |Jmax| = | Kmax| = 1 minden iterdciéban, mivel minden
pivotalasnal a mozgoé valtozokhoz olyan s szamlalo értéket rendeliink, mely
még nem szerepelt, és azonos értékil valtozéknak mindig az egyike és csak az
egyike van bazisban.

Tekintstik az r-edik iteraciét. Az aktualis bazisbeli véltozdk koziil az s
szerinti rendezés alapjan legkisebb sorszamu v, valtozé indexére igaz, hogy

p=argmin{i € Jg : 5,.(1) <s,.(j), Vi€ Jp}.

Figyelembe véve, hogy a v, valtozénak az s szerinti értéke mindaddig nem
modosul, amig a bazisban van, ezért a pivotalasi szabaly szerint, ha a soraban
kezdeményeziink pivotaldst valamely /' > r iterdciéban, akkor (i) nem megen-
gedettnek kell lennie, és (ii) a nem megengedett véltozdk kozott az s szerinti
rendezésben maximalis kell, hogy legyen az s, (p) értéke. Az (ii) feltétel
kizarélag tugy teljestilhet, hogy a v, az egyetlen nem megengedett valtozé az
r’ iterdcidoban. Ehhez az allapothoz tartozé rovid pivot tablak a kovetkezdk
lehetnek:

1. Az algoritmus kivélasztotta a v, véltozét a bézisbdl vald tavozdsra.

Az m,, < 0, vagyis diagonalis pivot [(a) tabla] lehetséges: w, bekertl
a bazisba, mig v, elhagyja azt.
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Up Uj Up
P (b) &
@ v; + | D
@ @
@ @
Vp — | = Vp — 0] —

A diagonélis pivot utan az s értékei az aldbbi szabély szerint médosulnak
' ha a € {p,p};
se(a) = { sr—1(a), egyébként .

. Az algoritmus kivélasztja v, véltozét a bazisbdl valé tdvozdsra, de

mpp = 0, vagyis felcserélds pivot [(b) tébla] szitkséges. Az u, és u;
valtozok belépnek a bézisba, mig a v, és v; valtozok elhagyjak azt.

A q oszlopa azonos az eléz6 esetével. Ebben az esetben nem lényeges,
hogy u; vagy v; véltozé van-e a bazisban. Mi azt az esetet vizsgaljuk,
mikor v; van a bézisban. A mdsik esetben csupan az s,.;1(c) defini-
ciéjaban kell a j és j szerepét felcserélni.
T, ha a € {p,j};
Srp1(a) =< 7 +1, ha a € {p,j};
sp—1(a), egyébként .

. Az algoritmus egy u; valtozot valaszt a bazisba val6 belépésre, de m; =

0, igy felcserélés pivotra van sziikség, és az algoritmus kivélasztja az u,
valtozot is.

up Uj
(c) ©
S
Up +
S
S
v |l®e - & — @& - @& 0]|-

A viélasztési szabdly értelmében v; sordban csak az u), és a q oszlopaban
lehet negativ elem, és 1évén m;; = 0, igy a 2.2 lemma alapjan az
u; oszlopa a v; sordnak segitségével kitolthet6. IEbben az esetben
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sem lényeges, hogy u; vagy v; van-e a bdzisban. Mi azt az esetet
vizsgaljuk, mikor v; van a bézisban, a mésik esetben csupan az s,41(a)
definiciéjaban kell a j és j szerepét felcserélni.
' ha a € {p,j};
sppi(a) =14 r+1,  ha a€{pj};
sp—1(a), egyébként .

A kés6bbiek miatt érdemes megfigyelni, hogy az 1. és 2. esetekben csak az
algoritmus valasztasi szabdlya befolyasolta a dontésiinket, mig a 3. esetben
kihasznéltuk a matrixunk elégségességét az u; oszlopanak kitoltésekor.

Most pedig tekintsiik azt a pillanatot, mikor az u, djra elhagyja a bazist.
Ez legyen az r” > 1’ iterdciéban, és a hozzdtartozé bazist jelolje B”. Az r”
iteraciéhoz tartozd rovid pivot tabla a kovetkez6 haromféle format oltheti fel:

A. A pivotalasi szabdly alapjan az u, véltozét valasztjuk ki a bazis elha-
gyasara, mp, < 0, vagyis diagonalis pivotdlasra keriil sor.

Up (] Up
(A) ® (B)
6:9 up +
Up — — Up — 0 —

B. A pivotdlasi szabdly alapjan u, véltozét valasztjuk ki a bazis elhagyé-
sara, de mp, = 0, vagyis felcserélds pivotra van sziikség: v; (vagy w)
belép a bézisba, mig u; (vagy v;) elhagyja azt.

C. A algoritmus az u;(vagy v;) véltozét vélasztja, de my = 0, igy felcseré-
16s pivotra van sziikség, és v, belép a bazisba, mig u; elhagyja azt. A
masodik pivotaldsnal u, tavozik a béazisbdl és v; belép.

Up (Y
(©)
Up +
Uuy — 0 —

A kovetkezOkben megmutatjuk, hogy ha az M elégséges matrix, akkor
az (a) — (c) tédbldk egyikét sem kovetheti az (A) — (C) tablék valamelyike.
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A kovetkezd fejezetben definidlt algoritmus elemzésének érdekében kiilén fi-
gyelmet forditunk arra, hogy az esetek vizsgalatdban milyen szerepet jatszik
a matrix elégségessége.

3.4 Segédtételek

A kovetkezOkben megmutatjuk, hogy az (a)—(c) tdblak egyikét sem kovetheti
az (A) — (C) tébldk egyike sem. Elébb azokat az eseteket vizsgdljuk meg,
amelyek nem hasznéljak a linedris komplementaritasi feladat matrixanak
elégségességét.

El6szor azt mutatjuk meg, hogy a (c) tdblat nem kdvetheti az (A) illetve
(B) téblak egyike sem.

3.2 Lemma. Jelslje Mp: a (c) esethez, mig Mpn az (A) (illetve a (B))

esethez tartozé bdzis tdbldkat. Tekintsik a t') és t, vektorokat, amelyek
rendre a v; bdzis vdltozé Mp: tdblabol kiolvashato sordhoz, illetve az Mpn
tablabol kiolvashato q vektor oszlopdhoz tartoznak. Ekkor

)Tt > 0.

Bizonyitds. Legyen J"' := {a € Jgr : § < 0}. Az (A) (illetve a
(B)) tabla értelmezése miatt p € J”, és mivel az u, valtozét vélasztottuk a
bdzisbdl vald tdvozdsra, ezért az indexvélasztdsi szabdly alapjan a J” elemei
koziil ez érkezett legkés6bb a bézisba, azaz egyik o € J”\{p} indexii valtozd
sem mozgott az Mp: bazis 6ta, és igy J"\{p} C Jp teljesiil, és {gy t%i =0
minden ¢ € J"\ {j, p} indexre, vagyis

Z t_}ttilq =0 ) (3)
i€\ {7}
Figyelembe véve, hogy s,/(j) = 8,(p) és sp7_1(j) > spn—1(p) tudjuk, hogy

th, és t%’q nemnegativak. A (c) tdblabdl kiolvashatjuk, hogy téj =0, t%; =
1, t%ﬁ =0, t%p < 0és t%q <0, igy

s 5, 5, + oty + Ut + 4 by, > 5t — 15, >0, (4)

JJ 14 Jji i Jjp Pq Jjp "Pq jq“aq = “jp'ra

lévén t, = —1 definicid szerint, és ¢, < 0 az algoritmus vélasztdsi szabalya-
nak értelmében ((A) és (B) tabldk).

Ha tovabba I ¢ J” U{j,7,p,D,q}, akkor ismét a (c) 4brdbdl kiolvashato,
hogy t%z >0 és J" definicidja szerint ¢j; > 0, vagyis

Yoot >0, (5)
I¢Ju{j.j,p,p,q}

Osszeadva a (3)-(5) egyenlétlenségeket éppen az allitdsunkat kapjuk. [

Figyeljik meg, hogy a (c) tabldbdl a v, valtozé sordt tekintettiik, mig
az (A) és (B) tabldkndl a q oszlopdt, tehdt nem haszndltuk ki a mdtrix
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elégségességét, és igy a lemma csak a pivotéldsi szabdlytdl fiige: a (c) és (A)
(illetve (B)) esetek, az ortogonalitdsi tétel miatt, az el6z6 lemmat figyelembe
véve kizarodak, fliggetleniil a matrix elégségességétol.

A kovetkezd lemménk értelmében az (a) és a (b) tablakat nem kovetheti
a (C) tabla.

3.3 Lemma. Jelolje Mp az (a) (illetve (b)) esethez, mig Mp» a (C) esethez
tartozo bdzis tdbldkat. Tekintsik a t; és t”(") vektorokat, melyek rendre az
Mp: tabla q oszlopdhoz, illetve az Mg tdbla w; bdzisvdltozdjanak a sordhoz
tartoznak. Ekkor

")t >0.

Bizonyitds. Az €l6z6 lemméhoz hasonléan J := {i € Iy~ : t]; < 0} C
Iy, 1gy t;, = 0 teljesiil barmely i € J}” indexre, és emiatt

St =0. (©

ieJ]’

Tovéabbd, minden j ¢ Jy := J/" U{l,1,p,p, q} indexre t; >0ésth, >0, igy

> tti 0. (7)

JEJ2
Az Mp: és Mpn tablakbdl kiolvashatd, hogy t, = —1, tj =1, t}; =1}, =
t;q = (0, tovabbi tﬁj <0, % <0, t%q <0, tg—q >0 és tfq >0 igy

iy ) " 4! g "ogr gl " 4! " g
By 1ty + Uty Lt ity = L, + U5t — L > Lt

"
7l(1 Ijq_th>0'

Osszeadva a (6) — (7) Osszefiiggéseket, a kivant allitast kapjuk. (]

Az €l6z6 lemméaban sem hasznaltuk ki az M matrix elégségességét. Ré-
térhetink azoknak az eseteknek a targyaldsara, amikor a feladat matrixanak
az elégségessége lényeges lesz.

A kovetkez6 lemméban igazoljuk, hogy az (a) (illetve (b)) tdbldkat nem
kovetheti sem az (A), sem pedig a (B) tabla.

3.4 Lemma. Legyen adott az (u',v') és (u”,v"), komplementdris megoldd-
sok, amelyek rendre az (a) és (b), illetve az (A) és (B) tdbldkhoz tartoznak.
Ekkor

(W —u" )M -u")<0.

Bizonyitds. Mind a négy esetet egyszerre bizonyitjuk.

(u/_u//) M(u'—u”) _ (u/_u//) (q+Mu'—q—Mu”)

_ (u/ _ u//) (VI _ V”)

= uv —uv' —u' v +u Vv

- —uv'—u" VI,
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ahol az utolso egyenloség a megoldasok komplementaritasdnak a kovetkezmé-
nye. Jelolje J” :={a € Jp» : ¢ <0}. A pivotélasi szabély miatt s, (p) >
spi (@), barmely a € J”’\ {p} indexre, igy ezen indexek nem mozogtak B’
bézis 6ta, vagyis a € Jp, és igy barmely i € J”\ {p} indexre

wy v +uf v =0 (8)

teljesiil, hiszen az w vagy v/, illetve u; vagy v, értéke nulla. Az (a) és (b)
illetve az (A) és (B) tabldkbdl kiolvashaté, hogy u;,, = 0, v,, < 0 és uj <0,
U;) = 0, vagyls roon "o,

Uy, v, + Uy, v, >0
"

Tovabba barmely j ¢ J” indexre u}, v}, u}, v}

ug,vi >0, és emiatt

I " /i
uj vy +uj v; >0, (9)

Osszefoglalva, az (u’ — u”’) vektor olyan, hogy (w' —u”) M (u' —u”) < 0. g

Fontosnak tartjuk megjegyezni, hogy a bizonyitdsunk konstruktiv, azaz a
B’ illetve a B” bazisokbdl az M matrix nem elégségességét bizonyité u’ —u”’
vektor konnyedén meghatdrozhato.

A utolsé lemmaéankban azt az esetet vizsgdljuk meg, amikor a (c¢) tdblat a
(C) tébla kévetné.

3.5 Lemma. Jelolje Mg a (¢), mig Mg a (C) esethez tartozé bdzis
tabldkat. Tekintsik a t; és t"W) wektorokat, amelyek az Mp: bdzis tdbla uj
nem bdzis vdltozojanak az oszlopdhoz, illetve az Mpr bdzis tabla w; bdzis
valtozdjanak a sordhoz tartoznak. FEkkor

"7, <0.

Bizonyitds. Legyen J|' = {i € In» : 1}, < 0}\ {j}. Mivel tabldink komp-
lementarisak, és a pivotalasi szabaly szerint mindig azt a valtozdt valasztjuk a
lehetségesek koziil, amelyik a legutoljdra mozgott, igy a J;” indexeihez tartozé
véltozok az Mp: 6tanem mozogtak, ezért J;' C I és J;' C Inv, és igy ti; =0
teljesiil, barmely i € J" esetén. Osszefoglalva

> it =0. (11)
ieJ'u{q}

Mésfeldl, ha i ¢ Jy :=J"U{q,p, D, ], J,, l_}, akkor t;; <0 a (c) dbra alapjan.
A J/" definiciéja miatt t}; > 0, és igy
St <o, (1)
g1

Az Mp: és Mpr tablakbdl, a t vektorok definicidjat is figyelembe véve

! " ! ! " " !l e 4+ " !
th = tlZ:th = t‘IJ = tlp = 0, t” = 1, t_]_] =—1 és tl_} S 0, tlﬁ < 0, th >0
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igy

" 4! 1 41 " 4! " 4! " 4/ 1141 " 47 1"
Hétra van még, hogy megmutassuk, ¢, > 0. A B’ bézis tédblén a (c)
esetén felcserélés pivotot hajtunk végre. Ekkor s,/ (j) = s.(p) = 1’ és
Sp41(j) = s$pp1(P) = ' + 1. Az Mp» tébla esetén J = {p}. Mivel a
tabla komplementaris, igy két eset lehetséges:

1. Ha j € Iyn, akkor az u; az (r' +1) ésar iterdcick kozott mozog, igy
$p(J) > spv (D), és ez a pivotdlasi szabdly szerint csak gy lehetséges,
ha tﬁ > 0.

2. Ha j € Ipn, akkor t]; = 0.

Osszeadva a (11) — (13) egyenlétlenségeket, a kivént allitast kapjuk. g

Az el6z6 lemma bizonyitdsakor a (c) tébla szerkezeténél kihasznéltuk a
tabla elégségességét.

3.5 A criss—cross tipusiu algoritmus végessége

Ebben a részben igazoljuk a criss—cross algoritmus végességét, majd ennek
segitségével 14j, konstruktiv bizonyitast adunk a linedris komplementaritési
feladatok dualitastételére is.

3.2 Tétel. A criss—cross tipusi algoritmus véges az elégséges mdtrixszal
adott linedris komplementaritdsi feladatra.

Bizonyitds. Bizonyitasunk indirekt, azaz tegyiik fel, hogy az algoritmus
nem véges. Tekintettel arra, hogy a linearis komplementaritasi feladatnak
véges sok kiilénb6z6 bézisa van, és az algoritmus egyértelmiien meghatarozza
pivotalaskor a kovetkez6 bazist, ezért abbdl, hogy az algoritmus nem véges,
kovetkezik az algoritmus ciklizalasa.

Tekintstik a fejezet elején emlitett minimalis ellenpéldat. Ebben minden
valtozé mozog egy ciklus sordn. A lemmak tanulsiga szerint az utolséként a
béazisba belép6 u, valtozé mar nem léphet ki a bazisbdl:

— Ha az (a) vagy a (b) esetben 1ép be, majd pedig az (A) vagy a (B) esetek
valamelyikénél tavozik a bazisbdl, akkor a 3.4 Lemma ellentmond az M
matrix elégségességének.

— Ha a (c) esetben 1ép be, majd az (A) vagy (B) esetek valamelyikében
tavozik a bazisbdl, akkor a 3.2 Lemma ellentmond az ortogonalitasi
tulajdonsagnak.

— Ha a (c) esetben 1ép be, majd a (C) esetben tévozik a bézisbdl, akkor
a 3.5 Lemma ellentmond az ortogonalitasi tulajdonsagnak.

— Ha a (b) vagy a (c) esetben lép be, majd a (C) esetben tévozik a
bazisbol, akkor a 3.2 Lemma ellentmond az ortogonalitasi tulajdon-
sagnak.
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Minden lehetséges eset ellentmonddsra vezet, igy allitasunkat belattuk. g

A kovetkezé tablazat mutatja, hogy mely esetekben hasznaltuk ki az M
matrix elégségességét:

(@ | ®) ]
(A) * *
(B) * *
©) *

Az elégséges matrixu LCP feladatok megoldhatésaganak jellemzésére Fu-

kuda és Terlaky [9] tételét az aldbbi alternativa tételként fogalmazhatjuk
2
meg,.

3.3 Tétel. Bdrmely M € IR"™"™ elégséges mdtrix és q € IR™ vektor esetén
pontosan az eqyik teljesil:
(1) az LCP feladatnak van (u, v) megengedett komplementdris megolddsa,
(2) a D-LCP feladatnak van (x,y) megengedett komplementdris megolddsa.

Bizonyitds. Kovetkezik a 3.1 Lemmabol és a 3.2 Tételbol. [

Mivel a 3.1 Lemma csupan azt biztositja, hogy a tétel két esete egyszerre
nem allhat fenn, mig az egyik eset mindig fennallasat a 3.2 Lemma algorit-
mikus bizonyitasaval igazoltuk, igy a 3.3 Tétel konstruktiv.

4 EP-tételek

Ebben a fejezetben szeretnénk a criss—cross tipusu algoritmust alkalmassé
tenni tetszoleges linedris komplementaritdsi feladat megoldasara. Termé-
szetesen nem varhatjuk el, hogy barmilyen tipusi métrixszal adott linearis
komplementaritasi feladatot megoldhassunk a criss—cross tipusu algoritmus-
sal. Azt azonban fontosnak tartjuk, hogy ha egy feladatot nem tudunk meg-
oldani ezzel az algoritmussal, akkor annak az okat meg tudjuk mutatni, és
a bizonyitékunkat arra, hogy a matrixunk nem elégséges, polinom idében
leellenérizhessiik.

Gondolatmenetiinknek megfelelé elmélet alapjait Cameron és Edmonds
alapozta meg [2] dolgozatukban. Ok bevezették az in. EP-tételeket.

Egy EP (Existentially Polynomial time) tétel formédja a kovetkezd:

[Vx : F1(x) vagy F»(x) vagy ... vagy Fj(x)] ,
ahol F;(x) olyan allitds, melynek forméja

Fi(x) = [3y: amelyre [lyi]| < x| és fi(x¥:)].

2Fukuda és Terlaky [9] cikkiikben eredményiiket dualitds tételnek hividk, habar szerin-
tliink az alternativa tétel pontosabban tiikrozi a tétel mondanivaldjat.
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Itt n; € IN, ||z]|| jeloli a z kédolasi hosszat, f(x,y) pedig olyan &llitds, melynek
teljestilésére van polinomidlis bizonyiték.

Miel6tt ratérnénk a linearis komplementaritasi feladat dualitds tételének
az EP-tétel formdjaban torténé megfogalmazasara, sziikségiink lesz néhany
fogalom és allitas kimondasara.

Egy x vektor tartdjanak az {i|x; # 0} halmazt nevezziik. Egy adott
vektorhalmazbdl egy minimalis tartéju vektort elemi vektornak neveziink.
Sziikségiink lesz a vektorok konform [8] eléallitasara.

4.1 Definicié Legyen V C IR" tetszbleges linedris altér, x,x',...,x" vek-
torok a V' altérbél. Azt mondjuk, hogy az x vektor konform mddon felbomlik
x', ..., x" vektorokra, ha x =x" + ... +x", és

;=0 — x,}:...:xfzo,

z;, >0 = x},,xf >0,

;<0 = a},... 2% <0

barmely i =1,...,n indezre.
Tetszoleges linearis altér esetén teljesiil a kovetkezo:

4.1 Lemma. [16] Legyen V linedris altér az IR™ térben. Ekkor bdrmely x €
V felbonthatd konform mddon a V linedris altér c',. .., c* elemi vektoraira.

A fenti lemma segitségével megmutathaté, hogy ha M nem elégséges,
akkor ennek bizonyitéka megadhaté egy elemi, vagy két elemi vektor Gssze-
geként [8].

4.2 Lemma. Ha M nem oszlop elégséges (sor elégséges), akkor létezik egy
szigorian eldjelvdltd (szigorian eldjeltarts) elemi vektor a V altérben (V*
altérben), vagy létezik eqy szigorian elbjelvdltd (szigorian elbjeltartd) x vek-
tor a V altérben, (y a V* altérben) mely felirhato két komplementdris, elemi
vektor osszegeként.

Az eddigi eredményekbdl kiindulva igazolhatéd a kovetkezd tétel.

4.1 Tétel. [8] Legyen M € IR™ ™ nem elégséges mdtriz. FEkkor létezik M
nem elégséges voltdra olyan bizonyiték, amelynek a mérete polinomidlisan
korldtozott az M input méretének a fiiggvényében.

A linedris komplementaritési feladat dualitastételét EP—forméban szeret-
nénk felirni. Ehhez elobb olyan alakra kell hoznunk a tételt, amelyben a
matrix elégségessége mar nem feltétele az allitasnak.

4.2 Tétel. Bdarmely M € Q"*™ raciondlis mdtriz és q € Q" esetén legaldbb
az eqyik teljestil:
(1) a (P-LCP) feladatnak van (u,v) megengedett komplementdris megol-
ddsa,

(2) a (D-LCP) feladatnak van (x,y) megengedett komplementdris megol-
ddsa,

(8) az M mdtriz nem elégséges.
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A tétel még nincs EP—forméban. Az (1) és (2) rész teljesiilése esetén
maga a megoldds mérete polinomidlis méretii. A (3) részhez azonban meg
kell még mutatni, hogy ha az M matrix nem elégséges, akkor ennek van egy
polinomidlis méretii bizonyitéka.

Most mar megfogalmazhatjuk az LCP dualitéstételt EP-formdban [8],
felhasznalva a 4.1 Tételt.

4.3 Tétel. Bdrmely M € Q"*"™ mdtrixz, és q € Q" esetén legaldbb az egyik
teljesiil:

(1) a (P-LCP) feladatnak van (u, v) megengedett komplementdris megolddsa,
amelynek a kodoldsi mérete az M és q kddoldsi méretével polinomidlisan
korldtozott;

(2) a (D-LCP) feladatnak van (x,y) megengedett komplementdris megolddsa,
amelynek a kodoldsi mérete az M és q kddoldsi méretével polinomidlisan
korldtozott;

(3) az M mdtriz nem elégséges, és ennek van olyan bizonyitéka, amelynek
a kodoldsi mérete az M kédoldsi méretével polinomidlisan korldtozott.

Fontos kiemelni, hogy az (1) és (2) esetek kizardak, mig a (3) egyszerre
teljesiilhet akér az (1), akdr a (2) esettel egyiitt is. M4dsfel8l, természetes
feltételként jelentkezik az, hogy a matrix elemei racionalis szamok legyenek.

A tétel bizonyitdsdhoz mdédositani kell az algoritmusunkat és igazolni a
modositott algoritmus végességét.

Az algoritmust 4gy mdédositjuk, hogy vagy megoldja a (P — LCP) felada-
tot vagy a dudlisat, vagy kimutatja, hogy a bemeneti matrix nem elégséges?,
és ennek polinomidlis méretli bizonyitékat szolgaltatja.

A 2.2 Lemma biztositja, hogy ha a méatrix elégséges, akkor a pivotdlasi
miiveletek mindig elvégezheték, ha pedig nem, akkor megadja a kivant bi-
zonyitékot arra, hogy az M matrix nem elégséges.

Hétra van annak vizsgédlata, hogyan kovetjiikk nyomon a ciklizalas elkert-
1ését. A ciklizdlds elkeriilésének a vizsgéalatakor vegyiik észre, hogy az ere-
deti algoritmus végességének bizonyitasiban valéjaban nem igazén lényeges,
hogy a ciklizalé példa minimalis. Tekintsiink ugyanis egy tetszéleges ciklizald
példat. Legyen a ciklusban részt vevé valtozdk indexeinek halmaza R. Fi-
gyeljiink meg egy olyan pillanatot, mikor mar elkezd6dott a ciklizalds, minden
a ciklizalasban résztvevo valtozé méar mozgott, és a ciklus soran az algoritmus
olyan valtozét valaszt a bazisba valé belépésre, melynek az R bazison kivuli
valtozoi kozil a legkisebb az s értéke. Ehhez a pillanathoz tartozé bazist
jelolje B’, és legyen a legkisebb s értékii, az R halmazbeli belépé valtozd az
u,. Jelolje B” azt a bézist, mikor az u, legkdzelebb mozog.

Ekkor az Mg/, illetve az Mg pivot tablak szerkezete, az R indexii valto-
zékra illetve a q vektorra megszoritva, pontosan az (a) — (c) illetve (A) — (B)
tdblaké lehet. A két allapot kozott olyan véltozd, amelynek az indexe nem az

3Egy métrix elégségességének az eldéntésére jelenleg nem ismert hatékony, polinomialis
algoritmus.
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R halmazgba tartozik, nem mozgott. fgy a 3.2, 3.3, 3.5 lemmak esetében a fun-
damentalis elemi vektorok szorzataban az R illetve ¢ indexein kiviil pontosan
az egyik tag van a bazisban, tehéat ezen mdexekhez a szorzatban mindig nulla
tartozik. Ugyanezen okbdl a 3.4 lemma —u' v’ —u" v szorzatdban az R hal-
mazon kivilli indexeken nullak lesznek. Vagyis a bizonyitdsok atmentheték
altalanos ciklizal6 példéra is.

Input
Adott az (1) feladat. M = —M, @ =q, r = 1, Q inicializaldsa
Begin
While ((J:={a€l:q, <0})#0)do
Jmax :={B € J : 8,-1(8) > sr_1(a), barmely « € J- re}
Legyen k € Jyax tetszoleges.
Ellendrizendé a —u' -v' —u’ - v az elmentett Q(k) segitségével:
If (—u v —u’ -v <#0) then
Stop: M nem elégséges, bizonyiték az u-—u.
Endif
If (Mg < 0) then
diagonalis pivot az my értéken
Qk)=[Jg,my], r:==r+1
Elself (mkk > 0)
Stop: M nem elégséges, bizonyiték mint a 2.2 lemmaban.
Else />x< mkkzo*/
K :={a€l:my, <0}
If (K = 0) then
Stop: D-LCP megoldas
Else
Knax = {0 € K :8,-1(8) > s,—1(a), badrmely a € K- ra}
Legyen | € Kax tetszoleges.
If (my, és m* vagy m; és m' eléjelszerkezete sériil) then
Stop: M nem elégséges, bizonyiték mint a 2.2 lemmaban.
Endif
Felcserélos pivot az my; és az my, szamokon, s médositasa
Q(k) = [Jg,m,), Q) =1[0,0], r :=r+2
Endif
Endif
EndWhile
Stop: Megengedett és komplementaris megoldést allitottunk elo.
End

Moédositott criss—cross tipusi algoritmus dltaldnos (LCP) feladatra

Az elégségesség hidanydnak a kezelésekor idézzik fel, hogy az elégségességet
a 3.4 lemma, illetve a 3.5 lemma esetében hasznaltuk ki. FEz utébbi az
elégségességgel jard, a 2.2 lemmara alapulo eldjelszerkezetet hasznélta. Tehat
ha az algoritmus minden felcserélés pivot esetén ((¢) és (C) ilyen esetekhez
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tartoznak) ellendrzi az elGjelszerkezet meglétét, akkor az ortogonalitési tétel
miatt a (c) tdblat nem kovetheti a (C') tdbla. Ha barhol sériil az el6jelszerkezet,
az M nem elégséges voltara a kivant bizonyitékot ugyanez a lemma biztositja.

Marad az (a) és a (b), illetve az (A) és a (B) tabldk esete. A 3.4 lemma a
-u-v —u v (14)

alakui vektorok nem szigortdan eldjelfordité voltan alapul, olyan Mg és Mg
tablak esetén, ahol ugyanazon valtozé mozog mindkét pivot soran, és mindkét
esetben a vizsgdlt véltozé az aktivan véalasztott (vagyis nem a felcserélés
pivot mésodik véltozdja). Erdemes megfigyelni, hogy nincs sziikség a teljes
tabldra, elegendé annak a q vektorhoz tartozé oszlopa (vagyis az aktuélis
megoldés), illetve a bazisban levs indexek halmaza. Amennyiben a (14) vek-
tor szigorian eldjelfordito, akkor a 3.4 lemma utdni megjegyzés értelmében
a linearis komplementaritasi feladat métrixdnak nem elégséges voltara a bi-
zonyiték az u —u’ vektor.

Vezesstink be egy Q(p) (p = 1,...,n) listdt. A lista minden indexéhez
két n dimenzids vektor tartozik. Egy Q(j) = [{I}, {h}] alaku értékad4s alatt
azt értjuk, hogy a j indexhez tartozé @ értékben a bazisvaltozdk indexeinek
helyére az I indexeket, a q vektorhoz tartozo értékek helyére pedig a h vektort
irjuk. Induldskor legyen minden p indexre:

Mikor egy w; vagy v; valtozo egy olyan pivot soran tavozik a bazisbdl, mely
soran vagy diagonalis pivothoz tartozik, vagy olyan felcserélshoz, melyben 6
aktiv (az 6 s értékét vizsgdlta az algoritmus), a Q(1) értékét gy médositjuk,
hogy az els6 vektorba az u; vagy v; valtozo bazisbdl valé kilépése elotti bazis
valtozdk indezeit, mig a masodik vektorba az u; vagy v; valtozé bazisbdl vald
kilépése elotti bazis valtozok értékét irjuk, vagyis

= |

[bézisvaltozdk indexei]
[bédzisvéltozdk aktudlis értéke]

Ha az u; vagy v; véaltozé passziv médon (felcserélds pivot esetén, a diagonélis
érték nulla volta miatt) 1ép be a bézisba, akkor a Q(I) értéket mddositsuk a
kovetkezoképpen:
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Init: M=-M

g=q, r=1

Komplementéris

Megengedett

megoldas

Nem elégséges,
bizonyfték a
métrixbél (Q)

Pozitiv
Negativ

k

k

Nem elégséges,

bizonyiték a

matrixb6l2.2 lemma
+ - |k

Diagonilis
pivot

eldjelszerkezet
sériil?

M nem elégséges,
bizonyiték a

- 2.2. lemma

T k szerint
. 1
) Megengedett
Csere pivot dudl
. 0 - |k megoldés

2. dbra. A mddositott criss—cross tipusiu algoritmus folyamatdbrdja

Az algoritmus, mikor a baziscseréhez ér, megnézi, hogy az aktivan belépd
valtozot el6z6 kilépésekor is aktivan véalasztotta, vagy sem. Ha igen, a @ lista
segitségével ellendrzi a (14) vektort, majd csak ezutdn médositja a @Q listét.
Mivel a komplementéris valtozdk pivot miiveletek soran egyszerre mozognak,
igy nem sziikséges kiilon helyet fenntartani szamukra a @ listaban.

Erdemes megfigyelni, hogy a @ kezdeti, illetve a felcserélés pivot esetén
a passziv valtozokra bedllitott értéke miatt elegendé barmely pivot esetén
ellendrizni a (14) szorzatot. Ha nem az (a) (vagy a (b)) tablat koveti az (A)
(vagy a (B)) tabla, akkor a szorzat mindig nulla lesz.

A @ listat nem lenne sziikséges minden esetben kitolteni. igy az algorit-
mus minimalis médositasaval tarhelyet lehet megtakaritani. Megfigyelheto
tovabbd, hogy ekkor a legrosszabb esetben a @ lista tarigénye n? egész és n?
lebeg6pontos szam tarigényével azonos.

Meg kell még vizsgdlnunk azt az esetet, mikor a (P — LC'P) feladatnak
nincs megoldédsa. Ez akkor fordulhat el6, ha az algoritmus azt taldlja, hogy
K = (). Ehhez az esethez tartozé pivot tabla a kovetkezo:
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@y)

.ol

_M I
® - 6000 I

[1]

8. dbra.
Definialjuk a koévetkezd vektort:
(Xlayl) =t® |JNUJB :

Az ortogonalitési tételbsl adédik, hogy a fenti vektor az [—M7 | —I] matrix
Osszes sordra merdleges, vagyis MTx’ +y’ = 0. Ugyancsak az ortogonalitast
hasznélva, de a jobb oldali q vektor oszlopéara (a kiinduldsi bézisban) adddik,
hogy

!

(<, ¥)" (tg Lryuss) = (6, y) " (a,0) =x""q =g .

Vagyis a (x,y) = (x',¥")/(—qx) vektor a (D — LCP) feladat egy megoldésa,
mivel a nemnegativitas és a komplementaritas a tdbla szerkezetébdl adéddan
teljestl.

5 Osszefoglalas

Akkeleg, Balogh és Tllés [1] 1j tipust, linedris feltételes, konvex kvadratikus
célfiiggvényes feladatra megfogalmazott, criss—cross algoritmusait altalanosi-
tottuk elégséges matrixok esetére. A végesség bizonyitdsat, az dltaldnositas
mellett, leegyszerisitettiik.

Az elégséges matrixokra altaldnositott algoritmust a jobb gyakorlati alkal-
mazhatosag érdekében kiegészitettik ugy, hogy ne kelljen elore feltételezni
a bemeneti matrix elégségességét. Ha az elégségesség hianya miatt az al-
goritmus nem tudja biztositani a végességet, akkor leall és polinomialisan
korlatozott méretii bizonyitékot ad az adott matrix nem elégséges voltara.

Célunkat a linedris komplementaritasi feladatok dualitas tételének [9], az
EP-tétel [8] forméjanak a felhasznaldsdval értiik el. Az algoritmus Akkelegék
1j tipusu pivotalasi szabalyainak koszonhetGen, féleg az els6 baziscserék esetén
jelentOs valasztéasi szabadsagot biztosit, lehetové téve esetlegesen felmeriild
numerikusan instabil baziscserék elkertilését. Ez nyilvanvaléan javitana a
criss—cross tipusu algoritmusok gyakorlati alkalmazhatosagat.

Hasonléan a leirt LIFO (last in — first out: utoljara bekerils — el8szor
kikeriil$) pivotéldsi szabdlyhoz, ugyanigy bizonyithaté, illetve dltaldnosithatd
a leggyakrabban vdlasztott vdltozé (most—often—selected—variable) pivotdldsi
szabaly is. Ehhez mindossze az s vektort kell mésként definialni, példaul
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so(a) = sr—1(a) +1, ha a € I mozog az r-edik iterdciéban;
T spemi(a), egyébként.

Az algoritmus elején jelentés szabadsdgunk van a nem megengedett véalto-
z0k kivalasztasakor. Ez az algoritmus numerikus viselkedése szempontjabol
mindenféleképpen elonyosnek tekinthetd, azonban magéban rejti a ciklizalas
lehetOségét is. Késébb azonban rogziil a valtozok egymashoz viszonyitott
sorrendje. Ezt a sorrendet az adatokon til az is befolyasolja, hogy el6zéleg
milyen pivot pozicidkat valasztottunk.

A valtozok sorrendjének egyértelmiivé valasa biztositja az algoritmus vé-
gességét, a pivot pozicio kivalasztasi szabadsiganak a rovasara.

Erdekességképpen megemlitjik, hogy az s vektor segitségével a minimal-
indexes valasztasi szabaly, mint specidlis eset leirhatd, és a bizonyitasok val-
tozatlanul miikédnek. Rogzitsiik ehhez az s vektort a kovetkez6 mddon:
$,(i) = ¢ minden iterdciéban, barmely ¢ € I indexre. Ekkor a bizonyitdsok
jelentOsen leegyszeriisodnek.
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NEW VARIANTS OF THE CRISS-CROSS METHOD FOR LINEAR

COMPLEMENTARITY PROBLEMS

The sufficient matrix class is the widest class, for which the usual criss-Cross al-
gorithm is proved to be finite (Hertog, Roos and Terlaky, 1993). There is no
polynomial algorithm known to check wether a matrix is sufficient or not. Follow-
ing the results of Akkeles, Balogh and Illés (2003), the criss-cross algorithm with
LIFO and most-often-selected pivot rules are extended for general linear comple-
mentarity problems (LCP). While most algorithms require a priori information on
some properties of the input matrix, our new, criss-cross type algorithms work for
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every matrix, and either solves the problem, or provides a polynomial sized cer-
tificate that the input matrix does not belong to the class of sufficient matrices.
The finiteness of our algorithm provides a new, constructive proof for the duality
theorem of LCP, developed by Fukuda and Terlaky (1992) for oriented matroids.



