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A CRISS-CROSS ALGORITMUS ¶UJ V¶ALTOZATAI
LINE¶ARIS KOMPLEMENTARIT¶ASI FELADATOKRA1

CSIZMADIA ZSOLT { ILL¶ES TIBOR
ELTE Oper¶aci¶okutat¶asi Tansz¶ek

¶Uj t¶³pus¶u criss-cross m¶odszereket ¶altal¶anos¶³tunk el¶egs¶eges m¶atrix¶u line¶aris
komplementarit¶asi feladatokra (LCP). A legtÄobb LCP megold¶o algoritmus
el}ore felt¶etelez bizonyos tulajdons¶agokat a feladat m¶atrix¶ar¶ol. Egy m¶atrix
el¶egs¶egess¶ege nehezen ellen}orizhet}o tulajdons¶ag (nem ismert r¶a polinomi¶alis
elj¶ar¶as). Algoritmusunk Zhang line¶aris programoz¶asi illetve Akkele»s-Balogh-
Ill¶es LCP-QP feladatra adott criss-cross t¶³pus¶u algoritmus¶aval rokon. A mi
algoritmusunk abban t¶er el a line¶aris komplementarit¶asi feladatokat megold¶o
kor¶abbi m¶odszerekt}ol, hogy sz¶amunkra nem szÄuks¶eges a priori inform¶aci¶o
a m¶atrix tulajdons¶agair¶ol. Algoritmusunk le¶all¶asi krit¶eriumai: megoldja az
LCP feladatot, megoldja az LCP feladat du¶alj¶at illetve kijelzi azt, hogy a
feladat m¶atrixa nem el¶egs¶eges ¶es ez¶ert cikliz¶al¶asra kerÄul(het)ne sor. Annak
ellen¶ere, hogy algoritmusunk ¶altal¶anosabb felt¶etelek mellett dolgozik, mint
Akkele»s¶ek m¶odszere, m¶egis sikerÄult az algoritmus v¶egess¶eg¶et egyszer}ubben
bizony¶³tani. Az algoritmus v¶egess¶ege egyben ¶uj, konstrukt¶³v bizony¶³t¶ast je-
lent a Fukuda ¶es Terlaky ¶altal LCP dualit¶as t¶etelnek nevezett eredm¶enyre.

Kulcsszavak: Line¶aris komplementarit¶asi feladat, el¶egs¶eges m¶atrixok, criss-
cross t¶³pus¶u algoritmus, alternat¶³va ¶es EP{t¶etelek.

Mathematics Subject Classi¯cation 2000: 49M35, 90C20.

1 Bevezet¶es

A line¶aris komplementarit¶asi feladatot (LCP) a kÄovetkez}o m¶odon fogalmaz-
hatjuk meg: keresÄunk olyan u;v 2 IRn vektorokat, amelyekre

¡Mu + v = q; u v = 0; u; v ¸ 0 ; (1)

ahol M 2 IRn£n, q 2 IRn ¶es uv = (u1v1; . . . ; unvn).
A line¶aris komplementarit¶asi feladat a matematikai programoz¶as egyik

legtÄobbet kutatott terÄulete. Kiterjedt a gyakorlati felhaszn¶al¶asa, sokr¶et}u
elm¶eleti probl¶em¶ai, algoritmusainak hat¶ekonys¶aga ¶es egyszer}us¶ege mind-mind
olyan t¶enyez}o, amely sok kutat¶o sz¶am¶ara vonz¶ov¶a teszi ezt a terÄuletet.

A line¶aris komplementarit¶asi feladat NP-teljes, s}ot m¶eg akkor is NP-
teljes marad, ha az M m¶atrixot megszor¶³tjuk a negat¶³v szemide¯nit m¶atrixok
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oszt¶aly¶ara [4], vagy a P0 m¶atrixok oszt¶aly¶ara [14]. A P0 m¶atrixok oszt¶alynak
r¶esze az ¶un. el¶egs¶eges m¶atrixok oszt¶alya.

Az LCP feladat megold¶as¶ara tÄobbf¶ele pivot t¶³pus¶u algoritmus l¶etezik. A
criss{cross algoritmust egym¶ast¶ol fÄuggetlenÄul |de kÄulÄonbÄoz}o optimaliz¶al¶asi
feladatra kÄozel egyid}oben| fejlesztett¶ek ki Chang, Terlaky illetve Wang.
Az¶ota a criss{cross m¶odszer alatt algoritmusok egy csal¶adj¶at ¶ertjÄuk, amelyek
az indexv¶alaszt¶asi szab¶alyban kÄulÄonbÄoznek egym¶ast¶ol, ¶es kÄozÄos bennÄuk az,
hogy prim¶al-du¶al t¶³pus¶u algoritmusok, a b¶azisok ¯zibilit¶as¶at nem kÄovetelik
meg, ¶es az indexv¶alaszt¶as biztos¶³tja az algoritmusok v¶egess¶eg¶et.

Line¶aris komplementarit¶asi feladat ad¶odik kvadratikus programoz¶asi fe-
ladat Karush{Kuhn{Tucker felt¶eteleib}ol is. Konvex kvadratikus c¶elfÄuggv¶eny
eset¶en az LCP feladat M m¶atrixa biszimmetrikus. Ilyen LCP feladatra
fogalmazt¶ak meg ¶uj t¶³pus¶u criss{cross algoritmusaikat Akkele»s, Balogh ¶es
Ill¶es [1]. Az ¶altaluk alkalmazott indexv¶alaszt¶asi szab¶aly a LIFO (utolj¶ara
b¶azisba bekerÄult v¶altoz¶o els}onek t¶avozik onnan) illetve a leggyakrabban moz-
gott v¶altoz¶o kiv¶alaszt¶asi szab¶alya. ¶Erdekes k¶erd¶es az, hogy melyik a legb}ovebb
m¶atrixoszt¶aly, amelyre a criss{cross t¶³pus¶u algoritmus az el}obbiekben eml¶³tett
pivot¶al¶asi szab¶allyal ¶altal¶anos¶³that¶o ¶ugy, hogy cikliz¶al¶as ne l¶epjen fel.

Az el¶egs¶eges m¶atrixok fogalm¶at el}oszÄor Cottle, Pang ¶es Venkateswaran
[7] vezett¶ek be. Az el¶egs¶eges m¶atrixokat a P ¶es PSD m¶atrixok ¶altal¶anos¶³t¶a-
sainak foghatjuk fel. VÄaliaho [20] megmutatta, hogy az el¶egs¶eges m¶atrixok
val¶oj¶aban megegyeznek a P¤ m¶atrixokkal. Hertog, Roos ¶es Terlaky [10] bi-
zony¶³tott¶ak, hogy az el¶egs¶eges m¶atrixok ¶eppen azon m¶atrixok, amelyekre a
minim¶alindexes criss{cross algoritmus tetsz}oleges jobb oldal eset¶en megoldja
az LCP feladatot.

Els}o c¶elunk, a LIFO ¶es a leggyakrabban mozgott v¶altoz¶o pivot szab¶allyal
ell¶atott criss{cross algoritmust el¶egs¶eges m¶atrix¶u LCP feladatokra ¶altal¶ano-
s¶³tani. Az ¶altal¶anos¶³t¶as mellett az [1] cikkben kÄozÄolt v¶egess¶eg bizony¶³t¶ast
is leegyszer}us¶³tjÄuk. Ezen v¶alaszt¶asi szab¶alyok egy el}onye, hogy els}osorban
az algoritmus elej¶en jelent}os szabads¶agot biztos¶³tanak a v¶altoz¶o kiv¶alaszt¶asa
ter¶en, ¶³gy gyakran lehet}os¶eget k¶³n¶alnak a numerikusan instabil b¶aziscser¶ek
elkerÄul¶es¶ere is.

Jelenleg nem ismeretes hat¶ekony algoritmus annak eldÄont¶es¶ere, hogy egy
adott m¶atrix el¶egs¶eges-e. (VÄaliaho [19] kifejlesztett egy indukt¶³v m¶odszert
el¶egs¶egess¶eg ellen}orz¶es¶ere, de a m¶odszer nem polinomi¶alis.) A kor¶abban
el¶egs¶eges m¶atrix¶u LCP feladatokra adott algoritmusok gyakorlati szempont-
b¶ol h¶atr¶anyos tulajdons¶aga volt, hogy el}ore kellett ismerniÄuk az M m¶atrix
el¶egs¶egess¶eg¶et. Fukuda, Namiki ¶es Tamura [8] adtak el}oszÄor olyan algorit-
must, amely Fukuda ¶es Terlaky [9] LCP dualit¶as t¶etel¶enek EP form¶aban
val¶o megfogalmaz¶as¶ara ¶epÄult, ¶es nem ig¶enyelt el}ozetes inform¶aci¶ot a m¶atrix
el¶egs¶egess¶eg¶er}ol. Ha az algoritmus ennek hi¶anya miatt nem tudott tov¶abb
l¶epni, vagy cikliz¶alni kezdett, akkor a m¶atrix nem el¶egs¶eges volt¶anak poli-
nomi¶alis m¶eret}u bizony¶³t¶ek¶at szolg¶altatta.

M¶asodik c¶elunk az el¶egs¶eges m¶atrixokra ¶altal¶anos¶³tott algoritmust ¶ugy
kieg¶esz¶³teni, hogy tetsz}oleges M m¶atrix ¶es q jobb oldal vektor eset¶en vagy
megoldja a feladatot, vagy pedig polinomi¶alis m¶eret}u bizony¶³t¶ek¶at adja an-
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nak, hogy az M m¶atrix nem el¶egs¶eges. Ez jelent}osen megnÄoveli az algoritmus
¶ert¶ek¶et, hiszen az LCP feladatok igen sz¶eles kÄor¶ere alkalmazhat¶ov¶a teszi az
algoritmust an¶elkÄul, hogy a m¶atrix tulajdons¶agair¶ol a priori inform¶aci¶ora
lenne szÄuks¶egÄunk. S}ot, a pivot poz¶³ci¶o megv¶alaszt¶as¶anak az eredeti minim¶al
indexes criss{cross algoritmushoz k¶epest megnÄovekedett szabads¶aga sz¶amos
esetben lehet}ov¶e teszi numerikusan instabil pivot¶al¶asok elkerÄul¶es¶et, nÄovelve
a criss{cross m¶odszer gyakorlati alkalmazhat¶os¶ag¶at.

Az ¶³gy m¶odos¶³tott algoritmus v¶egess¶eg¶enek a bizony¶³t¶asa egyben ¶uj, kon-
strukt¶³v bizony¶³t¶ast jelent a line¶aris komplementarit¶asi feladat dualit¶as t¶ete-
l¶enek az er}osebb, EP{t¶etel alakj¶aban megfogalmazott v¶altozat¶ara is.

V¶egezetÄul t¶erjÄunk ki a cikkÄunkben haszn¶alatos jelÄol¶esekre:
x; xi vektorokat vastag bet}u, skal¶arokat norm¶al bet}u jelzi
vu a v ¶es az u vektorok koordin¶at¶ank¶enti (Hadamard) szor-

zata
M az LCP feladat egyÄutthat¶om¶atrixa, M 2 IRn£n

B b¶azis, a [¡M;I ] 2 IR2n£2n egy n £ n-es nemszingul¶aris
r¶eszm¶atrixa

¹M egy adott b¶azishoz tartoz¶o rÄovid pivot t¶abla m¶atrixa
MB egy adott b¶azishoz tartoz¶o rÄovid pivot t¶abla m¶atrixa, ha

c¶elszer}u kiemelni, hogy a B b¶azishoz tartozik
¹mj az ¹M m¶atrix j-edik oszlopvektora
¹{ = n + i ha i 2 f1; . . . ; ng ¶es = i ¡ n ha i 2 fn + 1; . . . ; 2ng

JB a B b¶azishoz tartoz¶o v¶altoz¶ok indexhalmaza
JN := JB a B b¶azison k¶³vÄuli v¶altoz¶ok indexhalmaza

©, ª, +, ¡ nemnegat¶³v, nempozit¶³v, pozit¶³v ill. negat¶³v elemet jelÄol
< . . . > jelÄoli a gener¶alt alteret

2 El¶egs¶eges m¶atrixok

A line¶aris komplementarit¶asi feladatok vizsg¶alat¶at ¶es megold¶asi m¶odszereinek
a hat¶ekonys¶ag¶at jelent}osen befoly¶asolj¶ak az M m¶atrix tulajdons¶agai. A kÄo-
vetkez}okben ¶attekintjÄuk az LCP feladatok megfogalmaz¶asakor haszn¶alatos,
fontosabb m¶atrixoszt¶alyokat.

SzÄuks¶egÄunk lesz a kÄovetkez}o, technikai jelleg}u de¯n¶³ci¶ora.

2.1 De¯n¶³ci¶o. Az M 2 IRn£n m¶atrix egy ® = f®1; . . . ; ®kg µ f1; . . . ; ng
indexhalmazhoz tartoz¶o n¶egyzetes r¶eszm¶atrix¶at, az M®® m¶atrixot, diagon¶alis
menti n¶egyzetes r¶eszm¶atrixnak nevezzÄuk.

KÄovetkezzen az el¶egs¶eges m¶atrixok [7] ¶ertelmez¶ese.

2.2 De¯n¶³ci¶o. Egy M 2 IRn£n m¶atrixot oszlop el¶egs¶egesnek nevezÄunk, ha
nem l¶etezik x 2 IRn vektor, amelyre

½
xi (Mx)i · 0 minden i 2 f1; . . . ; ng indexre
xj (Mx)j < 0 valamely j 2 f1; . . . ; ng indexre

(2)

¶es sor el¶egs¶egesnek nevezzÄuk, ha a transzpon¶altja oszlop el¶egs¶eges. Az M
m¶atrix el¶egs¶eges m¶atrix, ha egyszerre oszlop ¶es sor el¶egs¶eges is.
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Megmutathat¶o, hogy az oszlop el¶egs¶eges m¶atrixok pontosan azok a m¶at-
rixok, melyekre az LCP megold¶ashalmaza konvex [7].

Az el¶egs¶eges m¶atrixokat el}oszÄor Cottle ¶es t¶arsszerz}oi [7] vezett¶ek be. Meg-
mutatt¶ak, hogy ezek a P -m¶atrixok ¶es a pozit¶³v szemide¯nit m¶atrixok ¶al-
tal¶anos¶³t¶asai. Az el¶egs¶eges m¶atrixokr¶ol azt is megmutatt¶ak, hogy speci¶alis
strukt¶ur¶aj¶u P0-m¶atrixok.

K¶es}obb Hertog ¶es t¶arsszerz}oi [10] igazolt¶ak, hogy az el¶egs¶eges m¶atrixok
¶eppen azok a m¶atrixok, melyekre a szok¶asos minim¶alindex szab¶aly¶u criss{
cross m¶odszer b¶armely jobb oldali q vektor eset¶en v¶eges l¶ep¶esben vagy tal¶al
egy megold¶ast, vagy kimutatja, hogy az LCP nem megoldhat¶o.

Az el¶egs¶eges m¶atrixok n¶eh¶any fontos tulajdons¶ag¶anak a bemutat¶as¶ahoz
szÄuks¶egÄunk lesz a szigor¶uan el}ojelford¶³t¶o, illetve szigor¶uan el}ojeltart¶o vek-
torok fogalm¶ara, [8].

2.3 De¯n¶³ci¶o. Egy x 2 IR2n vektort szigor¶uan el}ojelford¶³t¶onak nevezÄunk, ha

xix¹{ · 0 minden i = 1; . . . ; n indexre
xix¹{ < 0 valamely i 2 f1; . . . ; ng indexre.

Egy x 2 IR2n vektort szigor¶uan el}ojeltart¶onak nevezÄunk, ha

xix¹{ ¸ 0 minden i = 1; . . . ; n indexre
xix¹{ > 0 valamely i 2 f1; . . . ; ng indexre.

VezessÄuk be a

V :=
©
(u;v) 2 IR2n j [¡M; I](u;v) = 0

ª

illetve a

V ? :=
©
(x;y) 2 IR2n j [I;MT ](x;y) = 0

ª

altereket. Nyilv¶anval¶o, hogy a V illetve V ? IR2n alterek egym¶as ortogon¶alis
kieg¶esz¶³t}o alterei.

2.1 Lemma. Egy M 2 IRn£n m¶atrixot pontosan akkor nevezÄunk el¶egs¶eges
m¶atrixnak, ha a V alt¶erben nincs szigor¶uan el}ojelford¶³t¶o vektor, illetve a V ?

alt¶erben nincs szigor¶uan el}ojeltart¶o vektor.

VezessÄuk be a rÄovid pivot t¶abla fogalm¶at, amely lehet}ov¶e teszi a k¶es}obbiek
sor¶an bizony¶³t¶asaink egyszer}u szeml¶eltet¶es¶et.

2.4 De¯n¶³ci¶o. Legyen adott egy v¶eges S vektorhalmaz, melynek tagjait a
J halmazzal indexeltÄuk. Legyen tov¶abb¶a a JB µ J olyan, hogy az elemeivel
indexelt vektorok az S egy b¶azis¶at alkotj¶ak. JelÄolje JN = JnJB a nem b¶azisbeli
vektorok indexhalmaz¶at. Ekkor a JB b¶azishoz tartoz¶o rÄovid pivot t¶abla az
M 2 IRjJBj£jJN j m¶atrix, amelyre mij a j 2 JN index ¶altal jelÄolt vektor JB

szerinti el}o¶all¶³t¶as¶anak i 2 JB index ¶altal jelÄolt b¶azisvektor egyÄutthat¶oj¶at adja
meg.
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A kÄovetkez}o lemm¶ara a m¶atrixok el}ojelszerkezet¶enek vizsg¶alatakor lesz
szÄuks¶egÄunk, mely el}ojelszerkezet val¶oj¶aban az el¶egs¶eges m¶atrixok ¶altalunk
felhaszn¶alt minden tulajdons¶ag¶at tartalmazza.

2.2 Lemma. (Cottle, Pang ¶es Venkateswaran [7].) Legyen M el¶egs¶eges
m¶atrix, B b¶azis,

¹M = [ ¹mij : i 2 JB; j 2 JN ]

a hozz¶a tartoz¶o rÄovid pivot t¶abla. Ekkor a kÄovetkez}o ¶all¶³t¶asok teljesÄulnek:

(a) ¹mi¹{ ¸ 0 minden i 2 JB indexre, tov¶abb¶a

(b) minden i 2 JB indexre, ha ¹mi¹{ = 0 akkor ¹mi¹j = ¹mj¹{ = 0
vagy ¹mi¹j ¢ ¹mj¹{ < 0 minden j 2 JB; j 6= i eset¶en.

Meg kell eml¶³teni, hogy a lemma bizony¶³t¶asa konstrukt¶³v, teh¶at ha valahol
s¶erÄul a k¶³v¶ant el}ojelszerkezet, akkor az ¹M t¶abl¶aj¶ab¶ol kÄonnyen kiolvashat¶o a
bizony¶³t¶ek, hogy M nem el¶egs¶eges.

Egy M 2 IRn£n m¶atrix ¶atrendez¶es¶en a P T MP m¶atrixot ¶ertjÄuk, ahol P
egy permut¶aci¶om¶atrix. A kÄovetkez}o eredm¶enyek bizony¶³t¶asa megtal¶alhat¶o
Cottle [5] dolgozat¶aban.

2.3 Lemma. Legyen M 2 IRn£n egy tetsz}oleges sor (oszlop) el¶egs¶eges
m¶atrix. Ekkor az M m¶atrix

1. tetsz}oleges ¶atrendez¶ese is sor (oszlop) el¶egs¶eges,

2. DMD alak¶u szorzata is sor (oszlop) el¶egs¶eges, ahol D 2 IRn diagon¶alis
m¶atrix,

3. tetsz}oleges diagon¶alis menti n¶egyzetes r¶eszm¶atrixa is sor (oszlop) el¶eg-
s¶eges.

KÄonnyen igazolhat¶o, hogy ha az M el¶egs¶eges, akkor bel}ole tetsz}oleges
pivot sorozat ut¶an kapott ¹M m¶atrix is az, vagyis az el¶egs¶eges m¶atrixok
oszt¶alya pivot m}uveletre z¶art, ¶³gy a criss{cross t¶³pus¶u algoritmusok sor¶an
a t¶abla el¶egs¶egess¶ege meg}orz}odik.

Egy M 2 IRn£n m¶atrix ¶es ® µ f1; . . . ; ng eset¶en ha M®® nemszingul¶aris,
akkor az ® indexhalmazhoz tartoz¶o blokkpivot¶al¶asi m}uveletet (mely sor¶an az
® index}u v¶altoz¶okon egyszerre v¶egzÄunk b¶aziscser¶et [15]) jelÄolje ´®.

2.4 Lemma. Legyen M®® az M oszlop (sor) el¶egs¶eges m¶atrix egy nemszin-
gul¶aris, diagon¶alis menti n¶egyzetes r¶eszm¶atrixa. Ekkor az M

0
= ´®(M) is

oszlop (sor) el¶egs¶eges [5].

Teh¶at az el¶egs¶eges m¶atrixok oszt¶alya a blokkpivot¶al¶asra n¶ezve is z¶art.

3 Line¶aris komplementarit¶asi feladatok alter-
nat¶³va t¶etele

Annak eldÄont¶ese, hogy egy tetsz}oleges LCP feladatnak van-e megold¶asa, NP -
beli feladat, ¶es nem felt¶etlen co-NP -beli, de bizonyos m¶atrixoszt¶alyokra az.
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Ilyen m¶atrixoszt¶aly az el¶egs¶eges m¶atrixok oszt¶alya is. Fogalmazzuk ¶at az (1)
feladatot egy kiss¶e, ehhez de¯ni¶aljuk a

V (M;q) =
©
(u;v) 2 IR2n : ¡Mu + v = q

ª

V (M;q)? =
©
(x;y) 2 IR2n : x + MTy = 0; qTy = ¡1

ª

a±n altereket. Az (1) line¶aris komplementarit¶asi feladatot ekkor a kÄovetkez}o
alakban fogalmazhatjuk meg,

(P ¡LCP ) : keresend}o az (u;v) 2 V (M;q)\IR2n
© ; melyre u¢v = 0 teljesÄul.

Az optimaliz¶al¶as elm¶eletben felmerÄul}o igen term¶eszetes k¶erd¶es, hogy ha a
(P ¡ LCP ) feladatnak nincsen megold¶asa, akkor az adataival megadhat¶o-e
egy olyan feladat, amelynek van megold¶asa.

Fukuda ¶es Terlaky [9] v¶alaszolta meg ezt a k¶erd¶est egy igen ¶altal¶anos
form¶aban, ir¶any¶³tott matroidokon de¯ni¶alt line¶aris komplementarit¶asi prob-
l¶em¶ak eset¶en. Fukuda ¶es Terlaky elj¶ar¶as¶at kÄovetve de¯ni¶aljuk a (D ¡ LCP )
feladatot.

(D¡LCP ) : keresend}o az (x;y) 2 V (M;q)?\IR2n
© ; melyre x¢y = 0 teljesÄul.

Az al¶abbiakban megmutatjuk, hogy az ¶³gy de¯ni¶alt rendszerek kÄozÄul legfel-
jebb az egyik oldhat¶o meg.

3.1 Lemma. B¶armely M 2 IRn£n el¶egs¶eges m¶atrix ¶es q 2 IRn vektor eset¶en
legfeljebb az egyik teljesÄul:

(1) az LCP feladatnak van (u;v) megengedett komplement¶aris megold¶asa,
(2) a D-LCP feladatnak van (x;y) megengedett komplement¶aris megold¶asa.

Bizony¶³t¶as. TegyÄuk fel, hogy mindkett}o megoldhat¶o, ¶es legyen (u;v) a
(P ¡ LCP ) ¶es az (x;y) a (D ¡ LCP ) feladat egy-egy megold¶asa. Ekkor a

¡Mu + v = q

felt¶etelb}ol az yT vektorral balr¶ol val¶o szorz¶as ut¶an

¡yT Mu + yTv = yTq = ¡1

ad¶odik. A (D ¡ LCP ) els}o felt¶etel¶et haszn¶alva, az egyenlet bal oldal¶at
¶atalak¶³tva, ¶es a v¶altoz¶ok nemnegativit¶as¶at is ¯gyelembe v¶eve

0 · xTu + yT v = ¡1

ÄosszefÄugg¶est kapjuk, ami ellentmond¶as.

3.1 Megjegyz¶es. 3.1 fejezetben az ott bevezet¶esre kerÄul}o ¶uj t¶³pus¶u criss{
cross algoritmus seg¶³ts¶eg¶evel megmutatjuk, hogy a (P ¡LCP ) ¶es (D ¡LCP )
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feladatok kÄozÄul valamelyik mindig megoldhat¶o (3.2 T¶etel), ha az M m¶atrix
el¶egs¶eges.

Ez egyben azt is jelenti, hogy ha az M m¶atrixunk el¶egs¶eges ¶es racion¶alis,
akkor a (P ¡LCP ) feladat nem megoldhat¶os¶aga j¶ol jellemzett, ¶es polinomi¶alis
m¶eret}u bizony¶³t¶ek adhat¶o r¶a, ¶espedig a (D ¡ LCP ) feladat egy megold¶asa.

A 3.1 lemma ¶altal¶anos¶³t¶as¶aval a 4. fejezetben foglalkozunk.

3.1 A criss-cross t¶³pus¶u algoritmus

Els}ok¶ent Akkele»s, Balogh ¶es Ill¶es [1] algoritmus¶anak ¶altal¶anos¶³t¶as¶aval fog-
lalkozunk el¶egs¶eges m¶atrixokra. JelÄolje I := fu1; u2; :::; un; v1; v2; :::; vng [
fqg a v¶altoz¶ok halmaz¶at, m¶³g I := f1; 2; :::; n; ¹1; ¹2; :::; ¹ng [ fqg a megfelel}o
indexhalmazt, ahol jIj = jIj = 2 n+1. A jelÄol¶es egyszer}us¶³t¶es¶enek ¶erdek¶eben
legyen ¹¹® = ® minden ® 2 Infqg indexre, vagyis az ¹® komplement¶aris p¶arja az
®. Felh¶³vjuk a ¯gyelmet azonban, hogy a rÄovid pivot t¶abl¶at minden esetben
az f1; . . . ; ng koordin¶at¶akkal indexeljÄuk ¶ertelemszer}uen.

A line¶aris komplementarit¶asi feladat, (1), kiindul¶o, komplement¶aris meg-
old¶asa az u = 0, v = q. A pivot t¶abla m¶atrix¶at ¹M jelÄoli.

A kezdeti komplement¶aris megold¶asb¶ol, pivot¶al¶assal, megengedett kom-
plement¶aris megold¶as el}o¶all¶³t¶asa a c¶elunk. A 2.3 ¶es a 2.4 lemm¶ak biztos¶³tj¶ak,
hogy a feladat m¶atrix¶anak az el¶egs¶egess¶ege a pivot¶al¶asok sor¶an meg}orz}odik.

K¶etfajta, diagon¶alis ¶es felcser¶el}os pivot m}uveletet fogunk v¶egezni, melyek
mindegyike meg}orzi az aktu¶alis megold¶as komplement¶aris volt¶at.

Legyen az algoritmus egy l¶ep¶es¶eben a vj v¶altoz¶o ¶ert¶eke nem megengedett.
Ha ¹mjj < 0, akkor diagon¶alis pivotot v¶egzÄunk, mely sor¶an uj bel¶ep a b¶azisba,
m¶³g vj elhagyja azt.

Ha azonban ¹mjj = 0, akkor olyan k indexen kell pivot¶alni, melyre ¹mjk <
0. Az ¶³gy kapott megold¶as azonban nem lesz komplement¶aris, ¶³gy ennek
vissza¶all¶³t¶as¶ara pivot¶alni kell a (k; j) poz¶³ci¶on. A 2.2 lemma alapj¶an ¹mkj > 0.
A k¶et pivotot egyÄutt felcser¶el}os pivotnak nevezzÄuk.

uj

...
vj . . . ¡ . . . ¡

...

Diagon¶alis pivot

uj uk

...
vj +

...
vk . . . ¡ . . . 0 . . . ¡

...

Felcser¶el}os pivot

A felcser¶el}os pivot ¶abr¶aja szerinti helyzetben uj ¶es uk bel¶ep a b¶azisba, m¶³g
vj ¶es vk elhagyja azt. Azt mondjuk, hogy ekkor az uk; vk v¶altoz¶okat akt¶³van,
m¶³g az uj; vj v¶altoz¶okat passz¶³van v¶alasztottuk ki.

A LIFO pivot¶al¶asi szab¶alyt az [1] cikkben a szerz}ok egy sr : I ! IN2N
0
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sz¶aml¶al¶o vektor seg¶³ts¶eg¶evel kezelik:

sr(®) =

½
r; ha az ® 2 I index}u v¶altoz¶o mozog az r-edik iter¶aci¶oban
sr¡1(®); egy¶ebk¶ent.

Legyen tov¶abb¶a s0(®) = 0 minden ® 2 I indexre. KÄonny}u bel¶atni, hogy
sr ¸ sr¡1 ¶es sr 6= sr¡1.

Az algoritmust a kÄovetkez}ok¶eppen fogalmazhatjuk meg.

Input:
Adott az (1) feladat az M el¶egs¶eges m¶atrixszal ¶es legyen
¹M := ¡M; ¹q := q, r := 1:

Begin
J := f® 2 I : ¹q® < 0g
While (J 6= ;) do

Jmax := f¯ 2 J : sr¡1(¯) ¸ sr¡1(®); b¶armely ® 2 Jg
Legyen k 2 Jmax tetsz}oleges
If ( ¹mkk < 0) then

diagon¶alis pivot ¹mkk elemen
s modos¶³t¶asa
r := r + 1

Else
K := f® 2 I : ¹mk® < 0g
If (K = ;) then

Stop: Az LCP-nek nincs megengedett megold¶asa
Else

Kmax = f¯ 2 K : sr¡1(¯) ¸ sr¡1(®); b¶armely ® 2 Kg
Legyen l 2 Kmax tetsz}oleges
Felcser¶el}os pivot az ¹mkl ¶es ¹mlk elemeken
s m¶odos¶³t¶asa
r := r + 2

Endif
Endif

EndWhile
Stop: Megengedett ¶es komplement¶aris megold¶ast ¶all¶³tottunk el}o
End

Criss{cross t¶³pus¶u algoritmus

Az algoritmus a trivi¶alis komplement¶aris megold¶asb¶ol indul, ¶es mivel csak
diagon¶alis illetve felcser¶el}o pivotokat csin¶al, ez¶ert a komoplementarit¶ast meg
is }orzi. L¶ev¶en a m¶atrix el¶egs¶eges, a 2.2 lemma biztos¶³tja, hogy ha felcser¶el}o
pivotra kerÄul sor, akkor a m¶atrix kiv¶alasztott elemeinek az el}ojele megfelel}o
lesz. Az algoritmus csak olyan esetben ¶all le, ha vagy nincs megold¶as, vagy
megtal¶alta azt. El¶eg teh¶at azt igazolni, hogy az algoritmus v¶eges. Figyelembe
v¶eve azt, hogy a lehets¶eges b¶azisok sz¶ama v¶eges, ez¶ert azt kell megmutatnunk,
hogy a criss-cross t¶³pus¶u algoritmus nem cikliz¶al.
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1. ¶abra. A criss{cross t¶³pus¶u algoritmus folyamat¶abr¶aja

3.2 Az ortogonalit¶asi tulajdons¶ag

Akkele»s, Balogh ¶es Ill¶es [1] bizony¶³t¶as¶at ¶altal¶anos¶³tjuk el¶egs¶eges m¶atrixokra,
mikÄozben egyben le is egyszer}us¶³tjÄuk azt, lehet}ov¶e t¶eve az algoritmus m¶odo-
s¶³t¶as¶at az EP{t¶etelek szellem¶eben. Bizony¶³t¶asunk jelent}os r¶esze a j¶ol ismert
ortogonalit¶asi t¶etelen alapszik.

De¯ni¶aljuk a t(i), i 2 JB illetve a tj , j 2 JN [ fqg vektorokat [11] a
kÄovetkez}ok¶eppen:

³
t(i)

´
k

=

8
<
:

¹mik; ha k 2 JN [ fqg
1; ha k = i
0; ha k 2 JBn fig
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illetve

(tj)k =

8
<
:

¹mkj ; ha k 2 JB

¡1; ha k = j
0; ha k 2 (JN [ fqg)nfjg

Ezek ut¶an az ortogonalit¶asi t¶etelt [12,11] az al¶abbi form¶aban mondhatjuk
ki:

3.1 T¶etel. B¶armely M 2 IRn£n m¶atrix ¶es tetsz}oleges B0 illetve B00 b¶azisok
eset¶en az MB0 m¶atrixhoz tartoz¶o t

0(i) vektorok mer}olegesek az MB00 m¶atrixhoz
tartoz¶o t00

j vektorokra.

3.3 Majdnem le¶all¶asi t¶abl¶ak

R¶at¶erhetÄunk az algoritmus v¶egess¶eg¶enek bizony¶³t¶as¶ara. TegyÄuk fel, hogy van
olyan p¶elda, amelyre az algoritmus nem v¶eges. Mivel a lehets¶eges komple-
ment¶aris b¶azisok sz¶ama v¶eges, legfeljebb

¡
2n
n

¢
, ¶³gy ez csak ¶ugy lehets¶eges, ha

cikliz¶al¶as l¶ep fel. A cikliz¶al¶ast mutat¶o p¶eld¶ak kÄozÄul vegyÄunk egy minim¶alis
m¶eret}ut. Egy ilyen probl¶ema eset¶en a minimalit¶as miatt egy ciklus sor¶an
minden v¶altoz¶o mozog.

TekintsÄunk azt a pillanatot, amikor m¶ar minden v¶altoz¶o legal¶abb egyszer
mozgott. Ekkor m¶ar jJmaxj = jKmaxj = 1 minden iter¶aci¶oban, mivel minden
pivot¶al¶asn¶al a mozg¶o v¶altoz¶okhoz olyan s sz¶aml¶al¶o ¶ert¶eket rendelÄunk, mely
m¶eg nem szerepelt, ¶es azonos ¶ert¶ek}u v¶altoz¶oknak mindig az egyike ¶es csak az
egyike van b¶azisban.

TekintsÄuk az r-edik iter¶aci¶ot. Az aktu¶alis b¶azisbeli v¶altoz¶ok kÄozÄul az s
szerinti rendez¶es alapj¶an legkisebb sorsz¶am¶u vp v¶altoz¶o index¶ere igaz, hogy

p = argmin fi 2 JB : sr(i) · sr(j); 8 j 2 JBg :

Figyelembe v¶eve, hogy a vp v¶altoz¶onak az s szerinti ¶ert¶eke mindaddig nem
m¶odosul, am¶³g a b¶azisban van, ez¶ert a pivot¶al¶asi szab¶aly szerint, ha a sor¶aban
kezdem¶enyezÄunk pivot¶al¶ast valamely r0 > r iter¶aci¶oban, akkor (i) nem megen-
gedettnek kell lennie, ¶es (ii) a nem megengedett v¶altoz¶ok kÄozÄott az s szerinti
rendez¶esben maxim¶alis kell, hogy legyen az sr0(p) ¶ert¶eke. Az (ii) felt¶etel
kiz¶ar¶olag ¶ugy teljesÄulhet, hogy a vp az egyetlen nem megengedett v¶altoz¶o az
r0 iter¶aci¶oban. Ehhez az ¶allapothoz tartoz¶o rÄovid pivot t¶abl¶ak a kÄovetkez}ok
lehetnek:

1. Az algoritmus kiv¶alasztotta a vp v¶altoz¶ot a b¶azisb¶ol val¶o t¶avoz¶asra.

Az ¹mpp < 0, vagyis diagon¶alis pivot [(a) t¶abla] lehets¶eges: up bekerÄul
a b¶azisba, m¶³g vp elhagyja azt.
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up uj up

(a) ©
©
...
...
©
©

vp ¡ ¡

(b) ©
vj + ©

...

...
©
©

vp ¡ 0 ¡

A diagon¶alis pivot ut¶an az s ¶ert¶ekei az al¶abbi szab¶aly szerint m¶odosulnak

sr0(®) =

½
r0; ha ® 2 fp; ¹pg ;
sr0¡1(®); egy¶ebk¶ent :

2. Az algoritmus kiv¶alasztja vp v¶altoz¶ot a b¶azisb¶ol val¶o t¶avoz¶asra, de
¹mpp = 0, vagyis felcser¶el}os pivot [(b) t¶abla] szÄuks¶eges. Az up ¶es uj

v¶altoz¶ok bel¶epnek a b¶azisba, m¶³g a vp ¶es vj v¶altoz¶ok elhagyj¶ak azt.

A q oszlopa azonos az el}oz}o eset¶evel. Ebben az esetben nem l¶enyeges,
hogy uj vagy vj v¶altoz¶o van-e a b¶azisban. Mi azt az esetet vizsg¶aljuk,
mikor vj van a b¶azisban. A m¶asik esetben csup¶an az sr0+1(®) de¯n¶³-
ci¶oj¶aban kell a j ¶es ¹j szerep¶et felcser¶elni.

sr0+1(®) =

8
<
:

r0; ha ® 2 f¹p; jg ;
r0 + 1; ha ® 2 fp; ¹jg ;
sr0¡1(®); egy¶ebk¶ent :

3. Az algoritmus egy uj v¶altoz¶ot v¶alaszt a b¶azisba val¶o bel¶ep¶esre, de ¹mjj =
0, ¶³gy felcser¶el}os pivotra van szÄuks¶eg, ¶es az algoritmus kiv¶alasztja az up

v¶altoz¶ot is.

up uj

(c) ª
...
ª

vp +
ª
...
ª

vj © ¢ ¢ ¢ © ¡ © ¢ ¢ ¢ © 0 ¡

A v¶alaszt¶asi szab¶aly ¶ertelm¶eben vj sor¶aban csak az up ¶es a q oszlop¶aban
lehet negat¶³v elem, ¶es l¶ev¶en ¹mjj = 0, ¶³gy a 2.2 lemma alapj¶an az
uj oszlopa a vj sor¶anak seg¶³ts¶eg¶evel kitÄolthet}o. Ebben az esetben
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sem l¶enyeges, hogy uj vagy vj van-e a b¶azisban. Mi azt az esetet
vizsg¶aljuk, mikor vj van a b¶azisban, a m¶asik esetben csup¶an az sr0+1(®)
de¯n¶³ci¶oj¶aban kell a j ¶es ¹j szerep¶et felcser¶elni.

sr0+1(®) =

8
<
:

r0; ha ® 2 fp; ¹jg ;
r0 + 1; ha ® 2 f¹p; jg ;
sr0¡1(®); egy¶ebk¶ent :

A k¶es}obbiek miatt ¶erdemes meg¯gyelni, hogy az 1. ¶es 2. esetekben csak az
algoritmus v¶alaszt¶asi szab¶alya befoly¶asolta a dÄont¶esÄunket, m¶³g a 3. esetben
kihaszn¶altuk a m¶atrixunk el¶egs¶egess¶eg¶et az uj oszlop¶anak kitÄolt¶esekor.

Most pedig tekintsÄuk azt a pillanatot, mikor az up ¶ujra elhagyja a b¶azist.
Ez legyen az r00 > r0 iter¶aci¶oban, ¶es a hozz¶atartoz¶o b¶azist jelÄolje B00: Az r00

iter¶aci¶ohoz tartoz¶o rÄovid pivot t¶abla a kÄovetkez}o h¶aromf¶ele form¶at Äoltheti fel:

A. A pivot¶al¶asi szab¶aly alapj¶an az up v¶altoz¶ot v¶alasztjuk ki a b¶azis elha-
gy¶as¶ara, ¹mpp < 0; vagyis diagon¶alis pivot¶al¶asra kerÄul sor.

vp vl vp

(A) ©
...
©
¡
...
¡

up ¡ ¡

(B)

ul +

up ¡ 0 ¡

B. A pivot¶al¶asi szab¶aly alapj¶an up v¶altoz¶ot v¶alasztjuk ki a b¶azis elhagy¶a-
s¶ara, de ¹mpp = 0, vagyis felcser¶el}os pivotra van szÄuks¶eg: vl (vagy ul)
bel¶ep a b¶azisba, m¶³g ul (vagy vl) elhagyja azt.

C. A algoritmus az ul(vagy vl) v¶altoz¶ot v¶alasztja, de ¹mll = 0, ¶³gy felcser¶e-
l}os pivotra van szÄuks¶eg, ¶es vp bel¶ep a b¶azisba, m¶³g ul elhagyja azt. A
m¶asodik pivot¶al¶asn¶al up t¶avozik a b¶azisb¶ol ¶es vl bel¶ep.

vp vl

(C)

up +

ul ¡ 0 ¡

A kÄovetkez}okben megmutatjuk, hogy ha az M el¶egs¶eges m¶atrix, akkor
az (a) ¡ (c) t¶abl¶ak egyik¶et sem kÄovetheti az (A) ¡ (C) t¶abl¶ak valamelyike.
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A kÄovetkez}o fejezetben de¯ni¶alt algoritmus elemz¶es¶enek ¶erdek¶eben kÄulÄon ¯-
gyelmet ford¶³tunk arra, hogy az esetek vizsg¶alat¶aban milyen szerepet j¶atszik
a m¶atrix el¶egs¶egess¶ege.

3.4 Seg¶edt¶etelek

A kÄovetkez}okben megmutatjuk, hogy az (a)¡(c) t¶abl¶ak egyik¶et sem kÄovetheti
az (A) ¡ (C) t¶abl¶ak egyike sem. El}obb azokat az eseteket vizsg¶aljuk meg,
amelyek nem haszn¶alj¶ak a line¶aris komplementarit¶asi feladat m¶atrix¶anak
el¶egs¶egess¶eg¶et.

El}oszÄor azt mutatjuk meg, hogy a (c) t¶abl¶at nem kÄovetheti az (A) illetve
(B) t¶abl¶ak egyike sem.

3.2 Lemma. JelÄolje MB0 a (c) esethez, m¶³g MB00 az (A) (illetve a (B))

esethez tartoz¶o b¶azis t¶abl¶akat. TekintsÄuk a t0(¹j) ¶es t00
q vektorokat, amelyek

rendre a vj b¶azis v¶altoz¶o MB0 t¶abl¶ab¶ol kiolvashat¶o sor¶ahoz, illetve az MB00

t¶abl¶ab¶ol kiolvashat¶o q vektor oszlop¶ahoz tartoznak. Ekkor

(t0(¹j))T t00
q > 0:

Bizony¶³t¶as. Legyen J 00 := f® 2 JB00 : ¹q00
i < 0 g. Az (A) (illetve a

(B)) t¶abla ¶ertelmez¶ese miatt p 2 J 00, ¶es mivel az up v¶altoz¶ot v¶alasztottuk a
b¶azisb¶ol val¶o t¶avoz¶asra, ez¶ert az indexv¶alaszt¶asi szab¶aly alapj¶an a J 00 elemei
kÄozÄul ez ¶erkezett legk¶es}obb a b¶azisba, azaz egyik ® 2 J 00nfpg index}u v¶altoz¶o
sem mozgott az MB0 b¶azis ¶ota, ¶es ¶³gy J 00nfpg ½ JB0 teljesÄul, ¶es ¶³gy t0

¹ji
= 0

minden i 2 J 00n f¹j; pg indexre, vagyis

X

i2J00nf¹j;pg
t¹jit

00
iq = 0 ; (3)

Figyelembe v¶eve, hogy sr0(¹j) = sr0(p) ¶es sr00¡1(j) > sr00¡1(p) tudjuk, hogy
t00jq ¶es t00¹jq

nemnegat¶³vak. A (c) t¶abl¶ab¶ol kiolvashatjuk, hogy t0¹jj
= 0; t0¹j¹j =

1; t0¹j¹p
= 0; t0¹jp

< 0 ¶es t0¹jq
< 0, ¶³gy

t0¹j¹j t00¹jq + t0¹jjt
00
jq + t0¹j ¹pt

00
¹pq + t0¹jp t00pq + t0¹jq t00qq ¸ t0¹jpt

00
pq ¡ t0¹jq > 0 ; (4)

l¶ev¶en t00qq = ¡1 de¯n¶³ci¶o szerint, ¶es t00pq < 0 az algoritmus v¶alaszt¶asi szab¶aly¶a-
nak ¶ertelm¶eben ((A) ¶es (B) t¶abl¶ak).

Ha tov¶abb¶a l =2 J 00 [ fj; ¹j; p; ¹p; qg, akkor ism¶et a (c) ¶abr¶ab¶ol kiolvashat¶o,
hogy t0¹jl

¸ 0 ¶es J 00 de¯n¶³ci¶oja szerint t00lq ¸ 0, vagyis

X

l 62J[fj;¹j;p;¹p;qg
t0¹jl t00lq ¸ 0 : (5)

ÄOsszeadva a (3)-(5) egyenl}otlens¶egeket ¶eppen az ¶all¶³t¶asunkat kapjuk.

FigyeljÄuk meg, hogy a (c) t¶abl¶ab¶ol a vj v¶altoz¶o sor¶at tekintettÄuk, m¶³g
az (A) ¶es (B) t¶abl¶akn¶al a q oszlop¶at, teh¶at nem haszn¶altuk ki a m¶atrix
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el¶egs¶egess¶eg¶et, ¶es ¶³gy a lemma csak a pivot¶al¶asi szab¶alyt¶ol fÄugg: a (c) ¶es (A)
(illetve (B)) esetek, az ortogonalit¶asi t¶etel miatt, az el}oz}o lemm¶at ¯gyelembe
v¶eve kiz¶ar¶oak, fÄuggetlenÄul a m¶atrix el¶egs¶egess¶eg¶et}ol.

A kÄovetkez}o lemm¶ank ¶ertelm¶eben az (a) ¶es a (b) t¶abl¶akat nem kÄovetheti
a (C) t¶abla.

3.3 Lemma. JelÄolje MB0 az (a) (illetve (b)) esethez, m¶³g MB00 a (C) esethez
tartoz¶o b¶azis t¶abl¶akat. TekintsÄuk a t0

q ¶es t00(l) vektorokat, melyek rendre az
MB0 t¶abla q oszlop¶ahoz, illetve az MB00 t¶abla ul b¶azisv¶altoz¶oj¶anak a sor¶ahoz
tartoznak. Ekkor

(t00(l))T t0
q > 0 :

Bizony¶³t¶as. Az el}oz}o lemm¶ahoz hasonl¶oan J 00
l := fi 2 IN00 : t00li < 0g ½

IN0 , ¶³gy t0iq = 0 teljesÄul b¶armely i 2 J 00
l indexre, ¶es emiatt

X

i2J00
l

t00li t0iq = 0 : (6)

Tov¶abb¶a, minden j =2 J2 := J 00
l [ f¹l; l; ¹p; p; qg indexre t00lj ¸ 0 ¶es t0jq ¸ 0, ¶³gy

X

j 62J2

t00ljt
0
jq ¸ 0 : (7)

Az MB0 ¶es MB00 t¶abl¶akb¶ol kiolvashat¶o, hogy t0qq = ¡1; t00ll = 1; t00
l¹l

= t00lp =
t0pq = 0, tov¶abb¶a t00l¹p < 0; t00lq < 0; t0¹pq < 0; t0¹lq ¸ 0 ¶es t0lq ¸ 0 ¶³gy

t00l¹lt
0
¹lq + t00ll t0lq + t00l¹p t0¹pq + t00lpt

0
pq + t00lq t0qq = t0lq + t00l¹p t0¹pq ¡ t00lq ¸ t00l¹pt

0
¹pq ¡ t00lq > 0 :

ÄOsszeadva a (6) ¡ (7) ÄosszefÄugg¶eseket, a k¶³v¶ant ¶all¶³t¶ast kapjuk.

Az el}oz}o lemm¶aban sem haszn¶altuk ki az M m¶atrix el¶egs¶egess¶eg¶et. R¶a-
t¶erhetÄunk azoknak az eseteknek a t¶argyal¶as¶ara, amikor a feladat m¶atrix¶anak
az el¶egs¶egess¶ege l¶enyeges lesz.

A kÄovetkez}o lemm¶aban igazoljuk, hogy az (a) (illetve (b)) t¶abl¶akat nem
kÄovetheti sem az (A), sem pedig a (B) t¶abla.

3.4 Lemma. Legyen adott az (u0;v0) ¶es (u00;v00), komplement¶aris megold¶a-
sok, amelyek rendre az (a) ¶es (b), illetve az (A) ¶es (B) t¶abl¶akhoz tartoznak.
Ekkor

(u0 ¡ u00) M (u0 ¡ u00) · 0 :

Bizony¶³t¶as. Mind a n¶egy esetet egyszerre bizony¶³tjuk.

(u0 ¡ u00) M (u0 ¡ u00) = (u0 ¡ u00) (q + M u0 ¡ q ¡ M u00)

= (u0 ¡ u00) (v0 ¡ v00)

= u0 v0 ¡ u0 v00 ¡ u00 v0 + u00 v00

= ¡u0 v00 ¡ u00 v0;
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ahol az utols¶o egyenl}os¶eg a megold¶asok komplementarit¶as¶anak a kÄovetkezm¶e-
nye. JelÄolje J 00 := f ® 2 JB00 : ¹q00

i < 0 g: A pivot¶al¶asi szab¶aly miatt sr00(p) >
sr00(®), b¶armely ® 2 J 00n fpg indexre, ¶³gy ezen indexek nem mozogtak B0

b¶azis ¶ota, vagyis ® 2 JB0 , ¶es ¶³gy b¶armely i 2 J 00n fpg indexre

u0
i v00

i + u00
i v0

i = 0 (8)

teljesÄul, hiszen az u0
i vagy v00

i , illetve u00
i vagy v0

i ¶ert¶eke nulla. Az (a) ¶es (b)
illetve az (A) ¶es (B) t¶abl¶akb¶ol kiolvashat¶o, hogy u0

p = 0, v0
p < 0 ¶es u00

p < 0,
v00

p = 0, vagyis
u0

p v00
p + u00

p v0
p > 0 :

Tov¶abb¶a b¶armely j =2 J 00 indexre u0
j; v

0
j; u

00
j ; v00

j ¸ 0, ¶es emiatt

u0
j v00

j + u00
j v0

j ¸ 0 : (9)

ÄOsszefoglalva, az (u0 ¡ u00) vektor olyan, hogy (u0 ¡ u00) M (u0 ¡ u00) · 0.

Fontosnak tartjuk megjegyezni, hogy a bizony¶³t¶asunk konstrukt¶³v, azaz a
B0 illetve a B00 b¶azisokb¶ol az M m¶atrix nem el¶egs¶egess¶eg¶et bizony¶³t¶o u0 ¡u00

vektor kÄonnyed¶en meghat¶arozhat¶o.
A utols¶o lemm¶ankban azt az esetet vizsg¶aljuk meg, amikor a (c) t¶abl¶at a

(C) t¶abla kÄovetn¶e.

3.5 Lemma. JelÄolje MB0 a (c), m¶³g MB00 a (C) esethez tartoz¶o b¶azis
t¶abl¶akat. TekintsÄuk a t0

j ¶es t00(l) vektorokat, amelyek az MB0 b¶azis t¶abla uj

nem b¶azis v¶altoz¶oj¶anak az oszlop¶ahoz, illetve az MB00 b¶azis t¶abla ul b¶azis
v¶altoz¶oj¶anak a sor¶ahoz tartoznak. Ekkor

(t00(l))T t0
j < 0 :

Bizony¶³t¶as. Legyen J 00
l = fi 2 IN 00 : t00li < 0gn fjg. Mivel t¶abl¶aink komp-

lement¶arisak, ¶es a pivot¶al¶asi szab¶aly szerint mindig azt a v¶altoz¶ot v¶alasztjuk a
lehets¶egesek kÄozÄul, amelyik a legutolj¶ara mozgott, ¶³gy a J 00

l indexeihez tartoz¶o
v¶altoz¶ok az MB0 ¶ota nem mozogtak, ez¶ert ¹J 00

l ½ IB0 ¶es J 00
l ½ IN0 , ¶es¶³gy t0ij = 0

teljesÄul, b¶armely i 2 J 00
l eset¶en. ÄOsszefoglalva

X

i2J00
l

[fqg
t00li t0ij = 0 : (11)

M¶asfel}ol, ha i =2 J1 := J 00
l [

©
q; p; ¹p; j;¹j; l; ¹l

ª
, akkor t0ij · 0 a (c) ¶abra alapj¶an.

A J 00
l de¯n¶³ci¶oja miatt t00li ¸ 0, ¶es ¶³gy

X

i62J1

t00li t0ij · 0 ; (12)

Az MB0 ¶es MB00 t¶abl¶akb¶ol, a t vektorok de¯n¶³ci¶oj¶at is ¯gyelembe v¶eve

t0pj = t00l¹l = t0¹jj = t0qj = t00lp = 0; t00ll = 1; t0jj = ¡1 ¶es t0lj · 0; t00l¹p < 0; t0¹pj > 0
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¶³gy

t00lq t0qj + t00lp t0pj + t00l¹p t0¹pj + t00lj t0jj + t00l¹j t0¹jj + t00llt
0
lj + t00l¹l t0¹lj < ¡t00lj : (13)

H¶atra van m¶eg, hogy megmutassuk, t00lj ¸ 0. A B0 b¶azis t¶abl¶an a (c)

eset¶en felcser¶el}os pivotot hajtunk v¶egre. Ekkor sr0(¹j) = sr0(p) = r0 ¶es
sr0+1(j) = sr0+1(¹p) = r0 + 1. Az MB00 t¶abla eset¶en J 00

max = f¹pg. Mivel a
t¶abla komplement¶aris, ¶³gy k¶et eset lehets¶eges:

1. Ha j 2 IN00 , akkor az uj az (r
0
+ 1) ¶es a r

00
iter¶aci¶ok kÄozÄott mozog, ¶³gy

sr00(j) > sr00(¹p), ¶es ez a pivot¶al¶asi szab¶aly szerint csak ¶ugy lehets¶eges,
ha t00lj ¸ 0.

2. Ha j 2 IB00 , akkor t00lj = 0.

ÄOsszeadva a (11) ¡ (13) egyenl}otlens¶egeket, a k¶³v¶ant ¶all¶³t¶ast kapjuk.

Az el}oz}o lemma bizony¶³t¶asakor a (c) t¶abla szerkezet¶en¶el kihaszn¶altuk a
t¶abla el¶egs¶egess¶eg¶et.

3.5 A criss{cross t¶³pus¶u algoritmus v¶egess¶ege

Ebben a r¶eszben igazoljuk a criss{cross algoritmus v¶egess¶eg¶et, majd ennek
seg¶³ts¶eg¶evel ¶uj, konstrukt¶³v bizony¶³t¶ast adunk a line¶aris komplementarit¶asi
feladatok dualit¶ast¶etel¶ere is.

3.2 T¶etel. A criss{cross t¶³pus¶u algoritmus v¶eges az el¶egs¶eges m¶atrixszal
adott line¶aris komplementarit¶asi feladatra.

Bizony¶³t¶as. Bizony¶³t¶asunk indirekt, azaz tegyÄuk fel, hogy az algoritmus
nem v¶eges. Tekintettel arra, hogy a line¶aris komplementarit¶asi feladatnak
v¶eges sok kÄulÄonbÄoz}o b¶azisa van, ¶es az algoritmus egy¶ertelm}uen meghat¶arozza
pivot¶al¶askor a kÄovetkez}o b¶azist, ez¶ert abb¶ol, hogy az algoritmus nem v¶eges,
kÄovetkezik az algoritmus cikliz¶al¶asa.

TekintsÄuk a fejezet elej¶en eml¶³tett minim¶alis ellenp¶eld¶at. Ebben minden
v¶altoz¶o mozog egy ciklus sor¶an. A lemm¶ak tanuls¶aga szerint az utols¶ok¶ent a
b¶azisba bel¶ep}o up v¶altoz¶o m¶ar nem l¶ephet ki a b¶azisb¶ol:

{ Ha az (a) vagy a (b) esetben l¶ep be, majd pedig az (A) vagy a (B) esetek
valamelyik¶en¶el t¶avozik a b¶azisb¶ol, akkor a 3.4 Lemma ellentmond az M
m¶atrix el¶egs¶egess¶eg¶enek.

{ Ha a (c) esetben l¶ep be, majd az (A) vagy (B) esetek valamelyik¶eben
t¶avozik a b¶azisb¶ol, akkor a 3.2 Lemma ellentmond az ortogonalit¶asi
tulajdons¶agnak.

{ Ha a (c) esetben l¶ep be, majd a (C) esetben t¶avozik a b¶azisb¶ol, akkor
a 3.5 Lemma ellentmond az ortogonalit¶asi tulajdons¶agnak.

{ Ha a (b) vagy a (c) esetben l¶ep be, majd a (C) esetben t¶avozik a
b¶azisb¶ol, akkor a 3.2 Lemma ellentmond az ortogonalit¶asi tulajdon-
s¶agnak.
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Minden lehets¶eges eset ellentmond¶asra vezet, ¶³gy ¶all¶³t¶asunkat bel¶attuk.

A kÄovetkez}o t¶abl¶azat mutatja, hogy mely esetekben haszn¶altuk ki az M
m¶atrix el¶egs¶egess¶eg¶et:

(a) (b) (c)
(A) ¤ ¤
(B) ¤ ¤
(C) ¤

Az el¶egs¶eges m¶atrix¶u LCP feladatok megoldhat¶os¶ag¶anak jellemz¶es¶ere Fu-
kuda ¶es Terlaky [9] t¶etel¶et az al¶abbi alternat¶³va t¶etelk¶ent fogalmazhatjuk
meg.2

3.3 T¶etel. B¶armely M 2 IRn£n el¶egs¶eges m¶atrix ¶es q 2 IRn vektor eset¶en
pontosan az egyik teljesÄul:

(1) az LCP feladatnak van (u;v) megengedett komplement¶aris megold¶asa,
(2) a D-LCP feladatnak van (x;y) megengedett komplement¶aris megold¶asa.

Bizony¶³t¶as. KÄovetkezik a 3.1 Lemm¶ab¶ol ¶es a 3.2 T¶etelb}ol.

Mivel a 3.1 Lemma csup¶an azt biztos¶³tja, hogy a t¶etel k¶et esete egyszerre
nem ¶allhat fenn, m¶³g az egyik eset mindig fenn¶all¶as¶at a 3.2 Lemma algorit-
mikus bizony¶³t¶as¶aval igazoltuk, ¶³gy a 3.3 T¶etel konstrukt¶³v.

4 EP-t¶etelek

Ebben a fejezetben szeretn¶enk a criss{cross t¶³pus¶u algoritmust alkalmass¶a
tenni tetsz}oleges line¶aris komplementarit¶asi feladat megold¶as¶ara. Term¶e-
szetesen nem v¶arhatjuk el, hogy b¶armilyen t¶³pus¶u m¶atrixszal adott line¶aris
komplementarit¶asi feladatot megoldhassunk a criss{cross t¶³pus¶u algoritmus-
sal. Azt azonban fontosnak tartjuk, hogy ha egy feladatot nem tudunk meg-
oldani ezzel az algoritmussal, akkor annak az ok¶at meg tudjuk mutatni, ¶es
a bizony¶³t¶ekunkat arra, hogy a m¶atrixunk nem el¶egs¶eges, polinom id}oben
leellen}orizhessÄuk.

GondolatmenetÄunknek megfelel}o elm¶elet alapjait Cameron ¶es Edmonds
alapozta meg [2] dolgozatukban. }Ok bevezett¶ek az ¶un. EP{t¶eteleket.

Egy EP (Existentially Polynomial time) t¶etel form¶aja a kÄovetkez}o:

[8x : F1(x) vagy F2(x) vagy . . . vagy Fk(x)] ;

ahol Fi(x) olyan ¶all¶³t¶as, melynek form¶aja

Fi(x) = [9yi amelyre kyik · kxkni ¶es fi(x;yi)] :

2Fukuda ¶es Terlaky [9] cikkÄukben eredm¶enyÄuket dualit¶as t¶etelnek h¶³vj¶ak, hab¶ar szerin-
tÄunk az alternat¶³va t¶etel pontosabban tÄukrÄozi a t¶etel mondanival¶oj¶at.
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Itt ni 2 IN , kzk jelÄoli a z k¶odol¶asi hossz¶at, f(x;y) pedig olyan ¶all¶³t¶as, melynek
teljesÄul¶es¶ere van polinomi¶alis bizony¶³t¶ek.

Miel}ott r¶at¶ern¶enk a line¶aris komplementarit¶asi feladat dualit¶as t¶etel¶enek
az EP-t¶etel form¶aj¶aban tÄort¶en}o megfogalmaz¶as¶ara, szÄuks¶egÄunk lesz n¶eh¶any
fogalom ¶es ¶all¶³t¶as kimond¶as¶ara.

Egy x vektor tart¶oj¶anak az f i j xi 6= 0g halmazt nevezzÄuk. Egy adott
vektorhalmazb¶ol egy minim¶alis tart¶oj¶u vektort elemi vektornak nevezÄunk.
SzÄuks¶egÄunk lesz a vektorok konform [8] el}o¶all¶³t¶as¶ara.

4.1 De¯n¶³ci¶o Legyen V µ IRn tetsz}oleges line¶aris alt¶er, x;x1; . . . ;xk vek-
torok a V alt¶erb}ol. Azt mondjuk, hogy az x vektor konform m¶odon felbomlik
x1; . . . ;xk vektorokra, ha x = x1 + . . . + xk, ¶es

xi = 0 =) x1
i = . . . = xk

i = 0;
xi > 0 =) x1

i ; . . . ; x
k
i ¸ 0;

xi < 0 =) x1
i ; . . . ; x

k
i · 0

b¶armely i = 1; . . . ; n indexre.

Tetsz}oleges line¶aris alt¶er eset¶en teljesÄul a kÄovetkez}o:

4.1 Lemma. [16] Legyen V line¶aris alt¶er az IRn t¶erben. Ekkor b¶armely x 2
V felbonthat¶o konform m¶odon a V line¶aris alt¶er c1; . . . ; ck elemi vektoraira.

A fenti lemma seg¶³ts¶eg¶evel megmutathat¶o, hogy ha M nem el¶egs¶eges,
akkor ennek bizony¶³t¶eka megadhat¶o egy elemi, vagy k¶et elemi vektor Äossze-
gek¶ent [8].

4.2 Lemma. Ha M nem oszlop el¶egs¶eges (sor el¶egs¶eges), akkor l¶etezik egy
szigor¶uan el}ojelv¶alt¶o (szigor¶uan el}ojeltart¶o) elemi vektor a V alt¶erben (V ?

alt¶erben), vagy l¶etezik egy szigor¶uan el}ojelv¶alt¶o (szigor¶uan el}ojeltart¶o) x vek-
tor a V alt¶erben, (y a V ? alt¶erben) mely fel¶³rhat¶o k¶et komplement¶aris, elemi
vektor Äosszegek¶ent.

Az eddigi eredm¶enyekb}ol kiindulva igazolhat¶o a kÄovetkez}o t¶etel.

4.1 T¶etel. [8] Legyen M 2 IRn£n nem el¶egs¶eges m¶atrix. Ekkor l¶etezik M
nem el¶egs¶eges volt¶ara olyan bizony¶³t¶ek, amelynek a m¶erete polinomi¶alisan
korl¶atozott az M input m¶eret¶enek a fÄuggv¶eny¶eben.

A line¶aris komplementarit¶asi feladat dualit¶ast¶etel¶et EP{form¶aban szeret-
n¶enk fel¶³rni. Ehhez el}obb olyan alakra kell hoznunk a t¶etelt, amelyben a
m¶atrix el¶egs¶egess¶ege m¶ar nem felt¶etele az ¶all¶³t¶asnak.

4.2 T¶etel. B¶armely M 2 0Qn£n racion¶alis m¶atrix ¶es q 2 0Qn eset¶en legal¶abb
az egyik teljesÄul:

(1) a (P-LCP) feladatnak van (u;v) megengedett komplement¶aris megol-
d¶asa,

(2) a (D-LCP) feladatnak van (x;y) megengedett komplement¶aris megol-
d¶asa,

(3) az M m¶atrix nem el¶egs¶eges.
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A t¶etel m¶eg nincs EP{form¶aban. Az (1) ¶es (2) r¶esz teljesÄul¶ese eset¶en
maga a megold¶as m¶erete polinomi¶alis m¶eret}u. A (3) r¶eszhez azonban meg
kell m¶eg mutatni, hogy ha az M m¶atrix nem el¶egs¶eges, akkor ennek van egy
polinomi¶alis m¶eret}u bizony¶³t¶eka.

Most m¶ar megfogalmazhatjuk az LCP dualit¶ast¶etelt EP-form¶aban [8],
felhaszn¶alva a 4.1 T¶etelt.

4.3 T¶etel. B¶armely M 2 0Qn£n m¶atrix, ¶es q 2 0Qn eset¶en legal¶abb az egyik
teljesÄul:

(1) a (P-LCP) feladatnak van (u;v) megengedett komplement¶aris megold¶asa,
amelynek a k¶odol¶asi m¶erete az M ¶es q k¶odol¶asi m¶eret¶evel polinomi¶alisan
korl¶atozott;

(2) a (D-LCP) feladatnak van (x;y) megengedett komplement¶aris megold¶asa,
amelynek a k¶odol¶asi m¶erete az M ¶es q k¶odol¶asi m¶eret¶evel polinomi¶alisan
korl¶atozott;

(3) az M m¶atrix nem el¶egs¶eges, ¶es ennek van olyan bizony¶³t¶eka, amelynek
a k¶odol¶asi m¶erete az M k¶odol¶asi m¶eret¶evel polinomi¶alisan korl¶atozott.

Fontos kiemelni, hogy az (1) ¶es (2) esetek kiz¶ar¶oak, m¶³g a (3) egyszerre
teljesÄulhet ak¶ar az (1), ak¶ar a (2) esettel egyÄutt is. M¶asfel}ol, term¶eszetes
felt¶etelk¶ent jelentkezik az, hogy a m¶atrix elemei racion¶alis sz¶amok legyenek.

A t¶etel bizony¶³t¶as¶ahoz m¶odos¶³tani kell az algoritmusunkat ¶es igazolni a
m¶odos¶³tott algoritmus v¶egess¶eg¶et.

Az algoritmust ¶ugy m¶odos¶³tjuk, hogy vagy megoldja a (P ¡LCP ) felada-
tot vagy a du¶alis¶at, vagy kimutatja, hogy a bemeneti m¶atrix nem el¶egs¶eges3,
¶es ennek polinomi¶alis m¶eret}u bizony¶³t¶ek¶at szolg¶altatja.

A 2.2 Lemma biztos¶³tja, hogy ha a m¶atrix el¶egs¶eges, akkor a pivot¶al¶asi
m}uveletek mindig elv¶egezhet}ok, ha pedig nem, akkor megadja a k¶³v¶ant bi-
zony¶³t¶ekot arra, hogy az M m¶atrix nem el¶egs¶eges.

H¶atra van annak vizsg¶alata, hogyan kÄovetjÄuk nyomon a cikliz¶al¶as elkerÄu-
l¶es¶et. A cikliz¶al¶as elkerÄul¶es¶enek a vizsg¶alatakor vegyÄuk ¶eszre, hogy az ere-
deti algoritmus v¶egess¶eg¶enek bizony¶³t¶as¶aban val¶oj¶aban nem igaz¶an l¶enyeges,
hogy a cikliz¶al¶o p¶elda minim¶alis. TekintsÄunk ugyanis egy tetsz}oleges cikliz¶al¶o
p¶eld¶at. Legyen a ciklusban r¶eszt vev}o v¶altoz¶ok indexeinek halmaza R. Fi-
gyeljÄunk meg egy olyan pillanatot, mikor m¶ar elkezd}odÄott a cikliz¶al¶as, minden
a cikliz¶al¶asban r¶esztvev}o v¶altoz¶o m¶ar mozgott, ¶es a ciklus sor¶an az algoritmus
olyan v¶altoz¶ot v¶alaszt a b¶azisba val¶o bel¶ep¶esre, melynek az R b¶azison k¶³vÄuli
v¶altoz¶oi kÄozÄul a legkisebb az s ¶ert¶eke. Ehhez a pillanathoz tartoz¶o b¶azist
jelÄolje B0, ¶es legyen a legkisebb s ¶ert¶ek}u, az R halmazbeli bel¶ep}o v¶altoz¶o az
up. JelÄolje B00 azt a b¶azist, mikor az up legkÄozelebb mozog.

Ekkor az MB0 , illetve az MB00 pivot t¶abl¶ak szerkezete, az R index}u v¶alto-
z¶okra illetve a q vektorra megszor¶³tva, pontosan az (a)¡ (c) illetve (A)¡ (B)
t¶abl¶ak¶e lehet. A k¶et ¶allapot kÄozÄott olyan v¶altoz¶o, amelynek az indexe nem az

3Egy m¶atrix el¶egs¶egess¶eg¶enek az eldÄont¶es¶ere jelenleg nem ismert hat¶ekony, polinomi¶alis
algoritmus.
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R halmazba tartozik, nem mozgott. ¶Igy a 3.2, 3.3, 3.5 lemm¶ak eset¶eben a fun-
dament¶alis elemi vektorok szorzat¶aban az R illetve q indexein k¶³vÄul pontosan
az egyik tag van a b¶azisban, teh¶at ezen indexekhez a szorzatban mindig nulla
tartozik. Ugyanezen okb¶ol a 3.4 lemma ¡u

0 ¢v00 ¡u
00 ¢v0

szorzat¶aban az R hal-
mazon k¶³vÄuli indexeken null¶ak lesznek. Vagyis a bizony¶³t¶asok ¶atmenthet}ok
¶altal¶anos cikliz¶al¶o p¶eld¶ara is.

Input
Adott az (1) feladat. ¹M = ¡M; ¹q = q, r = 1; Q inicializ¶al¶asa

Begin
While ((J := f® 2 I : ¹q® < 0g) 6= ;) do

Jmax := f¯ 2 J : sr¡1(¯) ¸ sr¡1(®), b¶armely ® 2 J- reg
Legyen k 2 Jmax tetsz}oleges.

Ellen}orizend}o a ¡u
0 ¢ v00 ¡ u

00 ¢ v0
az elmentett Q(k) seg¶³ts¶eg¶evel:

If (¡u
0 ¢ v00 ¡ u

00 ¢ v0 ·6= 0) then

Stop: M nem el¶egs¶eges, bizony¶³t¶ek az u
0 ¡ u

00
.

Endif
If ( ¹mkk < 0) then

diagon¶alis pivot az ¹mkk ¶ert¶eken
Q(k) = [JB; ¹mq ], r := r + 1

ElseIf ( ¹mkk > 0)
Stop: M nem el¶egs¶eges, bizony¶³t¶ek mint a 2.2 lemm¶aban.

Else /* ¹mkk = 0 */
K := f® 2 I : ¹mk® < 0g
If (K = ;) then

Stop: D-LCP megold¶as
Else

Kmax = f¯ 2 K : sr¡1(¯) ¸ sr¡1(®), b¶armely ® 2 K- rag
Legyen l 2 Kmax tetsz}oleges.
If (mk ¶es mk vagy ml ¶es ml el}ojelszerkezete s¶er}ul) then

Stop: M nem el¶egs¶eges, bizony¶³t¶ek mint a 2.2 lemm¶aban.
Endif
Felcser¶el}os pivot az ¹mkl ¶es az ¹mlk sz¶amokon, s m¶odos¶³t¶asa
Q(k) = [JB ; ¹mq], Q(l) = [;; 0], r := r + 2

Endif
Endif

EndWhile
Stop: Megengedett ¶es komplement¶aris megold¶ast ¶all¶³tottunk el}o.
End

M¶odos¶³tott criss{cross t¶³pus¶u algoritmus ¶altal¶anos (LCP) feladatra

Az el¶egs¶egess¶eg hi¶any¶anak a kezel¶esekor id¶ezzÄuk fel, hogy az el¶egs¶egess¶eget
a 3.4 lemma, illetve a 3.5 lemma eset¶eben haszn¶altuk ki. Ez ut¶obbi az
el¶egs¶egess¶eggel j¶ar¶o, a 2.2 lemm¶ara alapul¶o el}ojelszerkezetet haszn¶alta. Teh¶at
ha az algoritmus minden felcser¶el}os pivot eset¶en ((c) ¶es (C) ilyen esetekhez
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tartoznak) ellen}orzi az el}ojelszerkezet megl¶et¶et, akkor az ortogonalit¶asi t¶etel
miatt a (c) t¶abl¶at nem kÄovetheti a (C) t¶abla. Ha b¶arhol s¶erÄul az el}ojelszerkezet,
az M nem el¶egs¶eges volt¶ara a k¶³v¶ant bizony¶³t¶ekot ugyanez a lemma biztos¶³tja.

Marad az (a) ¶es a (b), illetve az (A) ¶es a (B) t¶abl¶ak esete. A 3.4 lemma a

¡u
0 ¢ v00 ¡ u

00 ¢ v0
(14)

alak¶u vektorok nem szigor¶uan el}ojelford¶³t¶o volt¶an alapul, olyan MB0 ¶es MB00

t¶abl¶ak eset¶en, ahol ugyanazon v¶altoz¶o mozog mindk¶et pivot sor¶an, ¶es mindk¶et
esetben a vizsg¶alt v¶altoz¶o az akt¶³van v¶alasztott (vagyis nem a felcser¶el}os
pivot m¶asodik v¶altoz¶oja). ¶Erdemes meg¯gyelni, hogy nincs szÄuks¶eg a teljes
t¶abl¶ara, elegend}o annak a q vektorhoz tartoz¶o oszlopa (vagyis az aktu¶alis
megold¶as), illetve a b¶azisban lev}o indexek halmaza. Amennyiben a (14) vek-
tor szigor¶uan el}ojelford¶³t¶o, akkor a 3.4 lemma ut¶ani megjegyz¶es ¶ertelm¶eben
a line¶aris komplementarit¶asi feladat m¶atrix¶anak nem el¶egs¶eges volt¶ara a bi-
zony¶³t¶ek az u

0 ¡ u
00

vektor.

VezessÄunk be egy Q(p) (p = 1; . . . ; n) list¶at. A lista minden index¶ehez
k¶et n dimenzi¶os vektor tartozik. Egy Q(j) = [fIg; fhg] alak¶u ¶ert¶ekad¶as alatt
azt ¶ertjÄuk, hogy a j indexhez tartoz¶o Q ¶ert¶ekben a b¶azisv¶altoz¶ok indexeinek
hely¶ere az I indexeket, a q vektorhoz tartoz¶o ¶ert¶ekek hely¶ere pedig a h vektort
¶³rjuk. Indul¶askor legyen minden p indexre:

Q(p) :=

·
[1; . . . ; n]
[0; . . . ; 0]

¸
p = 1; . . . ; n:

Mikor egy ul vagy vl v¶altoz¶o egy olyan pivot sor¶an t¶avozik a b¶azisb¶ol, mely
sor¶an vagy diagon¶alis pivothoz tartozik, vagy olyan felcser¶el}oshÄoz, melyben }o
akt¶³v (az }o s ¶ert¶ek¶et vizsg¶alta az algoritmus), a Q(l) ¶ert¶ek¶et ¶ugy m¶odos¶³tjuk,
hogy az els}o vektorba az ul vagy vl v¶altoz¶o b¶azisb¶ol val¶o kil¶ep¶ese el}otti b¶azis
v¶altoz¶ok indexeit, m¶³g a m¶asodik vektorba az ul vagy vl v¶altoz¶o b¶azisb¶ol val¶o
kil¶ep¶ese el}otti b¶azis v¶altoz¶ok ¶ert¶ek¶et ¶³rjuk, vagyis

Q(l) :=

·
[b¶azisv¶altoz¶ok indexei]
[b¶azisv¶altoz¶ok aktu¶alis ¶ert¶eke]

¸
:

Ha az ul vagy vl v¶altoz¶o passz¶³v m¶odon (felcser¶el}os pivot eset¶en, a diagon¶alis
¶ert¶ek nulla volta miatt) l¶ep be a b¶azisba, akkor a Q(l) ¶ert¶eket m¶odos¶³tsuk a
kÄovetkez}ok¶eppen:

Q(l) :=

·
[1; . . . ; n]
[0; . . . ; 0]

¸
:
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2. ¶abra. A m¶odos¶³tott criss{cross t¶³pus¶u algoritmus folyamat¶abr¶aja

Az algoritmus, mikor a b¶aziscser¶ehez ¶er, megn¶ezi, hogy az akt¶³van bel¶ep}o
v¶altoz¶ot el}oz}o kil¶ep¶esekor is akt¶³van v¶alasztotta, vagy sem. Ha igen, a Q lista
seg¶³ts¶eg¶evel ellen}orzi a (14) vektort, majd csak ezut¶an m¶odos¶³tja a Q list¶at.
Mivel a komplement¶aris v¶altoz¶ok pivot m}uveletek sor¶an egyszerre mozognak,
¶³gy nem szÄuks¶eges kÄulÄon helyet fenntartani sz¶amukra a Q list¶aban.

¶Erdemes meg¯gyelni, hogy a Q kezdeti, illetve a felcser¶el}os pivot eset¶en
a passz¶³v v¶altoz¶okra be¶all¶³tott ¶ert¶eke miatt elegend}o b¶armely pivot eset¶en
ellen}orizni a (14) szorzatot. Ha nem az (a) (vagy a (b)) t¶abl¶at kÄoveti az (A)
(vagy a (B)) t¶abla, akkor a szorzat mindig nulla lesz.

A Q list¶at nem lenne szÄuks¶eges minden esetben kitÄolteni. ¶Igy az algorit-
mus minim¶alis m¶odos¶³t¶as¶aval t¶arhelyet lehet megtakar¶³tani. Meg¯gyelhet}o
tov¶abb¶a, hogy ekkor a legrosszabb esetben a Q lista t¶arig¶enye n2 eg¶esz ¶es n2

lebeg}opontos sz¶am t¶arig¶eny¶evel azonos.

Meg kell m¶eg vizsg¶alnunk azt az esetet, mikor a (P ¡ LCP ) feladatnak
nincs megold¶asa. Ez akkor fordulhat el}o, ha az algoritmus azt tal¶alja, hogy
K = ;. Ehhez az esethez tartoz¶o pivot t¶abla a kÄovetkez}o:
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3. ¶abra.

De¯ni¶aljuk a kÄovetkez}o vektort:

(x0;y0) = t(k) jJN [JB
:

Az ortogonalit¶asi t¶etelb}ol ad¶odik, hogy a fenti vektor az [¡MT j ¡I ] m¶atrix
Äosszes sor¶ara mer}oleges, vagyis MTx0 +y0 = 0. Ugyancsak az ortogonalit¶ast
haszn¶alva, de a jobb oldali q vektor oszlop¶ara (a kiindul¶asi b¶azisban) ad¶odik,
hogy

(x0;y0)T (tq jJN [JB
) = (x0;y0)T (q;0) = x0Tq = qk :

Vagyis a (x;y) = (x0;y0)=(¡qk) vektor a (D ¡ LCP ) feladat egy megold¶asa,
mivel a nemnegativit¶as ¶es a komplementarit¶as a t¶abla szerkezet¶eb}ol ad¶od¶oan
teljesÄul.

5 ÄOsszefoglal¶as

Akkele»s, Balogh ¶es Ill¶es [1] ¶uj t¶³pus¶u, line¶aris felt¶eteles, konvex kvadratikus
c¶elfÄuggv¶enyes feladatra megfogalmazott, criss{cross algoritmusait ¶altal¶anos¶³-
tottuk el¶egs¶eges m¶atrixok eset¶ere. A v¶egess¶eg bizony¶³t¶as¶at, az ¶altal¶anos¶³t¶as
mellett, leegyszer}us¶³tettÄuk.

Az el¶egs¶eges m¶atrixokra ¶altal¶anos¶³tott algoritmust a jobb gyakorlati alkal-
mazhat¶os¶ag ¶erdek¶eben kieg¶esz¶³tettÄuk ¶ugy, hogy ne kelljen el}ore felt¶etelezni
a bemeneti m¶atrix el¶egs¶egess¶eg¶et. Ha az el¶egs¶egess¶eg hi¶anya miatt az al-
goritmus nem tudja biztos¶³tani a v¶egess¶eget, akkor le¶all ¶es polinomi¶alisan
korl¶atozott m¶eret}u bizony¶³t¶ekot ad az adott m¶atrix nem el¶egs¶eges volt¶ara.

C¶elunkat a line¶aris komplementarit¶asi feladatok dualit¶as t¶etel¶enek [9], az
EP-t¶etel [8] form¶aj¶anak a felhaszn¶al¶as¶aval ¶ertÄuk el. Az algoritmus Akkele»s¶ek
¶uj t¶³pus¶u pivot¶al¶asi szab¶alyainak kÄoszÄonhet}oen, f}oleg az els}o b¶aziscser¶ek eset¶en
jelent}os v¶alaszt¶asi szabads¶agot biztos¶³t, lehet}ov¶e t¶eve esetlegesen felmerÄul}o
numerikusan instabil b¶aziscser¶ek elkerÄul¶es¶et. Ez nyilv¶anval¶oan jav¶³tan¶a a
criss{cross t¶³pus¶u algoritmusok gyakorlati alkalmazhat¶os¶ag¶at.

Hasonl¶oan a le¶³rt LIFO (last in { ¯rst out: utolj¶ara bekerÄul}o { el}oszÄor
kikerÄul}o) pivot¶al¶asi szab¶alyhoz, ugyan¶³gy bizony¶³that¶o, illetve ¶altal¶anos¶³that¶o
a leggyakrabban v¶alasztott v¶altoz¶o (most{often{selected{variable) pivot¶al¶asi
szab¶aly is. Ehhez mindÄossze az s vektort kell m¶ask¶ent de¯ni¶alni, p¶eld¶aul
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sr(®) =

½
sr¡1(®) + 1; ha ® 2 I mozog az r-edik iter¶aci¶oban;
sr¡1(®); egy¶ebk¶ent.

Az algoritmus elej¶en jelent}os szabads¶agunk van a nem megengedett v¶alto-
z¶ok kiv¶alaszt¶asakor. Ez az algoritmus numerikus viselked¶ese szempontj¶ab¶ol
mindenf¶elek¶eppen el}onyÄosnek tekinthet}o, azonban mag¶aban rejti a cikliz¶al¶as
lehet}os¶eg¶et is. K¶es}obb azonban rÄogzÄul a v¶altoz¶ok egym¶ashoz viszony¶³tott
sorrendje. Ezt a sorrendet az adatokon t¶ul az is befoly¶asolja, hogy el}oz}oleg
milyen pivot poz¶³ci¶okat v¶alasztottunk.

A v¶altoz¶ok sorrendj¶enek egy¶ertelm}uv¶e v¶al¶asa biztos¶³tja az algoritmus v¶e-
gess¶eg¶et, a pivot poz¶³ci¶o kiv¶alaszt¶asi szabads¶ag¶anak a rov¶as¶ara.

¶Erdekess¶egk¶eppen megeml¶³tjÄuk, hogy az s vektor seg¶³ts¶eg¶evel a minim¶al-
indexes v¶alaszt¶asi szab¶aly, mint speci¶alis eset le¶³rhat¶o, ¶es a bizony¶³t¶asok v¶al-
tozatlanul m}ukÄodnek. RÄogz¶³tsÄuk ehhez az s vektort a kÄovetkez}o m¶odon:
sr(i) = i minden iter¶aci¶oban, b¶armely i 2 I indexre. Ekkor a bizony¶³t¶asok
jelent}osen leegyszer}usÄodnek.
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NEW VARIANTS OF THE CRISS-CROSS METHOD FOR LINEAR

COMPLEMENTARITY PROBLEMS

The su±cient matrix class is the widest class, for which the usual criss-Cross al-
gorithm is proved to be ¯nite (Hertog, Roos and Terlaky, 1993). There is no
polynomial algorithm known to check wether a matrix is su±cient or not. Follow-
ing the results of Akkele»s, Balogh and Ill¶es (2003), the criss-cross algorithm with
LIFO and most-often-selected pivot rules are extended for general linear comple-
mentarity problems (LCP). While most algorithms require a priori information on
some properties of the input matrix, our new, criss-cross type algorithms work for
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every matrix, and either solves the problem, or provides a polynomial sized cer-
ti¯cate that the input matrix does not belong to the class of su±cient matrices.
The ¯niteness of our algorithm provides a new, constructive proof for the duality
theorem of LCP, developed by Fukuda and Terlaky (1992) for oriented matroids.


