Szigma, XXXIV. (2003) 1-2. 1

A CSEREARANYOK MOGOTT MEGBUVO
RENDEZOELVEKROL!

BARANCSUK JANOS
PTE Kézgazdasdgtudomanyi Kar

Dolgozatunk célja a csereardnyokat a rdforditdsok oldaldrdl determindlé dssze-
filggések vizsgalata, kozelebbrol: az ipardg hosszi tdvi kindlati egyensilydnak
kritériumaihoz kapesolddé ,,dreentrum” jellemzbinek feltdrdsa. Kilonos fi-
gyelmet szenteliink az dtlag- versus hatdrelv relevancidjit aldtdmasztd vagy
tagadé eszmefuttatdsoknak, bemutatva e magyardzéelveknek —a szakmai
koztudatban hozzdjuk tapadd sztereotipidkkal nem mindenben egyez6— va-
16di(bb) természetét. A hagyoményos neoklasszikus és marxista modellek
kozotti atjdrdst biztositva kitériink arra, hogy miért jut eltéré eredményre
e kétféle elmélet az drardnyok magyardzata sordn. Hogyan fiigg Ossze a
komparativ elénydk mérlegelése és a marginalista arcentrum? Miért nem
az ipardgak legkevésbé hatékony termeldi az ,drmeghatérozok” a hatérelv
képviseldi szerint? Mik a feltételel az drak atlagelvi alakuldsdnak? Milyen
esélyei vannak e feltételek teljesiilésének? Hogyan generdlhaték a hatdr- és
dtlagelvet egyszerre kielégitd termelékenységi vektorok? Miért nem a kinéla-
ti, hanem a termelési rugalmassdgok szintjével all kozvetlen kapcsolatban a
jaradék jelentkezése? Hogyan eroddlédik a jaradék?

1 Bevezetés

Az ipardgak hosszi tdvi egyensiilyi helyzetének kritériumait, az ebben a
helyzetben megfigyelhetd draranyok sajitossdgait szoros logikai kotelék fiizi
a raciondlis gazdasigi viselkedés, kozelebbrol az erdforrdsok optimélis al-
lokécidjdnak neoklasszikus eszméihez. Az ipardgi egyensily allapota ebbdl
a szempontbdl mintegy ,,bekédolt” folyomanya, egyértelmii kovetkezménye e
vonatkoztatdsi rendszer premisszainak. ,,Az drjelenség ilyen megkozelitésben
optimalizdldsi kategdria” — jegyzi meg Métyds Antal ([1979] 212. old.).
Tanulmanyunk logikai vonalvezetése is nagyrészt a neoklasszikus doktrina
,,5zokdsos” feltételrendszerének, illetve médszertandnak kereteihez igazodik.
Mivel azonban a tdrgyaldsnak ez a kontextusa a témank szempontjabdl ugyan-
csak megkeriilhetetlen marxi(sta) modellek szdmdra ,,idegen pélyat” jelen-
tene, igyekezni fogunk a logikai dtjarhatdsag, egymaésra vonatkoztathatésag
kovetelményének is eleget tenni. Tisztdban vagyunk tovabba a neoklasszikus
gondolati kézeg plauzibilitdsdnak széles korben ismert problémaival, ezek
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targyaldsat, felilvizsgalatat viszont —tdrgyunk szempontjdbdl kozombosnek
itélve— nem soroljuk feladataink kozé.

Az ipardgi egyensily és az arardnyok Osszefiiggéseivel nem minden forrds/
szerzd foglalkozott ezxplicit médon is; koziilik kiemelhetjiik Marxnak [1894] a
profitrata kiegyenlitddése kapcsan irt —természetesen nem neoklasszikus ih-
letettségili— gondolatait, majd Sraffat [1926], Vinert [1931], Robinsont [1933]
és Chamberlint [1933]. A hazai kutaték kozil Hoch Rébert [1972], Erdés
Péter [1976], Szabé Kalman [1985] és Zalai Ernd [1988] miiveire utalhatunk
elsésorban.

Az alapmodell” a tiszta versenyzd ipardg szokdsos dbrazoldsmddjanak
megfeleléen nagyszamu, egyenként elenyész8 piaci részésedéssel bird, homo-
gén terméket el6allitd, ,,anonim” véllalatot feltételez. Tovdbbi adottsigként
a be- és kilépés korlatainak és koltségeinek hidnydt, valamint a gazdasigi sze-
replok arakkal, koltségekkel, technolégidkkal kapcsolatos tokéletes informdlt-
sdgdt szokésos emliteni. ,,A tokéletes informdltsdg hipotézise |. . .| felfoghatd
gy is, hogy minden egyes termel$ hozzaférhet barmelyik technolégidhoz.
A tokéletes mobilitas lehetSsége és a mindenki szdmdra azonos input drak
mellett logikus, hogy minden termeld kéltségfigguénye azonos lesz, tovabbd,
hogy a korlatlan szdmi ‘potencidlis’ 4y belépd is hasonld koltséggorbével ren-
delkezik, mert megveheti a legjobb technikdt” — fogalmaz Kopdnyi Mihaly
([1993] 224. old., B.J. kiemelései).

A végzolt koriilmények folyomanyaként kialakuld ipardgi egyensiily az op-
timdlis izemnagysdg jOl ismert paramétereivel képezhetd le az egyes véllalatok
szintjén: o hosszi tdvd dtlagkdltség minimumdnak megfeleld kibocsdtds- és
drnagysiggal, valamint a gazdasdgi profit hidnydval. Az egyensilyi helyzet
az eréforrdsok (ha tgy tetszik a tSke) ipardgak kozotti dramldsdnak (re-
allokicidjinak) kovetkezménye. Miként Viner ([1931] 206. old.) kifejti:
,,Hossz1 tavu egyensilyban nemcsak a meglévé felszereléssel termelt termék-
mennyiség hatarkoltségének kell egyenlének lennie az drral minden termels-
nél, hanem az &tlagkoltségnek is. Ha ez nem val6sul meg, akkor vagy ab-
normis profit jon létre, vagy veszteség, amely vagy t8két vonz az ipardgba,
vagy arra 0sztonoz, hogy beldle tokét vonjanak ki...” Marx szerint pedig: ,,a
t8ke menekiil az alacsony profitratdju teriiletrél s oda tédul, ahol magasabb
a profitrata. E folytonos ki- és bevdndorlds révén |[...] a kindlat és kereslet
olyan viszonya alakul ki, hogy az dtlagprofit a termelés kiilonbdzé tertiletein
azonossa lesz...” ([1894] 232. old.).

Viner ([1931] 223. old.) azonban arra is rdmutatott, hogy az ipardgak
uniformitdsa dltalaban nem teljesiil, mivel a statisztikai megfigyelések szerint
az atlagkoltség véllalatonként killénbozik. Ez esetben pedig ,felvetdik a
kérdés, hogy ha egy ipardg véllalatai kilonboz6 technikai feltételek kozott,
kiilonboz6, egyméstdl eltérd hatékonysigi eréforrdsokkal, eltéré mértékben
rdtermett véllalkozdkkal termelnek, igy termelési koltségiik kiilonbozé, akkor
az drnak ipardgi egyensiily esetén melyik vallalat darabkoltségeivel kell meg-
egyeznie” (Matyas [1979] 201. old.). A probléméval Robinson asszony [1933],
illetve Marx [1867], [1894] foglalkozott mélyrehatdan.

Gondolatmenetiiket egy leegyszeriisitett —de a lényeget remélhetéen meg-
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ragadé— modellben mutatjuk be. Eszerint —a konnyebb attekinthetdség
érdekében— sémainkban csak egyetlen, ,,dltaldnos” termelési tényezdt szere-
peltetiink, melynek egységeire esetenként a vdllalat vagy termeld kifejezést
alkalmazzuk. Annak révén, hogy nem kiilénboztetjitk meg az inputok konkrét
megnyilvénuldsi formait (pl. munka, tékejavak, fold, pénztke, szervezési
készség stb.) —ebbdl adéddéan pedig az érték s termelési dr kategéridkat
sem——, egyiittal a polgari és marxista modellek kozvetlenebb egymadsra vo-
natkoztathatdsdgét is biztositjuk. Ugyancsak didaktikai meggondolasokbdl
nem forditunk —kevés kivételtdl eltekintve— figyelmet az erdforrds tulaj-
donosdnak illetve a véllalkozé személyének merev elkiilonitésére vagy meg-
killénhoztetésére; jelentés mértékben szdmiizve a jovedelemelosztds kérdéseit
dolgozatunkbdl.

Feltételezéseink szerint az illetd termelési tényezd adott nagysdgban &ll
rendelkezésre, és minden tényez8egység redlkdltsége azonos. Ezek az erdfor-
résegységek azonban kiilonbozé hatékonysdgot (mindséget) képviselnek, mds-
mds koltségszintet eredményezve egy bizonyos termékfajta elédllitdsa sordn.
Fogadjuk még el azt is, hogy termelési tényezonk alternativ felhaszndldsi le-
hetéségekkel rendelkezik, ahol ugyancsak nem zarjuk ki kiilonbozé szegmen-
seinek eltérd — bar nem sziikségszeriien a tobbi allokdcids célnél tapasztalhatéd
rangsor szerinti— hatékonysdgat.

Vizsgalataink megkezdése el6tt jegyezzitk még meg: a neoklasszikus gyo-
kerekbd] kisarjadd, és az altaldnos egyensily elméletében integrdlédé mikro-
okondmial elemzés széméra nem az abszolit, hanem a relativ drak (drardnyok)
birnak kiilonds jelentéséggel, és ez a szemlélet a marxista felfogdstdl sem ide-
gen. E kérdéskort az drcentrum (drvonzdspont), vagyis az draranyok mogott
4ll6 rendezbelv probléméjaként —az dn. hatdr- és dtlagelvi felfogds koril
csoportosulva— térgyalja a szakirodalom. Mint Oroszi Séndor irja, ,,Az
drcentrum egy hosszabb idészak alatt az drak [felfogdsunk szerint: drardnyok)]
tényleges kozéppontja, [...] dtlagdra. Az Arvonzdspont automatizmusokat
indit meg a piaci 4r[ardnyjok Gnmagahoz torténd kozelitésének irdnydban
.7 ([1982] 13. old., B.J. kiegészitései).

Az drcentrum hatdrelvt! alakuldsdnak lényege gy Osszegezhet6, hogy az
iparagak termékei kozott kialakuld drardnyok a hatdron lévé véllalatok darab-
koltség minimum-aranyainak felelnek meg, ahol a darabkoltség a termékegy-
ségre juté transzferjévedelmet (opportunity costot) jelenti. Beldthatd, hogy
ez az ardny a fajlagos redlkoltségek hédnyadoséra egyszeriisithet6, lévén, hogy
az ipardgak kozott éppen ,,atlendiils”, vagyis a hatdron alkalmazésra keriil6
tényezdk mindkét allok4cids teriileten ugyanakkora —az alternativ koltségek-
hez tartozé— tiszta jovedelmet (profitot) képesek realizdlni.

Az dtlagelv szerint viszont, az drardnyok az egyes ipardgakban dtlagos
hatékonysdgot felmutatd (tehat dtlagos hatékonysagi erbforrdsokat haszndld)
véllalatok fajlagos redlkdltség (plusz ,,atlagprofit”) ardnyait kovetik. A marx-
ista irodalom az dtlagos raforditdsardnyokkal kongruens drrendszert kialakitd
mechanizmust értéktorvénynek nevezi. Mivel tanulményunk gondolatmenete
szempontjabdl érdektelen az ilyen tipusi ”ércentrum” érték vagy termelési
4r minésége, a tovdbbiakban ezeket hatdrozottan nem kiilonboztetjiik meg,
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és egységesen az ,,érték” kifejezéssel jeloljiik.

2 A hatar- és atlagelv érvényesiilésének me-
chanizmusa

A hatdrelvet részletesebben bemutaté Robinson szerint a tényez6 valamely
szegmense egy bizonyos ipardgban akkor kerill felhaszndldsra, ha a termékar
legaldbb olyan mértékii, hogy fedezni tudja az illetd erdforrastomeg transz-
ferjovedelmét. Ez egyrészt a redlkoltségbdl &1l (aminek kifizetése a tényezd
tartalékoldsi keresletét sziinteti meg), mdsrészt abbél a jovedelembdl adédik
oOssze, amit a termelési input tulajdonosa valamely mds allokdcids teriileten
maximalisan szerezhetett volna. A véllalkozd szempontjabdl ez utébbi kom-
ponens is koltséget jelent, amivel szdmolnia kell, az output drdnak pedig leg-
aldbb e két Gsszetevibdl allé koltség termékegységre jutd minimdlis szintjét
kell elérnie, ha alkalmaznia kivinja az eréforrast.

A termékar novekedésével az illetd tényez6 olyan tovdbbi egységei is ,,dt-
csabithatok” lesznek az ipardgha, melyek esetében a transzferjovedelem 6ssze-
ge magasabb volt, mint az el6zéeknél. Az dremelkedés azonban 1ijabb haté-
sokat is kivalt. A mér kordbban is ebben az dgazatban miikods vallalatokndl
a darabkoltség f0l6tt jaradék keletkezik, mig a tényezd mds ipardgakban al-
kalmazott részecskéinél a transzferjovedelem —s ezdltal a tényezékoltség—
szimultdn noévekedése megy végbe. A névekvé transzferjovedelem pedig —
fokozatosan elnyelve a jaradékot— egyre kozelebb hozza az ipardgak kézotti
vdltds (reallokédci6) ésszertiségét. ,,Ilyen cég koltségei kozott nem lesz jdra-
dékelem” — Allapitja meg Robinson. Mint irja, a termékfajta kinglati 4rét
ekkor a hatédron 1év$ villalat minimélis darabkoltségének megfeleld hatdr-
koltség, ,,az ipardg koltsége a hatdron” szabalyozza, a hatdron beliili - az
ipardg szempontjabdl hatékonyabb tényezdkkel dolgozd, jaradékot realizdlé—
véllalatok in. intenziv hatarkéltsége pedig meghaladja 4tlagkoltségiik mini-
mumaét. ,,Minden hatéron beliili véllalat —sz6gezi le Robinson— az optim4-
lisndl nagyobb terjedelmd” ([1933] 124. old.), ezért csékkend skalahozadék
mellett tevékenykedik.

Mivel a hatékonyabb tényeztk alkalmazasdval extrajovedelem realizalhatd,
ugyanakkor e tényezdk korldtozott mértékben allnak rendelkezésre (nem sza-
porithatéak), a véllalkozdk versenyezni fognak ezen eréforrdsokért. E licitdlas
soran pedig végil ,,minden koltségmegtakaritdst kifizetnek azoknak a ha-
tékonyabb rdforditdsoknak megszerzésére, amelyek lehetévé teszik e meg-
takaritdst. Ezért, mivel ezeket a prémiumkifizetéseket a koltségek kozott kell
szerepeltetni, a hatékonyabb véllalatok koltségei egyenlSk lesznek a kevésbé
hatékony véllalatok koltségeivel” (Baumol [1961] 374. old.).

Idézziik most Marx taldn legjellemz8bb mondatait is az értéktorvény
(4tlagelv) érvényesiilésének mikéntjérél. Ne feledjiik, az dltala képviselt gon-
dolatkorben a munkardforditds szerepel a redlkoltség egyetlen elemeként.
,,Ugy tlinhetnék, hogy ha egy aru értékét a termelése alatt kifejtett munka-
mennyiség hatdrozza meg, akkor minél lustdbb vagy ligyetlenebb valaki, annal
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értékesebb az aruja, mert annal tobb idé kell neki az elkészitésére. Az a
munka azonban, amely az értékek szubsztancidjét alkotja, egyenld emberi
munka, ugyanannak az emberi munkaer6nek a kifejtése. A tdrsadalom egész,
munkaereje, amely az druvilag értékeiben testesiil meg, itt egy és ugyanannak
az emberi munkaerének szdmit, bar szdmtalan egyéni munkaerébdl all. Ezen
egyéni munkaer8k mindegyike ugyanolyan emberi munkaerd, mint a masik,
amennyiben térsadalmi dtlagmunkaerd jellege van, és mint ilyen tarsadalmi
4tlagmunkaerd hat, tehdt egy dru termeléséhez is csak az dtlagosan szitkséges,
vagyis tarsadalmilag szikséges munkaidét kivanja meg. Téarsadalmilag szik-
séges munkaidé az a munkaidS, amelyre sziikség van ahhoz, hogy valamely
hasznalati értéket a meglevé tarsadalmilag normélis termelési feltételek ko-
z6tt és a munka tdrsadalmilag dtlagos ligyességi és intenzitdsi foka mellett
el8llitsanak” ([1867] 44-45. old., B.J. kiemelései).

Miétyés Antal egy kordbbi konyvében [1979] tesz kisérletet a hatar- kon-
tra 4tlagelvet tikrozé Arcentrum-modellek alapfeltevéseinek, és az éltaluk
generdlt gondolati sémak explicit Osszevetésére. Mint irja, a neoklasszikus
elmélet ,,r0gziti azt a koriilményt, hogy adott a tarsadalom rendelkezésére
4ll6 tényez8k mennyisége és mindsége”, valamint hogy ,,adott idépontban
a térsadalomnak kilonbozd hatékonysdgu tokejavak, s mellettiik kilonbozd
termelékenységgel dolgozé munkdsok dllnak rendelkezésre”. Ezért ,,olyan
helyzet alakul ki minden termelési dgban, mint a mez0gazdasdgban a gaz-
ddlkodds térgydnak monopdliuma kovetkeztében”. Marx ugyanakkor, ,,bar
hangoztatja, hogy az ipardg egyes véllalatai kiilonboz6 termelési feltételek
kozepette mitkodnek, a hangsilyt az élenjardkhoz valé felzdrkdzdsra helyezi”
([1979] 213-214. old., B.J. kiemelései). A lényeg itt az, hogy Marx nem
tekinti ,,véglegesnek”, lekiizdhetetlen fadtumnak az eréforrsrészek (és igy a
termeléegységek) hatékonysagi killénbbzeteit, mivel ,,bnmagéban semmi sem
gétolja, hogy ugyanazon termelési teriileten minden t6két ugyanolyan médon
fektessenek be. Ellenkezéleg, a tékék kozdtti konkurrencia arra torekszik,
hogy ezeket a kiilonbségeket mindinkabb kiegyenlitse; az értéknek a tdrsadal-
milag szilkséges [értsd: 4tlagos| munkaidd éltal valé meghatdrozédsa az aruk
olesébboddsén, és azon a kényszeren keresztiil érvényesiil, hogy az arukat
egyenl8en kedvezd viszonyok kozott kell elééllitani” (Marx [1894] 708. old.,
B.J. kiemelései és megjegyzése). Hasonlé gondolatokra lelhetiink Schumpeter
hires [1926] mfivében is az djitdsok altal gerjesztett felzdrkozési folyamat
abrazolasakor.

A marxi modellben tehdt a hatékonysdgi/jovedelmezéségi hatranyok tu-
lajdonképpen két okra vezetheték vissza. Egyrésat az illetd ipardg masokhoz
viszonyftott elénytelen keresleti- s ebbdl fakadban drviszonyaira (mint a ter-
meld szempontjabdl kiwviildlls, ,,objektiv” tényezére), mésrészt az ipardgon
beliil a fejlettebbektdl vald ideiglenes, kikiisz6bolhetd lemaradds bizonyos te-
kintetben ,,szubjektiv” faktoraira. A két okcsoport koziil értelemszertien csak
az elsd lesz az, ami az ipardg elhagydsdra készteti a termelSt (erbforrast). A
mésodik —ami itt az ipardgon beliili hatékonysédgi szérédasért felelés— nem
idéz elb ilyen hatdst, hiszen a termelék az dgazatvaltds kényelmetlenségeit
elkeriilve is képesek e hatrdny ,,ledolgozdsara”.
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Még mindig hatra van azonban annak magyaridzata, milyen hatdsmecha-
nizmus gondoskodik réla —mielétt a jobb vallalatokhoz vald felzarkézas
megkezdédne vagy végbemenne—, hogy éppen az ipardgi atlagot képviseld
véllalat fajlagos raforditdsainak szintjén alakuljon ki az egyensilyi 4r. Azaz:
mivel az értéktorvény a gazdasigl szereplék —azok kalkuldcidit, motivumait
tukrozé— viselkedésén, magatartasan keresztill érvényesiil, vajon miként ész-
lelik a maguk mikroszintjén ezek a termelSk, hogy az ipardgak termékeinek
drarénya eltér az ipardgi dtlagnak megfelel§ darabkoltségek ardnyaitol, ezért
ésszerti lehet az dgazatvaltas? Es igaz-e, hogy a masik, ipardgi dimenziéban
jovedelmezobb tevékenység egy konkrét vdllalat (eréforrds) szemszogébél is
jovedelmezdbbnek bizonyul a réginél? Esetleg miért nem a legjobb vallalatok
darabkoltségeihez —mint a felzdrkdzds irdnyultsdgdt meghatdrozé célhoz—
igazodik az drvonzdspont? (Végul is —miként Marx vélekedett— ennck a
felzarkézasnak nines elvi akadélya. . .) Vagy miért nem a legrosszabbakéhoz, a
felzdrkézds befejezéséig kvazijaradékhoz juttatva az intramarginalis cégeket?
(V.6. Marshall [1930].)

f]gy véljik, hogy a marxista szakirodalmi forrdsok legtobbjére nem jellem-
z0 e problémakoér kell6 alaposséggal vagy kelld irdnybdl torténd megkozelitése.
Engels példaul a kovetkezéképpen érvel: , A kozépkori emberek [...] elég
pontosan ki tudtdk szdmitant egymds termelést kiltségeit. .. S az akkori em-
berek [...] bizonydra elég okosak voltak ahhoz, hogy a termékekre forditott
munkaidejiket a csere folyaman oda ne ajdndékozzék. EllenkezSleg: |...] a
termékekre forditott munkaidejik teljes ellenértékét kicsikarjdk” ([1894] 38-
40. old., B.J. kiemelései).

Erdés Péter —némileg més irdnybdl kozelitve a problémat— az értéktor-
vény érvényesiilését bemutaté modelljében egyenesen premisszaként kezeli,
hogy a tulajdonképpeni ipardgi egyensilyt ,,értékardnyos” 4rak jellemzik.
Néhany kiragadott mondat fejtegetéseibél: ,,Ha az &r- és értékaranyok egy-
beesésének kell lennie a végeredménynek, akkor a termelSknek a kévetkezd-
képpen kell gondolkodniuk.” A termel6i motivacik és az dltaluk kivdltott
magatartds ezt kovetd bemutatdsa utdn nem is lep&diink meg, amikor a szerzd
levonja a konzekvenciat: ,,a modell vdzolt miikodésének eredménye egyértel-
miien gy fogalmazhat6 meg, hogy itt az dtlagban pontosan egyenld mennyi-
ségli munkat tartalmazé druk cserélddnek el egymdssal, vagyis az egyes ter-
mékérak ingadozédsdnak a kozéppontjai —igy is mondhatjuk: az drak von-
zdspontjai— pontosan ardnyosak a termékértékekkel.” ([1976] 74-76. old.,
B.J. kiemelései).

Egy mésik forrasmunkéban hasonlé gondolatmenettel taldlkozhatunk: ,,Jel-
lemzéen az draknak a tarsadalmilag sziikséges munkamennyiségektél], tehat
az értéktél vald pillanatnyi eltérései gerjesziik a gazdaséigi folyamatok vélto-
zdsait. Az draknak az értéktdl valé eltérései eredményezik a kdltségek, illetve
a jovedelmek kiilonbségeit, amelyek hatésira az egyes drutermelSk —sajét
érdekeiket kévetve— véltoztatnak a termelési ardnyokon a kereslet-kindlat
mechanizmusdval osszefiiggésben.” (Szabd [1984] 165. old., B.J. kiemelése).

Belathatd, hogy a kiragadott —de ezzel egyiitt jellemzé— idézetek olyan
gondolatmeneteket tartalmaznak, melyek idemn per idem jelleggel, mintegy a
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logikai vonalvezetés posztuldtumai kozott szerepeltetik azt, amit bizonyitani
szeretnének: az tlagos raforditdsaranyok drardnyokkal vald egyezdségét. Al-
ldspontunk szerint ugyanakkor az ipardgakban atlagosnak szamitd koltség-
ardnyok és az rarényok eltérései esetén még semmit sem mondhatunk arrdl,
hogy a termelék motivacidit ténylegesen is sérti-e eme inkongruencia. Az
tlagelvtdl eltérd drardnyok tehat nem feltétleniil inditanak meg az egyensily
felé kozelits mozgasokat, hiszen lehet, hogy a gazdaségi szerepldk motivacioit
illetéen a rendszer igy is egyensilyban van.

Mis interpretdcidk nem posztuldljdk, hanem magyardzni igyekeznek az
arcentrum 4tlagelvnek megfeleld alakuldsét. Mint példaul a Bert6ti-Erdos
szerzOpéros irja: ,,a legjobb és a legrosszabb termelési feltételeknek |.. ]
az atlag koril valé széréddsa minden termelési dgban mds és maés. Ha
tehat a piacon az 4ruk a legnagyobb [értsd: hatdron 16v8] munkaraforditds
alapjén cserélédnek, akkor azoknak a termelési dgaknak a termel6i, ame-
lyekben ez a szérédds erbteljesebb, egyuttesen jobban jarndnak, kifejtett
munkéjuknél a cserében tobbet realizdlnanak, mint a tobbi teruleten miik6dd
termelk.” Mivel tehat ,,az egyes ipardgak Ossztermékei nem a valéban rajuk
forditott munkamennyiség ardnydban cserélédnek |[...], akkor egészében véve
az az ipardg a jovedelmez8bb, amely a munkatartalomhoz képest kedvezbbb
ardnyban tud cserélni” ([1975] 64-65. old., B.J. kiegészitése és kiemelései).
Az 4rardnyok tehét ,hosszabb id6 alatt nem alakulhatnak a Ricardo altal
meghatérozott [hatérelvnek megfelels] értéknagysdg szerint, hiszen a ter-
melderdk dtcsoportosuldsdnak mindaddig fenndll az osztonzése, ameddig a
termelési dgak jovedelmezdsége ki nem egyenlitédik” (BertSti-Erdds [1975]
88. old., B.J. kiegészitése).

Figyeljiikk meg: a fenti citdtumok mér nem beszélnek az ipardgon belili
rangsor ideiglenes jellegérél, hanem azt —hallgatolagosan— adottsdgnak té-
telezik fel. Ez esetben viszont még inkdbb merésznek tartjuk kovetkezteté-
seiket, miszerint a véllalatok ,.egyiittes”, vagyis dgazati szintti jovedelmezd-
ségének kiegyenlitédése, tehat az atlagelvet kifejezd dr képezné az egyensily
kritériumait.

Mint mér utaltunk rd: az dgazat szintjén szdmitott, egységnyi raforditassal
(realkoltséggel) atlagosan szerezhetd magasabb jovedelem csak akkor mo-
tivalhatja az eréforrasok reallokdcidjat, ha az dgazatvaltas potenciélis alanyai
széméra az Uj tevékenységkor egyéni szinten is rentdbilisabbnak igérkezik
a réginél. Az 4rardnyok és az atlagos raforditdsaranyok inkongruenciaja
tehit csak abban az esetben véltja ki az ipardgak kozotti mozgést, ha az
j dgazat nem csak a jelenlegi, hanem a leendd miivelSinek szempontjdbdl is
jovedelmezébbnek bizonyul. Ha a termelSk egyéni képességel nem teszik
lehetévé az ex ante kedvez8bbnek ftélt foglalkozédsi korben a ténylegesen
hatékonyabb munkit, az 4gazatvéltds elmarad, az ipardgak kozotti nem-
ckvivalens csere dllanddsul. Mivel pedig ténylegesen kordntsem lehetiink biz-
tosak abban, hogy az en bloc kevésbé rentdbilis tevékenységi kor termel6i
az 1j terilleten nagyobb eredményességet érnek el, ezért azt sem Allithatjuk,
hogy az 4r- és értékardnyok dgazatok kozotti eltérései onmagukban hordoznédk
az agazatvaltds magyarazatét.
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A tég értelemben vett termeléi (vagy véllalkozoi) képességek tevékenységek
kozotti eloszlasdtdl, a tehetségek multipotencidljinak milyenségétdl fiigg, hogy
adott drardnyok mellett mely ipardgakat {télik meg legkedvezébbnek az egyes
gazdaségi szereplk (eréforrdsok). Es ugyanettél fiigg a széban forgé ipardgak
termékeit jellemz6 fajlagos raforditdsok alakuldsa is. Vajon létezik-e olyan au-
tomatizmus, amelynek 1étébdl az ar- és értékaranyok illeszkedése kovetkezik?
E kérdés megvilaszoldsat hagyjuk a késSbbiekre.

3 A komparativ el6ny6k mérlegelésén nyugvéd
arcentrum

A hatérelvnek megfelel§ drcentrum és allokécié Osszefiiggésrendszerét mér
érintettiik az eldzekben. Bér vizsgdlatunk sordn azt is érzékeltettiik, hogy az
erbforrds(ok) optimélis (egyensulyi) allokdcidja az ipardgak szimultdin egyen-
stilyat feltételezi, az egyidejiiséggel kapcsolatos —igen fontos— vonatkozdsok
jobbéra hattérben maradtak. Ennek okaként azt emlitjiik, hogy az allokdcids
probléma —igazi természetét illet@en— csak a relativ drak tikrében ele-
mezhetd, az eddigiekben viszont lényegében parcidlis médon, abszolit termék-
arak feltételezése mellett analizaltuk a kérdéskort.

Médszertani korrekcidnkat egy modell keretei kdzott végezziik el, melynek
adottsagai a kovetkezdk:

o A gazdasdgot” csak két iparag alkotja, egyikiik X, a mdsikuk YV ter-
méket allitja eld.

e Mindkét jészagféleség egyetlen fajta eréforrdssal hozhaté létre, aminek
rendelkezésre 4ll6 mennyisége a gazdasdgban —a vizsgalat idéhorizont-
jan— régzitett.

o Az erdforrds az egyes termékfajtdk termelésének szemszogébdl azonos
redlkoltségd, de eltéré mindségii (hatékonysagi) részecskékbdl 4ll, me-
lyek az egységnyi jészdg elddllitdsahoz szlikséges mennyiségiikkel, vagy
ennek reciprokaval jellemezhetdek. Ez utébbi mutatét az i-edik erd-
forrdsszegmens Y vagy X szerinti termelékenységeinek (hatékonysdgai-
nak) nevezziik, és —egyelbre— QVY;, QX; jelolésekkel latjuk el.

o Az erbforrds egységeit jellemz8 hatékonysdgi paraméterek a képességek
multipotencidljat jellemzik. Ezek az adatok két dimenziéban mutat-
nak szérédést: a hatékonysagi értékek X-re és Y-ra jellemzd ardnyait,
valamint ezen értékek abszolit nagysdgait illetéen. A szérédds mértéke
hatéresetben nulla lehet.

o Az erdforrdsok szegmentumait a tovdbbiakban —a kénnyebb kezelheté-
ség kedvéért— termeldkkel (esetleg vallalkozokkal vagy ,,véllalatokkal”)
azonositjuk, akik személyenként azonos (,,egységnyi”) mennyiségii, de
egymaséhoz viszonyitva nem feltétlentil azonos mindségii (hatékonysigit)
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kapacitdssal (ami lehet munkavégzd képesség, vagy akér pénztéke) ren-
delkeznek. (A pénztdke eltérd hatékonysagi alkalmazésit ugyancsak a
gazdasagl szereplék — véllalkozbi-szervezdi— készségeiben mutatkozé
kiilonibségekre vezetjiik vissza.)

o A termeldkrél (vallalatokrél) —az egyszerliség kedvéért— feltételezziik,
hogy teljes kapacitdsukat dllandd hozadék (hatékonységi koefficiens)
mellett hasznéljék fel. E meggondolas kovetkeztetéseink lényegét nem
érinti.

e Az egyéni hatékonységot méré koeflicienseket a gazdasigl szereplok
csak sajét magukra vonatkozéan ismerik: egyik termeld sem rendelkezik
informdcidkkal kollégdi képességeirdl.

e Posztuldljuk, hogy minden termelé pénzben vagy termékekben kife-
jezhetd jovedelmének mazimdldsdban érdekelt. Mivel a termel6k altal
birtokolt kapacitéstomeg —s ezért koltségszint— konstans, belathatd,
hogy ez a feltevés a véllalat esetén a profit maximélésira vonatkozoé
torekvést fejezi ki.

o A gazdasigi szereplék drelfogaddak, az iparig 6sszkindlatdnak elenyész6
toredékét viszik piacra.

Eszrevehet8, hogy modelliinkben régzitettként kezeljitk a tényez6 egyes
részecskéinek mennyiségét és azok mindségi (hatékonységi) differenciait, va-
gyis hosszt tadvon sem tételezzik fel a tehetségek multipotencidljanak egyenle-
tes eloszldsat a kiilonbozd tevékenységi korok tekintetében. Mivel ugy véljik,
hogy akér a termeli képességek, akdr az alkalmazott eljarésok dimenziéjaban
meglévé killonbségek egy része mélyebd, kikerilhetetlen (,,6rokletes”) adott-
ségot (ha akarjuk: monopolpozicidt) jelent, Marxszal ellentétben tagadjuk,
hogy a QX (vagy QY) értékek a verseny 6szt6nz6 hatdsara kiegyenlitédhet-
nének modelliink szerepléi kozott. Ezzel természetesen azt is felvallaljuk,
hogy a kovetkezékben bemutatando modelliink elsésorban nem a marxista
alapokon nyugvé atlagelvii arcentrum-koncepcidk belsd logikdjaval polemizal
(fenntartdsainkat mdr amigy is jeleztiik), hanem azoknak inkdbb egyfajta
alternativija kivdn lenni.

Az eldzéekben vazolt feltételezések mellett igaz, hogy ha a termékfajtak
drardnya —PX : PY— adott, akkor az ipardgak kindlati egyensilyi hely-
setében mindazok a termel8k, melyek termelékenységi ardnyaira érvényes,
hogy

PX:PY >QY:QX (1)

az X termék cléllitdsdra szakosodnak, mig ellentétes reldcié esetén az Y
jészag elééllitdsa bizonyul raciondlisnak. Ha az draranyok és a termelékeny-
ségek ardnyal megegyeznek, akkor a termeld az dgazatvaltds hatdran van,
szdméra a két dgazat kozotti valasztds kozombds. Mivel pedig az egyes
joszagfajték elallitasdban mutatkozé termelékenységek reciproka nem maés,
mint a fajlagos (darab-) koltség, az ipardgak szimultdn kindlati egyensilya az
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draranyok és a hatdron lévé vallalat(ok) darabkoltség-ardnyainak egyezdségé-
vel is jellemezhetd.

Az drarédnyok megvéltozdsdnak kévetkezménye természetesen az lesz, hogy
a relative olcsébbd valt termékek készit6i kozil azok, akiknek egyéni ter-
melékenységi ardnyai az drvéltozds elStt is viszonylag kozel &lltak az dr-
ardnyokhoz, most —feltéve, hogy az (1) Osszefliggésben értelmezett reldcidk
irdnya szdmukra megvéltozott— foglalkozdst (dgazatot) valtanak, a kindlati
egyensulynak megfelelé outputszerkezet pedig elmozdul.

Két, eltérd hatékonysdgi ardny mellett ténykedd termeld esetén modelliink
a Ricardo révén klasszikussé valt kéttermékes-kétszereplSs konstelldciénak
felel meg. Ez nem is véletlen, hiszen feltételeinkbdl kivetkezben a termelSk
specifikdcidja, ipardgvélasztdsa (az egyes eréforrds-szegmentumok allokdcid a)
tulajdonképpen a komparativ elényok mérlegelésén alapul. Oroszi Sdndor
megfogalmazdsédban: ,,A komparativ elénydk elve egyaltaldn nem zdrja ki
az drutermeldi racionalitds [...] érvényesiilését, s a kijelentés forditottja is
igaz. Az elv dltaldnos érvényti |...] A komparativ elénydk |...] szdmbavétele,
gy vélem, egyarant mozzanata lehet mind az drutermeléi, mind a nem-
drutermeldi racionalitdsnak” ([1984] 120-121. old.).

4 Az atlagelv teljesiilésének feltételrendszere
a komparativ elényok alapjan szervez6dé
iparagak modelljében

Léathattuk, hogy a komparativ elényck mérlegelésén nyugvé dgazatvalasztds
esetén az ipardg kinalati egyensiilya a hatdrelvnek megfeleld arardnyokat im-
plikdl. Vajon milyen kévetkezményekkel jr ez a tény az dtlagelv teljesiilé-
sére nézve? Hoch Rébert szerint ,,Speciélis feltételekkel a hatarraforditdsi
ardnyok egybeeshetnek az édtlagraforditdsi ardnyokkal. Ebben az esetben
a hatdrréforditdsi aranyokrdél mondottak érvényesek az atlagréforditds-ara-
nyokra is” ({1972] 312. old.). Az el6z8ekben Bert6ti-Erdés [1975] révén mar
kiderult, hogy e specialis feltételeket az jelentend, ha a legjobb és legrosszabb
hatékonysdgot képvisel§ termelék teljesitményének atlag koril vals széréda-
sa minden ipardgban megegyezne. Frdds Péter élvezetes eléaddsmédjdban
ugyancsak olvashatunk errél —az eredetileg Ricardo és Marx &rcentrum-
felfogdsdnak konfrontdciGjét jelenté— problémdardl. ,Tegyiik fel, A termék
egy egysége cserélédik el B termék egy egységével. Legyen mindkét faj-
ta legrosszabb koriilmények kozt termelt példanysnak egyéni termelési ara
130, az atlagos kériilmények kozott termelté 115, a legjobb koriilmények
kozott termelté 100. Tlyenkor vajon 115-6t cserélnek-e ki 115-tel, vagy 130-at
130-cal? Erre nyilvdn nincs valasz. [...] Ha kiilénb6zd termelési dgakban
mds-més szélességli sdvban helyezkednének el egyéni termelési araik tekin-
tetében a kiilonbozé villalatok, és ha a hatdrkoltség lenne az drmeghatdrozé
koltség, akkor nem érvényesiilhetne az dtlagprofitrata térvénye. De ugyan mi
akaddlyozhatna meg e térvény érvényesiilését, amig bedramolhatnak a tSkék
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a kiilénbdzé ipardgakba?” ([1976] 108-109. old.).

Ijgy véljiik, az elézd fejezetekben mér bizonyos szempontbdl megvilaszol-
tuk Erdés Péter kérdésfeltevését: egy ipardg mdsikhoz viszonyitott atlagos
jovedelmezoségi foka magasabb lehet, de mégsem jelent vonzerdt a potencia-
lis befektetdk szaméra, ha ezek, egyéni képességeik alapjén az alacsonyabb
4tlagos jovedelmezdségii ipardgban érhetik el a maguk szdmdra legkedvezobb
eredményt.

Az atlagelv teljesiilését illetéen arra a kérdésre keresiink vélaszt, hogy
az ipardgak szimultdn egyensilydban az dgazatokra jellemzo, a termékek
eléallitaséra dtlagosan sziikséges riforditasok megegyeznek-e az 4rardnyokkal.
Mivel pedig az atlagkoltségek dtlagtermelékenységekkel allnak reciprok kap-
csolatban, ez a probléma az dgazati dtlagtermelékenységek hinyadosdnak oz
érvényes csere- (ér-) ardnyokkal vald Ssszevetésével is eldonthetd. Az egyes
ipardgakban érvényes dtlagtermelékenységek alatt azt a mutatdszamot értjiik,
ami arrdl informdl, hogy & venatkozéd dgazatokban éppen miikodd erdforrds-
tomeg egységére vetitve mekkora kibocsatds jut. Ezeket az értékeket a tovab-
biakban APY és APX szimbélumokkal jeldljik. Kérdésfeltevésiink tehat:

PX:PY & APY : APX (2)
ami dtalakithaté az aldbbi relaciéra vonatkozéd kérdéssé:
PX-APX & PY - APY . (3)

A szorzatok a termelési tényezd X és Y ipardgakban jellemz6 atlagtermeék-
értékeit (VAPX, VAPY) jelentik, melyek azt mutatjak meg, hogy az egyes
4gazatokban foglalkoztatott tényez6tomeg egységével fajlagosan mekkora Ar-
bevétel érhetd el. E szamok tehdt az ,,dgazatok dtlagos jovedelmezdségi
fokdt” mérik, egyenlSségiik pedig az atlagelv teljesiilésére utal. Mivel pedig
az drarény a hatdron 1évé erdforrdsszegmens termelékenységi ardnydval, a
QY : QX hényadossal egyenld, az dtlagelv érvényességét a

(PX:PY =) QY :QX = APY : APX (4)

formula is kifejezi.

Az iparégi 4tlagtermelékenységek és dtlagtermék-értékek meghatdrozdsa-
hoz azokra az adatpéarokra van sziikségiink, melyek az egyes termelék Y és
X vonatkozdséban felmutatott hatékonysdgainak ardnydrdl és az illetd ter-
melékenységek abszolit nagységdrdl is tuddsitanak. (Ne feledjiik, hogy a ter-
melékenység a réfordités-igényesség reciproka.) A sziikséges informaciot az
egyes erbforrds-részecskék QY & QX termelékenységi mutatéi szolgaltatjil,
melyek a képességek multipotencidljénak eloszldsdt képezik le.

Rendezziik sorba ezeket az adatpdrokat a QY : QX ardny monoton
csokkend értékeinek megfelelden, és n szdmi, azonos raforditdssal dolgozo
termelét tételezziink fel. Induljunk ki most abbdl, hogy az érvényes piaci
cserearény éppen a k-adik (1 < k < n) termelé QY) : QX termelékenységi
ardnysval egyenl. Ebben az esetben —a komparativ eldnyok mérlegelése
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alapjén— az ennél nagyobb hatékonységi ardnnyal rendelkez$ termelék Y,
a tobbiek X gyartdsdra specializdlédnak. Az ipardgak szimultdn kindlati
egyensilydban ekkor az Y el6llitdséra jellemzd (dgazati) dtlagtermelékenység
(APY) a QY1, QYa, ..., QYy; az X-re jellemzd érték (APX) pedig QXp,
QXky1, - .., QX nagysigok szdmtani dtlagaként nyerheté. A k-adik termeld
adatait hatdrpoziciéja miatt szerepeltetjitk mindkét 4tlagtermelékenység ki-
szamitdsanal. Tehat:

k .
APy, = 2= 9% (5
_ DR X
APX = Z=hst, (6)

Ha nem csak az egyes ipardgakban ténylegesen, hanem a wirtudlisan ott
tevékenykedd tényezbegységek termelékenységi adatait is dsszegezziik, nyer-
Jik az SY és SX aggregdtumokat, melyek a teljes eréforrdstomeg felhasznals-
séval (Osszes termeld altal) eld4llithatd termékmennyiségeket jelentik. Azaz:

SY = iQYzW (7)

i=1

SX analég médon értelmezhetd.

Az aggregdlt termelékenységek ardnydnak (Ry;x) fogalma alatt az erd-
forrdstémeg szélsGséges (kizdrdlag Y, vagy kizdrdlag X termelésében vald)
felhasznaldsa esetén elGdllithaté termékmennyiségek ardnyat értjiik, ami fel-
foghaté az dsszes termel6re szdmitott QY; : QX; ardnyok atlagaként is:

Ry;x =SY : SX . (8)

Ha az dtlagelv érvényesiilésének kritériumai utdn most az elv teljesiilésének
feltételeit kivanjuk kideriteni, akkor az e célhoz illeszkeds vizsgalati eljdrdst
kell alkalmaznunk. Helyezziik tehdt el a QY és QX értékek egy lehetséges,
de nem feltétleniil tipikus sorozatit a koordindtarendszerben! Az illets ter-
melékenységi adatok pontjait —a jobb dttekinthetéség kedvédrt— vonalakkal
kotottiik &ssze (1. dbra). Abrankon az adatpérok sorozatabél kialakitott két
grafikon metszi egymdst, ami azzal magyardzhat6, hogy i novekedésével a
termelékenységek kezdeti ,,altort” ardnyai ,valédi tortté” alakulnak 4t. Fz
a metamorfozis egy tobbé-kevésbé szubjektiv dontéstél fiige: attél, hogy
miként vdlasztjuk meg az ¥ és X joszdgok természetes mértékegységeit.
(E déntés azonban természetesen nem befolydsolja érdemben vizsgilddasunk
eredményeit.) Abrdinkon —didaktikai okokbol— torésektél mentes, folyama-
tos gorbéket jelenitiink meg, megjegyezve,-hogy ,valédi” adatokat leképezd
QY és QX grafikonokra inkdbb a rendszertelen, , cikcakkos” viselkedés jel-
lemzd.
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1. dbra. Az egyéni teljesitmények szimmetridja csSkkend ipardgi hozadék esetén

Az 1. dbra 3ltal tartalmazott szimmetrikus grafikonok arra utalnak, hogy
az iparégak kindlati véltozdsét a csokkend hozadék jellemzi. Ez tehdt egy
olyan helyzet, amikor valamely tényezénél , kiilonbség 4ll fenn természetes
egységeinek a széban forgé ipardgban mutatkozo relativ hatékonységa és ama
ipardgakban mutatkozé hatékonysdga kozott, amelyekbol ezeket az egységeket
elvontdk” (Robinson [1933] 113. old.). A QY és QX nagysdgok —mint
az dgazatviltds alkalmdval hatdron 1évé termelék hatékonysdgi mutatéi—
ezittal az ipardgi hatdrtermelékenység értékeiként foghatok fel. Erre az
értelmezésre utalunk, amikor 4brénkon -—melyen az dtlagtermelékenység gor-
béit is feltiintettiik— a QY és QX jelolés helyett az MPY és MPX szim-
bélumokat haszndljuk: Mint ldthatd, az Y ipardg hatédr- és atlagtermelé-
kenység-grafikonja ,,norm4lis” poziciéji, az X dgazat fliggvényeinek szokat-
lan helyzete viszont azzal magyardzhatd, hogy az éppen hatdron 1év8 k-adik
termeld esetén a QX; (vagyis MPX;) adatok koziil az ¢ = k,...,n tagok
keriilnek ——a fentebb emlitettek miatt— dtlagoldsra. Az egyes gorbék vastag
vonallal kiemelt szakaszai egy tetsz8leges k esetén szemléltetik az ¥ és X
ipardgban szerepld eréforrdsegységek termelékenységi adatait.

Az 4bra tanulmdnyozéasa révén igazolédik kordbbi dlldspontunk, miszerint
az iparagi egyensily kordntsem feltételezi az dgazatok jovedelmez&ségeinek
(4tlagtermék-értékeinek) kiegyenlitédését. Az dtlagelv érvényesiilésérdl ugyan-
is egyediil az ¢ = n/2 indexszel elldtott adatok hatédrra keriilésekor beszélhe-
tiink, amikor az Y és X jészégfajték egységdrainak, hatdr- és dtlagtermelé-
kenységeinek aranya 1 : 1. Trividlisan beldthat6, hogy szimmetrikus QY és
QX (azaz MPY és MPX) gorbéket feltételezve ez az aggregdlt termelékeny-
ségi ardnynak (Ry,x) is megfelel.
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2. dbra. Az egyéni teljesitmények szimmetridja a jé képességii termelék periférikus helyzete

esetén

Semmi okunk azonban feltételezni, hogy az egyéni teljesitmények mul-
tipotencialjdnak tipikus (,,valédi”) eloszldsit éppen az el8bbiekben vizsgslt
dbra képezné le. A végtelen szdmi varidcids lehetSség kozil a 2. dbrdn egy
olyan helyzetet szemléltetiink, amikor a szélsdséges hatékonységi aranyokhoz
mindkét dgazatban a legjobb kvalitdsi termelSk tartoznak: a QY (M PY)
vektor legmagasabb értékeihez magas QX (M PX) értékek tarsulnak, és vi-
szont. Eppen szélsOséges helyzetiik folyoménya, hogy a piaci csereardnyoknak
csak hasonldan periféridlis szférdban valé mozgésakor lesznek hajlandéak
dgazatvéltdsra. Hoch Rébertet idézve: ,az ipardgon belill az atlagosnal
magasabb jovedelmezéségl sdvba tartozd, dltaldban erésebb t6kék rendsze-
resen extraprofitot realizdlnak, tehdt magasabb a jovedelmezdségiik az ipari
dtlagndl. Kovetkezésképpen ezeknek a t8kéknek a mozgdsit sem a tébbi
dgazatok atlagos profitja szabdlyozza, hanem a mds dgazatok felsé mezonyében
realizdlhatd profitrata” ({1972 211. old., B.J. kiemelése).

A 2. dbrit szemlélve szinte az els§ pillantdsra felmérhetd, hogy ezittal
biztosan van legaldbb hirom — i =1, i = n/2, i = n sorszdmi— termeld,
amelyek hatdrra keriilésekor az dtlagelv kritériumai is megvaldsulnak. Igazol-
hato, hogy azok a QY és QX (tehdt MPY és M PX) adatpér-sorozatok, ame-
lyek bdrmely eréforrdsszegmens hatdrpozicidja esetén az drardnyok hatar- és
egyuttal dtlagelvi illeszkedését is kielégitik, az dbran lathaté jelleggorbékkel
rendelkeznek. ‘

A bizonyitas elStt azonban tegyiink egy megjegyzést: az dbra alapjan
beldthatd, hogy a hatdron lévé (,drmeghatdrozé”) tényezdegységek (vdlla-
latok) kordntsem azonosak torvényszeriien az ipardgak éppen legalacsonyabb
hatékonysdgot felmutatd szerepldivel. Egy mésik oldalrdl szemlélve: bér a ha-
taron 1év4 erdforrds-részecskék tevékenysége jellemezhetd az ipardgban a leg-
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magasabb (fajlagos) koltségszinttel, ez azonban gyakran nem a realkoltségek
szémldjdra rhaté, hanem a transzferjovedelem profitfedezeti részének magas
nivéjéval hozhatd Osszefiiggésbe.

5 Az atlagelv kritériumait kielégitd termelé-
kenységi sorozatok generilasa

Azokban az esetekben, amikor a QY és a QX (MPY és MPX) sorozat
egyarént azonos elemekbdl 4ll, vagyis mindkét ipardgra az dllando hozadék
jellemzé, trividlisan igaz, hogy a hatdr- és dtlagtermelékenységek ardnya
tetszdleges @ sorszéamii termelére mutat egyeziséget, vagyis az étlagelv dl-
taldnosan teljesiil. A kovetkezékben azonban a nem-trividlis sorozatok elo-
allitdsaval foglalkozunk.

Levezetésiink a 2. dbra jellemzdit kivdnja algebrai eszkozokkel rekon-
strudlni. E torekvéseink sordn alkalmas kiindulépontnak igérkezik, ha a
grafikonok kolesonos helyzetét szemlélve észrevesszilk, hogy a QY és QX
sorozatok elsé és utolsd tagjai egyszerre tekinthetSk hatér- és tlagnagysa-
goknak is. Ekkor

MPY; (= QY1) = APY: é MPX,(=QX,)=APX,, (9)
ezért az dtlagelv szellemében a (4) kritériumnak megfeleléen teljesiilnie kell,

hogy
MPY; MPY; = AP APY;

MPX; .- ,MPX;/n APX;’ (10)
valamint
MPY, Y0, MPYi/n _ APY, )
MPX, MPX,=APX, APX,’
A tovébbiakban az aldbbi jeloléseket vezetjiik be:
" MPY; " MPX;
Lam MPY: _ gy Lim MPXs _ g (12)
n n
A (10) és (11) formuldkbdl kovetkezik, hogy
MPX,; = AS8X valamint MPY, = ASY . (13)

Mivel az MPX értékek sorozatdra igaz, hogy az els6 tag magdval az
4tlaggal egyenld, ebbdl kovetkezben az is teljesil, hogy a teljes sorozat és az
els$ tagjatél megfosztott csonka sorozat dtlaga megegyezik, azaz

APX, = APX, = ASX . (14)

Ha az 4tlagelv az i = 2 tagoknal is teljesiil, akkor a (4) formula 4ltal kifejezett
egyenléség a (14) formula figyelembe vételével a kovetkezéképpen irhato fel:
MPY, APY,

MPX; ASX ° 3
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A (15)-bél M PXo-t kifejezve, APY5-t pedig algoritmus forméjéban felirva
kapjuk, hogy
MPY,

$(MPY: + MPYy)

Ha belatjuk, hogy (n—1)ASX nem més, mint az M PXy, MPX3, ... MPX,,
tagok értékosszege, tehdt

MPX, =

ASX . (16)

(n—1)ASX = iMPXi ; (17)
1=2

akkor ebbdl kdvetkezben az (n — 1)ASX — MPXs az MPXs, MPXy, ...,
MPX,, sorozat értékosszege lesz. Ez esetben pedig felirhatjuk, hogy

(n—1)ASX — MPX,
n—2

APX3 = , (18)

amit felhasznalva, az dtlagelv i = 3 tagoknél vald teljesiilésekor igaznak bi-
zonyul az

MPY; APY; 19)
MPX3 — [(n—1)ASX — MPX]/(n —2)
Osszefliggds. M P X3-at kifejezve:
3MPY3[(n—1)ASX — MPX,]
PX3 = .
MPXs (n —2)(MPY; + MPY; + MPYs) (20)
Az el6bbiek analégidjira
MPY, APY, @)
MPXy  [(n—1)ASX — MPXy — MPX3]/(n - 3)
amibol
AMPY,[(n —1)ASX — MPX, — MPX.
MPX, = [(n—1) 2 iy (22)
(n — 3)(MPY; + MPY;3 + MPYs + MPYy)
A (13) és (16) formuldk felhaszndldséval belathatjuk, hogy
_ 2MPY;-ASX
MPXy = MPY, + MPY, "
___2MPYy(n—1)ASX  2MPYs(n- ASX — MPX,) (23)
~ (n—1)(MPY, + MPYs)  (n—1)(MPY; + MPY;) °
Altaldnositva felirhaté, hogy
MPY(n - — Sl P,
MPX, = EMPYi(n: ASX — 350 MPX:) 24)

n—1)F  MPY;
=1



A csereardnyok mogott meghivé rendezbelvekrdl 17

Az M PY sorozat tagjaira vonatkozéan azi =mn értéktol visszafelé haladva
szintén felismerhetiink ilyen ldncszabdlyt. Altalanositva igaz, hogy

(k+ )YMPXn i(n- ASY = S0 i MPY)
(’I’L . k) Zl_nnk MPX

MPY, ) = (25)

Ugy tiinik, hogy az M PY (QY') sorozat tagjainak akdr tetszdleges kivdlaszta-
saval is, az MPX, = ASX, (13) sszefiiggés ismeretében elvileg eldallithato
az M PX sorozat, mégpedig oly médon, hogy az dtlagelvet kielégitd struk-
tirat kapjunk. FEz azonban csak latszat. Semmi sem garantélja példaul
valéjéban azt, hogy egy teljesen véletlenszeriien megadott M PY vektor n-
edik eleme a tagok atlagéval legyen egyenld, holott ez is kritériuma lenne
—amint a (10) és (11) sszefiiggések tiikrozik— az dtlagelvet kielégits kon-
stelléciénak. Ha a (24) képlet alapjan beldtjuk, hogy az M PX sorozat min-
den tagja (az elsd kivételével) a megel6zGeknek is fiiggvénye, akkor a (25)
alapjdn ugyanigy elmondhatjuk, hogy az M PY sorozat elso tagjai az Oket
kovetSk figgvényei. Ebben az esetben viszont az M PY egymés uténi ele-
meinek Onkényes megvalasztdsa problémasnak tiinik.

Még érdekesebb Gsszefiiggést jelent, hogy az MPY vektor elsé felének
tagjai az MPX mdsodik felének elemei segitségével szdmithatok ki, holott
az M PX utolsé elemeinek generldsat —az M PY ezen tagjainak adottsigai
esetén— még csak most végezhetnénk el. Lithatjuk tehdt, hogy az atlagelvet
totalisan kielégité MPY és M PX szdmsorok kozott matematikailag koleso-
nds meghatdrozottsig 4ll fenn. Ez a magyardzata annak, hogy ha példaul
az MPY elemeit véletlenszeriien valasztjuk meg, akkor az {gy szdrmaztatott
M PX vektor tagjaibdl nem tudjuk ,,visszaszamolni” a kiindulé M PY" soroza-
tot.

A két vektor kdlesonds, ,,0da-vissza” determindltsaga circulus vitiosusra
emlékeztetd viszonyt takar. Kénnyen kiléphetiink ebbdl az érdogi korbdl,
ha észrevesszilk, hogy ez a kolcsonosség nem maés, mint MPY és MPX
szimmetridjdnak kifejez8je. Ez azt jelenti, hogy amikor M PY elsé tagjainak
megadésidval MPX elsé elemeit generaljuk, tulajdonképpen MPY wutolsé
elemeit is meghatdrozzuk, de azt is jelenti, hogy az 4tlagelvet minden i-re
kielégité alakzat csak szimmetrikus lehet. Az egyszeriiség kedvéért csak egy
hatelemfi sorozat péld4jan keresztiil mutatjuk be ennek médjat. (A kapott
szémértékeket kerekitve k6zoljiik.)

Az elsb hirom tagot egyeldre tetszés szerint vélasztjuk meg: M PY; = 15,
MPYy =10, MPY3 = 6. Az utolsé tagrél tudjuk, hogy meg kell egyeznie az
bsszes elem 4tlagdval, tehat M PYs = ASY. Az utolsé elétti (M PYs) elem
képzési médja analdg M PX, szdmitési metédusdval, igy

2M PY, . 2-10
MPY; + MPY, ~15+10

MPY; = =08-ASY.  (26)

Végill a negyedik tag elééllitdsa az M PX3 szdmitdsanak algoritmusaval tor-
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ténik:
APy, — SMPYs[(n—1)ASY — MPYs] _ 3-6(5ASY —0.8ASY) _
T (n—2)(MPY, + MPY; + MPYs)  4(15+ 10 1 6)
=0.6097 - ASY .
) (7)
Altaldnos alakban:
k+ 1)M PY; CASY - MPY;
]\41)}/"_’c _ ( + ) k:+1(n Zn_n.—k-i-l ) ) (28)

(n — k) 8 M PY;

i=1
Mivel a (25) és (28) formula egyardnt M PY,,_j generaldsi médjit adja
meg, a két képlet ekvivalens. Az igy fennallé egyenldség rendezése utdn az

MPX, ,  MPYep (29)
Yin k MPX; I ppy,
formulat nyerjitk, ami ugyancsak MPY és MPX vektorok szimmetridjat
tdmasztja ald. Mivel tudjuk, hogy

Zle MPY; 1541046+ 0.60974SY + 0.84SY
5 5
amibdl az kovetkezik, hogy: ASY = M PYs = 8.634; MPY; = 6.91; MPY, —
5.26. MPY és M PX szimmetridjit feltételezve tehst:
MPY = (15; 10; 6; 5.26; 6.91; 8.634)
MPX = (8.634; 6.91; 5.26; 6; 10; 15) ,
melyekre az dtlagelv minden i-nél teljesiil. A két sorozat grafikonjait 4brézolva

feltlind hasonléségot észlelnénk a 2. dbra gérbéivel.
Az el6z6h6z hasonlé médszerrel generdltuk az aldbbi szdmsorokat is:

MPY = (15; 10; 12; 11.89; 9.3; 11.64)

—ASY  (30)

MPX = (11.64; 9.3; 11.89; 12; 10; 15) .

XY A

a2 n i

8. dbra. Az Atlagelvet kielégitd, "W -alakii MPY és M PX vektorok grafikonjai
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L4thatd, hogy a gorbék alakja ezittal viszonylag nagy eltérést mutat a
2. 4bra ”etalonjdhoz” képest. Vajon ez azt jelenti, hogy tokéletes szabadsdggal
rendelkeziink az M PY szidmsor elsé felét kitevé elemek meghatdrozésaban?
Koréntsem. Példaként tekintsiik az aldbbi vektorokat:

MPY = (15; 10; 15; 15.65; 10.6; 13.25)
MPX = (13.25; 10.6; 15.65; 15; 10; 15) .

XY A

v

73 n L
4. ébra. "Hamis" MPY és MPX vektorok grafikonjai

A kordbban bemutatott gérbékhez képest itt az M PY és M PX grafikon-
jai tobbszr is metszik egymést. Bér az atlagelv —szdmitdsokkal ellendrizve—
eztittal is teljesiil, a tobbszori metszéspont azzal kapcsolatos, hogy az M PY :
MPX (eredetileg QY : QX szimbdlumokkal jeldlt) ardnyok nem alkotnak
monoton valtozé (csokkend) sorozatot. Ez pedig ellentmond eredeti kikoté-
seinknek, amik mogdtt az a meggondolds hizédik meg, hogy a PX : PY
drarény monoton véltozdsival (csokkenésével) az erdforrs-részecskék X és
Y é4gazatok kozotti reallokdcija az MPY : M PX ardnyok monoton valtozd
(csokkend) sorozata szerint megy végbe. Allitdsunk igazolasa és az Ossze-
hasonlitds kedvéért az eredeti sorrendnek megfelelden koézoljik az altalunk
generalt szadmsorozatokra érvényes termelékenységi ardnyok hanyadosait:

Eredeti: 1.737 1.447 1.141 0.877 0.691 0.576
"W”-alakd: 1.289 1.075 1.009 0.991 0.930 0.776
"Hamis": 1.132 0.094 0.958 1.043 1.006 0.883

Kimondhaté, hogy az M PY vektor elsd felét kitevo, ,,szabadon valaszt-
hat&” tagok kivalasztdsandl akkor jérunk el helyesen, ha réjuk nézve teljestil,

hogy
MPY; > MPY; 1 (31)

ami azt is biztositja, hogy az M PY : M PX termelékenységi ardnyok mono-
ton csokkend sorozatot képezzenek. Megjegyezziik még, hogy nagy elem-
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szdmi, ,,valédi” sorozatok esetén —még a 3. 4brdn 14thatd ” cikcakkok” elé-
forduldsa mellett is— a ,,trend” minden bizonnyal a 2. 4bran kézélt alapesetre
emlékeztetd grafikonhoz kozelit.

Az dltalunk bemutatott generaldsi elv természetére vonatkozdan kénmnyen
beldthatd, hogy

e az igy létrehozott szamsorozatok kozil akdr M PY, akdr M PX értékeit
z-szeresiikre (z > 0) transzformdlva az dtlagelv tovabbra is érvényben
marad, a grafikonok szimmetridja azonban ldtenssé valik;

e a generaldsi elv trividlisan alkalmazhaté a fejezetiink elején emlitett
,,dllandé hozadéku” ipardgak esetére is.

6 Az atlagelv teljesiilésének esélyeir6l

Az el6z8 két fejezetbdl kideriilt, hogy a kindlati egyensiily atlagelvnek vals
megfelelése a képességek multipotencidl-eloszldsara vonatkozéan szigort felté-
telekhez kotott. Amikor tehdt az dtlagelv teljesiilésének esélyeirsl —bizonyos

szempontbdl az dralekulds marxi elméletének relevancidjdrél— beszéliink,
mindenképpen meg kell vizsgdlnunk, hogy

e Milyenek a tipikus (ilyen értelemben: valdszini) multipotencidl-eloszlds
ismérvei, és ezek mennyire illeszkednek az érték-drcentrum kitermels-
désének feltételeihez.

e Ha pedig a képességek irdnyultsdginak jellege nem minden drardny
mellett vezet az értékardnyokat érvényesitd tényezéallokdcidhoz, akkor
azt is elemezniink kell, hogy a tdrsadalom preferenciarendezésének: fiigg-
vényében mekkora az esélye, hogy a relativ drak az dtlagelv teljesiilé-
sének megfelel$ eréforrdsegységet juttatnak az dgazatviltds hatdrdra.

Az dtlagelv teljesiilése tehdt mindent Gsszegezve attdl fugg, hogy az ,,erre
alkalmas” termelési szerkezetek milyen valdszintiséggel johetnek széba a kind-
lati és keresleti oldal szdmdra ugyanazon drardny mellett egyenstlyt jelentd
joszégkombindcidként.

Az eréforrds(ok) alkalmazdsa sordn észlelt hatékonysdg (multipotencigl)
alakuldsiban az aldbbi tényezék szerepét emeljiik ki:

o a tdrgyi eréforrdsok mindségi jellemz&it, valamint

* a gazdaségi folyamatban részt vev$ ember termeléi és/vagy vallalkozéi-
szervez6i képességeit.

A tovébbiakban ez utébbi faktorra koncentralunk elsésorban. Az emberre
jellemzd kvantitativ tulajdonsdgok (készségek) tényleges eloszlasénak feltér-
képezése sordn antropometriai (biometriai) és populdcidgenetikai kutatdsokra
témaszkodhatunk. A biometria els8, témdnk szempontjibsl lényeges kozle-
ményei Quetelet [1871] és Galton [1889] tollabé] szérmaznak. Galton mér az
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oroklott és kornyezeti hatdsok elldiilonitésére is kisérletet tett, ami az dltalunk
konstrudlt modell szempontjdbdl szintén lényeges: Marx felfogasatdl eltérben
ugyanis megkozelitésiink a nem megudltoztathatd (Grékletes) képességbeli el-
térésekre helyezi a hangsiilyt. A tulajdonsdgok eloszlasira vonatkozé megfi-
gyelések azonban a genetikas Gsszefliggések tikrében értelmezhetdk igazén. A
géneken alapuld 6roklédés 4ltalanos szabéalyait Mendel [1866] fogalmazta meg,
akinek eredményeit késSbb a sejttani és a molekuldris genetikai felfedezések
igazoltdk és pontositottdk. A genetika tOrténetérdl és/vagy ismeretanyagdrdl
j6 sszefoglalét nydjtanak Czeizel [1983], Rédei [1987], valamint Vida [1997]
munkai.

A genetika az ember mennyiségileg jellemezhetd képességeinek eloszldsat
altaldban a poligénes, intermedier tipust oroklédés kovetkezményének tekin-
ti. Ez azt jelenti, hogy

e az ,egyed” valamely mérhetd tulajdonsigénak nagysagrendjét tobb
génhely (lokusz) egylittesen alakitja ki,

e és az ezeken parosdval (diploid séma szerint) elhelyezked6 génvéltozatok
(allélek) kozil a hatdst kivdltd gének szémossaga additiv médon (tehdt
nem teljes dominancidval) hatdrozza meg a vonatkozé jelleg erdsségét.
(Vida [1997] 142-156.0ld., Rédei [1987) 673-699.0ld.)

A poligénes droklésmenet eredményeként létrejové génkombindcidk a bi-
nomidlis eloszldsnak megfelelé gyakorisiggal hoznak létre a ,,hatd” (domi-
ndns) géneket adott szdmban tartalmazd (és a széban forgd jelleget ennek
megfeleld intenzitdssal felmutatd) genotipus-véltozatokat. A legegyszeriibb
modellben példaul a vizsgalt tulajdonsdg kialakitdsaban mindossze két lokusz
(o és B) vesz részt, melyek az illeté képesség (jelleg) szintjét erdsitd (A és
B), illetve vele szemben passziv (a és b) alléleket tartalmazhatnak. A két
génhelyet a kétféle génvdltozattal kombindlva a binomidlis egytitthatdk (1, 4,
6, 4, 1) informdlnak arrdl, hogy a két lokuszon Osszesen megjelend dominans
gén 0-t6l 4-ig terjedd szdmossdga hanyféle kombindciéban fordulhat eld. Ha
az aktiv és passziv génvéltozatok populdcidban észlelheté ardnya 50-50%,
a sokasdgra pedig a véletlenszerii parosodds (pdnmizis) jellemzd, akkor a
binomiélis egyiitthatok sajat Osszeglikhdz viszonyitott ardnya egyuttal az
aktiv gének gyakorisdgira utalé valészintséget is kifejezi. A vizsgdlt jel-
leg (képesség) kialakitdsaban résztvevd génhelyek szdménak emelésével ,a
szélsBséges fenotipusokat [értsd: az egyedek megjelenésének tipusait] szinte
folytonos fenotipussor koti Gssze, melyek megoszldsa egyre jobban kozeliti a
normdlis megoszlas ‘haranggdrbéjét” (Vida [1997] 147. old., B.J. kiegészitése
és kiemelései). A fenotipusok mennyiségi jellegeinek variabilitdsdban ter-
mészetesen kornyezeti tényezbk is szerepet jatszanak, melyektél —mint a
marxi ,,utolérési” effektus révén kikisz6bolhetd faktoroktdl— az dltalunk szer-
kesztett modellben eltekintink.

Tegyiik most fel, hogy az Y és X tevékenység végzése sordn felmutatott
ligyességért kettS-ketts, egymdstdl figgetlenil kombindléds allélpar felelds,
valamint a passziv gének kizarélagossdgat jellemzé ,,alapszinthez” (legyen
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ekkor QY, QX = 1) képest minden djabb domindns gén eléforduldsa egység-
nyivel néveli a gazdasdgi szereplé teljesitményét. Ebben az esetben egy 256
f6bél allé sokasag az 1. tdblazatban lathaté —elméletileg varhaté— gyako-
risdggal oszlik meg az Y és X teriileten felmutatott eredményessége szerint.

Mint észrevehetd, a termelSk megoszldsa két dimenzidban, egymdstdl fiig-
getlen binomialis valdsziniségi vdltozdk szerint adhaté meg. Az MPY :
MPX ardnyok monoton cs6kkené sorozata szerint alkotott teljesitményvek-
torokat a 2. tdbldzat mutatja. Az azonos termelékenységi ardnyhoz tartozé,
,,holtversenyben” 1évé adatokat zdrdjelben helyeztiik el.

QY QX (MPX)

(MPY) [TT 23475
1 1] 476 4 |1
2 4116 | 24 | 16 | 4
3 6|24 |36 ]2 6
4 416 |24 |16 | 4
5 1] 46 4 [ 1

1. tdbldzat. A termel8k megoszlasa 256 fGs minta esetén

MFPY MPY MPX Gyakorisag APy | apx | APY
MPX APX
5 5 1 1 5 3 1.66
4 4 1 4 420 | 3.01 | 1.40
3 3 1 6 355 | 3.04 | 117
2.5 5 2 4 393 | 3.09 | 127
2 2.4 (1,2) 4116 374 | 311 | 1.20
1.66 5 3 6 393 | 323 | 1.22
15 3 2 24 358 | 3.23 | 111
1.33 4 3 24 370 | 339 | 1.09
1.25 5 1 4 375 | 3.44 | 1.09
1 (1,2345) | (1.2.345) | 1+164136+16+1 | 3.43 | 3.43 1
0.8 4 5 4 344 | 375 | 093
0.75 3 4 24 339 | 370 | 0.92
0.66 2 3 24 323 | 358 | 0.90
0.6 3 5 6 323 | 393 | 082
0.5 (1,2) 2,4) 4+16 311 | 374 | 0.83
0.4 2 5 4 309 | 393 | 0.76
0.33 1 3 6 304 | 3.55 | 0.86
0.25 1 4 4 301 | 420 | 072
0.2 1 5 1 3 5 0.6

2. tdbldzat. Az egyes termelékenységi ardnyolhoz tartozé teljesitményvektorok jellernzéi

Adatainkat grafikus formdban is megjelenithetjitk. Az azonos termelé-
kenységi ardnyt produkald termelék szdmossigat az M PY és MPX grafiko-
nok vizszintes szakaszainak ardnyos hossziisdga jelzi.
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5. dbra. Egyéni teljesitinények a képességek tipikus eloszlisa esetén

Bér a fenti adatsor néinileg dnkényes, mégis alkalmas arra, hogy ez alapjin
dsszegezzik a termeldi tehetségeket reprezentalé QY és QX (tehdt M PY és
MPX) sorozat karakterének jellemz6 tulajdonségait. Ezek:

e Az Y és X természetes mértékegységének alkalmas megvélasztésa esetén
érvényesild szimmetria;

o Az osztandé és oszté abszolit nagysdgatdl elvonatkoztaté QY : QX
(MPY : MPX) ardnyok gyakorisdga tekintetében mutatkozd (a viz-
szintes, ”1”-tengely perspektivéjdbdl szemlélt) binomidlis (normdlis) el-
o0szlds; valamint

e A termeldi képességeknek az egyes joszégfajtak elééllitasdban megnyil-
vénulé (a fiiggleges tengely felél szemlélt) binomidlis (normdlis) elosz-
ldsa, vagyis a kozepes ligyességli termel6k dominancidja.

Az elsé jellemzd azt jelenti, hogy koriilbelill ugyanannyi termeld dgy
gyakorlottabb az egyik, mint amennyi, és ahogy a masik termékfajta elé-
allitdséban; vagyis az emberek Osszességére nem jellemz6, hogy a tehetség
irdnyultsdga mereven egyoldali legyen. A mdsik tulajdonsig azt takarja,
hogy a QY : QX (MPY : M PX) termelékenységi aranyok eloszlésa nem csak
szimmetrikus, hanem eléforduldsuk (n szdmd erdforrasegységet feltételezve)
az n/2-ik termelére érvényes értékek —mint mdédusz és egyuttal medidn—
kornyezetében ,,strisodik”. (Ez a nagysidg —mds oldalrél— az aggregalt
termelékenységi ardnnyal egyenld.) A harmadik tulajdonsig pedig abban
nyilvanul meg, hogy az el6bb emlitett médusz a QY és QX (vagyis MPY és
MPX) értékek altal elfoglalt fuggbleges siv kozépsd szintjén taldlhato.
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E tulajdonsidgok egyiittese —mint az 5. dbrdn lathaté— az n/2 pont vi-
szonylag tag kornyezete folott ,,kozépmagassdgban” vizszintesen eqgymdst fedd
(vagy az APY és AP X wvonatkozdsdban vizszinteshez kozelitd, ellapuld) szim-
metrikus grafikonokat {rnak le. Ezek szerint a minden drardny mellett az
atlagelvnek is megfeleld csere feltételei nem plauzibilisek, ami az elézdekben
kozolt MPY : MPX és APY : APX ardnyok Osszevetésébdl is kideriil.
Az , atlagos” értékek nagy gyakorisiga miatt az ¢ = n/2 pont megjeldlt, e
sugarid kornyezete f0lott ellaposodé APY- és AP X-gorbék kozeledése mi-
att azonban mégis elég terjedelmesnek tekinthetd az drardnyok és 4tlagos
raforditdsaranyok ha nem is pontos, de ,,t{irhets” illeszkedését biztosité hatér-
termelSk tartomanya.

E tartomdny tovdbbi boviilését eredményezi, ha az Y és X tevékenységek
sordn megnyilvdnulé képességekért felelds gének halmaza kézos, in. pleiotrdp
elemeket tartalmaz, vagy az illeté gének azonos kromoszémdn elhelyezkedve
egyméshoz kapcsolédva (linkage-ben) 6réklédnek (Rédei [1987] 127-128., 151-
174. old.). Ez esetben ugyanis a két teriileten felmutatott képességek korreld-
cidja figyelheté meg, a binomidlis valésziniiségi véltozdk fliggetlensége elvész.
Minden bizonnyal felbukkan —bér nem kifejezetten genetikai okokbdél— az YV
és X teriileten felmutatott fajlagos teljesitmények kolesonossége akkor is, ha
modelliink f8szerepldi termelck helyett vdllalkozdk. E jelenség magyariza-
ta, hogy a szervezési, iranyitasi funkcidk kivdnalmai minden ipardgban igen
hasonlé emberi készségeket kévetelnek meg.

Ha feltételezhetnénk, hogy a térsadalom preferenciarendezése is szimmet-
rikus Y és X jészagok vonatkozdsdban (ami alatt most azt értjiik, hogy mind-
egyik —a QY és QX (MPY és MPX) sorozatok természetes mértékegysé-
gében kifejezett— termék ,,egyardnt fontos” a fogyasztéknak, akkor még na-
gyobb valdsziniiséget tulajdonithatnank a csere és az dtlagelv taldlkozdsdnak.
Meg kell azonban éllapitanunk: nem édllnak rendelkezésiinkre olyan kutatdsi
eredmények, melyek szerint minden termékfajta hasonld sillyal szerepelne a
tarsadalom ,,izlésvildgaban”. Ezzel egyiitt azonban kijelenthetd, hogy habar
az dltalanos egyensily allapotdban értelmezett dtlagelvil csere totdlis (bdr-
mely drardny melletti) érvényesiilése ,,heroikus” feltételrendszerhez kétott,
mégis valdszindisithetd, hogy ,nagy atlagban” tn. értékardnyos arak jénnek
létre a gazdasdgban. Mennyiben jelenti ez az értéktorvény érvényesiilését?

Ha ez alatt egy olyan szabalyozasi mechanizmust értiink, amelynek kézép-
pontjdban a kereslet és kindlat egyensiilydt szimultan kielégit6 termékszerke-
zet 4ll, akkor gondolati rendszeriink szellemiségével nem &sszeférhetetlen az
értéktorvény létezése. Ha viszont az dtlagelvii dralakulds (jovedelmez&ség)
—mint norma— &ll mikédésének kdzéppontjdban, akkor nem beszélhetiink
egyértelmien értéktorvényrdl. A norma ugyanis —elfogadva Kornai [1976)
meghatédrozdsit— ,,egy viselkedési védltozé |...] dtlaga, de nem minden visel-
kedési valtozé dtlaga norma. Normérdl csak akkor beszélhetiink, ha miikodik
egy szabdlyozdsi folyamat, amely a tényleges viselkedést a norma irdnyaba
tereli.”

Az dltalunk vizsgdlt modellhez illeszthetd ilyen -—az drak jatékén ala-
pulé— szabélyozé folyamat. Arra is rémutattunk, hogy a képességek multi-
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potencidljénak eloszlasabol valdsziniisithetd a kindlati egyenstly értékardnyos
rakhoz valé kapcsoléddsa, ezért ezek egyfajta vdrhatd értékként (alehetséges
drcentrumok dtlagaként) is tételezheték. Az arak ingadozdsinak konkrét
esetben megfigyelhetd kozéppontja, a szabdlyozds célja azonban nem tor-
vényszeriien egy dtlagelvii magysdg, hiszen a kindlati és keresleti szerkezet
kézeleddsét koordinald drardny ,hintamozgdsa” nem csak a ,,valészini”, ha-
nem elvileg bdrmely érték és az ennek megfelelé eréforrdsszegmens mellett
nyugvésra juthat. Nem igaz tehdt, hogy az aringadozdsok tendencidja az
értékhez kozelit, az érvényesild drcentrum azonban tendencidlisan egyenld
lehet az értékkel.

7 Jaradék az ipardgak kozotti cserében

Marchal szerint ,,A [gazdasdgi] profit keletkezéséhez a verseny szabad jdtékdt
akaddlyozd tényezéknek kell jelen lenniiik. Ez azt mutatja, hogy mély rokon-
ség ll fenn a profit és a monopdlium kozétt. [...] Csak monopdlium teszi
lehetdvé szabélyos és tartés profit realizdlésat” ([1951] 552. old., B.J. kiegé-
szitése és kiemelései).

Mint tanulmdnyunk 2. fejezetében Robinson nyomén bemutattuk, gaz-
dasdgi profitot (jdradékot) nem-uniform ipardgakat feltételezve érnek el az
egyes tényezbrészecskék, ami képességeik szérdddasdnak, illetve e rangsor-
ban elfoglalt helyiik monopolizdltsdgdnak kdvetkezménye. Ezek a kondicidk
ugyanis az ipardgi kindlat rugalmatlansdgdra (csokkend hozadékdra) utalnak
(hiszen az elébb emlitett monopolizéltsag az inputegységekhez rendelhetd ha-
tékonysdgi szint szitkosségét jelenti), ami —megfeleld kereslettel taldlkozva—
magasabb drszinvonalat (pontosabban, a tébbi allokdcids terilethez képest
kedvezd csereardanyokat) generdl. Az {gy kialakuld jaradék nivéja az eréfor-
résegységek hatékonysdgdnak relativ szintjétél, valamint a jészdgfajtakat és
inputokat tartalmazé druhalmazon beliili —a keresleti aranyok 4ltal is meg-
hatdrozott— drardnyoktdl fiigg.

Mivel a jaradék ezek szerint a kindlat viszonylagos merevsége altal kival-
tott drardny-torzuldsként foghaté fel, logikusan adédik, hogy ez az anomélia
az dllandd ipardgi hozadékhoz képest észlelt eltéréssel fiigg Ossze. (Az llandd
hozadék a tobbi termék felé irdnyulé reallokdcié szempontjabédl az ,,ellendllds”
nem novekvd, hanem 4llandé szintjét képezi.)

Amint Hoch Rébert ([1972] 312. old.) és Erdds Péter ([1976] 108-109.
old.) 4. fejezetben citdlt passzusaibdl, és a QY : QX sorozatok vizsgalatdbol
kideriilt, nem-uniform dgazatok kozott sem zarhaté ki az atlagelvii csere. Ez a
jelenség az dsszetétel hamissdgdnak elvével kapesolatos: ha mindegyik ipardg
jaradékot sajétit el, akkor termékeik cseréje sordn —egymdshoz képest—
nem lesznek képesek (legaldbbis az eredeti mértékben) jaradékot realizdlni.
Samuelson szerint: ,,A magasabb drak egy ipardgban elényosek lehetnek az
ott miikodd véllalatok szdmdra, de ha az dsszes vasarolt és eladott drunak
ugyanabban az ardnyban novekedne az dra, akkor egyetlen vdllalat sem jarna

j6l" ([1973] 73. old.).
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A jaradékok tokéletes kioltéddsa, a legjobb és legrosszabb feltételek &t-
lagok korili azonos szérédasa azonban csak esetleges jelenség. Az ipardgak
kozotti tranzakeidk értékardnyossdgdnak sérilése tekinthett tipikusnak, ami
az dgazatok dtlagos profitjainak (fajlagos jovedelmeinek) eltéréseiben, vagy
ami ugyanezt jelenti: az ipargi atlagtermék-értékek differencidiban nyilvanul
meg. Ezek az eltérések arra utalnak, hogy a jdradék-képzddés egymdssal
szembeni érvényesitése sordn vagy egyik, vagy masik teriilet lesz sikeresebb.
Iménti hipotézisiink alapjan ezt az iparagi kindlatok relativ rugalmatlansigs-
ra, az &llandé hozadéktdl valé nem azonos mértékil tavolsdgaira vezethetjiik
vissza. A kovetkezékben —egy, az Euler-tétellel rokon Osszefiiggés révén—
igazoljuk, hogy a termelési dgak atlagos jovedelmezOségének viszonya nem
kozvetlentl, csak dttételesen hozhaté kapcsolatba a kindlati (4r),,rugalmat-
lansagok” viszonydval. A jovedelmezdségi ardnyokat ugyanis direkt médon
az erdforrds termelési rugalmassdga (rugalmatlansdga) hatdrozza meg. A
rugalmassdgot az egyes ipardgakra vonatkozdan £Y és £X szimbdlumokkal
jeloljuk, mértékiik pedig azt mutatja meg, hogy az dgazatban felhaszndlt
tényezémennyiség 1%-os véltozdsa hany %-kal médositja a kibocsdtdst.

A bizonyitds soran abbdl indulunk ki, hogy

MPX MPY
ami dtalakithatd az MPX APX
formuldva. Mivel a szimultdn kinélati egyensilyban igaz, hogy
PY:PX =MPX: MPY , (34)
ezért a (11) formula felirhaté az aldbbi médon:
PX APX
€X.€Y—W.m, (35)
amibd] kévetkezik, hogy
EX:EY =VAPY . VAPX , (36)

s ezzel dllitdsunkat igazoltuk. Vagyis minél alacsonyabb valamely ipardgban
a tényez8 termelési rugalmassiga a mdsik ipardghan mért szinthez képest,
anndl magasabb lesz az egységnyi erbforrdsra jutd drbevétel a masik dgazathoz
viszonyitva. Azaz anndl erSteljesebben képes jaradékot realizalni az egymds
kozétti cserében.

Ha most feltételezziik, hogy az ipardg kindlati fiiggvénye az dgazat: hatdr-
koltség gorbéjének felel meg, akkor ennek a termékdr szerinti rugalmassdga
(mint az ipardgi kindlat drrugalmassdga) a Matyds ([1979] 181. old.) 4ltal
kozolt formula megfelel$ dtalakitdsdval (az X dgazatban) az

1

TlEX—1-Ex (87)
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képlettel adhaté meg (ahol EX a tényezd termelési rugalmassdginak a ki-
bocsdtéds szerinti rugalmassdga). Eszrevehetd, hogy £X valtozdsa —ceteris
paribus— £X S értékét azonos irdnyban médositja, tehdt az erdforrds ter-
melési rugalmasséga és a kindlat drrugalmassiga valdban az emlitett kapcso-
latban &ll egymassal.

8 Osszegzés

Tanulmdnyunkban a csereardnyok mogott 4116 rendezéelvek (hatdr- és dtlag-
elvek) relevancidjét vizsgaltuk a modelliinkben szerepld ipardgak uniformi-
tdsdnak feladdsa mellett. Ennek sordn az aldbbi, dltalunk legfontosabbnak
itélt megéllapitdsokat tettiik:

e Az inputok allokdciés irdnydnak megvalasztédsindl nem az egyes ipar-
dgak dtlagos jovedelmez8sége az irdnyadd, hanem a tényezdegységek
eqyéni jovedelmezdségi kildtésainak, komparativ eldnyeinek mérlegelése.

o Az clbz6 tézisre tdmaszkodva kifejtettiik, hogy az ipardgak szimultdn
egyensilyshoz vezetd automatizmusoknak nem s ,,célja” az agazati
befektetések rentabilitdsanak kiegyenlitése, aminek kovetkezményeként
a csereardnyok és az ipardgi ,,darabkoltségek” ardnyainak dtlagelvre
jellemz6 kongruencidja térvényszertien nem is valésul meg.

e Arrais céloztunk, hogy habér az iin. drcentrum valdjdban a hatdrelunek
megfeleléen alakul, ez —a sztereotip elképzelésekkel szemben— egydl-
taldn nem azt jelenti, hogy a hatdron 1évd (,,drmeghatérozé”) erdfor-
résegység az agazat legkevésbé hatékony teljesitményét képviselné.

e Megfogalmaztuk az dtlagelvet kielégit6 termelékenységi sorozatok gene-
raldsdnak elveit, majd a termeldi képességek multipotencidljara vonat-
kozé hipotéziseink alapjdn azt a kovetkeztetést vontuk le, hogy habar az
ilyen sorozatok eléforduldsdnak valdsziniisége csekély, de a cserearanyok
viszonylag nagy gyakorisdggal mégis megfelelhetnek az " érték” aranyolk-
nak.

e Ravildgitottunk, hogy nem-uniform égazatok egymds kozotti tranzak-
ciéiban a jaradék az osszetétel hamissdgdnak elve miatt ,,eroddlédhat”.

e Végiil kideritettiik, hogy az egymés kozotti cserében a jéradékot tartal-
mazb dr érvényesitésének képessége kozvetlentil nem a kindlat (4r)rugal-
matlansdgainak, hanem az erdforrds termelési ,,rugalmatlansdgainak”
viszonyéra vezethetd vissza.

A vizsgélatunknak keretet adé modell tovabbi, igéretes lehetdségeket biz-
tosithatna a profit egyéb megjelenési formdinak (normdl, dtlag és dtlagos
profit) és ezek egymdsra vonatkoztathatésdgdnak dj szempontok szerint tor-
téné elemzésére. Eme Ssszefiiggések vizsgdlatat azonban egy masik tanulma-
nyunkban (Barancsuk [2003/b]) végeztiik el.
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THE ORGANIZING PRINCIPLES LYING BEHIND THE ,,PRICE CENTRE"

This essay engages to investigate the theoretical background of the phenomena of
,.price centre”. A particular attention is given to the presentation of the theories
that explain the forming of the prices according the average and marginal costs.
It is also discussed why the two theories reach differing results and how the price
and cost rates are co-ordinated according the concept of comparative advantages.
Breaks with the belief that in the framework of the Neoclassical Theory the less
effective companies of the branch of industry determine the prices. Examining the
genetic background of the division of production potential proves that the Marxian
concept of price determination by average cost needs correction.
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ERTEKPAPIROK HOZAMANAK ELOSZLASA ES A
TOZSDEI KAPITALIZACIO!

LUKACS PETER
CIB Bank, Pécs

A dolgozat kozéppontjdban az a kérdés éll, hogy van-e kimutathaté kap-
csolat a tézsdei részvények hozameloszldsa és az adott értékpapirok tézsdei
kapitalizdciéja kozott. A vizsgilat a Budapesti Ertékt6zsdén forgalmazott 21
részvény hozamaira terjed ki. A vizsgdlat sordn a kivalasztott részvényeket
sorba rendeztiik a kapitalizdcidjuk szerint, majd a legfontosabb eloszlas jel-
lemz&k értékeinek alakuldsst elemeztiik egyrészt grafikusan, mésrészt rang-
korreldcié segitségével. A kapott eredmények alapjin megallapithatd, hogy
van Osszefiiggés a részvények kapitalizdcidja és a hozam eloszldsaik bizonyos
jellemzéi kozott.?

1 Bevezetés

A finanszirozds modellezés, azon belill az drfolyam-alakuldsok modellezésének
egyik alapvetd problémdja annak a bizonytalansdgnak a megkozelitése, mely a
killénbdzd értékpapirok, indexek, derivativ eszkozok dralakulasat alapvetden
meghatérozza. Ez jelent egyrészt elméleti, mésrészt gyakorlati, metodoldgiai
megfontoldsokat is. A bizonytalansdg megkozelitésének két, sokat vizsgalt
teriilete —a hozameloszlisok, illetve a kiilonbdzé autoregressziv volatilitds-
modellek— koziil jelen dolgozat az elsére koncentral.

A hozameloszldsok els, alapvetd fontossidgii modellje a Bachelier (BACHE
LIER, [1900]) tanulmény alapjén kialakitott normélis hozameloszldsra ala-
pulé modell. Ebben a modellben —egyes fizikai rendszerek részecskéi véletlen
bolyongdsdnak analdgidjdnak alapjan— az értékpapirhozamok eloszldsa nor-
malis.

A normalitdssal kapcsolatos problémdk is viszonylag kordn megjelentek
a szakirodalomban. Ez els6sorban a hozameloszldsok —normaélis eloszlashoz
képest— kiugrdan magas csticsossdgdban és kovetkezésképpen vastagabb fa-
rokrészeiben nyilvdnult meg. A vastag farokrészek modellezésének egyik alap-
vet6 lehet6ségét kindltdk a Pareto-Lévy (LEVY, [1925]) eloszlasok, melyek
mind a mai napig meghatdrozdéak az extrém hozamok vizsgslatandl. A Pareto-
Lévy eloszlasok t8kepiaci hozamokra valé alkalmazdsanak - empirikus vizs-

1Beérkezett: 2002, december 4. e-mail: plukacs@cib.hu.

2FEztton mondok koszonetet konzulensemnek, Varga Jézsefnek a PTE professzordnak
a dolgozat elkészitéséhez nyujtott segitségéért, valamint azért, hogy a témdban végzett
kutatési eredményeit felhasznélhattam a dolgozat elkészitéséhez. Kdszénetemet fejezem ki
a két ismeretlen opponensemnek is, akik értékes tandcsaikkal segitették munkamat.
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gdlatokkal is aldtdmasztott nagyon jé értékelését, kritikdjat kapjuk Varga
(VARGA, [1990], [2001]) tanulményaiban.

A Pareto-Lévy eloszlasok négy paramétere kozill a kutatdsok kdzéppont-
jaban az a paraméter becslése 4ll. Ezen paraméter jellemzi az eloszlds cent-
rum részének cstcsossdgat, kovetkezésképpen a farokrészek vastagsigét. A
késébbiekben részletezésre keriil6 Hill-eljdrds ezen o paraméter reciprokdnak
konzisztens —és a tobbi metddus kozil a leghatékonyabb— becsléséhez vezet.
Mindez lehet6vé teszi, hogy a cstcsossig jelenségét az elméleti eloszlds nor-
malitdsanak feltételezése nélkiil modellezziik. A vastag farok probléma mo-
dellezésére t&bb eszkoz is rendelkezésre all, pl. a kilonbozd szabadségfoki t-
eloszlasok illesztése, mixelt normélis eloszldsok stb. A farok-index becsléseklkel
kapcsolatos elemzések irodalma nem nytlik vissza hosszi miltra. A teljesség
igénye nélkiil néhdny dolgozat: (KOEDJIK et al., [1990], [1992]), (KAHLER,
[1993]), és (KOEDJIK és KOOL, [1993)).

Jelen dolgozat a fenti problémékat egy sajatos rendszerben elemzi a BET-
en forgalmazott részvények vonatkozdsdban. Arra a kérdésre keressiik a
valaszt, hogy vajon a tézsdei kapitalizdcié és a fentiekben vézolt csiicsossdg-
probléma kozétt létezik-e kimutathaté kapcsolat. Mig tézsdei értékpapir és
index hozamok esetében a csticsossdg jelenségének ténye egyértelmiien elfo-
gadott a szakirodalomban, addig az eloszldsok aszimmetridjdnak létezése job-
ban megosztja a kutatékat. A dolgozatnak téméja az aszimmetria és a kapi-
talizaci6 kozotti dsszefiiggés is. Kissé mds Gsszeftiggés-rendszerbe helyezve a
fenti problémakat a dolgozat vizsgélja azt a kérdést is, hogy a kockézatkeriils
befektetd szempontjdbdl mit jelent portfélidjanak kapitalizdcid szerinti &t-
rendezése a megvaltozott szérédéson, szimmetridn és csticsossdgon keresztiil.
Ismereteink szerint ilyen szempontd kutatdsok nem lelheték fel a relevéins
szakirodalomban.

2 Az elemzésben felhasznalt adatok

A vizsgélat sordn a Budapesti Ertéktbzsdén forgalmazott 21 részvény napi
zdréarfolyamai alapjdn szamitott hozamok keriiltek elemzésre. A szakiro-
dalomban elfogadott dltaldnos eljirds szerint:

T = ln(.P,:/Pt_l) = lnPt —hlPt_l (1)

ahol
ry  t id6pontbeli hozam,

P, atidSpontbeli drfolyam érték.

Az elemzésben a fentiek alapjn kiszdmitdsra kertiltek a részvényenkénti
napi hozamok (tovédbbiakban hozamok), melyek eloszldsat Gsszevetjik az
adott értekpapir tézsdei kapitalizdcidjaval. Az els§ arfolyamadat megfigyelé-
sének idépontja 1997. prilis 1. azon értékpapirok esetében, melyek mér t&zs-
dei forgalomban voltak ekkor a Budapesti Ertéktézsdén. A késSbb bevezetésre
keriild papirok esetében a forgalmazis elsé napjénak arfolyamadatéit vettik
figyelembe kezdéértékként. A vizsgdlatba bevont utolsé drfolyamadat meg-
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figyelésének idépontja 2001. méjus 9. Igy a maximalis hozamszdm 1023, a
minimélis pedig 843 (Réba).

A részvények kivéalasztdsanak alapvetd szempontja volt, hogy a forgalmuk
alapjdn vezetd helyet betolts 6t részvény (Matdv, MOL, OTP, Richter, TVK,
Borsodchem) szerepeljen az elemzésben. A tobbi értékpapir kivélasztdsa
véletlenszerilen tortént, figyelembe véve azt a szempontot, hogy a vilasztds
jol atfogja a BET-en forgalmazott kiilonbozé kapitalizaciéju értékpapirokat.

A tézsdei kapitalizacié szémitdsandl figyelembe vettikk az adott papir
atlagarfolyamat (egyszerii szdmtani dtlag alapjdn), melyet beszorozva a 2001.
méjus 9-én tézsdei forgalomban 16v8 (bevezetett) mennyiséggel, el6dll a szé-
mitott t&zsdei kapitalizécié. Az 1. tdbldzat Osszefoglalja a vizsgdlatba bevont
értékpapirokat a szdmitott kapitalizécié szerint sorba rendezve:

Ertékpapir Kapitalizacié (F't)
MATAV 1 437 621 758 438
MOL 492 286 344 000
OTP 201 126 226 500
RICHTER 279 475 607 681
TVK 90 677 577 007
BCHEM 85 602 570 878
EGIS 72 675 600 953
PICK 35 439 042 545
RABA 33 003 309 913
PPLAST 27 227 522 892
ZKERAMIA 23 727 071 258
GRABO 23 114 041 039
MEZOGEP 22 988 926 080
PRIMAGAZ 13 931 460 000
FOTEX 13 326 457 370
ZWACK 11 339 800 000
IEB 7 199 055 825
PFLAX 2 406 904 923
IBUSZ 1129 562 885
PVALTO 1017 275 000
RIZFACT 392 411 244

1. tdbldzat. Ertékpapirok a t8zsdei szamitott kapitalizdcié sorrendjében
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1. dbra. Ertékpapirok a tézsdei kapitalizdcié sorrendjében

A fentiek alapjdn egyértelmilen lathat6, hogy a vizsgdlatban szerepld
részvények esetében a kapiatizacié dltaldban novekvd iitemben csdkken, és
az elsd részvény lapitalizdciéja meghaladja a kovetkezd tiz részvény kapi-
talizacidjanak Gsszegét.

3 Kockazat és kapitalizdcié

Az arfolyamokkal kapcsolatos elméletek dltaldban a hozameloszldsok mésodik
és anndl magasabb rendli centrélis momentumain keresztiil ragadjik meg
a kockazat jelenségét (BODIE-KANE-MARCUS, [1996]). A paros momen-
tumok esetében a névekvd értékek novekvd kockdzatot jelentenek. Pdratlan
momentumok esetében az adott centrdlis momentum el8jele hatdrozza meg,
hogy felmeriil-e tébbletkockdzat a kockidzatelutasité befektetd szdméra. A
pozitiv ferdeség —bal oldali aszimmetria— kedvezd a kockdzatelutasitsé be-
fektetd szamdra, hiszen ebben az esetben a nagy mértékii negativ hozamok
bekovetkezési esélye kisebb. Amennyiben elfogadjuk a tékepiacok hozamainak
normdlis eloszldsdra vonatkoz6 nullhipotézist, a kockdzat értelmezése a méso-
dik momentumra, azaz a variancidra korldtozédik. A vizsgalt részvényhozamok
szér6dasi terjedelme, és a kapitalizdcid, valamint szérdsuk és a kapitalizdcié
kozotti Osszefiiggést szemlélteti a 2. és a 3. dbra.
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2. gbra. A hozamok szérédési terjedelme a kapitalizdcié fiiggvényében
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8. dbra. A hozamok szérasa a kapitalizicié fliggvényében

A fenti eredmények azt mutatjék, hogy a kapitalizdcié csokkenésével mind
a sz6érédés terjedelme, mind pedig a szérés dltaldban névekszik. Az illesztett
linedris trend természetesen nem jelent linedris kapcsolatot - tekintettel az
1. tdbldzat adatainak novekvd iitemii csokkenésére, csupdn szemléltetd jel-

legil.
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4 Hozameloszlas kozelitése normalis eloszldssal

Amennyiben a hozamok eloszldsdt normélis eloszldssal kozelitjitk —feltételezve
az elméleti eloszlds normalitdsdt—, a megfeleld momentumok vizsgélatéval
nyerhetiink képet arrél, hogy az adott instrumentum hozameloszldsa mennyi-
ben tér el az elméleti eloszlastdl. Természetesen pontosabb képet nyerhetiink
a normalitdsrél valamilyen illeszkedési (pl. x?) préba elvégzésével, dm a
megfeleld momentumok vizsgélata is statisztikailag megnyugtaté vélaszt ad
a normalitds hipotézisének ellen6rzéséhez. A ferdeség vizsgdlata a harmadik,
a csuicsossdgé pedig a normalt negyedik momentum alapjdn torténik. Ezeket
a jellemzdket a kovetkezd Gsszefiiggések hatdrozzak meg:

N %Z (re — @)

a ferdeségi egyiitthatd,

K= o2 ! 3

pedig az eloszlds kurtdzisa, ahol

n  a vizsgdlt hozamok szdma,
t az adott id6pont,

4 a hozam vdrhaté értéke,
02  a hozam variancidja.

A normalitds nullhipotézise mellett a ferdeség és kurtézis becslések értékei
kéré konfidencia intervallumot lehet szerkeszteni; a ferdeség esetén a +/6/n,
cstcsossag esetén a (/24/n standard hiba figyelembe vételével. A stan-
dard hiba hdromszorosét figyelembe véve mind pozitiv mind pedig negativ
irdnyban tébb mint 99%-os megbizhatdésdgi szinten tudjuk becsiilni a fer-
deség, illetve a kurtézis értékeit. Megjegyezziik ugyanakkor, hogy a ferdeség
és csucsossdg értékeihez torténd konfidencia-intervallum szerkesztése megle-
hetdsen szertedgazé médszertani problémakat vet fel (SHIANG et al.[1989)).
Az eredményeket a 4. és 5. dbra szemlélteti.
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5. dbra. Aszimmetria a kapitalizicié fiiggvényében

A hozamok normalitdsanak nullhipotézisét el kell utasitanunk a kurtdzis
becslések eredményei alapjan, hiszen az eredmények egyértelmtien azt mu-
tatjdk, hogy az adott megbizhatdsdgi szint mellett a becsiilt értékek szig-
nifikdnsan meghaladjdk az elméleti eloszlds 3-as kurtézis értékét. A 4. dbra
alapjan az is nyilvdnvald, hogy a kapitalizécié csokkenésével a hozameloszldsok
csiicsossaga altaldban novekszik. Az dbrén lathatd illesztett regresszids egye-
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nes természetesen nem implikél linedris kapcsolatot a kordbban mar részle-
tezett okok miatt.

Az aszimmetria vizsgdlata esetén mér drnyaltabb képet kapunk. A vizsgélt
21 részvénybdl nyolc esetben elutasithaté az aszimmetria nullhipotézise 99%-
ot meghaladé szignifikancia szinten. Mésik érdekessége az eredménycknek
az, hogy a kapitalizacié csokkenésével a becsiilt negativ aszimmetria értékek
csokkennek, az alacsonyabb kapitalizaciéju részvények aszimmetridja pedig
jellemzden pozitiv. A kockizatelutasité befektetd szempontjabdl ez azt je-
lenti, hogy a kapitalizacié fokdnak csokkenésével a ferdeséghél ereds kockdzata
is csokken az egyre erdsebb aszimmetria kévetkeztében.

Tekintettel arra, hogy a csicsossig elemzése sordn a kurtézis becslések
minden részvény esetében a normalitds elvetéséhez vezettek mind a csticsossdg,
mind pedig a szimmetria teszteléséhez szitkségesnek latszik finomabb elemzési
eszkozok alkalmazdsa.

5 Csucsossag modellezése Hill eljarassal

Az eloszlds magas csiicsossagi értéke azt jelenti, hogy a varhaté érték kozelébe
és a farok részekbe nagyobb, a kézépsd tartomanyokba pedig kisebb valdszi-
niiséggel esnek a lehetséges értékek mint a normaélis eloszlds esetében. Ebben
az esetben tehat a normdlis eloszldshoz képest vastagabb farok részek jellem-
zik az eloszldst szdmottevd kurtdzis érték mellett.

Ennek a problémdnak a kezelésére rendelkezésiinkre éllnak egyrészt a
Pareto-Levy féle stabil eloszldscsaladok (PALAGYT, [1999]), mésrészt az elosz-
las fuggetlen mdédszerek, mint példaul a Hill eljirds (LUX, VARGA 1996,
VARGA 1998, 1999).

A Hill eljards (HILL, [1975]) lényege, hogy két indexszel lehet jellemezni
egy adott eloszlds farok részeinek vastagsdgdt. A vizsgdlat alapvetd kérdése,
hogy mekkora farok méretet valasszunk a vizsgélatokhoz. Fontos, hogy a
kiilonbozd farok méretek esetén az index stabilitdst mutasson. A vizsgdlt
részvények esetében a Hill index értékei kiszdmitdsra keriiltek 5, 10, 15 és
25%-o0s farok méret esetén mindkét farok részre. Az eredmények részletes
elemzése nélkil is megdllapithatd, hogy a védlasztott farok méret vdltozdsa
nem befolydsolja szignifikdnsan az index értékeket, tehdt azok stabilak a farok
méret szempontjabdl.

A Hill-index kiszdmitdsdra a (4) és (5) formuldkat alkalmaztuk.

m

Tt =1y = 3 [log X(3) ~ log X(m)] | @
i=1
X(1) > X(2) > ... > X(m),
vi- =1/ = = 3 [log | ¥(j) ~ Y(n)]] Q
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(64788
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a pozitiv farok index

a negativ farok index

a negativ farok részbe tartozé elemek szama
pozitiv farok részbe tartozé elemek szdma

a pozitiv farok részbe es6 elemeket

a negativ farok részbe esé elemeket jeloli.
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A fentiekb6l arra kovetkeztethetiink, hogy minél csticsosabb egy eloszlis,

anndl vastagabb farok részekkel rendelkezik, a Hill-féle farok index értéke
annil kisebb. A vizsgélt részvények esetében a Hill értékeket a két oldalon
egyiittesen tekintett 25%-os farok méret esetében a 6. dbra mutatja.
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Az &bra azt mutatja, hogy a tdzsdel kapitalizdcié cs6kkenésével nem

véltoznak egyértelmiien a Hill-index értékei. Tehdt, amig a normalitas felté-
telezése esetén a kapitalizacié csokkenésével a kurtézis kimutathatéan nétt,
addig a Hill mddszerrel szémitott indexek alapjin a kurtézis nem mutat je-
lentds véltozast. Annak ellendrzésére, hogy valéban szignifikdnsan eltérnek-e
a vizsgdlt részvények Hill-index értékei, az alabbi probastatisztika alkalmaz-

haté (VARGA, J., 1998)
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ahol Q% és @~ a megfeleld farok részekre szamitott prébastatisztikik, ame-
lyek 21 szabadsdgfokd x? eloszldst kovetnek esetiinkben. 5%-os szignifikan-
ciaszint mellett a kritikus érték mindkét esetben 32.67, a prdbastatisztika
értéke a pozitiv farok rész esetében 26.81, a negativ farok részhen pedig 17.78.
Ezek alapjdn elfogadhaté az a hipotézis, hogy a farok indexek statisztikailag
azonosak a vizsgdlt részvények esetében, tehdt a kapitalizdcié mértékének
valtozdsdval nem véltoznak.

6 Szimmetria ellendrzése eloszlas-fiiggetlen
probakkal

Figyelembe véve, hogy az elemzés els6 szakaszdban a normalitds nullhipotézise
elvetésre keriilt, a szimmetria modellezésénél az 1in. robusztus, tehét eloszlds
fiiggetlen prébdk alkalmazdsa tlinik célravezetének. Az alkamazott két méd-
szer —a Wilcoxon-féle rangtsszeg préba és a Kolmogorov-Szmirnov féle két-
mintds préba— eredetileg két eloszlds azonossédganak vizsgalatéra alkalmaz-
haté abban az esetben is, amikor az elméleti eloszldsok nem feltétleniil is-
mertek. Esetinkben a negativ és pozitiv hozamértékeket kiilén eloszldsként
kezeljik a negativ értékek abszolit értékeit véve. A prébék sordn azt ellen-
6riztiik, hogy a két —ily médon értelmezett— eloszlds egyezik-e. Ez az egye-
z6ség a szimmetria nullhipotézisének elfogadédséval, az ellenkezd eset pedig
az elutasitaséval jar. A Kolmogorov-Szmirnov préba eredményeit a 7. dbra,
a Wilcoxon préba eredményeit a 8. dbra mutatja.

Kolmogorov érték

- Kolmogorov V;_ue
....... Critical Value

1,60

1,00 * +

0'50 & & & —*t—o

7. dbra. A Kolmogorov-Szmirnov préba eredménye
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Wilcoxon érték
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8. dbra. A Wilcoxon préba eredménye

A fentiekb6l lathaté, hogy a Kolmogorov-Szmirnov préba alkalmazésa
minden részvény esetében a szimmetria nullhipotézisének elfogadaséval, a
Wilcoxon préba esetén pedig két papir kivételével (OTP, Réba) a szim-
metria elutasitdsaval jar. Mindkét préba esetén 5%-os szignifikancia szin-
tet vettiink alapul. Megéllapithaté tovabbd az dbrdk alapjén, hogy a kapi-
talizécié mértékének csdkkenésével a hozameloszldsok szimmetridja dltaldban
né. .

A kapitalizdcié csokkenésével tehdt a hozamok variancidja, szérdsa nd,
ezzel a kockazatelutasitd befektetd kockdzata novekszik, ezt azonban csokkenti
a hozameloszldsok szimmetridjanak —a befekteté szdméra kedvezé— meg-
véltozasa. Ez elméleti szempontbdl dsszhangban van azzal a modellel, mely
a CAPM modellt kiterjeszti a szimmetria hatdsdnak figyelembe vételével

(GAMBA-ROSSI, [1998]).

7 A kapott eredmények értelmezése rangkor-
relacio segitségével
Ebben a szakaszban azt vizsgdljuk, hogy milyen korreldcié van a kapitalizacié

szerint rangsorolt részvények, illetve az adott eloszlds jellemz6 szerinti rangsor
kozott. Az elemzésre a

Spearman-féle rangkorreldciét hasznaljuk fel, ahol
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x; az i jelil papir rangszdma a kapitalizdci6 csokkend mértéke szerint,
y; az i jeld papir rangszdma az adott eloszlés jellemzd szerint,
n  a vizsgdlatban szerepld értékpapirok szdma, esetiinkben 21.

A kapott eredményeket a 9. dbra foglalja Ossze.

Rangkorrelaciés értékek

Hill+

Skewmwss |i

Standard Devialion |-

Kurtosis

Range of Dispersion :

-0,80 -0,60 -0,40 -0,20 0.40 0,60

9. dbra. A kiilénb6z8 eloszlds indikdtorok korreldcidja a csdkkend kapitalizaciéval

A fenti eredmények numerikus oldalrdl is megerésitik a kordbban grafikus
alapon megfogalmazott allitdsokat. A csicsossdgot mérd Hill-indexek kivé-
telével kozepesen erés, illetve erés korreldcié tapasztalhaté a csékkend kapi-
talizdcids sorrend és a hozameloszldsokat leiré eloszldsok kozott.

8 Az elemzések eredményeinek Osszefoglalisa

Osszegzésként megéllapithatd, hogy elméleti eloszldsként normélis eloszldst
feltételezve a kapitalizacié csokkenésével a csticsossdgot tekintve a részvények
tapasztalati eloszldsa dltaldban egyre inkdbb eltér az elméleti normilis elosz-
lastdl, az aszimmetridt tekintve pedig dltalaban kozelit ahhoz. A kockézatelu-
tasitd befektetd szempontjdbdl a novekv szérds és névekvd csticsossag foko-
zott mértékii kockdzat novekedést jelent, amint portfliéjst dtrendezi az ala-
csonyabb kapitalizdciéju részvények irdnydban. Ezt a hatdst csak némiképp
ellensiilyozza a nagy kapitalizaciéju papirok éltaldban nagyobb —a kockézat-
elutasitd befektetd szdmédra kedvezbtlen— negativ értéki jobb oldali aszim-
metridja az alacsonyabb papirok kedvez8bb szimmetridja, illetve pozit{v értékii
bal oldali aszimmetridjdhoz képest.

Elutasitva az elméleti normalis eloszldst, a kép drnyaltabbd vdlik Kimu-
tathatd, hogy a kiilonbhdzd kapitalizdciéji papirok eloszldsai farok részeinck
vastagsdga 95%-o0s megbizhatdsdgi szinten megegyezik, tehat nem szignifikdns
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a kapitalizdcié hatdsa. Eloszlds-figgetlen szimmetria teszteket alkalmazva
pedig nagy biztonsiggal &llithatd, hogy a vizsgalt részvények hozamainak
eloszldsa szimmetrikus, bar az eredményekbél az is latszik, hogy a kapi-
talizécié csokkenésével a szimmetria mértéke no.
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ON THE DISTRIBUTION OF STOCK RETURNS AND THE
CAPITALIZATION OF STOCK MARKETS

In this paper we examine the relationship between the capitalisation of stocks and
the risk to be approached by different risk indicators. The study focuses on the
returns of 21 stocks listed on the Budapest Stock Exchange. Resulis point out that
there is a significant relationship between the capitalisation and the risk factors
implied by the distribution of the returns, Both graphical and rank correlation
methods were applied to illustrate the results,
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AZ UJRAHASZNOSITAS HATASA A GAZDASAGI
SOROZATNAGYSAGRA!

KNUT RICHTER - DOBOS IMRE
Europa-Uniwersit t Viadrina - BKAE Villalatgazdasdgtan Tanszék

A dolgozat egy javitdsi és hulladékkezelési, reverz logisztikai problémét mu-
tat be. Egy termék irénti keresletet termeléssel és visszaérkezd, hasznalt
termékek javitdsival lehet kielégiteni. Arra a kérdésre keressik a vélaszt,
hogy a relevans koltségek minimalizdlasa mellett hogyan ossza meg a véallalat
eréforrasait a termelés és a javitds kozott. A megolddshoz a szerzék a gaz-
daségi sororzatnagysig modellt alkalmazzék.

Kulcsszavak: Gazdasigi sorozatnagysdg modell, Termelés, ['Ijrafelhasznélés,
Hulladékkezelés, Koltségminimalizalas

1 DBevezetés

Reverz logisztikan a logisztika azon dgét értjilk, amely a termelési /fogyasztési
folyamatbdl kivont, de djrahasznélhatd anyagok kezelését és Gjrafeldolgozdsat
oleli fel. Ilyen tjrafelhasznilés lehet pl. a recycling, vagy alkatrészek javitdsa.
Az Gjrafelhasznaldssal kornyezettudatos anyaggazdélkodds és /vagy logisztika
érheté el. Nemzetgazdasigi szempontbdl ez olyan elényokkel jir, mint a
kornyezeti terhelés csokkentése a termelési folyamatba torténd visszavezetéssel,
de ezzel az tjrafelhasznéldssal a természeti erbforrasok kitermelése is esok-
kenthetd, ami a kdvetkezd nemzedékek rendelkezésére 4ll6 eréforrdsokat ki-
mélheti a tilzott fogyasztastol.

Jelen dolgozatban egy optimélis sorozatnagysdg modell keretében mu-
tatjuk be, hogy a reverz logisztika hogyan képes a kornyezettel szembeni
tudatossdgot érvényre juttatni, ezzel az eréforrdskimélés nemszetgazdasigi
céljét a véllalati szintre leképezni. A vizsgdlandé modell a termelési folya-
matban egy terméket (konténerek, gongyolegek/soros lddak stb.) elemez. A
terméket (itt konténer) a véllalat egy miihelye allitja elé vagy a hasznaltakat
javitja, hogy abban pl. alkatrészeket szallitsanak egy termelési fazis (mésik
mithely) szdméra. Az iires konténereket a felhasznalds helyen taroljdk, majd
a termelési periédus végén az Osszegylijtott konténereket visszaszallitjdk a
gydrté-javité iizembe. A termeld lizemben sziiletik déntés arrdl, hogy a
konténerek mennyi részét gyfijtik javitdsra és mekkora hdnyadat kezelik a
véllalaton kiviil hulladékként. (Ez a hulladékkezelés jelenthet djrafelhaszna-
l4st egy masik véllalat szdmdra. PL. ha a konténer vasbdl késziilt, akkor egy
kohéban azt beolvaszhatjak.) A vizsgdlt szitudciéban felmerild kérdések a

1Beérkezett: 2002. oktdber 3. E-mail: richter@euv-frankfurt-o.de, imre.dobos@bkae.hu
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kovetkezOk lehetnek: A konténerek hény szdzalékét javitssk meg, valamint
milyen tételnagysdgokkal folyjon a konténerek el6allitdsa és javitdsa, ha a
dontéshozé célja a relevans koltségek minimalizdldsa.

A felvetett problémat elészor Richter [7] vizsgalta. Modelljét két szinten
oldotta meg. Az els6 szinten a minimaélis készletezési 4tlagkoltségek melletti
termelési és javitdsi sorozatnagysdgok és a tételszamok megdllapitdsa volt a
cél. A mésodik szinten linedris termelési, javitdsi és hulladékkezelési koltségek
bevezetése esetén a készletezési és a linedris "kezelési” koltségek Osszegének
minimalizdldsdval az optimaélis hulladékkezelési rita meghatdrozdsa volt a
cél. Az alapmodell megolddsa sordn tobb matematikai szempontbél érdekes
probléma &llt el6, amelyet a szerzd(k) vizsgéltak. Ilyen probléma a készletezési
koltségfiiggvény tulajdonsdgainak lefrésa [8], vagy a mésodik szinten megje-
lend feladat megolddsa [9] és az egészértékil tételszam meghatdrozdsa volt
[10, 2]. A [2] cikkben a szerz8k egy meta-modellt vizsgaltak, amely hasonls
reverz logisztikai problémék megolddséhoz nyGjthat alapot.

Reverz logisztikai (javitdsi/djrafeldolgozési/recycling) modellt gazdasagi
sorozatnagysag modell (EOQ) feltételek mellett eldszor Schrady [11] vizsgdlt.
A dolgozatban az amerikai haditengerészet nagyértékii alkatrészeinek javita-
sdt és a javitdssal elérhetd koltségesokkenést analizalta, a beszerzéssel szem-
ben. A feltételezése az volt, hogy egy beszerzési tétel mellett mekkora legyen
a javitdsi és beszerzési tételnagysdg, és egyaltalin a javitdsi tételek szdma
mekkora legyen. Ezt a modellt Nahmias és Rivera [6] dltaldnositotta arra
az esetre, amikor a javitasi rata véges, tehdt a javitds idSigényét is bevonta
a modellbe. Egy masik dltaldnositds Mabini, Pintelon és Gelders [5] szerzé-
hirmastél szdrmazik, akik Schrady modelljét tobbtermék esetére vizsgdltsk,
tékekorlat mellett. Ezen modellek a sorozatnagysdgokra adtak zdrt formulat,
de a hulladékkezelést nem épitették be a modellbe, és az egészértékiiséget,
valamint a visszadrkezési ratdtol vald figgést is negligdltdk. Teunter [12]
egy Schrady-éhoz hasonlé modellt analizdlt, de néhany hibdval. Ennek a
modellnek az az alapfeltevése, hogy a javitds/ujrafeldolgozds és a termelés
kézott egy hulladékkezelésnek kell térténnie, tehdt a hulladékkezelés, mint
tevékenység szerepel a modellben. Bgy mdsik feltételezés az, hogy a termelt
joszdg készletezési koltsége nagyobb, mint az Gjrafeldolgozotité, ugyanis valé-
sziniileg a termelés fajlagos koltség magasabb, mint az Gjrafeldolgozdsé. Ez
a dolgozat azt is megengedi, hogy a termelési tételek szdma nagyobb legyen
mint egy. E cikk szerz6i a modell hidnyosségait az [1] dolgozatban korri-
galtdk, és a hdrom alapmodellt (4ltaldnosftott Schrady, Richter és Teunter)
osszehasonlitottdk. Azt a kévetkeztetést vontdk le, hogy a hdrom modell
jollehet mas-més tartalmy, de ugyanahhoz a matematikai struktirdhoz ve-
zetnek, amelyet a szerzék meta-modellnek neveznek. A harom modellben
a termelési-készletezési stratégia egy elére megadott mint4t kovet, vagyis
a termelési és javitdsi tételnagysdgok azonosak, amit azt a (3] dolgozat is
észreveszi. Az optimélis stratégidk keresése lehet egy kdvetkezd kutatdsi
irdny.

A dolgozat célja, hogy a (7] modell tovabbi vizsgilata. A [2] dolgozatban a
szerzOk emlitést tesznek arrdl, hogy a termelési és javitdsi sorozatnagysdgok
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szdma nagyobb lehet, de konkrét feladatot nem mutatnak be, amelyre ez
a tulajdonsdg teljesiil. Néhdny ponton egyszeriibb bizonyitasokat adunk a
tételekre, lemmakra, amivel az értelmezést megkonnyitjik.

A cikk az alabbiak szerint szervezddik. A mdsodik részben a modell
miikédését mutatjuk be a hasznalt paraméterekkel és viltozdkkal. Uténa
a készletezési és teljes koltségfiiggvényeket konstrudljuk meg. A negyedik
részben folytonos és egészértéki tételszémok esetére adjuk meg a modell op-
timalis paramétereit (1. modell). A kovetkez6 fejezet az egészértéki feladat
optimélis megolddsit mutatja be (2. modell). A hatodik, utolsé rész az
eredményeket foglalja Ossze.

2 Paraméterek és a rendszer mikodése

Legyen adott egy termeld véllalat, amely az alkatrészek tizemek kozotti to-
vébbitasihoz szilkséges konténereket maga dllitja el6 és a régebben el8allitott
haszndltakat ugyanott javitja. Az elééllitds és javitds ugyanabban a mithely-
ben torténik. A konténerek irdnti kereslet, amelyet egy mdsik mihely jelenit
meg, feltételezések szerint id8ben konstans. A konténerekben alkatrészeket
széllitanak a mésodik iizembe tovabbi feldolgozdsra. A maésodik tizemnek
tehdt alkatrészre van kereslete, de azt a konténerekben, egységesitett darab-
szamban széllitanak oda. Igy a miihelynek nem csak alkatrészekre, hanem
konténerekre is szitksége van dttételesen. Egy ehhez hasonld problémat Kelle
és Silver [4] is vizsgdlt sztochasztikus dinamikus sorozatnagysdg modellben,
de csak az el84llité mithely szintjén. A mdsodik lizem az iires konténereket
gylijti, raktdrozza, majd onnan az elsd uzem termelési-javitisi ciklusanak
kezdetére az elsd izembe széllitjdk. Nem minden konténert tudnak a méasodik
{izembél az elsébe visszaszallitani, mert azok egy része a mdsodik tizemet hul-
ladékként hagyja el. A hulladék ardnyérdl a mésodik tizem dont, de arra az
elsd iizem is befolydssal van. A modell anyagéramlasi folyamatdt az 1. dbra
mutatja. A termelt és javitott konténerek koézds raktarba kerilnek az els6
{izemben, ahonnan majd —egyenletes felhaszndldst feltételezve— alkatré-
szekkel megtelten keriilnek a masodik tizembe. A hasznélt, de hulladékkeze-
lésre 4t nem adott konténereket a mésodik tizemben a mdasodik raktérban
taroljék, ahonnan az egész llomanyt az elsd tizem harmadik raktdrdba szal-
litjak a ciklus végén.
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A modell paraméterei és valtozéi kovetkezdk lesznek.

A modell paraméterei:
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keresleti rdta, idGegységre esé darabszdm,

fix javitdsi sorozatkezdési koltség,

fix termelési sorozatkezdési koltség,

a végtermék készlettartdsi koltsége (1. raktar), idéegységre per

darab,
a javitand6 termék készlettartdsi koltsége (2. és 3. raktdr),

idéegységre per darab,

egységnyi hulladék kezelési koltsége,
egységnyi végtermék termelési koltsége,
egységnyi javitandd termék javitdsi koltsége.

A modell dontési valtozdi:

hulladékgytijtési id6tartam, a termelési-javitdsi ciklus hossza,

a teljes sorozatnagysig a termelési-javitdsi ciklusban, z =d - T,
a javitasi tételek szdma, m > 1, egész,

a termelési tételek szdma, n > 1, egész,

hulladékkezelési réta, a d keresleti rdta szdzalékdban, 8 = 1 — o
a javitasi rita.



Az ujrahasznositds hatdsa a gazdasdgi sorozatnagysagra 49

o-x A
— | 1.Raktar
T
A
ﬁ. dT L.%‘.Baktalr
H
]
y
T w7
A
B-dT | 3. Raktdr s
B-x
m
~ i 1T S
T -
Javitds Termelés

2. dbra. Készletszintek a raktdrakban az i-edik ciklusban (m =3,n =2,7 > 1)

A modell tovdbbi feltételezése az, hogy mind a termelési, mind a javitdsi
sorozatnagysdgok azonosak. Az z Osszes sorozatnagysig, vagyis a mésodik
tizem ciklusbeli kereslete alapjdn kiszdmithat6ak a termelési és javitdsi sorozat-
nagysagok, amelyek a termelési sorozatndl az/n, mig a javitisi sorozatnél
Bzx/m. A készletszinteket a hdrom raktarra a 2. dbre mutatja egy ciklusra.
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A modell megalkotdsandl eltekintiink attdl, hogy a termelés/javitas idét
vesz igénybe. Az elsé raktarba pillanatnyi gyors bedramlds torténik, mig
a kereslet idéegységre konstans, gy itt a klasszikus fiirészfog modell 4ll els
azzal a kiillonbséggel, hogy a termelési és javitdsi sorozatnagysig kiilénbozik.
Ebbdl a raktarbdl akkor van kivételezés, ha készletallomany nulldra csdkken.
A mésodik raktdrban csak egyenletes novekedés torténik, mig a harmadik
raktarbdl csak javitdsra vesznek ki egy-egy javitdsi sorozatnyi mennyiséget,
de 1igy, hogy az els6 sorozatot a raktdrba vald beérkezés pillanatdban azonnal
javitani kezdik, tehdt az nem keriil készletezésre. Mindezt a kivételezést
addig folytatjak, mig a harmadik raktdr dlloménya nulldra nem cstkken. A
folyamat ciklusonként ismétlédik.

Konnyen lathatd, hogy az x keresletet az m darab azonos javitdsi és n
darab azonos termelési tétellel elégitik ki. A modellt tehét az 2 teljes sorozat-
nagysdggal, az m és n tételszdmmal, mint irdny{thaté véltozdkkal irhatjuk
le.

3 A koltségfiiggvények megszerkesztése

A készletezési alrendszer Gsszkoltségét a gorbe alatti teriilet fajlagos koltsé-
" gekkel stlyozott Gsszegeként hatdrozzuk meg, amibdl —a ciklusidével osztva—
a szokdsos dtlagos koltségfiiggvényt szdmithatjuk ki. A kdvetkezd lemma a
raktdrak cikluson belili készlettartdsi osszkoltséget adja.

1. Lemma. Legyen a raktdrak Osszes készlettartdsi kéltsége Hy, Hy és
Hs az elsé, mdsodik és harmadik raktdrra sorrendben. Ekkor

h o?2? h  [%x2?

Hl:ﬁ. n % m
2= 5B (1)
U m—l 9

Hy=on —— 0%

Bizonyitds. Csak a harmadik raktdrra mutatjuk meg az Ssszefiiggést, mert
az 1. 4bra alapjén a mésik két egyenléség hasonléan beldthaté. A gorbe alatti
teriiletet a harmadik esetben a kovetkez8képpen szamolhatjuk ki:

1 gz . Bz U ,82 2]
H3—'LLZ< )(z-m) 7 2 izlz,
ahol 1/d - Bz/m az id6tartam két javitdsi tétel kozdtt, mig i - fz/m a kész-

letdlloméany az (m — i)-edik tétel utdn. A természetes szdmok Gsszegzését
felhasznalva kapjuk az eredményt.

A sorozatkezdési koltségek Osszege: mr +ns. Az készletezési 6sszkoltség
K. igy a sorozatkezdési és készlettartdsi koltségek Osszegeként irhaté fel a
kovetkez6 forméban:

% ( 162 2 ﬁ2 N
o= (mrdns) + 2 | (h - ) (s + 67)
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A készletezési dtlagkoltséget ennek ismeretében konnyen meghatarozhatjuk
alkalmazva azt az Osszefliggést, hogy a teljes sorozatnagysag egyenld a cik-
lusbeli kereslettel (z =d-T):
d z[, o 2
(2)

Az elsé feladattipus a készletezési dtlagkoltség minimalizdsdsa lehet. Ekkor
arra a kérdésre keressiik a védlaszt, hogy mely teljes sorozatnagysdgra (z),
javitdsi és termelési tételszdmra (m,n) és hulladékkezelési ratdra (o) lesz
a készletezési koltség minimélis, és milyen ajanlds fogalmazhaté meg ezek
ismeretében a kornyezettudatos vallalati termelési-készletezési stratégiara.

Vonjuk most be a vizsgdlatba a sorozatnagysighoz kapcsolédd koltségeken
kiviil a linedris termelési, ujrafeldolgozdsi és hulladékkezelési koltségeket.
Jeloljiik ezen koltségeket az R(c) flggvénnyel. E koltségekre csak az At-
lagkoltségeket irjuk fel, mert az az x teljes tételnagysdgtodl nem fiigg, csak a
hulladékkezelési ratatol.

K(zx,m,n, ) :% = (mr + ns)

R(a) = bda -+ kdf3 + eda = d[a(b + e — k) +k] .
A teljes (készletezési és linedris) atlagkoltségek igy
G(z,m,n,a) = K(z,m,n,a)+ R(a) .
Két problémat fogunk a cikk folyamén vizsgalni:
1. Modell: A készletezési dtlagkoltségek minimalizdldsa
K(xz,m,n,a) — min
z>0, mmne{l,2,...}
2. Modell: Az ésszes atlagkoltségek minimalizdldsa

G(z,m,n,a) — min
z>0, mmne{l,2,...}, acl0]]

A kovetkezd részben az 1. modell megoldasit adjuk meg,.

4 Az 1. modell megoldasa

Ebben a modellben feltételezzik, hogy az o hulladékkezelési rata allandé.
A modell paramétereit, vagyis a teljes tételnagysiagot és a tételszamokat
szekvencidlisan hatdrozzuk meg. Célunk az a-tdl fiiggd koltségfiggvény meg-
hatdrozdsa. A megolddsban el6szor feltessziik, hogy a tételszamok folytonos
valtozdk, majd azutén vizsgdljuk a szigoriibb egészértékiiséget.
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4.1 Az optimalis teljes tételnagysag és a minimalis kolt-
ségek adott tételszamok mellett

A (2) koltségliiggvény konvex és differencidlhaté z-ben. Ekkor a megoldés

-1

o2 32
z(m,n, o) = | 2d(mr 4+ ns) [h; + (h— u); +u(B + B2) . (3)

1. példa. Legyen s = 1450, r = 200, h = 650, v = 5, @ = 0.8 (@ =
0.2), d = 1000, m = 2 és végill n = 3. Ezen adatokra az optimaélis teljes
sorozatnagysig a (3) Gsszefiiggést alkalmazva z(2,3,0.8) = 249. A termelési
sorozatnagysag 0.8 z(2, 3,0.8)/3 = 66.5, mig a javitdsi sorozatnagység értéke
0.2-2(2,3,0.8)/2 = 25 lesz. A készletezési koltségek értéke K(249,2,3,0.8) =
38 095.7 pénzegysiég.

A (3)-at (2)-be helyettesitve az egyszeriisitett koltségfiiggvény

K(m,n,a) = \/w(mr wne) 1+ (=) +ago e ).

A fenti fiiggvényben végezziik el a miveleteket, amivel az aldbbi probléma
adé6dik:

K(m,n,a) = \/Zd [A(a)% + B(a)% + C(a)m+ D(a)n + E'(oz)] :

ahol
A@)=rhe?, Bla)=s(h—wf, Cla)=ru(B+62),
D(a)=su(B+F%), E(a)=sha®+r(h—u)s%.

Legyen tovdbba
S(m,n, ) = A(a)% + B(a)% +C()m+D(a)n+ E(a).  (4)

Mivel a gyokvonds egy monoton transzformacio, ezért elegendé az S(m,n, «)
fliggvényt minimalizdlni az m és n tételszdmokban, amelyek pozitiv egész
szamok.

2. példa. Legyen tovébbra is s = 1450, » = 200, h = 650, u = 5,
a =028 (8 =0.2), d=1000. Ekkor az egyiitthaték értéke: A(0.8) = 83 200,
B(0.8) = 37 410, C(0.8) = 240, D(0.8) = 17 400 és E(0.8) = 608 360. A (4)
fliggvény ezen értékekre a kovetkezé alakot veszi fel:

S(m, n,0.8) = 83 200% +37 410% + 240m + 17 400n + 608 360 .
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4.2 Az optimadlis folytonos tételszamok meghatarozasa

A tételszdmok meghatarozdsahoz a kovetkez6 segédfeladatot vezetjiik be:

S(m,n) — A" B2 + Cm+ Dn+E - min
n m (5)

myn>1.

Itt feltehetd, hogy az A, C, D és E paraméterek pozitivak, és a B+D Osszeg is,
amelyek teljesiilnek a (4) fiiggvény egytitthatdira. Eza segédfeladat az eredeti
probléma egy relaxalt feladata arra az esetre, amikor a tételszdmok egynél
nagyobb folytonos véltozdk. A feladat matematikai analizisét a szerzok a (2]
cikkben adték meg, ahol bizonyitottdk pl., hogy a segédfeladat célfiiggvénye
kvdzikonvex. A kovetkezd tétel a folytonos megolddst szolgaltatja.

1. Tétel [8]. Az optimdlis folytonos (m,n) értékek és a hozzdjuk tartozd
minamdlis koltségek:

(i) B> A+C, (m",n"):( A]iC’l)’ §=2yB(A+C)+D+E,

(4) A-D<B<A+C, (m°n°)=(1,1), S=A+B+C+D+E,

(i) A>B+D, (m°n°) = <1,1/B—’:;D> , S=2/A(B+D)+C+E.

Ezt a tételt nem bizonyitjuk be. Szdmos jrafelhaszndldsi modell is az
(5) probléméhoz, és annak az 1. tételben megadott megolddsdhoz vezet [1].
Ezért ezt a feladatot e cikk szerz6i meta-modellnek nevezik [2].

3. példa. Legyen most A = 83 200, B = 37 410, C = 240, D = 17 400
és E = 608 360. Ekkor A > B+ D = 39 150, ami azt jelenti, hogy m® =1
és n® = 1.458. A célfiiggvény értéke ebben a pontban S(1,1.458) = 722 745
lesz. A feladat egyenlSkoltség-gorbéjét a 3. dbra szemlélteti.
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(1, 1,458)

Sftm,n) = 722,745
0.5

m

3. dbra. A feladat S(m,n) egyenlkoltség-gdrbéje

Az 1. tétel segitségével (4) feladat megoldésa folytonos tételszdmok mel-
lett:

2. Tétel [8]. A (2) feladat és ezzel az 1. modell optimdlis folytonos megolddsa
a teljes tételnagysdgra z°(c) és a tételszdmokra (m°(a),n(a)), valamint a
hozzdjuk tartozd K (o) koltségfigguény:
(1) h>u A a=0

2dr

=, K(©) = /3w

(@)  s(h—w)B® >rho® +ru(B+6%) A h>u = ac(0,a)

m’=1, n°=0, z°00)=

e 5\/r[hazsihu—<ﬂu)+ gy = sl = Jm%ﬂﬁ
K(a) = V2d(B\/r(h —u) + v/s[ha? + u(B + B7)]]
(i)  s(h—u)B? < rha?+ru(B+62%) A rha? < s(hB2+uf) = a € [, ag)
2d(r + s)
ho? + B2 +uB
K(a) = \/2d(r + s)(hoz2 + 0% + up)
(w) rha?>s(hf?+uB) = ac (ap,1

no rh
mo@) =1, n°(a)= V s(hf? +upf)’ “\ hP s hﬁ? + uﬂ

a\/_—f— 7 (hB3? —I—u,@

m’(a) =1, n°(a)=1, 2°)=
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(v) a=1
me(1) =0, n°(1)=1, z°(1)=+/2ds/h, K(1)=+2dsh

Ezt a tételt sem bizonyitjuk, mert egyszerli behelyettesitéssel és nagy
tiirelemmel az eredmények adédnak. Ha h < u teljesiilne, akkor az (i)
és (ii) feltételek melletti megoldds nem létezik, {gy ebben az esetben m(«)
értéke minden egyes a-ra egy. A tovdbbiakban tekintsiink el ettol az esettdl.
Az a1 és ag (0 < oy < ag < 1) létezésének bizonyitdsatdl is eltekintiink
most. A [8] dolgozatban megtaldlhatdak a részletek. Arra hivjuk még fel az
olvasé figyelmét, hogy a szélsé értékekben, vagyis amikor a hulladékkezelési
réta nulla, vagy egy, az eredmények értelmezhetoek, amit a tétel magdban
foglal. Ha a hulladékkezelési rra nulla, akkor az Osszes konténer visszatér
javitdsra, igy termelésre nincs szitkség. Ebben a pontban a kiszdmitott
koltségfiiggvény nem folytonos jobbrdl, tehat ott szakaddsa van. Amenny-
iben a hulladékkezelési réta egy, akkor minden méasodik miihelybe beérkez6
konténert hulladékként kezelnek, ezért nem keril sor javitdsra. Egyszerd
behelyettesitéssel meggydzddhet az olvasé arrdl, hogy ebben a pontban a
koltségfiiggvény folytonos balrdl, tehdt elvileg az o = 1 helyettesitéssel a
koltségfiiggvénybdl kiszdmolhatdé a minimalis koltség. E két esetben a mini-
maélis koltség melletti a feladat a tételszdmokra az optimalis egészértékii meg-
olddst nyijtja. Ezenkiviil bizonyos « értékekre is egészértékii lesz a folytonos
megoldds a trividlis oy, ap] szakaszon kivill, amikor a javitdsi és termelési
tételszdm is egyenld eggyel.

30 | | T |

-_____‘__I____'.___‘

4. dbra. A tételazdmok a hulladékkezelési rata figgvényében, o € (0, 1)

4. példa. Tekintsik tjra a 2. példa adatait: s = 1450, r = 200, A = 650,
u =5, d = 1000. Ebben az esetben h > u, igy a 2. tételben megadott 6t
eset mindegyike eléfordul. Ekkor oy = 0.728 és hulladékkezelési rata kozott
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a tételszdmok egyenléek eggyel, vagyis m(a) = n(a) = 1. A tételszdmokat
a hulladékkezelési réta fliggvényében a 4. dbra mutatja. A K(a) koltség-
fiiggvényt a 5. dbrdn mutatjuk be. Az o = 0 pontban ez a fliggvény nem
folytonos, a K(0) értéke 161 864.

1H2-d-r-(h+11414, | I I I
0 : . j

5. dbra. A K(a) koltségfiggvény a [0,1] intervallumon

Jellemezzitk most a K(«) koltségfiiggvényt. Ezt a kivetkezd lemma
mondja ki.

2. Lemma [8]. A K(a) koltségfiggvény (i) konvez a (0,1) intervallumon
(h > u), (i) pontosan akkor konwez az [0, o] intervallumon, ha 4h(h+4-u) >
u?, (i#) konkdv az (ag,1) intervallumon és folytonosan differencidlhaté a
(0,1) minden pontjdban.

A lemma bizonyitdsit az olvaséra hagyjuk, azt némi szdmoldssal egysze-
riien megkaphatjuk. A lemmdébdl is lathat6, hogy ha a h > u Osszefiiggés
tarthatd, vagyis a termelt konténerek készlettartdsi koltsége nagyobb, mint
a javitott konténereké, akkor a kéltségfiiggvény két részbél 4ll a (0,1) inter-
vallumon: a (0, o) intervallumban konvex, mig az (a9, 1) szakaszon konkav.

A koltségfliggvényre is adhatunk alsé hatdrt.

3. Lemma. A kovetkezd {sszefiiggés minden o € (0,1) hulladékkezelési
rdtdra teljestl:

K(a) 2 Vad [o/sh + /1 (W8 + ufB)] .
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Bizonyitds. Induljunk ki abbdl, hogy
K2(a) = K2 m®(a),n°(a), &) =

2
—2d <\/A(a)::((2‘))—\/no(a)g%JrD(a)) +

+2,/4(@) (B(e) + D(e)m®(@)) + Cle)m®(@) + E(c)

>

> 2d [2\/;1(a) (B(a) + D(a)) + C(e) + E(a)]

Az egyenlétlenséget azért frhatjuk, mert a négyzetes kifejezés nemnegativ,
igy a jobb oldali kifejesést azzal csdkkenthetjiik, és a fennmarado rész mono-
ton novekvd fiiggvénye az m(a) valtozénak, igy az egy értéket véve egy
als6 becslést kapunk a koltségfiiggvényre. A kapott becslés fiiggetlen az o
megvélasztasatol. Az dtalakitdsokat elvégezve, a lemma allitasat nyerhetjiik.
Ez teljesiil az intervallumunk szélsd értékeire is, vagyis a nulla és egy pontokra
is, amit egyszerti behelyettesitéssel ellendrizhetunk.

A lemma kévetkezménye az, hogy a koltségfiiggvényt alulrdl kozelithetjik
egy konkdv fiiggvénnyel, amit viszont egy linedris fiiggvénnyel kozelithetiink
alulrdl:

K(a) > \/Q—d(a\/s_h-i- Vr(hB2 +uB)) > \/ﬁ(am+ﬂ\/r(h+u)) .

Mindez azt mutatja, hogy a készletezési koltségfiiggvényre teljesiil az aldbbi
Osszefiiggés:

K() > min{ v2dsh, \/2dr(h +u)} ,

amibdl az kovetkezik, hogy a koltségfliggvény als6 korldtja a tiszta stratégidk
koziil az egyik, vagyis a kereslet kielégitése csak termelésbél javitds nélkiil,
vagy a keresletkielégités hulladékkezelés és termelés nélkiil csak javitdssal.
Nem tiiztiik ki célul a készletezési koltségek minimalizaldsat, {gy ezt a becslést
nem tekintjik egy optimalizdlési feladat megolddsinak. Erre a becslésre a
teljes koltségek minimalizdldsakor lesz sziikségiink.

5. példa. A 4. példa esetén K(a) > min{161 864,434 166}, vagyis a
készletezési koltségek minimalis értékénél minden hasznalt konténer javitdsra
visszakeriil javitasra.

4.3 Az optimalis egészértékii tételszimok meghatarozasa

Tekintsiik most mindazon a hulladékkezelési ratakat, amelyekre a folytonos
megoldds nem szolgéltat egészértékil tételszdmokat. A kérdés most gy
hangzik, hogy az optimalis egészértékii megoldds a hatdrvonalon fekszik-e
(nf(a) = 1 vagy m!(a) = 1), vagy a megengedett tartomdny belsejében
(n'(a) > 1 é m/(a) > 1). A kovetkez6 példa ramutat arra, hogy az op-
timalis egészértékii megoldds a megengedett taromény belsejébe eshet.
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6. példa. Legyen ismét s = 1450, » = 200, h = 650, v = 5, o = 0.8
(B = 0.2), d = 1000. Erre az esetre a folytonos megoldést a 3. példéban
allitottuk eld. A folytonos tételszdmok m(0.8) = 1 és n(0.8) = 1.458,
amire K(m(0.8),1(0.8),0. 8) = 38 019.6. A hatédrvonalon fekvé megolddsok
mi{(0.8) = 1, i 1(0.8) = 1 és m4(0.8) = 1, n2(0 8) =2 A koltangfug,gvc.ny»
értékei: K (m](0.8),71(0.8), {)8) = 38 234 8 és K(m4(0.8),14(0.8),0.8) =
38 170.7. Ugyanakkor, ha m® = 2 és n® = 3, akkor K (2.3,0.8) = 38 095.7.
Mivel K(2.3,0.8) < K(m4(0.8),n4(0.8),0.8) < K(m{(0.8), n{ (0.8),0.8), ezért
az optimdlis egészértékli megoldds a megengedett tartomany belsejébe esik.
A tartomény belsejébe esd megoldds koltsége 0.197 szdzalékkal alacsonyabb,
mint a hatarvonalon fekvé megoldasok koziil az alacsonyabb, vagyis mi(0.8) =
1, n4(0.8) = 2. Az egyenl8koltség-gorbékkel el8allitott megoldast a 0. dbra
szernleltetl

4
(2,3)
3
n (1'2)
2
|
(1.1)
OO 0.5 1 1.5 2 2.5
m

6. dbra. Egészértékii megoldds a tartomény belsejében

Nevezziik hatdrmegolddsnak az optimdlis egészértékii megolddsnak azt a
becslését, amelyre a tételszdmok a folytonos megolddshoz legkdzelebb esé
egészértékek. Jeloljiik ezeket a becsléseket (mb(a), n®())-val. A hatdrmegol-
ddsokat formélisan a kévetkez6képpen hatdrozhatjuk meg:

3. Tétel [2]. A javitdsi és hulladékkezelési modell hatérmegolddsai

@ 0,01) = m(e) = [\/mj%m + i + %J , nbla) =1,

ahol |z] a legnagyobb x-nél kisebb egész szdmot jeloli.
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Ez a tétel azt mondja ki, hogy ha a folytonos megoldésban az egyik tétel-
szém egy, akkor azt hagyjuk, mert egy egész szamhoz ,,az van a legkozelebb”,
de ha nem egész a mésik, akkor azt "kerekitsiik” lefelé, vagy felfelé, annak
a fiiggvényében, hogy melyik egész szamhoz esik kozelebb. Kdnnyen bebi-
zonyithaté (lasd [2)), hogy pl., ha egy S(1,4.4, @) esetén az n-re a négy kisebb
figgvényértéket ad, mint az 6t, igy a K(1,4.4, o) koltségértékreis. A 7. abrdan
szemléltetjiik a hatdrmegolddsokat a 6. példa paramétereivel.

30 I I I 1

7. d@bra. A hatdrmegoldasok a hulladékkezelési rita fliggvényében

A kovetkezd lemma szitkséges feltételt mond ki arra vonatkozdlag, hogy
az egészértékil optimum mikor lesz automatikusan hatdrmegoldds.
4. Lemma [2]. Tegyiik fel, hogy e folytonos (m°(a),n°(a)) megoldds
nem egészértékit. Ekkor az (m®(a),n’(a)) hatdrmegoldds egyben optimdlis
is ((mP(e),n’()) = (m!(a),n' (), ha (i) @ € (0,a1) esetén 49A(c) <
527C () wagy ha (i) « € (ag, 1) esetén 49B(a) < 527D(a).

A bizonyitést itt is elhagyjuk, csak a bizonyitdsban adott fels6 hatért
adjuk meg az (i) esetre, vagyis amikor a termelési tételszdm nagyobb, mint
egy. (Hasonl6 szimmetrikus becslést adhatunk a mésik oldalra is.) Ekkor

S(L,nt(a),0) < Tf/A@)(B(@) + D) -+ Ce) + Blo) . (©

Jeldlje most S(m!(a), n!(a), ) az optimalis egészértékii megolddst, amely
a megengedett tartomany belsejében fekiidhet, és S(mb(c), n’ (), o) a hatér-
megoldést. A kérdésiink gy hangzik, hogy mennyi a relativ hibdja a két
megoldasnak.
4. Tétel. A hatdrmegoldds relativ hibdja o kovetkezo:
i, = S(a),n’(a), @) - S(m'(e),n'(a),0) _ 1
o S(m(a),n1(), ) 24

IA
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a € (ag,1), vagyis n®(«) > 1. Ekkor
S(m*(a),n’(a), @) — S(m'(a),n' (), ) <
< §(m*(a),n*(a), @) — S(m*(a),n°(a), @) ,
és igy

S(mb(a), nb(a)> a.) == S(mI(a), nI(a)a a) <
§(m!(a),n' (), o) -

S(mb(a), nb(a), @) — (2\/A(a) (B(a) + D(a)) + Clar) + E(a))
- 2,/4(0)(B(e) + D(@)) + C(a) + E(a) ’

ahol

S(m°(a) @) =24/ A()(B(a) + D(a)) + C(a) + B(a) =

= (a3 4+ i TuB) )

A (6) becslés ismeretében:

dS; < P 20v/sh -« \/r(hGZ + uB)
R (am + /r(hB% + uﬂ))z

Azonban egyszerii kozelitéssel

2av/sh - /r(hfB% + up) 1
( sh+ \/r(hB% +upf) ) 2 )

amivel a tételt bizonyitottuk. Szimmetrikus érveléssel bizonyithaté az 4llitds
az a € (0, a1 ), vagyis m®(a) > 1 esetre is.

A [2] dolgozatban azt léttuk be, hogy a relativ hiba kisebb 1/24-nél. A
kovetkezd tételben a koltségfiiggvényre adunk egy becslést.

5. Tétel. A hatdrmegoldds készletezési koltségének relativ hibdja a
kovetkezd:

K(mb(a)’ nb(a)’ a) — K(mI(a)’ nI(a)’ a)

1
s = K(m!(a),n!(a), ) < 48"

Bizonyitds. Vizsgiljuk a dK kiilonbséget. Mivel

K(m(a),n(a), a) = /2dS(m(c), n(a), @) ,
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ezért

\/2dS(mb(), nt(a), o) ~ /2dS(m! (@), n/(a), @) _
\/Qd—s(m'(a)»ﬂl(ﬂ),@
_ S(m*(a), n*(a), )—S(mI(a),nI(a),a) =
/ST, (@), ) (/STmP(@), @), @) + /ST (o), w7 (), )|
S(mb(a),nb(a), o) — S’(mI(a),nI(a),a) il

25(mI(a),nl (), @) <%

dK; =

<

ami bizonyitja az allitdst.

Amint a bizonyitds menetébél kideriilt, nem csak az lattuk be, hogy a
hatdr- és az optimdlis egészértékil megoldds relativ hibdja 1/48, hanem azt
is, hogy a hatdr megoldés és a folytonos megoldds kiilonbsége is ennyi. A
tétel azt mondja ki, hogy a hatdrmegolddsnak és az optimalis egészértéki
megoldédsnak a koltségkiilénbozete nem haladja meg az 2.1 szazalékot. Ezzel
kapcsolatban felmeriilhet a kérdés, hogy ne alljon-e meg az optimum keresése
a hatdrmegolddsndl, amelynél az egyik tételszdm egyenld eggyel. Ezzel az
eredménnyel dttérhetiink a 2. modell vizsgdlatédra.

Ha az optimélis tételszdmokat meghatdroztuk, akkor a hulladékkezelési
rata ismeretében a K(«) fiiggvényt meghatdrozhatjuk:

KI(oz):

- \/Zd <A(a) D) | o) P L c(aymi(a) + D(a)n! (a) + E(a)) .

n!(a) m!(a)

5 A 2. modell megoldasa

A 2. modellnél feltételezziik, hogy az « hulladékkezelési ratdk ismeretében
adottak a tételnagysdghoz tapadé valtozok értékei, igy az egészértéki tétel-
szédmok is. A problémat ekkor a

G(a) = K!(a) + R(@) — min
a € [0,1]

formédban irhatjuk fel. Mivel az egészértékii megoldads magasabb koltséget
credményez, mint a folytonos megoldds, ezért a G(«) fiiggvényre a kovetkezd
becslést tehetjiik:

G(a) = KT(a) + R(a) > K(a) + R(c)

A 3. lemma alapjin a K (o) koltségfiiggvényre becslést vegezhetun_k és az
R(«) tételnagysdgtol nem fiiggd linedris koltségtiiggvényt ismerjiik. Igy

K(a) + R(e) > V2d {ax/g +r(hB? + uﬂ)J + bda + kdf + eda |
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ami konkdv fiiggvény az értelmezési taromdnydban. Tovabbi becsléssel

G(G)Zad(\/QST/d-l—b-}-E) +ﬂd(\/21'(h+—u)/d+k> >
Zmin{d(\/QsT/d—i-b—l-e) ;d(m+k)} ,

amivel bebizonyitottuk a

6. Tételt [9, 10]. Az optimumban a dontéshozo két stratégia kozil vdlaszthat:
a® =0, vagy a® = 1. Ez azt jelenti, hogy a tiszta stratégidk egyike mellett
(az Osszes termék javitdsa, hulladékkezelés nélkil; vagy az Gsszes konténer
letermelése javitds nélkil) lesznek a relevdns koltségek a legalacsonyabbak.

A hulladékkezelés e kdltségtényezbje valtoztatisdval lehet a vallalatok te-
vékenységét a kornyezettudatos anyaggazddlkodds irdnydba terelni.

7. példa. Legyen tdjra s = 1450, r = 200, h = 650, u = 5, e = 100,
b =250, k = 150, d = 1000. Ekkor G(0) = d(y/2r(h+ u)/d + k) = 166 186
és G(1) = d(+/2sh/d + b+ e) = 393 417, vagyis optiméalis minden haszndlt
konténert tjrafeldolgozni, o® = 0. A gazdaségi sorozatnagysig értéke 25
darab.

6 ésszefoglalés

A dolgozatban egy javitdsi és hulladékkezelési modellt mutattunk be. A
probléma optimalis készletezési paramétereit hatdroztuk meg elészoér adott
hulladékkezelési rata mellett, majd a hulladékkezelési ratat is dontési valtozd-
nak tekintve egy linedris kéltségekkel kiterjesztett modellben beldttuk, hogy
koltségszempontbdl a tiszta stratégidk domindnsak. Ennek az lehet a prak-
tikus kovetkezménye, hogy a koltségek véltozdsdval lehet a tisztdn gazdasigi
racionalitas alapjan allé véllalatokat kornyezettudatosabb gazdalkoddsra (1j-
rafelhaszndlds) birni.
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RECYCLING IN AN EOQ MODEL

The aim of the paper is to investigate a reverse logistics model. The demand can
be satisfied by production of new items and/or by repair of used returned items.
The decision-maker minimizes all relevant costs, i.e. the sum of EOQ- and non-
EOQ-related costs. It is asked whether pure or mixed strategies minimize the total
costs.
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SZOFTVERFEJLESZTESI TEVEKENYSEGEK EGZAKT
UTEMEZESE EROS ES GYENGE EROFORRAS
KORLATOK MELLETT!

KRUZSLICZ FERENC
PTE Kézgazdasdgtudomdnyi Kar

Jelen dolgozat sordn egy olyan 1 er6forrds iitemezési modellt mutatunk
be, mely alkalmas valédi tobbprojektes kornyezetben egymdstdl jelentGsen
eltérd jellegzetességekkel bird, korldtos erdforrastipusok kezelésére. Olyan
kétfazisy, tobbkritériumos eréforrds hozzdrendeld és kiegyenlitd algoritmuson
alapszik, mely kis és kozepes feladatok esetén is képes az egzakt megoldasok
elfallftasara. A modell életképességét egy szoftverfejlesztési példan keresztiil
mutatjuk be.

1 Bevezetés

A projektmenedzsmenthez kapcsolédé kutatdsokban egyre tobb olyan alkal-
magzési teriilet kerilt elétérbe, ahol parhuzamosan tobb projekt iitemezését
kell megoldani. A projekt egymadssal kapcsolatban 4ll6 tevékenységek halma-
za, ahol a tevékenységek kozotti kapcesolatokat elsébbségi feltételek irjak le, a
tevékenységeket pedig végrehajtasuk id8sziikségletével és erdforrdsigényével
jellemezziik. A projektekhez kapcsolédd tervezési és iitemezési feladatok
elméleti alapjit szolgdltatd hilétechnikai mddszerek a grafelmélet egyik leg-
fontosabb és legnehezebb teriiletét jelentik [9]. Az emlitett problémakor
a kombinatorikai optimalizdlds “NP-hard” feladatai kozé tartozik. Ez a
projektmenedzsment szempontjabdl azt jelenti, hogy még egy kisméreti,
konnyen 4tldthaté és konnylinek t{ind feladat megoldésa is rendkiviil szdmfitas-
igényes és nehéz lehet.

A projektek tevékenységeinek végrehajtdsshoz kiilonféle eréforrdsokra (i-
d6-, emberi-, targyi- és pénziigyi stb.) van sziikség. Ezek az eréforrdsok alap-
vetéen két kategdridba sorolhatdak aszerint, hogy azok djrafelhasznalhatdak-
e (megljulé erdforrdsok) vagy sem [3]. Mindeddig féleg olyan teriiletek
vizsgélatdra kertilt sor, ahol ugyan valéban tobb -—egymadstdl jél elhatdrol-
haté— projektet kell kezelni, 4m ezek a projektek mindig egy adott projekt
idSben eltolt példdnyai voltak. Egyazon standardizalt termék kiilénb6z6 meg-
rendeldi igény szerint torténd eléallitdsanak iitemezési problémadival gyakran
talalkozhatunk az autéiparban [5], valamint a hdzgydrtdsban [1] is. Az igy
ad6dé projektek parhuzamosan keriilnek végrehajtésra, és az egyes mun-

1Beérkezett: 2003. februar 11. A szerzé a Pécsi Tudomdnyegyetem Kozgazdasig-
tudoményi Kar Gazddlkoddstani Doktori Iskoldjénak hallgatdja. Témavezets: Csébfalvi
Gydorgy.
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kafazisokhoz rendelt emberi eréforrdsok esetében a munkaerd tetszdlegesen
helyettesithetd. A sorozatgyartés sordn felmeriilt problémék szempontjabdl
a targyi-, mig az egyedi (f6leg szellemi) termékek esetében az emberi eréforrs
jétszik kozépponti szerepet. Az eddig hasznélt modellekben tehat a munkaers,
mint korldtos, megijuld erbforras ugyan megjelent, de mindig mint szabadon
helyettesithet6 elemekb6l &ll6 tényezé [8]. Az itt ismertetett modell kiala-
kitdsat sugalmazd szoftverfejlesztési tevékenység is egy tipikus multiprojekt
kornyezet. A szoftverfejlesztésben el6fordulé feladatok legfébb jellegzetessége,
hogy nemcsak merdben kiilénb6z6 projektekbél dllnak, hanem a felhasznalt
emberi er6forrdsok jellemz6i is jelentésen eltérnek, egymdst nem helyettesit-
heté erdforras osztilyokba sorolhatéak.

A kévetkezdkben bemutatandé modell és algoritmus a hagyomanyos pro-
jekt modellezési eljarasokhoz képest tobb szempontbdl is 1j elemeket tartal-
maz. Egyrészt az egymastdl minbségileg eltérd erbforrasokhoz olyan ijszerti
célfiiggvényeket rendel, amelyek az eréforrdsok hatékony kihasznéldsdnak
globdlis jellemz6i. Mdsrészt nem elégszik meg egy hatékony litemezés el84lli-
tdsdval, hanem egzakt médszer 1évén az Osszes hatékony megolddst el4llitja.
Ez a dontéshozdk szdmara lehetdséget ad a kiillonbdzé Pareto optimélis meg-
oldésok tovabbi mérlegelésére. Harmadrészt sikeresen 6tvozi az eréforrds fel-
haszndlassal kapcsolatos litemezési problémék két £6 fajtdjit, a hozzérendelési
és a kiegyenlitési problémadk jellegzetességeit azzal, hogy minden erdforrdst a
rd legjobban jellemzé probléma szerint kezel.

2 Modell

A bevezetében leirt projektek modellezésére és a tevékenységek iitemezésének
optimalizaldséra egy olyan modellt 4llitottunk fel, mely egyarant képes kezelni
az egymdstdl lényegesen eltérd jellegzetességli projekteket és korlatos erd-
forrdsokat is.

Jelolje P = {Py, Py, ... P,} az adott id8szak alatt elvégzendd projektek
halmazdt. Minden P; = {7} ; : j = 1...n;} projekt n; féle tevékenységet tar-
talmaz, melyek kozott adott a kozvetlen megel8zési reldcidk H; = U{T;,;, —
T:,j,} halmaza. A T; ;, — T; ;, jelolés azt jelenti, hogy a T; ;, tevékenységnek
még a T; ;, tevékenység megkezdése elétt be kell fejezddnie.

A rendelkezésiinkre 4116 k darab erésen korldtos eréforrasbél 41l halmazt
jelolje RH = {RH', RH?, ... RH*}. Az | féle gyengén korldtos eréforrds
halmaza pedig legyen RS = {RS', RS?,... RS'}. Minden R € RH|JRS
eréforrdshoz adott az R(t) fliggvény, mely a t-edik idSpontban az R er6forrds-
bél rendelkezésre 4llé mennyiséget adja meg.

Definicié: Az R erdforrast erdsen korldtos eréforrdsnak nevezziik, ha egyet-
len ¢ id6pontban sem hasznédlhatunk fel az R(t) értéknél tobb eréforrds-
egységet.

Erésen korldtos erdforrdsok esetében pétlélagos eréforrdsok bevondsa még
ideiglenesen sem lehetséges. Erdforrds hidnybdl szdrmazé konfliktusok felol-
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désdra kizdrdlag a tevékenységek atlitemezése, vagy a projektek legkordbbi
befejezési hatdridejének meghosszabbitdsa johet szamitasba.

Definicié: Az R ertforrdst gyengén korldtos erdforrdsmak mnevezziik, ha
bérmely ¢ idépontban az R(t) értéknél nagyobb erdforrds igényt is ki
lehet elégiteni, pétldlagos erdéforrdsok igénybevétele révén.

A gyengén korldtos erdforrasok esetében jelentkezd eréforrds hidnyok dthidalé-
séhoz igénybe vett pdtldlagos erdforrdsokra semmiféle megkotés nincsen azon
kiviil, hogy az adott tevékenységeket képesek legyenek elldtni. A pétldlagos
erbforrés tehdt szdrmazhat a rendelkézestinkre 4116 éppen szabad erdsen vagy
gyengén korldtos més eréforrasokbél éppligy, mint kiilsé eréforrdasok beszer-
z6sébOl.

Az eddig bevezetett jelolések segitségével minden tevékenységet egy 15 ; =
(Ds,;, RH} ;, RHEJ, : RH{“J,RS}],R.S?J, ...RS! ;,) vektorral jellemezhetiink,
ahol D; ; jeloli az i-edik projekt j-edik tevékenységének hosszat iddegységek-
ben, R;; pedig az adott tevékenység eréforrds igényét az R € RH|JRS
er6forrdsra vonatkozdan.

A projektek egy S litemezését a T} ; tevekenysegek kezdési 1dop0ntJa1nak
halmazdval adhatjuk meg S = {S,; @ i = 1l...n, j = 1...n;}. Az
egységes jelolésrendszer érdekében bevezethetiink egy Tp nyitd, valarmnt egy
Ty zar6, iires (1d6- és eréforrds igény nélkiili) tevékenységet. A nyitd és zdrd
tevékenységekhez tartozd kozvetlen megelézési relacidk halmazit jeldlje

HZ{TOHﬂ’j,Ti,j—)Tl : i——-l...n,j:l...ni}.

Ennek segitségével a Tp-hoz tartozé Sy titemezési érték a projektek végrehaj-
tasdnak kezdetét, mig a Ti-hez tartozd S; érték a legkordbbi befejezési idé-
pontot jeloli. Nem jelent megszoritdst, ha feltételezzikk, hogy az ltemezések
mindig az els6 idépontban kezd6dnek, azaz Sy = 0. Ezen feltételezés mellet az
S litemezés végrehajtdsdhoz szitkséges 1d6 E(S) = S1. A szdmos utemezési
lehetéség kozul csak a lehetséges litemezéseket vessziik figyelembe, vagyis
azokat, melyek megtartjdk a kozvetlen megel6zési relacidkat.

Definicié: S egy lehetséges litemezés, ha minden T; ;, — T ;, esetén tel-
jestl az S; ;, + Dij, < S;j, egyenlStlenség. A lehetséges titemezések
halmazét jelolje ® = R(H U H1 ... Hn)-

A lehetséges titemezések korét tovabb kell sziikitenlink az eréforrds korldtok
figyelembevételével. Jelolje UH(t) az R erbforrds t-edik idépontbeli kihasz-
naltségst az S iitemezés mellett. Az U (t) er6forrds felhasznélési hisztogram
értékeit az aldbbi képlet alapjan szamithatjuk ki:

n

Uit =Y Z Si(t) - Rij , ahol

=1 j=1

1, ha Si’j <t Si,j + Di,j
egyébként

Sii(t) = {

e
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Az S, ;(t) fiiggvény segitségével konnyen leirhatjuk a t-edik idépontban
folyamatban 1év6 (aktiv) tevékenységek halmazat A(t) = {T;; : Si;(t) = 1}.

Ha a sziikitést az er6forrasoknak egy C halmazédra vonatkoztatjuk, akkor
csak olyan lehetséges Utemezéseket fogadhatunk el, amelyek minimélis id6
alatt hajthatok végre gy, hogy az eréforrds kihaszndltsdg egyetlen R € C
eréforras esetében sem 1épi tdl a hozzd tartozé R(t) korldtot.

Definicié: Az S litemezés a C eréforrds halmazra nézve elfogadhats, ha
S € R, tovdbbd minden R € C és 0 < t < E(S) esetén Uf(t) < R(¢),
valamint E(S) = min{E(S’") : & € R}. A C erbforrds halmazra nézve
elfogadhaté tlitemezések halmazat RC-vel jeldljitk.

Az el6bbieknek megfelelé R halmaz tehat az erésen korldtos erbforrdsokra
nézve elfogadhaté {itemezések halmaza, melyet egy hozzdrendelési probléma
megoldaséval dllithatunk el6. Ebben a halmazban kell megkeresniink a gyen-
gén korladtos RS eréforrasokra vonatkozé hatékony megolddsokat. Az iite-
mezések hatékonysdgdnak definidldsdra és mérésére tobbféle maddszer is hasz-
nélhaté. Modelliinkben minden gyengén korldtos eréforrdshoz kétféle glob4lis
mértéket rendeliink hozza, és az igy kapott mértékek szerinti Pareto optimalis
megolddsok jeldlik ki a hatékony megolddsokat.

Az R € RS gyengén korldtos eréforrds kihasznéltsdga az S elfogad-
haté litemezés mellett egyrészt akkor optimadlis, ha az a lehetd legkevesebb
eréforras bévités mellett valdsithaté meg. Az R eréforrdshoz tartozd cél-
fiiggvény ebben az esetben az er6forrds felhaszndlds maximalis szintjét mini-
malizdlja;

MUE = Irgn{MUR(S) }, ahol MUE(S) = mtax{Ugﬂ(t)}}

Az R € RS gyengén korldtos eréforrds kihasznéltsiga az S elfogadhatd
utemezés mellett masrészt akkor optimilis, ha az erdforrds kihaszniltsig
szintje a legkevésbé ingadozé. Mésképpen a globélis iiresjérat (idle time)
szintje a legalacsonyabb. Legyen U g(t) az R erdforras U, 5}.1 felhaszndlési hisz-
togramjanak konkdv burka, melyet az aldbbi médon definidlhatunk.

Definicié: A h(t) hisztogram a h(t) hisztogram konkdv burka, ha
1. konkav, azaz minden ¢; < tp < t3 esetén h(ty) > min{h(t), k(ts)},
2. és burok, vagyis minden ¢ értékre h(t) > h(t),
3. valamint minimélis abban az értelemben, miszerint a C(h) = Zt:ﬁ(t) —

h(t) érték a lehetd legkisebb.

A legkisebb C(h) értéket a h erSforrss kihasznaltségi hisztogram konkavitési
mértékének nevezzik [10]. Ez egy olyan globélis mérészam, amely nagyon jél
jellemzi a folyamatosan egyenletes terhelést. Ennek segitségével mar minden
R € RS erdforrés célfiiggvénye kdnnyen megadhaté:
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IT% = min{IT*(S)}, ahol ITR(S) = rg%l{C(U_SE)}}

A modell végss és egyben hatékony iitemezéseit az MU és az ITR
kritériumok szerinti Pareto optimdlis megolddsok szolgaltatjdk. Ez a fela-
dat az eréforras kiegyenlitési problémdk kozé tartozik. Egy S iitemezést
akkor neveziink tobb célfiiggvény szerint Pareto optimédlisnak, ha barmelyik
célfiiggvény szerinti értéke csak egy mésik rovdsara javithaté. A jelen mo-
dellre vonatkozé pontos definicié a kovetkezOképpen adhaté meg.

Definicié: Az S € REH erésen korldtos erbforrdsokra elfogadhaté iitemezés
az RS eréforrdsokhoz rendelt MU™ és ITE célfiiggvényekre nézve Pa-
reto optimum, ha nem létezik olyan S’ € R elfogadhaté iitemezés,
amelynél minden R € RS eréforrdsra az MUT(S) > MUR(S') és
ITE(S) > ITR(S") egyenlétlenségek mindegyike egyszerre teljesiil.

3 Algoritmus

A fent ismertetett modellnek egy kétfazisd, implicit leszdmlaldson alapuld
algoritmust lehet megfeleltetni. Az elsé fézisban az Osszes ltemezések terét
sziikitjik le az RH er6forrasokra nézve elfogadhaté iitemezések korére. A
mésodik fazis sordn az igy meghatirozott térben keressiik meg az RS eréfor-
résokra vonatkozd Pareto optimadlis megoldéasokat.

(1) Az elsd fazisban el8allitjuk az R halmazt. Az RH- beli eréforrdsokra
nézve elfogadhatd litemezések megkeresése egy olyan hozzarendelési probléma
megoldésit jelenti, amelynél az RS erdforrasokat figyelmen kiviil hagyjuk.
A lehetséges litemezések R terének eréforrds felhaszndldsi konfliktusait a
minimalis 0sszeférhetetlenségi halmazok segitségével irjuk le, melynek pon-
tos definicidja a [4]-es cikkben olvashaté. A minimaélis Gsszeférhetetlenségi
halmazokkal kapcsolatban itt csak annyit jegyziink meg, hogy egy adott
halmazba tartozd tevékenységek egyideju litemezése erdéforrds felhaszndlasi
konfliktussal jar, de a ,,minimélis” jelzének megfelelden, a halmaz barmely
valddi részhalmazdba tartozd tevékenységek egyidejii iitemezését eréforrds
kihaszndldsi korldtok mdr nem akaddlyozzék. Az REH halmaz elemeit a
minimalis osszeférhetetlenségi halmazok feloldasai szerinti reprezenténs lte-
mezésekkel irhatjuk le.

Ha a rendelkezésre 4116 R € RH er6forrasok valamelyikének korlatozottsa-
ga miatt a kritikus it médszerével kapott legkorabbi iitemterv nem valésitha-
té meg, akkor az adott eréforrdsok felhasznéldsi konfliktusainak feloldasaval
(vagyis bizonyos tevékenységek litemezésének késleltetésével) olyan iitemter-
vet kell keresniink, amely az Osszes erbforrds korldtot kielégiti, és amely a
kritikus it mddszerével adédé globélis befejezési idépontot minimdlis mér-
tékben noveli.

(ii) A miésodik fézisban az elsé fazis eredményeként kapott RFH-beli
utemezéseket vesszilk sorra. Valdjiban elegendd az els6 fazisban kapott
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keresési fa leveleinek megfelelé reprezenténs litemezések vizsgdlata. Minden
ilyen litemezés esetében az eredeti feladat H illetve H; kozvetlen megelézési
halmazait kibdvitjiik a keresési fa csomdpontjdnak megfeleld erdforrds fel-
hasznaldsi konfliktusok felolddsét lefré reldcidkkal. Az igy mdédositott fela-
datokban az erdsen korldtos eréforrdsokat mér figyelmen kiviil hagyhatjuk,
hiszen a mddositott feladat bdrmely lehetséges megolddsa egyben az ere-
deti feladat RH elemeire nézve elfogadhaté megoldésa is lesz. Ez annak a
kovetkezménye, hogy az els6 fizisban az iitemezéseket a minimdlis Gsszeférhe-
tetlenségi halmazok segitségével irtuk le. Az 4llitds részletes bizonyitdsa meg-
taldlhaté a modell alapjat képezd értekezésben [14]. A kapott kiegyenlitési
probléma hatékony megoldédsait ugyanazzal az implicit leszdmlélisi médszer-
rel allithatjuk eld, amit az els6 fazisban alkalmaztunk [12]. Az RS erdforrdsok
gyengén korldtosak, ezért itt nem lesznek eréforrds felhasznéldsi konfliktu-
sok, ami miatt a keresési fdk mérete is jelentésen nagyobb lehet. A Pareto
optimadlis megoldédsok az R € RS eréforrdsokhoz rendelt MUF és ITH cél-
fliggvények szerinti minimumok lesznek.

A mésodik fézis végrehajtdsa utdn kapott Pareto optimumok egyben az
eredeti feladat egzakt megoldésai lesznek.

A modell numerikus kezeléséhez tobbféle implicit leszdmlaldson alapuls
eljards koziil valaszthatunk [13,6]). A megvaldsitds sordn ezek kozill azt az al-
goritmust alkalmaztuk, amelynek hatékony metszési szabalyai lehetévé teszik
nagyobb méretii feladatok megolddsst is [7].

4 Alkalmazasi példa

A szoftverfejlesztési stratégiskat alapvetéen két csoportba lehet sorolni: egye-
di megrendeléseknek megfelelé speciélis rendszerek készitése, illetve specidlis
sajdt termékek gydrtdsa. A legtobb esetben a két stratégia jol kiegésziti egy-
mdst. Példaul pangd megrendelések mellett éndllé termékek fejlesztésével
lehet a munkaerd kihaszndldst egyenletesebbé tenni. Jelen cikk sordn a szoft-
verfejlesztés alatt kizdrdlag azt a folyamatot értjilk, amely a technikai specifi-
kécio elkészitésétdl a kédoldson keresztiil egészen a tesztelésig tart. A hagyo-
manyos elméletek szerint a felhaszndléi igény specifikdciéidnak elkészitését és
a rendszertervezést nem lehet szigorian elvélasztani. Most mégis kénytelenek
vagyunk ezt megtenni, hiszen a programozéi feladatokat és azok id8sziikség-
letét csak a technikai specifikdcié ismeretében lehet megfelel§ pontosséggal
megbecstilni. Mdsrészrdl a technikai specifikdcid elkészitése el6tti tevékeny-
ségeket dltalaban még nem kotik szerz6désben rogzitett hatdridék.

A vizsgélat sordn felmeriilt projektek legtébbje hirom jél elkildnitheté
részbdl 4llt.

1. Technikai specifikdcié készités. Kz dltaldban egy vezetd programozéd
feladata.

2. Kédolds. A programozdék a rendszerterv alapjan elkészitik a kédot
(valamint az adatbdzist, dokumentéciét).
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3. Ellendrzés. Az elkésziilt alkalmazés illetve funkeidé mindségét és hiba-
mentességét tesztelék vizsgdljdk meg.

Eréforrds igény (nap / f8)
Projekt | D/RH. | D/RST | D/RS*
Funkcié bovités
Pl 2/2 3/2 4/2
P2 573 3/3 1/4
P3 3/2 3/2 |- 4/1
Hibajavitas
P4 0/0 2/1 2/2
P5 0/0 4/3 2/3
Atfogd ellenbrzés
P6 0/0 0/0 2./3
P7 0/0 0/0 3/3

Rendelkezésre 4116 eréforrdsok

[ RH'(})=5] RS'(t) =5 | RS*(t) =5 |

1. tdbldzat. Projektek eréforrds igényei

A fenti feladatok a valésdgban —egymaéssal folyamatos visszacsatoldasban
4llva— fejlesztési ciklusokat alkotnak. Hogy a szoftverfejlesztési problémaéra
a modelliinket mégis alkalmazhassuk, ki kell haszndlni a problémakor két
fontos jellegzetességét. A feladat mérete kicsi, kivitelezése rovidtdvii. Nem
nagy rendszerek fejlesztését kell modellezni, hanem péar 1épéshdl allé, kisebb
feladatokat. Ebben az esetben a fejlesztési ciklusokat sziikség esetén kiilon
tevékenységek sorozatdvd fejthetjik ki. Rovidtavi feladatok révén pedig
olyan egyszerisitd feltételezéseket vezethetiink be, miszerint az idészak alatt
rendelkezésre all6 eréforrdsok mennyisége konstans.

Az egyes munkafolyamatokat ellatd személyzet a szaktudasdnak megfele-
16en az aldbbi kategdridkba sorolhatd:

RH! eréforras: A wvezetd programozék —akik altaldban az egyes projektek
gazdai is— a technikai specifikacié kivitelezésében vesznek részt, majd
a kritikus kddrészek elkészitésében és a tobbi programozé munkajdnak
feltgyeletében is tevékenykednek. A vezetd programozdk olyan ma-
gas kvalitdsi lojalis alkalmazottak, akik atlatjék a teljes rendszert és
elldtjsik a verzid- és release-menedzsmentet is. Ebbdl kovetkezden ez az
erdforras erésen korldtos, hiszen ilyen munkaerébdl dltaldban kevesebb
van, valamint szak- és rendszerismerete miatt nehezen helyettesithett
és bovithetd. Sziitkség esetén programozdi mindségben is hadrafoghatd,
melyet a projektek tervezése soran vehetiink figyelembe. A vezets prog-
ramozok terhelése ennek kovetkeztében erdsen ingadozo.

RS' er6forras: A programozok dltaldban egy-egy adott programnyelv szak-
értdi, akik a specifikdcié alapjan mar onélléan elkészitik és javitjdk a
programkédot. Ujabb programozdk bevetésének ugyan van egy elég
magas indulé koltsége, révén meg kell ismerkednitik a projekttel illetve
a projektben résztvevokkel, valamint az alkalmazott technolégidkkal.
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Ezek utan azonban a tobbi programozéval egyenértékii munkat végez-
hetnek. Ez az eréforrds tehat gyengén korldtos, hiszen magas koltségek
aran, de bévithet. Sziikség esetén segitik a tesztelk munkdjst. A
programoz6i munkaeré csokkentése kevésbé jellemzd, hiszen kihaszné-

latlanség esetén a felszabadulé idé kit{iné alkalom a szakmai ismeretek
frissitésére és bbvitésére.

RS? eréforras: A min&ségellenérzés részint a folyamatok szervezése révén,
részint az alkalmazott eszkdzok és technoldgia révén biztositott, mégis
kiemelkedéen fontos az utdlagos és folyamatos tesztelés. A tesztkdrnye-
zetek és tesztsorozatok ezt a tevékenységet nagy mértékben képesek
automatizélni. Kész tesztelési forgatdkonyvek esetén ezt a munkét
,,barki” el tudja végezni. Ami egyben azt jelenti, hogy ez az eréforrds
egyaltaldn nem jelent erés korldtot. A teszteldk optimélis esetben fo-
lyamatos és egyenletes terhelés alatt allnak.

A modellt egy ilyen valds szoftverfejlesztési kornyezetbdl szdrmazé példan
mutatjuk be. A megvizsgélt fejlesztési id8szak alatt 15 kiilonféle tevékenység
iitemezését kell megoldani dgy, hogy mindenfajta eréforrdsbdl egyforman 5-5
f6 éllt rendelkezésre. A feladat pontos paramétereit az 1. tdblizat tartal-
mazza.

A példa tovdbbi jellegzetessége, hogy az egyes projektek mind lineéris
szerkezetliek, vagyis a tervezési, a kivitelezési és az ellenérzési fizisok ebben
az idérendben kovetik egymést. Bar a modell egy-egy tevékenységhez tSbb
eréforrést is megenged hozzdrendelni, az alkalmazdsi példéban ezt a lehetdsé-
get nem hasznéltuk ki. Ez jelent6sen leegyszertisiti a tevékenységek lefrasat,
hiszen az 1. tabldzatban az RH? értékek a tervezési fazishoz, az RS! értékek
a kivitelezéshez, az RS? értékek pedig az ellendrzéshez tartoznak. Ebbé] az
is kovetkezik, hogy minden egyes tevékenységhez pontosan egyféle eréforrdst
kell hozzarendelni. A példdban szerepld egyes projektek is harom f6 tipusba
sorolhatdak, bar 4ltaldban az adott problémdk méretétdl és a bonyolultsigi
fokétdl fiiggben jelentds dtfedések fordulhatnak els:

1. Funkcio bovités. Az ilyen projektekre alapos tervezés a jellemzd, hiszen
egy meglévl rendszert kell ) funkcionalitdssal elldtni. A programozéi
munka ltaldban kozepes idéigényli, ami azzal magyardzhaté, hogy mar
meglévd eszkozokkel dolgozhatnak tovédbb. A tesztelési fazis viszony-
lag hosszabb. A specifikdciénak valé megfelelésen tiil a rendszer tobbi
részének zavartalan miikodését is ellen8rizni kell.

2. Hibajavitds. Itt a tervezési fizis kimarad. A programozéi feladatok
kevesebb raforditdst és nagyobb gyorsasdgot igényelnek. Az ellendrzés
minddssze a hiba kijavitdsdra terjed ki.

3. Atfogé ellendrzés. Ezt a munkét a tesztelk végzik. Egyik forméjiban
idérél ido6re ellenérzik az alapfunkcidk helyes miikodését, mésik forms-
jdban egy-egy terliletet tiizetes vizsgdlat ala vesznek.
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1. dbra. Tevékenységi diagram

Az 1. dbrén a projekteket AON (Activity-On-Node) formaban dbrazoltuk
[2]. Ebbdl leolvashatjuk, hogy az eréforrds korlitok figyelembe vétele nélkiil
legkevesebb 12 nap alatt végezhet6 el minden feladat. Ilyen hatdridSk mellet
az Osszes lehetséges iitemezések halmazdnak elemszéama 27 720 000. Amennyi-
ben a hatdridét egy nappal meghosszabbitjuk, Ggy a lehetséges litemezések
szdma 731 808 000-ra né. Ez a két szdmadat is jOl érzékelteti, hogy a feladat
megolddsa kozel nem trividlis.

A feladat specislis szerkezetének kdszonhetéen az RH! eréforrésra nézve
elfogadhaté ilitemezések halmazét el6allité keresési fa Osszesen harom csomé-
pontot tartalmaz, az eredményil addédd, elfogadhaté litemezési osztélyok
szama kettd. A 2. dbra ezen két osztdly egy-egy reprezentdns litmezését
dbrézolja. A diagramok alatt az osztdlyokhoz tartozé minimélis 6sszeférhe-
tetlenségi halmaz kétféle felolddsét tiintettik fel. Ezzel az algoritmus elsd
fazisdnak végére értink.

A miésodik fazisban az alapfeladatot kiegészitettikk az esethez tartozé
H, illetve Hp kdzvetlen megeldzési reldciéval. Az els6 megoldds esetében
a Ti1 — T31, mig a mésodik megoldds estén a 131 — 11,1 szabalyok
hozzdaddsa biztositja, hogy a médositott feladatok lehetséges megolddsai egy-
ben az eredeti feladat elfogadhaté megolddsai legyenek. A kovetkezt 1épés
tehat a médositott feladatok RS és RS? erdforrdsokra vonatkozé hatékony,
lehetséges megolddsainak meghatérozésa. Az (a) esetben a lehetséges titeme-
zések tere 1 386 000 elembdl all, amelynél a megolddsokat el6allitd keresési
fa 282 csomdpontot tartalmaz. A (b) esetben ugyanez az érték 831 600 il-
letve 150 volt. Az esetekhez tartozé Pareto optimadlis megoldésokat a 3. dbra
szemlélteti.
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2. dbra. Elfogadhaté titemezések

A minta példdban szerencsés médon egyetlen megolddst kaptunk. Més
feladatok esetén azonban tobbféle iitemezés is kielégitheti a Pareto opti-
mum feltételeit. Ezek szdma esetleg akkora lehet, hogy mdr az algoritmus
elsé fazisdban szelektdlni kell az elfogadhaté titemezések kozodtt. Riaddsul a
valésdgban ezen hatékony megoldasok koéziil csak egy iitemezés realizilhato.
Ilyen déntési helyzetekben altaldban szdmos egyéb, nehezen megfogalmazhaté
és modellezhetd tényezd jétszik szerepet. Példankban a dontéshozatal sordn
az eddig szimmetrikus szerepet betdltd, gyengén korldtos eréforrdsok kozott
most killonbséget tehetnénk. Az RS! programozéi eréforras bévitése viszony-
lag magas induldsi koltséget és hosszabb betanitdsi idét igényel. Az RS?
tesztelSi erdforrds esetében az elézd problémék egyike sem jelentkezik. En-
nek figyelembe vételével azt a hatékony megoldés szerinti optimadlis titemezést
érdemes valasztani, ahol a pétlélagos erdforrdsok koltségei minimélisak.

A feladat egészét tekintve azonban a két iitemezéshez tartozé célfiiggvény
értékek —az MU? kivételével— megegyeznek. Mivel az (a) megoldds szerinti
itemezés a domindns, ezért ez az egyediili Pareto optimum, és mint ilyen
egyben az optimum is. Ennek ismeretében az algoritmusunkat jelentdsen
gyorsithattuk volna, ha a két esethez tartozé litemezéseket egy kozos keresési
faval oldjuk meg.
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8. dbra. Optimélis megoldasok

A bemutatott példa minddssze hét kisebb projektet tartalmaz, mégis a
megvizsgilandé iitemezések terének elemszdma jelentds. Az algoritmus gyor-
saségat a két fazis sordn haszndlt leszdmlalasi médszerek hatdrozzdk meg.
Ez a kritikus faktor tovabbi vizsgalat targydt képezheti, hiszen nem elegendd
egy elfogadhaté {itemezés el6dllitdsa, hanem az Osszes ilyen litemezést meg
kell keresni.

Az algoritmus szdmitégépes megvaldsitasa Visual Basic 6.0 keretrendszer-
rel tortént [14]. A gyorsasig szempontjabdl ényeges kédrészek C+-+ nyelven
irédtak, és DLL &lloményként dlltak a rendelkezésre. A mérési eredmények
egy Pentium 166 MHz processzorral felszerelt szdmitégépen tortént futtatés-
bdl szdrmaznak.
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Algoritmus fdzisa | Lehetséges iitemne- | Keresési fa csomé- | Futdsi id§
zések szdma pontjainak szdma (mp)
1. fdzis 27 720 000 3 0.150
2. fazis (a) eset 1 386 000 282 1.382
2. fézis (b) eset 831 600 150 0.621

2. tabldzat. Futdsi eredmények

5 ésszefoglalés

A dolgozat soran ismertetett tobb projektes modell djszertisége abban rejlik,
hogy képes egymdstdl eltéré tulajdonsdg, korldtos erdforrdsok iitemezésére.
Az erdsen illetve gyengén korldtos erbforrdsok bevezetésével szdmos eddig
nehezen modellezheté probléma valt kezelhetévé., Egy ilyen —a szoftver-
fejlesztésbdl szarmazé— mintafeladat egzakt megolddsainak megkeresésén
keresztiil bemutattuk a 3. részben definidlt algoritmust hasznalhatésiagat.

A gyakorlati alkalmazdsok sordn felmeriilt annak az igénye, hogy a modellt
kiegészitsiik az egyes projektek befejezési hatdridejeivel is. Az i-edik projekt
jellemzésére hasznélt vektort ekkor egy 1ijabb E; értékkel kell kiegésziteni. A
dolgozatban vazolt modell erre az esetre is alkalmazhatd, ha minden hatridés
projektet kiegészitlink egy olyan eréforrdst nem igénylé T; ,, 41 ,lires” pro-
jekttel, amely idéigénye D; n, 11 = E(S) -

Az illusztralt szimadatok is aldtdmasztjdk, hogy nagyobb feladatok esetén
az egzakt megolddsok megkeresése nem kivitelezhetd [11], hiszen a leszdmlalds
id6igénye exponencidlisan novekszik. A feladat szerkezetének legjobban meg-
felelé keresési heurisztikédk tovabbi vizsgélat targydt képezhetik.
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EXACT RESOURCE-CONSTRAINED SCHEDULING IN SOFTWARE
DEVELOPMENT

In this paper we present a new resource allocation model with hard and soft resource
constraints for software development projects. By definition, a hard resource con-
straint is not resolvable within the given planing horizon, but a soft resource conflict
may be managed by a flexible “hiring-firing” strategy. This multi-criteria, multi-
project, multi-resource allocation model can be applied to solve small or medium
sized real problems even outside of the software development area. According to the
definition, an implicit enumeration algorithm is stated that consist of two phases.
First a makespan-minimization is applied for the hard resources, than a set of
soft resource balancing problem is constructed on the hard resource feasible set of
schedules. The practical interpretation of the proposed model is demonstrated in an
analysis of a small-scale business software development environment. In this exam-
ple we exploited the fact that in case of small-scale development the usual iterative
“waterfall” structure might be replaced by a serial “designer-programmer-tester”
chain.
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ENTROPIASZER( PROXIMALIS PONT MODSZER
ALKALMAZASA A VALOSZINUSEGGEL KORLATOZOTT
LINEARIS PROGRAMOZASI FELADAT
MEGOLDASABAN!

_ KOMAROMI EVA
BKAE Operdcidkutatds Tanszék

A kovetkezd feladatot vizsgdljuk: uaz — min,z € X = {z : F(z) > p},
ahol az F tobbdimenzids folytonos valdsziniiségi eloszldsfliggvény és adottak
azu >0, u € R™ és a0 < p < 1 megbizhatésdgi szint. Megmutatjuk,
hogy e feladat a valészintiséggel korlatozott linedris programozasi feladat
dudlisdnak célfiiggvényében jelenik meg. Elemezziik a feladat viselkedését
az adott paraméterek fiiggvényében. Megolddsdra proximalis pont algorit-
must mutatunk be, amelyben a kvadratikus eltéréstag helyett egy Csiszar
altal bevezetett p-divergencia fiiggvényt alkalmazunk. Bizonyitjuk az algo-
ritmus konvergencidjat.

1 Bevezetés
A dolgozatban a kovetkezé feladatot vizsgdljuk:

(P) ur — min
r € X={z: F(z)>p}

ahol F m-dimenziés valdésziniiségi eloszlasfuggvény, v € R™ adott pozitiv
vektor, 0 < p < 1, az = vektor tartalmazza a dontési vdltozdkat.

E feladat valasztdsit az motivalja, hogy (P) megjelenik a kovetkez6 szto-
chasztikus programozasi probléma célfiiggvényében:

(DD) min uz+vb — max
P(z2p)>p

vA+vB = ¢ u>0,v>0

ahol adottak a 2 m-dimenzids valésziniiségi valtozé vektor folytonos egyuttes
F eloszlastiiggvénnyel, az A és B m x n ill. r X n-dimenzids determinisztikus
métrixok, a ¢ n-dimenzids, b k—dimenziés vektorok és a 0 < p < 1 meg-
bizhatéségi szint; (u,v) € R™'T a dontési vektor. P val6szinliséget jelol,
P(z > B) = F(z) az eloszlésfiiggvény definiciéja szerint, ha I folytonos.
(DD) a lineédris programozasi koncepci6 kiterjesztése. E feladatban a
célfiiggvény egyiitthaték egy részét a 3 valésziniiségi valtozod vektor foglalja

1Beérkezett: 2001. december 2. E-mail: konaromi@bkae.hu. A dolgozat az FKFP 0231
program tdmogatdsdval késziilt.
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magaban, amelynek komponensei valamely elény6s tulajdonség (profit, drbe-
vétel stb.) elére nem ismert fajlagos értékeit jelentik. Egy (u,v) lehetséges
megolddsra a célfiiggvény értéke a legrosszabb esetben minp > g)>p uz + vb,
ha B legaldbb az elSirt p valészintiséggel veszi fel értékét. A célfiiggvény
tehat a profit, drbevétel, stb. legkisebb feltételezett értékét képviseli. fgy
a feladatunk interpretadlhaté gy, hogy maximalizélni szeretnénk e legkisebb
értéket (a profit, sth. kapcsolddd értékét a legrosszabb esetben) a linedris
feltételek 4ltal meghatdrozott lehetséges megolddsok halmazén.

Latni fogjuk, hogy (DD) egyuttal dudlisa az aladbbi valésziniiséggel kor-
latozott linedris programozdsi feladatnak:

(PP) ¢z — min
P(Az > B)>p, Bz>b

ahol adottak, mint a (DD) feladat leirdsdnél, az A és B determinisztikus
métrixok, ¢ és b determinisztikus vektorok, a 3 m-dimenziés valészintiségi
valtozé vektor ismert egyiittes eloszldsfiiggvénnyel, a p megbizhatdsagi szint,
0 <p <1, azn-dimenzids dontési vektor, P valdsziniiséget jelol.

E feladat eredeti megfogalmazdsa Charnes és Cooper (1959) nevéhez fii-
z6dik, akik minden feltételhez egyenként irtak elé megbizhatdsigi szintet és
megmutattdk, hogy a feladat felirhaté ekvivalens linedris program forméjs-
ban. E koncepciét Miller és Wagner (1965) kiterjesztették egylittes vals-
szintiségi feltételre, 4m a § komponenseirél feltették, hogy fiiggetlenek. Tt
bemutatott dltaldnos forméjiban a problémét Prékopa (1973) fogalmazta
meg elészor. Prékopa logaritmikusan konkdv eloszldsfiiggvényekre vonatkozé
eredményei (1973) garantdljék a feladat konvexitdsit az eloszldsfiiggvények
széles korére, beleértve a tobbdimenzids normaélis eloszldst is.

E feladat is kiterjesztése a linedris programozdsi koncepciénak. Ha a
jobb oldalon szereplé paraméterek egy része (pl. a termékek irdnti jovébeni
kereslet, sth.) elére nem ismert, akkor a feladat megolddséra a linedris prog-
ramozasi modell nem alkalmas. Ha azonban e paraméterek valésziniiségi
valtozdk ismert egyiittes eloszldssal, akkor a linedris programozdsi model-
lezésben alkalmazott megfontoldsokhoz igazoddan azt frhatjuk els, hogy az
eredeti linedris feltételeket a déntési véltozok legaldbb el6re megadott p va-
16szinfiséggel elégitsék ki és ezen eldirds teljesiilése mellett legyen a cz cél-
figgvény maximalis. Vegyiik észre, hogy a (P) feladat a valdszinfiséggel
korlatozott linedris programozési feladat legegyszeriibb esetének tekinthetd,
annak az esetnek, amikor A az egységmétrix és B ill b elemei azonosan nulldk.

A (PP) feladat megolddsa konvexitds megléte esetén is nagy koriiltekintést
igényel. Mayer (1998) konyvében az dltala alkalmazott konvex programozasi
algoritmusokrél és azoknak a (PP) feladatra torténd szdmitégépes imple-
mentdcidirdl szamol be. A tobbdimenziés eloszlasfiiggvény értékeinek kisza-
mitasardl az érdeklddd olvasénak Dedk (1990) és Széntai (1988) munkit
ajénljuk. Komdromi (1986) a (PP) feladat dudlis feladatdt a (DD) feladat-
ban fogalmazta meg és kifejlesztett egy primal-dudl tipust algoritmust, amely
a két feladatot egyidejiileg oldja meg. Ez az algoritmus minden iterdciéban
igényli a (P) feladat megoldésat.
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A (PP) duélisa a kivetkezéképpen szarmaztathaté. A P(Az > 8) > p
valésziniiségi feltétel a valdszinliség monotonitdsa miatt igy irhaté fel:

Az>x, F(z)>p, =z€suppF,

ahol F' a f3 egyiittes eloszlésfiiggvénye, supp F' az F' eloszlésfiiggvény tartoja
(az R™ azon részhalmaza, amelynek az F' fliggvény altal meghatérozott
valdszinfiségi mértéke 1), = pedig m-komponensii véltozd vektor. Ekkor a
(PP) feladat determinisztikus ekvivalens megfogalmazasit kapjuk a

(PPl) MiN4z>z Bz>b €2 — min
zeX={z:F(z) 2 p,z € supp F}

feladat formajaban. A mina,>z B.>s cz célfiggvény értéke egy x helyen
maga egy linedris programozssi feladat optimdlis értéke, amely ha létezik,
egyenlé dudlisénak optimalis értékével, feltéve, hogy e dudlis lehetséges meg-
oldasainak tartomdnya, a V = {u,v : ud + vB = ¢,u,v > 0} poliedrikus
halmaz nemiires. Tegyiik fel tehét, hogy V # (. Ekkor (PP1) ekvivalens, a
linedris programozés dualitdsi tétele értelmében, a

maXy A+vB=c;u,v>0 ('UJB Y ’l)b) — min
reX

feladattal és fennéll, hogy a két feladat célfiiggvényértéke egyenlé minden
olyan z pontra, amelyre az uzx + vb feliilrél korldtos a V' halmazon. A
szokésoknak megfeleléen min 4>z B.>b €z = +00, ha {z: Az >x,Bz> b} =
{. Figyelembe véve, hogy a

i b)} > - {mi b
mig {ﬁﬁ’%‘v ((eet BOjieSs gt {min (uz + vb)}
egyenlétlenség mindig fennéll, a (PP) feladat dudlisat az alabbi feladatban
taldljuk meg:

min (uz) +vb — max
F(g)>pzesupp F

(u,v) € V={u,v:ud+vB=c u,v>0},

amely a fent lefrt (DD) feladattal ekvivalens, ha supp F' = R™.
A két feladatot az itt kovetkezé dualitdsi tétel kapesolja Ossze (Komaromi,
1986).

Tétel. (a) Ha az uz + vb figguénynek van ((@,9),7) nyeregpontja a V
halmazon torténd mazimalizdldsra és az X halmazon torténé minimalizdldsra
nézve, akkor T optimdlis megolddsa a (PP1) feladatnak.

(b) Legyen F kvdzikonkdv és T optimdlis megolddsa a (PP1) feladat-
nok. Ha az {z € X : Jy : Ay > =, By > b} halmaznak van belsé pontja, akkor
létezik olyan (u/,v') € V, hogy ((v/, "), ) nyeregpontja az uz+vb figguénynek
o V halmazon torténd mazimalizdldsra és az X halmazon torténd minimali-
zdldsra nézve.
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A (P) feladat vizsgdlata és megolddsa tehdt hozzdjérul a (PP) valészinii-
séggel korldtozott linedris programozdsi feladat és dudlisa, a (DD) sztochasz-
tikus programozasi feladat hatékony megolddsdhoz.

A (P) feladat megolddsdra proximalis pont médszert alkalmazunk.

E mddszer (f6 dllomasairdl 1d. Martinet 1970, Rockafellar 1976 dolgo-
zatokat) egy az n-dimenzids linedris téren értelmezett konvex f figgvény
minimalizalasira szolgdl. A belsépontos mddszerek korébe tartozik, lényege
az, hogy egy xo kozelité megoldasbdl kiindulva olyan {z)} sorozatot generl,
amelynek k—dik eleme a szigordan konvex f(z) + ii—k |z — 21 |2 fuggvényt
minimalizalja, ahol {ct} alkalmasan vélasztott pozitiv sorozat. A proxim4lis
pont médszert Teboulle (1992) oly médon alakitotta 4t, hogy a kvadratikus
eltéréstag helyett egy ,entrépiaszer(i” eltéréstagot alkalmazott. Bemutatta,
hogy az igy szérmaztatott entrépiaszerti proximélis pont algoritmus egy egy-
ségesits keretnek tekinthet6 abban az értelemben, hogy kézéjiik tartozik, az
alkalmazott eltérésfiiggvényeknek megfelelen, az ismert konvex programozdasi
algoritmusok koziil az exponencidlis Lagrange szorzé mddszer (Bertsekas,
1982), Polyak médositott barrier médszere és a Caroll féle médositott barrier
médszer (Polyak, 1992) is.

Az entrépiaszerti eltérésfiggvények korébe két fiiggvénycsalddot szoktak
sorolni. Az egyik a Csiszdr (1967) ltal bevezetett ¢ -divergencia fiiggvény-
csaldd. Ez a kovetkezs: Ha adott a pozitiv félegyenesen értelmezett ¢ fiigg-
vény, az ¢ pozitiv n-dimenzids vektornak az y pozitiv n-dimenzids vektortdl
vald eltérését —a p-divergencidt— az aldbbi entrépia-fiiggvénnyel definidljuk:

n T
do(z,y) =) s (—”)
=1 Yi

A pozitiv szdmegyenesen értelmezett olyan szigordan konvex @ esetén,
amelyre (1) = 0 és /(1) = 0, a d,, fiiggvény nemnegativ és 0 csak akkor, ha
x = y; de d, ltaldban nem teljesiti a tavolsdgfiiggvényre elirt héromszog-
egyenlStlenséget és nem szimmetrikus. Az entrdpia terminolégia abbdl szér-
mazik, hogy ha specidlisan ¢(t) = tlnt — ¢ + 1, akkor

v ()0 ) ()] - n() -]

amely éppen a Kullback-Leibler relativ entrépia.

A miésik a Bregman-féle (1967) eltérésfiiggvény csaldd. Tekintsiink egy
az R"™-n értelmezett szigorian konvex differencidlhaté 1 fiiggvényt. Az z
n-dimenziés vektornak az y n-dimenzids vektortél valé eltérését az aldbbi
fiiggvénnyel definidljuk:

Dy (=,y) = (z) —(y) — Vi(y)(z — ).

Minthogy ¢ szigortian konvex, ezért Dy, nemnegativ és 0 csak akkor, ha
z=y.
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Csiszér a (1991) dolgozatédban a linedris inverz problémak (pl. képfelis-
merés) szempontjabdl fontos tulajdonsdgok szerint vizsgélja, csoportositja és
azonositja az eltérésfiiggvényeket és ily médon a két entrépia-fiiggvény csa-
lddot axiomatikusan vezeti be.

A o illetve ¢ fiiggvény kiilonbozé vélasztésaival eljutunk a statisztikdban
ismert j6néhany eltérésfiiggvényhez. Ha példdul ¢(t) = (1— \/5 2, akkor d, a
Hellinger tavolsag lesz. Ha 1(z) = —Inz, akkor Dy, a Burg-féle entrépiédhoz
vezet. Szamitégépes kisérleteinkben a ¢(t) = —Int +t — 1 fiiggvényt alkal-
maztuk.

Az, hogy a proximélis pont médszerben szerepld kvadratikus tag helyére
egy p-divergencia fliggvény keriil, biztositja, hogy az algoritmus automatiku-
san pozitiv ) sorozatot generdl. Teboulle bizonyitotta az algoritmus konver-
gencigjdt a minimalizdlandé konvex fiiggvényre és az alkalmazott eltéréstugg-
vényre vonatkozé, az 4ltaldnossdg miatt kissé rigorézus feltevések mellett.

A kovetkezé részben a (P) feladat tulajdonsagait vizsgaljuk abban az eset-
ben, amikor F' az m-dimenziés vektortéren értelmezett folytonosan differen-
cislhaté szigorian logaritmikusan konkédv eloszlasfiiggvény. Ezutdn, a har-
madik részben, algoritmust ajinlunk a feladat megolddsédra oly médon, hogy
a feladat Lagrange fiiggvénye nyeregpontjénak meghatdrozasdra az entrdpia-
szerfl proximalis pont médszert alkalmazzuk és az eltérésfiiggvényt a o(t) =
—Int +t — 1 fiiggvény generédlja. Az utolsé részben bizonyitjuk az algorit-
mus konvergencisjat. Hangstdlyozzuk azonban, hogy mind az iterdcids séma,
mind a bizonyitdsok gondolatmenete tetsz6leges Csiszar-féle p-divergencia
figgvényre véltoztatds nélkiil alkalmazhatd, ha fennéll, hogy ¢ a (0,1) fél-
egyenesen értelmezett szigortian konvex, folytonosan differencidlhato fliggvény,

(1) = ¢'(1) = 0,lim¢_0¢'(t) = —oo. Annak az oka, hogy a targyaldst
korldtoztuk a ¢(t) = —Int + ¢t — 1 fiiggvény esetére az, hogy az algorit-

mus koncepcidjéara szerettiink volna koncentralni és elkeriilni azt, hogy djabb
konvex analizisbeli fogalmak részletezése elvegye az olvasd kedvét e szellemes,
és konvex programozasi feladatok megoldédsdra éltaldban is j6l haszndlhatd
médszertél.

2 A (P) feladat tulajdonsagai

Ha supp F feliilré] korlatos, akkor a lehetséges megolddsok halmaza korlatos.
A feladatot ltaldnosabb forméjaban vizsgdljuk tehdt azzal, hogy feltessziik,
hogy supp F' = R™. Az aldbbiakban azt is feltessziik, hogy az F' eloszlés-
fiigevény szigorian logaritmikusan konkév és folytonosan differencidlhaté a
supp F belsejében. Ez maga utdn vonja, hogy F' minden komponensének
szigorian novekvd fliggvénye. Feltessziik tovdbba, hogy u > 0,0 <p <1.

A logaritmus szigoriian novekvd fiiggvény volta miatt a (P) feladatot a
kovetkezd ekvivalens és egyben klasszikus konvex minimalizdciés forméban
vizsgélhatjuk:

(P) uwz — min
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_ m p
x € X—{:CER 'lnF(x) SO}.

A lehetséges megolddsok X halmaza korldtos alulrél abban az értelemben,
hogy létezik olyan w € R™, hogy = € X maga utdn vonja, hogy = > w - pl.
w; = arg {Fi(z;) = p}, (i = 1,...,m) vélasztés mellett, ahol F; az i-edik mar-
gindlis eloszlds, ez az egyenlotlenseg fennall, Igy rmnden pozitiv u mellett ux
alulrdl korlatos az X halmazon. Mivel X zdrt az F' [olytonossdga miatt, ezért
(P)-nek van optimélis megoldésa, és ez a megoldds egyetlen a In F' szigort
konkdvitdsa miatt. A szereplé fiiggvények konvexek és differencidlhaték.

A feladat tulajdonsdgait Osszefoglaljuk az aldbbi lemmdkban.

1. Lemma. Az uz lnedris célfiigguény felveszi a minimdlis értékét a
feltételi halmaz egyetlen pontjdban. |

A kévetkezd lemmékban T = arg minge x uz.

2. Lemma. A p vdlasztdsa miatt o In 2~ ey < < 0 feltétel kielégiti a Slater
feltételt: létezik olyan x’ m-dimenzids vektor, amelyre Inp —In F(z') < 0. O

Tekintsiik a (P) feladathoz tartozé Kuhn-Tucker feladatot:

OF(z .
(K —T) ui:5ﬁw)%i—l (t=1,...,m)
6>0,zeR™,  F(z)>p, é(lnp—InF(z)) =

3. Lemma. Létezik olyan § € R, hogy 8 és © megoldjik o (K — T
feladatot.

Az allitds kovetkezik az 1. és 2. Lemmébdl a Kuhn-Tucker optimalitdsi
tétel értelmében (1d. Mangasarian, 1969). m

4. Lemma. § > 0, egyetlen és F(Z) = p.

Mivel In F' parcidlis derivéltjai pozitivok a fliggvény szigorian noévekvd
volta miatt és mivel u > 0, ezért §>0. Igy az utolsd, az egyensiilyi feltétel
miatt F'(Z) = p. O

5. Lemma. A (P) feladat optimdlis célfiggvényértéke Inp szigorian kon-
vez, szigorian novekvd figguénye.

Bizonyitds. A konvexitast belatjuk Legyen ugyanis ' = arg mmp(w)>p, uz,
o’ = argming(gy>,r uz, TN = = argming(z)>p(x) %, ahol 0 < p/ < 1,
0<p’ <L0< A< Inp(A) = Alnp’ + (1 — N)Inp”. Ekkor InF' szi-

gord konkawtasa miatt
In F(Az'+(1-M)z") > An F(2')+(1-A\) In F(z") = AInp'+(1-)) Inp” = Inp(A).

De z jelentése miatt uzy < u(Az’ + (1 — A)z’) = duz’ + (1 — Nua”, és ez
az, amit bizonyitani akartunk.

A miésodik &llitds nyilvanvaléan koévetkezik abbél, hogy F(z) = p, F
minden komponensének szigorian névekvd fiiggvénye és u > 0. O
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A bevezetdben a (P) feladat fontosségét azzal indokoltuk, hogy a (DD)
sztochasztikus programozdsi feladat (a (PP) duélisa) célfiiggvényében meg-
jelenik a nemnegativ u vektorokon értelmezett minp(y)>, ux figgvény. Hogy
ez a motivacié meggy6z8 legyen, definidlnunk kell e fiiggvényt minden nem-
negativ, nemnulla u vektorra.

Jeldljiik (P) optim4lis megolddsét mint u figgvényét x(u)-val és az op-
timalis fliggvényértéket uz(u)-val. A valbszintiségelméletbél tudjuk, hogy az
F parciélis derivaltja és az i. valtozéja szerinti feltételes eloszlasfiiggvénye
kozott fennall az aldbbi Osszefiiggés:

OF(z1,. .., Tm)
8.’1,‘1'

ahol f; a §; sitriiségfiiggvénye. Ez az Osszefliggés maga utan vonja, hogy

= FZ1, oox , Bim1, Bty - 5 B i) i),

z;(u) — 0o, hau; — 0.

Definidljuk z(u)-t tetszéleges u > 0,u # 0 esetre azzal, hogy vesszik ezt a
hatarértéket.

Az x(u) vektorfiiggvény és az uz(u) valds fiiggvény figyelemre mélté tu-
lajdonsagokkal rendelkezik. A kovetkezd allitdsban ezeket foglaljuk Ossze. Az
4llitds kissé részletezObb bizonyitdsa a (Komdromi 1986) dolgozatban meg-
taldlhato.

6. Lemma. Tegyik fel, hogy In F' szigoridan konkdv és minden kompo-
nensének szigoridan novekvd figguénye. Ekkor

(a) A (P) optimdlis z(u) megolddsa folytonos az {u : u > 0} halmazon.
Ha limy,_oo u¥ = T egy ul,u2,... sorozatra (4 > 0,4 # 0,u* > 0 minden
k-ra), akkor limy .o z(u®) = z(TQ).

(b) uz(u) folytonos és szigorian konkdv az {u : v > 0,u # 0} halmazon
abban az értelemben, hogy

M+ (11— )\)u”]:c()\u' +(1— )\)u") > A'z(u) + (1 — Moz ()

minden v’ > 0,u' #0,u” >0,uv"” #0, ﬁ:—l- #+ %, 0 <A<l esetén;
(c) Az {u:u > 0} halmazon ux(u) differencidlhats, Vuz(u) = z(u).

Bizonyitds. (a) Minden u > 0 vektorra az x(u) kielégiti a fenti (K —T)
feltételeket, sziikségképpen F(z(u)) = p, 8 > 0, téuylegesen

§= p Zzll s
m F(z(uw)) ’
Zi:l J&’x]ul
Ezért a (K —T') feltételek folytonos egy-egy értelmii megfeleltetést képviselnek
az {x € R™: F(z) = p} és az {u > 0: Y -, u; = 1} halmazok kézott azon
feltevés mellett, hogy az F fliggvény folytonosan differencidlhato.

(b) Legyen uz(u) értéke 0, ha v = 0 és —oco, ha v # 0. Az uz(u)
folytonossdga kovetkezik abbdl, hogy negativija a supp(z)>p(—u)z tdmasz-
figgvénynek, mely folytonos (ld. Rockafellar, 1970). Konkavitdsat pedig az
z(u) definiciéja vonja maga utén: uz’ > uz(u) minden z’ # x(u) esetén.
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(¢) Definici6 szerint egy t € R™ az uz(u) konkdv fiiggvény szubgradiense
az U helyen, ha

za(z) <ux(u) +t(z— %) minden 2z>0,z#0 esetén .

Rockafellar tétele szerint (1970, 25. fejezet) uz(u) differencidlhaté 7-ban és
Viz(i) = 2(4), ha =(4) az uz(u) egyetlen szubgradiense -ban. A t = (%)
véges, ha U > 0, és kielégiti a fenti egyenlétlenséget, mert barmely z > 0, z £
0 esetén

ze(z) — 2t <uz(u)—at =0

az z(z) definicidja szerint.
Hogy az éllitédst beldssuk, megmutatjuk, hogy ha ¢ # z(4), akkor van
olyan z > 0, hogy

zx(z) —zt > Uz (@) — Ut.

Tegytik fel el6szor, hogy uz(u) — 4t = p # 0. Vélasszuk z-t ily médon:
z=Mu, ahol A > 1, ha p>0,¢& 0 < A <1, hap < 0. Figyelembe véve, hogy
z(Az) = z(u) minden A > 0 mellett, azt kapjuk, hogy

za(z) — 2t = Nuz(T) — ut] > wz(q) — at.
Tegytik fel most, hogy uz(u) — ut = 0. Legyen I = {3 : z;(0) —¢t; > 0} C
{1,...,m}. I # @, mert t # x(ii) és & > 0. Valasszuk a z > 0 vektort és
0 < A < 1-t 4gy, hogy
zi =1 =N, haz(u)—t; <0,
2’7;:’1,/1,\7;, ha xi(a)—ti >0
fenndlljon és z;(2) - ¢; nemnegativ maradjon, ha i € I. Ilyen A létezik az (a)
allitasbol kovetkezben. Akkor fenndll, hogy
zr(z) — 2zt = (1 — N)[uz(z) — ut] + )\Zﬁ][:vl(z) — .
i€l
De Giz(t) < tz(2) és Yo Gilzi(2) —t;] > 0 A vélasatésa miatt. Igy za(z) —
2t > (1 — Nuz(i) —at] =0
zz(z) — 2zt > uz(n) — ut
Ezzel az allitdst belattuk. ad
Tekintsitk most a (P) feladat klasszikus dudlis feladatit (Mangasarian,
1969, 7. fejezet):

uz + 6(lnp — In F(z)) — max

(D) R i=1,...,m

6>0
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A két feladat kozotti szoros kapesolatra vildgit rd az aldbbi lemma (gyenge
dualitdsi tétel):

7. Lemma. Haz' a (P) feladat, (§”,2") a (D) feladat lehetséges megolddsa,
akkor teljesul, hogy

uz’ > uzr” + &' (Inp — In F(z"))
és egyenldéség pontosan akkor dll fenn, ha o’ =" és F(z') = p.
Bizonyitds. Vegylik észre, hogy
ur' =uz” +ulz —2") =uz” + §'VIn F(z")(z' — ")
mert (6”,2"") a (D) lehetséges megolddsa. De In F(z) szigordi konkavitdsa
miatt
Vin F(2")(z' —2") > In F(z') — In F(z")
és egyenld csak akkor, ha z’ = z”. ley

ur! >uzr” +§'(lnF(z') —In F(z"))
:ux”—l—&"(lni—”: —ln—(—lF;” ).

Mivel z’ lehetséges megolddsa (P)-nek, ezért F(z') > p. Vagyis 6" In ﬂ;—’l >
0 és mivel 8§ > 0, ezért §” lnEP@)- = 0 csak akkor, ha F(z/) = p. fgy
uz’ > uz” — 8" lnﬂ;—”l és egyenléség teljesiil csak akkor, ha =’ = z” és
F(z') =p. O

Ebbél, a 3. és 4. Lemmadkat is figyelembe véve kovetkezik az aldbbi

8. Lemma. A (D) dudlis feladatnak létezik egyetlen (;5\, Z) optimdlis
megolddsa, és ebben T a (P) feladatnak is optimdlis megolddsa. O

Vegyiik észre, hogy a (D) tetsz6leges lehetséges (§', z') megoldésara fennall,
hogy egyben optimalis megolddsa annak a feladatnak, amelynek feltételei a
(D) feltételei, célfiiggvényében azonban p helyett p’ = F(a') szerepel. Ezt is
tartalmazza a kovetkez6 észrevétel.

9. Lemma. Minden adott § > 0 esetén van olyan z', hogy (§',2') le-
hetséges megolddsa a (D) feladatnak. Az ' egyetlen és (§',z') optimdlis
megolddsa az

uz + §(lnp’ — In F(z)) — max

u; = bl o) i=1,...,m
5§>0
feladatnak, ahol p' = F(z'). O

A 8. Lemma a (P)
L(6,z) = uz + 6(Inp — In F'(x))
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Lagrange fiiggvényére nézve a kovetkezdt jelenti:

10. Lemma. Az L(§,z) = uz + 6(lnp — In F(x)) Lagrange fiigguénynek
egyetlen (&',2') nyeregpontja van az z-ben R™-en lorténd minimalizdlds-
ra és 6-ban a nemnegativ valds szdmokon torténd mazimalizdldsra nézve,
& > 0, (§,7') a (D) feladat, =’ a (P) feladat optimdlis megolddsa. A
ming{uz + 6(Inp — In F(z))} mint lnp figgvénye differencidlhatdé és §' az
L(6, z) nyeregértckének mint Inp fiigguvényének Inp szerinti derivdltja. O

Ez utébbi allitas Rockafellar egy tételének (1969, 29.1 Tétel) alkalmazésa
feladatunkra.

A 9. és 10. Lemmakbdl kovetkezik, hogy minden 0 < p’ < 1 paraméterhez
kolesonosen egyértelmiien tartozik egy &' érték, és §’-hoz egyértelmiien tar-
tozik az az x/, amellyel §' és ' kielégitik a (K —7T) Kuhn-Tucker feltételeket.
Konkévitdsa miatt a In F(z) Hesse métrixa negativ szemidefinit minden z
esetén és ha az «’ helyen negativ definit, akkor invertdlhatd és igy az implicit
fiiggvény tétel értelmében ' §'-nek differencidlhaté fiiggvénye. Ezt foglalja
Ossze a kovetkezd

11. Lemma. Tegyik fel, hogy az In F(z) figgvény H(z) Hesse mdtriza
létezik. Adott §' > 0 esetén egyetlen olyan x' € R™ létezik, amelyre fenndll,
hogy 5 = VInF(z). Ekkor ' = x(¢') = (VInF)~"'(£). Ha ezen felil
H(z) invertdlhaté az 2’ = z(§') helyen, akkor z' derivdlhats a & helyen és

V(') = —H(z(8) 7 %. O
A (P) dualisa (P) Lagrange fiiggvénye segitségével igy fogalmazhaté meg;
(D1) g(6) = min L(6, z) = min{uxr+§(lnp—In F(z))} —» max, 6>0.
A 8. Lemma értelmében ¢(6) felveszi a maximumét a pozitiv § értékek
halmazdn. Tovabbi fontos tulajdonsdg az aldbbi:

12. Lemma. g(8) szigorian konkdv a pozitiv § értékek halmazdn.

Ezt beldtjuk. Legyen 2’ = argmin, {uz + §(lnp — In F(z))}, z” =
argming {uzr 4+ §"(lnp — InF(z))}, =z(\) = argmin, {uz + (A’ + (1 —
A)6") (Inp —InF(z))}, 0<A<1, §>0, 6 >0. Ekkor

9(8') < uz(N\)+6'(Inp—In F(z(X))) és g(6") < uz(N\)+6"(Inp—In F(z(\))).
fgy Ag(6') + (1 — N)g(6”) < uz(X) + (A6 + (1 — A)6") (Inp — In F(z()))) =
g(A8" + (1 — N\)&"). Ezzel az 4llitast igazoltuk. 0

3 Algoritmus a (P) feladat megolddsara

Az itt kdvetkezé algoritmus a (D1) feladat megolddséra szolgdl, olyan § >
0 értéket keresiink, amely g(6)-t maximalizdlja. Ekkor (;5\, z), ahol T =
arg minge g {uz + g(ln p—InF(z))}, a (D) feladat optim4lis megold4sa lesz,
és a 8. Lemma értelmében fgy T a (P) feladat optimdlis megolddsa.
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Az algoritmus konstrukciéjaban elsésorban Teboulle (1992) és Eggermont
(1990) eredményeire tdmaszkodtunk.

Tekintsiik a (P) feladat Lagrange fiiggvényének kovetkez6 ,,entrépiaszerti
kiterjesztését”:

Es (6,2) =uz+6(lnp—InF(zx)) — wy 1dy(6,6")
= L(6,z) — wy'd,(6,8), 6>0, z € R™,

ahol wi > 0,6, > 0 adottak. A tovdbbiakban § és 6y eltérését a o(t) =
—1Int4-t — 1 fiiggvény generdlja. Tehdt

dw(6, (51‘:) =] 5k(ln6k = 11’15) + 6 — k.

Az algoritmus lényege az, hogy a k. iterdcidban &, > 0 birtokdban
meghatarozzuk Ej, (6, ) nyeregpontjit az x-ben az R™ téren torténd mini-
malizéldsra és 6-ban a nemnegativ § értékeken torténd maximalizalasra nézve.

Az eljérds kezdetén vélasztunk egy kiindulé 8o > 0 kezdeti értéket és
megadjuk azt az (w,@), 0 < w < @ intervallumot, amelyben az egyes itera-
cidkban az wy, (k =0, 1,...) sorozat elemeit vélasztjuk. Az algoritmus k-adik
iterdciéjdban meghatarozzuk a

641 = argmax {g(8)—wy d(6,8k)} = arg max {9(8)—wp, (65 (I 6p—In 6)+6—6) }

értéket a 8y, érték ismeretében, ahol g(§) = min, L(6, z) = min,{uz+6(lnp—
In F(z))}. Ez a kovetkezd iteraciés séméhoz vezet:
zF+1 az aldbbi egyenletrendszer megoldésa:

Ok dln F(z)

1 ;= 8 i =1,...,m,
(1) U 1+wklnFm B2 ) m
D

8,11 az aldbbi értékadds eredménye:

e

2 6k 1= T (oktly
@) e 1—I—wklnE-(m—;—2

Ha F(z*t1) = p (vagy p-hez kell8en kozeli), akkor az eljdrds befejez6dik:
z"*1 g (P) feladat optimélis megoldésa.?

2BEgy megjegyzés erejéig itt hivatkozunk arra a bevezetés végi Allitdsunkra, amely
szerint az algoritmus alkalmazhaté és konvergens a @p—divergencia fiiggvények széles
korére. Amennyiben olyan Csiszér-féle o-fliggvényt alkalmazunk, amely a bevezetSben
lefrt tulajdonsdgokkal rendelkezik, akkor mindkét formuldban — % helyett
' 14wy In £ I:“ 5
b p* (Wi In F_(:%r)) szerepel, ahol ¢* a ¢ Miggvény konjugdltja. Be lehet litni, a

In F% < 0 feltétel ekkor ekvivalens az wyp*(In F‘E’”ﬁ) < 0 feltétellel. A (t) = —Int+t—1

konjugéltja, mint kénnyen kiszdmithaté, a ¢*(s) = In L) fiiggvény, s < 1.

1—s
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4 Az algoritmus konvergenciijardl

Elészor azt kell beldtnunk, hogy az algoritmus jél definidlt, azaz (z**1, 641)
minden iteraciéban létezik.

13. Lemma. Az (1)-(2) egyenletrendszert megolds (z*+1 6;11) létezik
és nyeregpontia az

Es, (6,x) =uz 4+ 6(Inp — In F(z)) — w™'dy(6, 6k)

figguénynek w = wy, > 0 €s 6 > 0 mellett a 6-ban a nemnegativ szdmokon
torténd mazimalizdldsra és z-ben az R™-en torténd minimalizdldsra nézve.

. o, 1 . ’ . —wfl
Bizonyitds. Az o EE lnﬂpﬂvm F(z) fuggvény az {:L‘ : F(z) > pe™“x }

halmazon értelmezett szigorian konkav In(1 + wyIn ﬂpﬁ) fuggvény gradi-
ense, amely O-hoz tart, ha x — oo, vagyis ha F(z) — 1. Aln(1 +wgIn %ﬂ)
fliggvény esszencidlisan sima: értelmezési tartomdnya belsejében folytonosan
differencidlhaté és }v1n(1-+wk In 22l too, ha @ az értelmerdsi tar-

tomény egy hatdrpontjdhoz tart. Ezért VIn(1l + wy In E}(@ﬂ) invertalhatd, 1d.
Rockafellar (1970). Az F' gradiense pozitiv. Ezért minden pozitiv ﬁ vektor

w

esetén van egyetlen olyan z*t! amelyre 3 = VIn(l + wiln ﬂpﬂ), vagyis
olyan z*+1, amely kielégiti az (1) feltételeket. Vegyiik észre, hogy egytttal
z"*t! = argmin, Ej, (6k41, ). Végiil vegyiik észre, hogy 641 maximalizélja
az Ejs, (6, £"1) szigordan konkdv fiiggvényt a § > 0 feltétel mellett. fey
(z*tL, 6k41) az Es, (6, ) fiiggvény nyeregpontja. a

Mivel F(z*+1) > pe‘“’lzl, ezért bpy1 > 0. Fontossiga miatt ezt kiilén
allitdsban fogalmazzuk meg.

14. Lemma. 64 > 0.
15. Lemma. A4 ¢(6x) szigorian novekvd konvergens sorozat.

Bizonyitdas. Vegylk figyelembe, hogy

2kl — argmin{uzx + fg4+1(lnp — In F(z))},

k1 = argmax {§(Inp — In Fzj41)) — wy 1d, (6, 5k)}
Vagyis g(8k+1) = uz®** + 81 (Inp — In F(zF+1)). Igy

9(6k41) > uabt 4§y (Inp — In F(zkH1)) — wi Y (Bk 41, Bk
= maxs>o {ua® + §(Inp — In P2 +1)) —witd, (6, k) }
> ug®t 4 6 (Inp — In F(a*+1)) — wid, (8, 61
= ug®t! 4 6 (Inp — In F(zF+1))
> ming {uz + 8 (Inp — In F(z))}
uz® + i (Inp — In F(z*)) = ().
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A {g(6;)} sorozat konvergencidja ezutdn abbdl kivetkezik, hogy a sorozat
feliilré] korldtos, hiszen g(6) felveszi a maximumét a pozitiv § értékek hal-
mazan. a

16. Lemma. A {6;} sorozat konvergens.

Bizonyitds. A 10. Lemma szerint g(6) felveszi a maximumat. Mivel g(6).
konkdv, ez azt jelenti, hogy a {§ > 0 : g(6) > v} halmaz korldtos minden
4 € R esetén, beleértve a v = g(6g) esetet is. Igy a {6} sorozat is korltos,
van tehdt torléddsi pontja. Tegyiik fel, hogy az &llitdssal ellentétben a {6k}
sorozatnak két torléddsi pontja van, jeldlje ezeket § és 6. Minthogy az {wi}
sorozat korldtos, szintén van torl6ddsi pontja, jelolje ezt w, w > 0. Legyen
{6;.} a {6k} olyan végtelen részsorozata, amelyre fenndll, hogy

lim wj, =w, lim §;, =6, lim 8,41 =26
k—oo k—o0 k—o0

A 15. Lemma bizonyitdsdban belattuk, hogy

9(650+1) > 9(ju11) — wi (8511, 651) > 9(85.)

minden k esetén, vagyis a
9(8) > 9(6) —w™d,(6,6) > ()

egyenlStlenségnek teljesiilnie kell a szerepld fiiggvények folytonossdga miatt.

Mivel g(¢) =g(6) a 15. Lemma szerint, ezért dy(6,6) = 0, ami implikalja,

hogy 6 = é. Ellentmondésra jutottunk tehat azzal a feltevéssel, hogy § # 6. O
17. Lemma. Az {F(z*)} sorozat konvergens, limy_,oc F(z*) = p.
Bizonyitds. Legyen 8y = limy_,oo 6°. Ha 6 > 0, akkor a

By = L
SRR i) o

Osszefiiggés miatt és azért, mert az wy, sorozatot Ugy valasztjuk, hogy minden
eleme egy adott pozitiv intervallumban legyen kévetkezik, hogy az F(z*+1)
sorozat p—hez tart. De &y > 0, kiilonben a VIn F(z) minden komponense
+o00-hez tartana, hiszen (z*,6y) kielégiti az u = 6,V In F(z) egyenletrend-
szert. Ez F eloszldsfiggvény volta miatt csak akkor lehet, ha az F(z*) sorozat
0-hoz tart. De ekkor, figyelembe véve azt is, hogy wi-t egy korlatos pozitiv
intervallumban vélasztjuk, az 1 4wy (In F(z*) —Inp) sziikségképpen —oo-hez
tart, ellentmondédsban azzal, hogy 6, > 0. a

5 A mddszer implementalhatésagardl

Végiil néhdny aggodalmaskodd megjegyzés kovetkezik a mddszer implemental-
hatésdgarél. Minden iterdcidban, mint ldthaté, meg kell oldanunk az (1)
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egyenletrendszert (ez maga egy minimalizal4si feladat). A szereplé fliggvények
az F' gradiensei, amelyek fiiggvényértékei tobbvaltozés integrilds eredményei
(tobbvaltozds normalis eloszldsfiiggvény esetében e gradiensek is tobbvaltozés
normélis eloszldsfiiggvények), pontosan kiszdmitani 8ket nem lehet, csak ko-
zeliteni. Az egyenletrendszer megolddsdra, majd az 4j § értékének pontos
meghatédrozdsdra mér emiatt sincs méd. A (P) feladat optiméalis megolddsa
tehdt sziikkségképpen pontatlan, amely tény tovabbi pontatlansdgokat ered-
ményez, amikor e megolddsokat a (PP) ill. (DD) feladatok megoldésara
szolgalé mér hivatkozott (Komdromi, 1986) primél-dudl algoritmusban hasz-
naljuk fel vagy ha més konvex programozasi algoritmust alkalmazunk a (D D)
feladat megoldésdra. (E szempontok természetesen nem csak az entrépia-
szertl proximalis pont médszerrel kapesolatban mertilnek fel.) Ilyen kérilmé-
nyek kozott felvethetd, vajon érdemes-e az eljards konvergencidjdnak vizsgé-
latédval bajlédni. A vélasz természetesen igenld, hiszen évintézkedéseket is
csak akkor tudunk beépiteni az eljdrdsba, ha tudjuk, hogy ,,illik” viselkednie.
A szerz6 tapasztalatai a pontatlansdggal kapcsolatos aggodalmakat nem
igazoltdk. A (P) feladat megolddsdra végzett szdmitégépes kisérleteinkben
legfeljebb 10-véltozds nemdegeneralt normalis eloszldsfliggvényeket és a () =
tlnt — ¢+ 1 fiiggvényt vélasztottuk. Az (1) egyenletrendszer megolddsara, a
ciklikus csckkentés médszerét alkalmaztuk, amely abban 4ll e feladat esetében,
hogy a (K —T) feladat i-edik egyenletében az z; értékét noveljik vagy csok-
kentjiik oly mértékben, hogy egyenléséget kapjunk — ezt folytatjuk egészen
addig, amig a pontossdggal megelégsziink. Ez az eljiras is konvergens, a bi-
zonyitds megtalalhaté Zangwill (1969) kényvében. Ilyen vilasztis mellett az
entrépiaszert proximélis pont mddszer biztonsigosnak és gyorsnak bizonyult.
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AN APPLICATION OF THE ENTROPY-LIKE PROXIMAL POINT METHOD
IN THE SOLUTION OF THE PROBABILISTIC CONSTRAINED LINEAR
PROGRAMMING PROBLEM

We are concerned with the following problem: uz — min,z € X = {z : F(z) >
p}, where F is a given joint continuous probability distribution function, u > 0,
v € R™, and p is a reliability level, 0 < p < 1. It will be shown that this problem
appears in the objective function of the dual of the probabilistic constrained linear
programming problem. We will investigate the behavior of the problem as the
function of its parameters. For solving it we apply a proximal point algorithm in
which instead of a quadratic term we employ a ¢-divergence function introduced
by Csiszar. We prove the convergence of the presented algorithm.






