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A MAGYAR MODSZER ES ALTALANOSITASAI *

FRANK ANDRAS
ELTE, Operdcidkutatdsi Tanszék

A linedris programozds dualitds tételének legkorabban el6fordulé specidlis
alakja BEgervary Jen6 klasszikus tétele teljes paros graf teljes parositdsainak
maximalis stily4rél. Az elegdns bizonyitas elvezet egy hatékony algoritmushoz,
melynek a szdllitdsi probléméra kiterjesztett alakja a nemzetkozi szakiro-
dalomban a Magyar Médszer nevet viseli. A mddszer alapelvét azdta tobb
irdnyban is dltaldnositottdk: nempéros grafok maximalis silyd pérositdsainak
meghatdrozdséra, a stlyozott matroid metszet problémaéra, folyam és szub-
moduléris d4ram feladatokra. Jelen munkéban &ttekintjik a Magyar Mddszer
e kiterjesztéseit.

1 Bevezetés

A Matematikai és Fizikai Lapok 1931-es 38-as szaméban jelent meg Egervéary
Jend: Matrizok kombinatorius tulajdonsdgairdl cimll dolgozata. [A cimben
szerepl6 kombinatorius szé valdszinlleg nem elirds, mert a cikk péaratlan
oldalainak tetején is ekként szerepel. Ugyanakkor Egervary egy 1957-ben
megjelent dolgozatdnak [9] irodalomjegyzékében sajét cikkére hivatkozva mar
a kombinatorikus szét haszndlja.] A dolgozat f6 eredménye Kénig Dénes
péros grifok maximdlis elemszdmi pérositdsairdl szélé tételének silyozott
véltozata, melyet eredeti, betihiv alakban idéziink:

1.1 Tétel (Egervary). Ha az ||aij|| n-edrendd matriz elemei adott nem-
negativ egészek, gy o

N+ pg > ai, (4,7 =12,...n), (X, u;, nem negativ egészek) (1)
feltételek mellett

n
min Z()\k + uk) = max(ai,, + a2, + ... +anu,) (2)
k=1

holvi,ve,...vn az 1,2,...0n szdmok Osszes permutdcioit befutjdk.

Egerviry a dolgozatban megjegyzi, hogy a tétel akkor is érvényben marad,
ha elejtjiikk az a;; métrixelemekre rétt egészértékiiségi feltevést, és a A;,
szamokrdl nem koveteljitk meg az egészértékiiséget.

1Beérkezett: 2002. marcius 29. Késziilt a T029772 és T037547 sz. OTKA pélyszatok
tdmogatasdval. Opericickutatdsi Tanszék, E6tvos Lorand Tudoményegyetem, Pdzmany
P. s. 1/c, Budapest, Hungary, H-1117 és Traffic Lab Ericsson Hungary, Laborc u.l,
Budapest, H-1037. A szerzé tagja az Egervdry Kutatdcsoportnak (EGRES). e-mail:
frank@cs.elte.hu.
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Kénig Dénes érdeme volt, hogy felismerte az eredetileg Frobenius &ltal
vizsgalt silyozatlan probléma grafelméleti jellegét, Frobenius tételét (amely-
nek ekvivalens alakja a Hall tétel) dltaldnositotta, és a konstruktiv alternalé
utas mddszert alkalmazta tételének bizonyitdsdra. Ennek segitségével ha-
tékonyan ki lehet szdmitani péros graf maximalis elemszdmi parositasit és
az éleknek pontokkal torténd minimdlis elemszdmu lefogdsat. Akkoriban a
grafelmélet gyerekcipSben jdrt, igy nem csoda, hogy Egervary a tételét még
a matrixok nyelvén fogalmazta meg. Lényegét tekintve azonban ez a tétel
péros grafokrdl szél, és az dltaldnositdsokhoz is konnyebben eljuthatunk, ha
gréfos alakban adjuk meg. Tekintettel arra, hogy az A métrix a;; elemei
koltségként értelmezhetdk, a tovdbbiakban a helyett a c jeldlést hasznéljuk.
Azt is el6rebocsdtjuk, hogy a célfiiggvényt néha koltség- néha silyfiiggvény-
nek nevezziik, az elébbit inkdbb minimalizdldskor, az utébbit maximalizdlds-
kor hasznalva.

1.2 Tétel. Legyen G = (V,E) teljes pdros grdf, melynek pontjai két n
elemi osztdlyba vannak sorolva. Legyen tovdbbd ¢ : E — Ry az éleknek
egy nemnegativ szdmokkal torténd silyozdsa. Ekkor G teljes pdrositdsainak
mazimdlis silya egyenld a nemnegativ silyozott lefogdsok minimdlis silydval,
ahol nemnegativ silyozott lefogdson egy olyan m : V — R fiigguényt értink,
amelyre w(u) + w(v) > c(uv) a grdf minden uv élére fenndll. Amennyiben c
egészértéki, gy az optimdlis w 1s vdlaszthats egészértékiinek.

A szakirodalomban a maximalis stlyd pérositds kérdését gyakran hozzs-
rendelési problémdnak nevezik. Erdemes még egy ekvivalens alakban meg-
fogalmazni Egervéry tételét, a linedris programozds nyelvén.

1.3 Tétel. Jelolje A a G teljes pdros grdf pont-él incidencia mdtrizdt, és
legyen c nemnegativ célfigguény. Ekkor a max{az : z > 0, Az < 1} linedris
program optimuma mindig felvétetik egész (és igy 0 — 1) vektoron, és van
olyan egész optimdlis megoldds, amelyre Az = 1. Touvdbbd, ha c egészértéki,
gy a min{) (w(v) : v € V), ™ > 0, mA > c} linedris program optimuma is
egészen felvétetik, és a két optimum mindig megegyezik egymdssal.

Egervary eredményének uttord jellege a kovetkezSkben foglalhaté Gssze.

1. A tétel a legels6 explicit megfogalmazésa, mégha specidlis métrixokra
is, a linedris programozds dualitds tételének.

2. A dualités tételnek olyan esetét irja le, amelyben mindig létezik egész-
értékil optimum.

3. A konstruktiv bizonyitési jelleg rdmutat az algoritmusoknak, mint 6n-
allé matematikai objektumoknak jelentSségére, Osszefiiggésben az algo-
ritmusok hatékonysdgdval. Bdr 1931-ben e fogalmak értelemszeriien fel
sem vetddhettek, Egerviry mddszere mind gyalkorlatilag, mind elméle-
tileg hatékony. Amint az kimutathaté (l4sd aldbb), polinomidlis, sét
valéjdban erésen polinomidlis futdside;jii.
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4. Egerviry tétele és eljardsa azt demonstrédlja, hogy egy elegdns mate-
matikai eredmény miként nyiijthat megoldést természetesen felvetédd
gyakorlati kérdésekre.

A Magyar Mddszer szdmos tovabbi eljaras kiindulépontja lett. Korai
példaként Ford és Fulkerson minimélis koltségli folyam algoritmusa hozhaté
fel. A hozzdrendelési feladatban, széllitdsi probléméaban, haldzati folyamoknél
fellép az a jelenség, hogy az optimumn egész vektoron is felvétetik. Ennek vald-
jéban kozos gyodkere van, éspedig az, hogy a széban forgd problémahoz tartozd
linedris program feltételi matrixa teljesen unimodularis. A Magyar Mddszer
gondolatait azonban olyan koriilmények kozott is sikerrel fejlesztették tovabb,
amikor a feltételi matrix mér nem teljesen unimoduldris, mégis az optimum
egészértékiisége biztosithatd, ennek messze haté kombinatorikus kévetkez-
ményeivel egylitt. Mindkét eljdrds kiindulépontja J. Edmondstdl szarmazik.
Az els6 segitségével meg lehet hatdrozni tetszéleges graf maximadlis silyd pé-
rositasdt. A masodik kiterjesztés matroidokra vonatkozik. Ennek segitségével
példdul ki lehet szdmitani egy élsilyozott irdnyitatlan graf olyan minimélis
stlyd fesz{td fajdt, amely egy megadott pontban (vagy éltaldnosabban egy
stabil ponthalmaz pontjaiban) fokszam korldtoknak tesz eleget. Vagy, a graf
élhalmazdn megadott k darab koltségfiiggvényhez meg tudunk hatirozni k
élidegen feszité fat ugy, hogy minimalizaljuk a kivalasztis teljes koltségét,
ahol az i-dik fét az ¢-dik koltségfiiggvény szerinti koltsége szerint szdmoljuk
be.

A dolgozat célja, hogy Osszefoglaldt adjon az ilyen irdnyu eredményekrdl.
Ennek sordn megadok néhdny olyan bizonyitdst, melyek ismertek ugyan, de
magyar nyelvii szakirodalomban még nem szerepeltek. A silyozott matroid
metszet tételre egy masutt még nem publikalt ) bizonyitdst adok, amely csak
a matroidok elemi tulajdonsagait hasznélja, szemben a komolyabb apparatust
igényl6 kordbbi poliéderes vagy algoritmikus hétterli bizonyitdsokkal. Azt
is igazolni fogom, hogy mér Egervary eredeti bizonyitdsa is hatékony, azaz
erdsen polinomidlis futdsidejd algoritmust szolgdltat maximaélis silyu teljes
pérositas megkeresésére. Ez nem ugyanaz, mint a H. W. Kuhn 4ltal javasolt
eljards (amit valéjdban Kuhn nyomén Magyar Mddszernek neveznek), mert
Kuhn a dudl valtozdk cseréjét és az alterndlé utas moédszert egybedtvozi,
mig az BEgervary bizonyitasbdl kozvetlenil addédé algoritmusban a maximé-
lis elemszdmi pdrositdst meghatarozé Konig-féle algoritmus egy kiilonéllé
szubrutinként szerepel.

2 Paros grafok

2.1 Maximadlis elemszamu parositasok
Az egész elmélet kiindulépontja Kénig [15] klasszikus tétele.

2.1 Tétel (Kénig Dénes). FEgy G = (S,T;E) pdros grdfoan a diszjunkt
élek mazimdlis v = v(G) szdma egyenld az éleket lefogd pontok minimdlis
7 =T7(G) elemszdmduval.
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Bizonyitds. Egy v elemi parositas lefogasahoz kell legaldbb v csics, igy az
Osszes élhez is kell, ezért v < 7. Ebbdl az is kdvetkezik, hogy (x) egy v elemd
L lefogas egy v elemii parositds minden élét pontosan egyszer fogja le.

A forditott irdnyhoz ldssuk be, hogy G élei lefoghatdk v(G) ponttal. Indi-
rekt, legyen G minimdlis ellenpélda abban az értelemben, hogy v(G) < 7(G),
de minden G-nél kisebb G’ grafra v(G’) = 7(G").

Minden w csticsot elkeriil maximélis parositds, mert ha valamelyiket nem,
gy v(G—u) < v(G), és miutdn G—u élei mér lefoghaték v(G—u) < v(G)—1
ponttal, ezen lefogdshoz u-t hozzdvéve G éleinek egy legfeljebb v(G) elemi
lefogasat kapndnk.

Legyen e = st a graf egy éle, melyre s € §;t € T. A G — e éleinek
létezik v(G) elemli L := AU B lefogdsa, ahol A C S,B C T. Az L nem
fogja le e-t, mert killénben G éleinek is (@) elemil lefogdsa volna. G — s-nek
van v(G) elemil parositdsa, amelynek B-t fedé Mp része () miatt nem fedi
A egyetlen pontjat sem. G — t-nek van v(G) elem( pédrositdsa, amelynek
A-t fed6 M4 része (*) miatt nem fedi B egyetlen pontjit sem. De most
MaUMpU{e} pérositdsa G-nek, melynek elemszéma |A|+|B|+1 = V(G')—l—l
ellentmondas.

A most kovetkezd algoritmikus bizonyitds lényegében Kénig eredeti bi-
zonyitdsa kicsit algoritmikusabb nyelven elmondva. (Kénig nem tekintette
explicit azt a kérdést, hogy miként lehet megtaldlni a széban forgd alterndléd
utakat, de a bizonyitdsabdl ez kdzvetleniil kiolvashato.)

Algoritmikus bizonyitds. A nemtrividlis v > 7 irdny igazoldsdhoz konstrui-
lunk egy M parositdst és egy L lefogdst, melyek elemszdma ugyanaz. Az
eljards tetszbleges M pérositdsbdl indul ki, ami kezdetben az tires halmaz is
lehet. Az altaldnos 1épéshen vagy taldlunk egy nagyobb parositést, és ekkor
a nagyobb pérositasra vonatkozéan iterdljuk az eljérast, vagy pedig egy |M|-
mel megegyez6 elemszamu lefogdst, amikor is az algoritmus véget ér.

Irédnyitsuk meg M éleit T-t61 S felé, mig az Osszes tébbi élt forditva.
Jeldlje Rg illetve Ry az S-ben illetve a T-ben az M altal fedetlen pontok hal-
mazat. Jellje Z az Rg pontjaibdl az gy kapott irdnyitott grafban iranyitott
uton elérhetd pontok halmazdt (amit szélességl kereséssel taldlhatunk meg).

Két eset lehetséges. Amennyiben Rp-nek esik pontja Z-be, akkor megkap-
tunk egy olyan Rg-t és Rp-t 6sszekotd P utat, amely M-ben alterndl. Most
M és P szimmetrikus differencidja egy M-nél eggyel tobb élbdl allé M’
pérositds. (Technikailag az eljirist nagyon egyszerfi végrehajtani: a meg-
taldlt 1t éleinek irdnyitdsit egyszertien megforditjuk.)

A miésik esetben Rr diszjunkt Z-t6l. Z definicidja folytdn Z-bél nem
lép ki irdnyitott él. Ervényes tovdbbd, hogy Z-be nem 1ép be megirdnyitott
wv € M pérositas él, hiszen v csak u-n keresztil érhetd el, igy v csak akkor
lehetett irdnyitott tton elérhetd Rg-bél, ha u is az volt.

Kovetkezik, hogy az L := (T'N Z) U (S — Z) halmaz egyrészt lefogja
az Osszes élt, masrészt minden M-beli élnek pontosan az egyik végpontjét
tartalmazza, tehdt | M| = [L]. ]

A fenti bizonyitds egytttal hatékony algoritmust is jelent a széban forgd



A Magyar Mddszer és dltaldnositdsal 17

optimumok meghatdrozasira. A 1épésszdm megbecsléséhez figyeljlik meg,
hogy legfeljebb n/2 alkalommal kell utat keresniink. Miutdn egyetlen 1t
megkeresése az élszdmmal ardnyos idGben torténhet, az Osszlépésszam nem
nagyobb, mint O(nm) (ahol n a graf pontszdma, mig m az élszdma,).

A Kénig tételhez szorosan kapcsolddik Hall tétele.

2.2 Tétel. Egy G = (S, T; E) pdros grdafban akkor és csak akkor létezik S-t
fedd pdrositds, ha teljesil a Hall-féle feltétel:

ID(X)| > |X| minden X C S részhalmazra , (3)

ahol T(X) jeloli azon T-beli pontok halmazdt, melyeknek van szomszédja X -
ben.

A tételt rogton kicsit dltaldnosabb alakban igazoljuk. Definidljuk egy
X C S halmaz hidnyat a h(X) := (|X]| — |[[(X)|) értékkel és legyen p =
(G, S) a maximdlis hidny, azaz
= h )
p = max h(X) (4)
2.3 Tétel. Egy G = (S,T; E) pdros grafban egy pdrositds dltal nem fedett
S-beli pontok minimdlis szdma egyenld pi-vel.

Bizonyitds. A max < min egyenlStlenség nyilvan fenndll. A forditott irdny
igazoldsdhoz legyen M egy maximélis (azaz v elemi) pdrositds és L egy
minimélis (azaz T = v elemf{l) lefogds. Legyen X := S — L. Ekkor M
pontosan |S| — v elemét nem fedi S-nek. Mésrészt I'(X) C L — S és igy

[ X] =X 2 |S = LI = |L= S| =S| = [L| =S| =7 =S| = v.

O
Legyen F az S maximélis (azaz p) hidnyd részhalmazainak rendszere,
vagyis F := {X C S : |X| - |[T(X)| = u}. Az F tagjait roviden maa-
hidnyu halmazoknak fogjuk hivni. Az el6bbi bizonyitds mutatja, hogy egy-
egy értelmii kapcsolat 4ll fenn a minimélis lefogdsok és a max-hidnyt S-beli
halmazok kozdtt: Ha L minimalis lefogas, akkor S — L max-hidnyu halmaz,
mig ha H C S max-hidnyd halmaz, akkor I'(H) U (§ — H) minimaélis lefogds
lesz.

2.4 Lemma. F zart a metszet és unio képzésre.

Bizonyitds. Konnytll ellenérizni, hogy a h fliggvény szupermoduléris, azaz
MX)+h(Y) <AXNY)+ARXUY). Tegyik most fel, hogy X és ¥ két
maxim3lis hidnyti halmaz (azaz F elemei). Ekkor p+ p = h(X) + h(Y) <
R(XNY)+h(XUY) < p+p, és emiatt valdban h(XNY) = p, A(XUY) = p. O

A lemmabdl kovetkezik, hogy az Osszes max-hidnyd halmaz metszete is
és unidja is max-hidny1, azaz létezik egy egyértelmi legsziikebb és egy leg-
bévebb max-hidnyu halmaz. Megjegyzendd, hogy Koénig fenti alterndld utas
algoritmusa segitségével e két halmaz kénnyen megkonstrudlhaté. Példdul,
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a legszikebb K max-hidnyd halmaz, amint azt konnyd kimutatni, éppen
Z NS lesz, ahol Z jeldlte az irdnyitott segédgrafban az Rg-bdl elérhetd pon-
tok halmazat. Ez egytittal azt is mutatja, hogy az algoritmus dltal produkalt
(S — K UT(K)) lefogds nem fiigg az algoritmus futdsétdl (szemben az al-
goritmus &ltal szolgdltatott parositéssal). A silyozott parositési algoritmus
bizonyitdsdhoz sziikségiink lesz még az alabbi hasznos megfigyelésre.

2.5 Lemma. Legyen K C S a legszitkebb maz-hidnyd halmaz G-ben. Ha a
grafbdl kitoroljik az dsszes olyan €élt, amely 1K) és S—K koz6tt vezet, akkor
a létrejoud G’ grifban a mazimdlis hidny ugyanaz, mint G-ben. Tovdbbd G
és G' maz-hidnyi halmazainak rendszere ugyanaz.

Bizonyitds, Miutdn G egy M maximélis parositdsdnak a I'(K)-t fedd élei
mind K-ban végzédnek, az M benne van G'-ben is, vagyis G' max hidnya
legfeljebb akkora, mint G-é, de persze kisebb nem lehet, mert G’ részgrifja
G-nek. Ebb6l az is kévetkezik, hogy a G egy max-hidnyl halmaza G’-ben is
max-hidnyi. Legyen most X tetsz6leges max-hidnyd halmaz G’-ben. Mivel
K max-hidnyd G’-ben is, a 2.4 lemma szerint KNX is max-hidnyd G'-ben. De
akkor K'NX max-hidnyd G-ben, hiszen K N X-bdl induld élt nem téroltiink,
és igy a K minimalitdsa folytdn K C X. Ekkor viszont I'(X) = IV (X)), azaz
X max-hidnyd G-ben is. a

2.2 Silyozott parositasok

Egervarynak az 1.2 tételére adott eredeti bizonyitdsdnak a véza a kovetkezd.
Legyen 7 egy minimadlis siilyd nemnegativ, egészértékd silyozott lefogds. (A
7 silydn a Y [w(v) : v € SUT)| Osszeg értendd.) Feltehetjiik, hogy 7
az S elemein mindeniitt pozitiv, mert ha nem, akkor az S-beli pontokon
eggyel névelve, a T-beli pontokon eggyel csokkentve mér ilyen lesz. Ameny-
nyiben azon élek G, részgrafjdban, melyekre m(u) 4+ 7(v) = c(uv) létezik
teljes M pérositds, gy M maximadlis silyd parositds, melynek silya egyenld
a m(v) értékek Osszegével. Ha viszont Gr-ben nincs teljes pérositds, tgy
Kénig vagy Hall tétele alapjdn létezik hidnyos X halmaz, azaz olyan, amely-
nek |X|-nél kevesebb szomszédja van. A 7 értékeit az X pontjain eggyel
csokkentve, a ', (X) pontjain pedig eggyel novelve, egy masik nemnegativ,
silyozott lefogdst kapunk, amelynek silya kisebb, mint 7-é, ellentmonddsban
7 minimélis vélasztdsival.

Ez a bizonyitds kénnyen algoritmizdlhatd, hiszen tetszdleges m stilyozott
lefogéasbdl kiindulva vagy taldl egy maximdlis silyu teljes prositést, és ekkor
az aktudlis 7 is optimalis, vagy pedig taldl egy jobb silyozott lefogdst, amivel
az eljarast iterdlva véges sok 1épés utén az els6 eset kbvetkezik be. Egy kézen-
fekv6 gyorsitési lehet8ség azonnal kindlkozik (amint azt Egerviry a késébbi
[9] dolgozatdban maga is javasolja): a m stilyozott lefogds médositasakor ne
eggyel noveljiink vagy csokkentsiink, hanem a legnagyobb olyan § értékkel,
amelyre a médositott 7' még silyozott lefogds. Az {gy nyert eljarist nevezziik
Egervary algoritmusdnak. (Hangstlyozzuk, hogy ez nem ugyanaz, mint a
H. W. Kuhn &ltal kifejlesztett primdl-dudl eljards, amit ma valéjdban a
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vildgban Kuhn javaslata nyomdn Magyar Mddszernek hivnak.)

Az Egervéry algoritmusnak az az elénye is megvan, hogy nem egészértékii
¢ silyfiiggvényre is miikodik, bar ekkor még az is kérdés, hogy az eljaris
véges-e egyiltaldn, és Egervéiry valéjaban a nemegész c esetét nem algorit-
mikusan, hanem folytonossigi megfontolasokkal intézte el.

Nem kevéshé fontos a mésik kérdés, hogy Egervéry algoritmusa milyen ha-
tékony, akar egész a c, akdr nem. Példdval megmutathatd, hogy ha tetszole-
ges olyan X halmazt hasznélunk a = médositdséra, amely megsérti a Hall-féle
feltételt, akkor az algoritmus nem polinomidlis futdsidejli (és ez a kellemet-
lenség még akkor is eléfordulhat, ha X maximaélis hidnyd halmaz.) Rdadésul
irracionélis kéltségek esetén még azt sem tudjuk, hogy az algoritmus véges
sok 1épés utan megill-e.

Egervary azonban [8]-ban azt javasolja, hogy a m véltoztatdsidt annak
a maximaélis hidnyd X halmaznak a segitségével végezzik, amelyet Konig
alterndlé utas algoritmusa szolgdltat, amely tehét a(z egyértelm) legszitkebb
max-hidnyi halmaz. Az aldbbiakban kimutatjuk, hogy Egervary algoritmusa
ilyenkor polinomilis, st er6sen polinomidlis futdsideji. Mivel nem jelent
semmilyen tobblet nehézséget, a bizonyitdst rogtén a tétel azon cséppnyit
4ltaldnosabb alakjira mondjuk el, amikor a piaros graf nem feltétleniil teljes,
csupédn azt irjuk el6, hogy tartalmazzon teljes parositast.

2.6 Tétel. Tegyiik fel, hogy o G = (S,T; E) pdros grifnak van teljes pd-
rositdsa. Legyen tovdbbd ¢ : E — Ry az éleknek egy nemnegativ szdmokkal
torténd sulyozdsa. Fkkor G teljes pdrositdsainak mazimdlis silya egyenld
a sulyozott lefogdsok minimdlis sulydval, ahol silyozott lefogdson egy olyan
m:V — R fliggvényt értiink, amelyre w(u) + w(v) > c(uv) a grdf minden uv
élére fenndll. Amennyiben c egészértéki, ugy az optimdlis w is vdlaszthato
egészértékiinek. Amennyiben G teljes pdros grdf, az optimdlis m vdlaszthato
nemnegativnak.

Bizonyitds. Tetszbleges M teljes parositésra és m silyozott lefogésra fenndll,
hogy Y (w(2) : z € SUT) = S ([r(w)+m(v)] : wv € M) > >~ (c(uv) : wv € M),
vagyis a minimum valéban legaldbb a maximum. Az is kiolvashatd, hogy
itt egyenldség pontosan akkor all, ha az M pérositds minden uv éle pontos
abban az értelemben, hogy 7(u) +7(v) = c(uv). Célunk tehdt azt kimutatni,
hogy 1étezik egy olyan , amelyre nézve a pontos élek grafjaban létezik teljes
péarositas.

Legyen 7 egy olyan stilyozott lefogas (egészértéki, ha c az), amelyre a pon-
tos élek G = (S, T; Er) részgrafjdban a p(= |S| — v(Gr)) érték minimélis,
és ezen belill, az (egyértelmil) legsziikebb max-hidnyd K C S halmaz a lehetd
legnagyobb. Készen vagyunk, ha a u, maximélis hidny nulla, mert ez épp
azt jelenti, hogy Gr-nek van teljes parositdsa. Tegyiik fel tehdt, hogy p. > 0.
Mivel G-nek van teljes prositdsa, biztosan van olyan e éle G-nek, amely K
és T —I'x (K) kozott vezet, ahol I'x(K) jeloli a K szomszédainak halmazat a
Gr-ben. Ilyen él nem pontos, igy a

§:=min(m(u) +7(v) —c(w) :w e B, uc K,v e T —T'x(K)) (5
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érték pozitiv. Mddositsuk -t Ggy, hogy a K minden elemén 6-val csdkkentjiik,
mig I';(K) minden elemén §-val noveljitk, azaz

m(v)— 46, hawveK;
m'(v) = w(v) + 6 have L (K); (6)
m(v), egyébként.

A 6 valasztdsa miatt az igy mdédositott 7/ tovabbra is silyozott lefogds, amely
egészértékii, ha ¢ az volt. A w'-ra vonatkozd pontos élek G/ gréfja abban
kilénbozik G.-t6l, hogy van legaldbb egy éle (ahol a -t definidlé minimum
felvétetett) K és T — I'y(K) kozott, de biztosan nincsen éle T'N I (K) és
S — K koz6tt (mikdzben Gr-nek lehetett). A 2.5 lemma szerint pr = py, és
Gn-ben a legszitkebb max-hidnyd halmaz szigordan b&vebb, mint K, és ez
ellentmond 7 valasztdsdnak.

Belattuk tehdt, hogy van olyan m silyozott lefogés, amelyre a pontos élek
részgrafjdban van teljes pdrositds. Végul tegyiik fel, hogy G teljes paros grif,
és igazoljuk, hogy 7 vélaszthaté nemnegativnak. Legyen a 7 legnegativabb
értéke —a ahol o > 0 és legyen 7(v) = —a, ahol v mondjuk S-ben van. ekkor
minden u € T cstcsra m(u) + 7(v) > c(uv) > 0 miatt 7(u) > . lgy ha 7t
ugy médositjuk, hogy S elemein néveljik a-val, mig T' elemein csokkentjiik
a-val, akkor egy maésik minimadlis silyozott lefogds keletkezik, amelyik mér
nemnegativ. O

<

A 3. szakaszban még az is kidertil, hogy az optimalis silyozott lefogés
pontosan akkor valaszthaté nemnegativnak, ha a maximaélis stlyd parositds
teljes parositdson vétetik fel (amely feltétel persze teljes paros graf esetén
fennll.)

A bizonyitds alapjan Egervdry algoritmusa a kévetkez$. Az algoritmus
bemenete egy teljes parositdssal rendelkezd paros graf, mig a kimenete egy
maximalis silyd pdrositds és egy minimélis stlyud sulyozott lefogds. Szub-
rutinként szlikséglink van a silyozatlan esetre vonatkozé fentebb ismertetett
alterndlé utas algoritmusra, amely egy tetszéleges G' = (S, T'; E') péros gral-
ban megkonstruél egy maximadlis M’ parositdst és a(z egyértelmii) legsziikebb
K’ C § max-hidnyd halmazt (melyekre tehdt |M'| = |IV(K")| + |S — K'|).
Hivatkozéds kedvéért ezt Konig szubrutinnak nevezziik.

Az algoritmus egy dltaldnos 1épésében rendelkezésre all egy m silyozott
lefogds (amely egészértékil, ha ¢ az, és amely kezdetben lehet példaul az
azonosan « lefogds, ahol v a ¢(e) kéltségek maximuma. Alkalmazzuk a Kénig
szubrutint a 7-re nézve pontos élek G, részgrafjdra. Amennyiben Gr-ben van
M teljes pdrositds, ugy az algoritmus az aktudlis 7 silyozott lefogds és M
teljes parositds kiaddsaval véget ér. Ha viszont Gr-nek nincs teljes parositdsa,
ugy a szubrutin éltal szolgaltatott (Gr-re nézve) legszitkebb K, max-hidnyd
halmaz segitségével (6) szerint mddositjuk 7-t, és az eljardst iterdljuk.

Mi mondhaté az algoritmus 1épésszamdrdl? Tekintsiik egy fézisnak az
algoritmus azon szakaszat, amig a pontos élek (egyre valtozd) részgrafjdban
a maximalis hidny valtozatlan. Nyilvan legfeljebb | S| fazis létezik. Egy fazis
soran a szubrutint legfeljebb |S|-szer hivjuk meg, hiszen beldttuk, hogy a 7
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cseréjekor a legszlikebb max-hidnyd halmaz szigorian bévil. Vagyis a si-
lyozatlan esetre vonatkozé alterndlé utas algoritmusnak legfeljebb |S|2-szeri
meghivésidval az algoritmus futdsa befejez6dik. Miutdn Kénig algoritmusa-
nak 1épésszamdra O(|S||E|) korldt volt mondhatd, a leirt silyozott eljiras
teljes futdsideje O(|S|3|E|).

Bé4r ez a 1épésszdm nem kiilonosebben ldtvdnyos (és valbjdban hatéko-
nyabb eljarasok is 1éteznek), mindenesetre azt megkaptuk, hogy az algoritmus
polinomiélis futdsideji, sét erésen polinomidlis is abban az értelemben, hogy
a futdsidd egyaltaldn nem fiigg a szerepl6 ¢ koltségfiggvénytol, amennyiben
feltessziik, hogy a szdmokkal végzett Osszeaddst, kivonast és dsszehasonlitést
egyetlen lépésben tudjuk elvégezni.

A jelen megkozelités elénye, hogy tisztdn mutatja a stlyozatlan és a
siilyozott parositdsi algoritmusok viszonyit. A stlyozatlan Konig-féle algo-
ritmus teljesen szepardltan, szubrutinként keriil felhaszndldsra. Amint azt
H. W. Kuhn megmutatta, a két eljaras dsszevonhatd, aminek taldn hatranya,
hogy az algoritmus sszetettebbé vilik, de elbnye, hogy jobb lépésszdm becslés
adédik. Most ismertetjiik a Kuhn altal javasolt Magyar Mddszert.

Kuhn algoritmusa silyozott teljes parositas meghatarozasara

Az 3ltaldnos 1épésben tekintjik a pontos élek dltal (az S UT ponthalmazon)
alkotott G részgrafot. Legyen M egy mdr rendelkezésre dllé péarositds G-
ben. Irdnyitsuk meg M éleit T-t6l S felé, mig az Osszes tObbi Gr-beli élt
forditva. Jeldlje Rg illetve Ry az S-ben illetve a T-ben az M &ltal fedetlen
pontok halmazat. Jeldlje Z az Rg pontjaibdl az igy kapott irdnyitott grafban
irdnyitott 1iton elérhetd pontok halmazdt (amit példdul szélességi kereséssel
taldlhatunk meg). Amennyiben Rp-nek esik pontja Z-be, akkor megkaptunk
egy olyan Rg-t és Rp-t dsszekoté P utat, amely M-ben alterndl. Most M és
P szimmetrikus differencidja egy M-nél eggyel tobb élbdl 4llé6 M’ pdrositds.
Ekkor az eljards egy fazisa véget ér, és az 4j M’ parositdssal folytatva iterdljuk
az eljarast.

Nézzilk most azt az esetet, amikor Rp diszjunkt Z-t8l. Legyen K, :=
Z N S és médositsuk -t a (6)-ban leirtak szerint. Ekkor az Rg-bdl elérhet6
pontok halmaza szigorian boviil. fgy egy f4zis (ami alatt tehdt a pontos élek
grafijdban a maximdlis parositds elemszdma nem nd) |S| dtkeresd eljdrds al-
kalmazdsa utdn véget ér. Mivel egy ttkeresés O(|E|) 1épésben végrehajthaté
és legfeljebb |S| fazis van, az algoritmus teljes futdsideje O(|E||S|?).

A fejezet lezdrdsaképp megmutatjuk, hogy a maximalis silyd (nem feltét-
leniil teljes) parositds meghatdrozdsénak problémdja egyszerii fogdssal vissza-
vezethetd a maximélis silyu teljes parositaséra.

2.7 Tétel. Egy G' = (8',T"; E') pdros grdfban nemnegativ ¢ silyfiggvény
esetén a pdrositdsok mazimdlis V. silya egyenld a nemnegativ (1) silyozott
lefogdsok minimdlis 7. silydval. Amennyiben ¢ egészértéki, az optimdlis '
18 valaszthatd egészértékiinek.

Bizonyitds. A v/, < 1/ egyenl&tlenség nyilvanvald, igy csak a forditott irdnnyal
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foglalkozunk. f]j pontok esetleges hozzdvételével elérhetjik, hogy a péros
graf két osztalya egyforma méretll legyen. Egészitsik ki a grafot 0 silyu élek
bevételével egy G teljes pdros graffd. A silyfiiggvény ezen kiterjesztését
tovabbra is jelolhetjik c-vel. A 2.6 tétel (mdsodik része) szerint G-nek
1étezik egy M teljes parositdsa és c-nek egy m nemmnegativ silyozott lefogésa,
melyekre ¢(M) = " m(v). Mivel az j élek silya 0, igy az 4 élek kihagydséval
M-bél keletkezé G’-beli M’ pérosits silya viltozatlanul ¢(M). Miutdn
4j pontbdl (ha van) csak 0 silyd él megy ki, igy 7 értéke az 1ij pontokon
0, vagyis, ha m-t megszoritjuk az eredeti pontokra, akkor a keletkez& 7'-re

Yor'(v) =3 w(v), és igy Yo' (v) = c(M'). O

Végil megjegyezziik, hogy tetszdleges rogzitett k pozitiv egészre Ford és
Fulkerson minimaélis kéltségii folyam algoritmusénak segitségével ki lehet sza-
molni a maximélis (vagy minimdlis) siilyd k él(i pdrositdst, ha ilyen parositds
egyéltalan 1étezik.

3 Teljesen unimodularis matrixok az optima-
lizalasban

Az aldbbiakban ismertetjiik azt a Hoffmantdl és Kruskaltdl [13] szdrmazd
megkozelitést, amely rdvildgit arra a hdttérben meghijé mélyebb okra, ami
miatt Egervary tétele fenndll. Ez pedig az, hogy egy péros grif pont-él in-
cidencia métrixa teljesen unimoduldris, és a linedris programozis dualitds
tételében az optimumok egészértékii vektoron is felvétetnek, amennyiben a
feltételi matrix teljesen unimoduléris.

Az aldbbiakban egy matrixot vagy egy vektort akkor neveziink egésznek
vagy egészértékiinek, ha minden eleme (komponense) egész szdm. Valamely
A maétrixot akkor neveziink teljesen unimoduldrisnak, ha minden aldeter-
mindnsa (0,+1) értékil. Speciélisan, ilyen m4trix minden eleme 0,+1 vagy
—1. Vildgos, hogy TU-métrix transzponéltja is az. Sorokat vagy oszlopokat
—1-gyel szorozva vagy elhagyva ismét TU-matrixot kapunk. Tovdbbé, egység-
vektorokat sorként vagy oszlopként egy T'U-métrixhoz illesztve TU-métrixot
kapunk. fgy, ha az A TU-métrixot kiegészitjilk egy I egységmdtrixszal, akkor
a keletkez6 (A, I) métrix is TU-métrix. Ha A TU-métrix, ugy (4, —A) is az.

Példaképp, legyen A egy D = (V, E) irdnyitott graf incidencia métrixa,
azaz A soral a V-nek, oszlopai E-nek felelnek meg, és az Oy,e €lem akkor
+1 illetve —1, ha az e él belép illetve kilép v-bél (egyébként 0). Nem nehéz
igazolni, hogy digraf incidencia métrixa teljesen unimoduléris, és hogy péros
graf incidencia matrixa teljesen unimoduléris.

Ezeket altaldnositja a hdldzati mdiriz. Legyen D olyan irdnyitott graf,
amely irdnyitatlan értelemben Osszefliggt, és legyen F' egy feszitd fa. Az A
matrix sorai az F' éleinek felelnek meg, mig az oszlopai az F-en kiviili éleknek.
Minden uv nem-fa élre a faban egy egyértelmil (nem biztosan irdnyitott) it
vezet v-bél u-ba. Ennek egy f elemére a métrix ay . elemét definidljuk 1-nek,
ha f irdnya megegyezik az itéval és —1-nek, ha azzal ellentétes. A matrix
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minden méds eleme 0. Szdmos érdekes alkalmazést tesz lehetévé az aldbbi
Tutte-tdl vald eredmény.

3.1 Tétel. Az A hdlézati mdtriz teljesen unimoduldris.

Bizonyitds. Mivel haldézati métrix részmitrixa is az, elég azt beldtni, hogy
egy négyzetes hdlézati matrix determindnsa 0,1 vagy —1. Hélézati métrix
sorat vagy oszlopat —1-gyel szorozva halézati matrixot kapunk. Egy sor vagy
oszlop —1-gyel valé szorzésa annak felel meg, hogy a megfelels élt (akdr fa-él,
akdr nem-fa él) dtirdnyitjuk.

Tekintsiik a finak egy v végpontjit. Ha az F' fa v-vel szomszédos éléhez
tartozé sorban 1év6 nemnulla elemek o szdma legfeljebb 1, akkor a deter-
mindns kifejtési szabdly alapjan indukciéval készen vagyunk. Tegyiik fel,
hogy a > 1, vagyis v szomszédos legaldbb két nem-fa éllel. Atirdny{tds miatt
feltehet8, hogy ezek koziil pontosan egy van v felé irdnyitva. Legyen ez sv és
legyen vt egy masik nem-fa él. Ha az sv-nek megfelel$ oszlopot, hozzdadjuk
a vt-nek megfeleld oszlophoz, akkor egyrészt persze a determinéns értéke
nem valtozik, mésrészt ismét hdlézati matrixot kapunk, éspedig azé a grifét,
amelyben a vt él helyett az st él szerepel.

Ilyen atalakitdsokkal egy olyan digrafot kaphatunk, amelyben az F' feszitd
fa véltozatlan, egyetlen nem-fa él (nevezetesen sv) szomszédos v-vel, vagyis
a hozzatartozd hélézati matrix v-nek megfeleld sordban egy nemnulla elem
van. Ilyen hilézati matrixrdl pedig mér lattuk, hogy a determindnsa 0,1,
ugyanakkor a fenti operaciék nem véltozattdk a determindns abszolit értékét.

a

Most megvizsgdljuk, hogy a linedris programozés dualitds tétele illetve
a Farkas lemma miként alkalmazhaté olyan kombinatorikus optimalizalédsi
feladatok esetén, mint amilyen a silyozott parositds probléméja. A megoldés
kulcsa az a megfigyelés lesz, hogy bizonyos speciélis feltételi médtrixok esetén
az optimum mindig egész vektoron is felvétetik.

Adott M = <g> matrixhoz tekintsiik a

Pr=1by, Qr<bh (7)

linedris rendszert. Tegyiik fel, hogy ennek megoldds halmaza az R poliéder
nem ires. Az R egy elemét nevezzilkk erds bdzis-megolddsnak, ha el64ll
valamely M'z’ = V' egyenletrendszer egyértelmii megolddsinak nulla kom-
ponensekkel valé kiegészitéseként, ahol M’ az M egy [(r(M) x (r(M)]-es
nemszinguldris részmétrixa és b’ jeloli a b azon részét, amely az M’ sorainak
felel meg. (Konny( igazolni, hogy egy {Az = b,z > 0} alaki rendszer egy
megolddsa pontosan akkor erés bézis-megoldds, ha a pozitiv komponensei-
hez tartozé A-oszlopok linedrisan fiiggetlenek). Abban a speciilis esetben,
amikor R csicsos, némi munkdval igazolhatd, hogy az erés bézis-megolddsok
éppen az R csicsai. A definiciébdl kovetkezik, hogy legfeljebb csak véges sok
erés bazis-megoldds létezhet. A Caratheodory tétel egy véltozata szerint
mindig 1étezik erds béazis-megoldds, sét tetszdleges olyan c¢ célfiiggvényre,
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amelyre cz feliilrél korldtos az R poliéderen, érvényes, hogy az R barmely
2’ eleméhez l8tezik egy olyan z* erls bdzis-megoldds, amelyre cz* > cz/,
amibél addédik, hogy a max{cz : z € R}, ha korldtos egyéltaldn, akkor egy
erbs bazis-megolddson felvétetik.

3.2 Lemma. Tetszbleges M TU-mdtrizszal megadott (7) egyenlétlenség-
rendszer esetén, ha a jobboldali korlitozd b vektor egész, akkor minden erds
bdzis-megoldds egész.

Bizonyitds. Egy erés bézis-megoldds eléall valamely M'z’ = b’ egyenletrend-
szer egyértelmi megoldasanak nulla komponensekkel valé kiegészitéseként,
ahol M’ az M egy [(r(M) x (r(M)]-es nemszinguldris részmétrixa és &' jeldli
a b azon részét, amely az M’ sorainak felel meg. Méarmost, ha M TU-métrix,
akkor a nemszinguldris M’ determindnsa +1 vagy —1. A Cramer szabdly
szerint, miutdn b egész, az egyértelm(i ' megoldds is az. a

3.3 Lemma. Legyen c tetszéleges (nem feltétlentl egészértéki) vektor. Bdr-

mely
(P
“=(2)

TU-matrizszal megadott K = {x : Pz =0, Qz < 0} metszet-kipnak, ha van
olyan &' eleme, amelyre cx’ > 0, akkor K -nak van ilyen (0, +1)-értéki eleme
18.

Bizonyitds. Mivel z’ pozitiv szdmszorosa is K-ban van, feltehetd, hogy 2’
maga olyan, hogy minden komponense a [—1,-1] zdrt intervallumba esik.
Vagyis a

(-1,...,~1)<z<(l,...,1), Pr=0 Qz<0 9)

rendszer éltal meghatdrozott korldtos poliédernek z’ olyan eleme, amelyre
cz’ > 0. Ekkor az elébb emlitett tulajdonsig szerint van olyan z* erés bazis-
megolddsa (8)-nak, amelyre cxz* > cz’. A 3.2 lemma miatt x* egészértékd,
azaz minden komponense 0, £1. O

A Farkas lemma (egyik véltozata) azt mondja ki, hogy a (7) és az aldbbi
(9) linesris rendszerek koziil pontosan az egyik oldhaté meg. Amennyiben a
szereplé M matrix teljesen unimoduldris, a megolddsokrdl tobb mondhatd:

3.4 Tétel. Tegyiik fel, hogy az M = matric teljesen unimoduldris.

P
Q
Ha a (7) primdl probléma oldhaté meg és a korldtozd b vektor egész, akkor

(7)-nek van egész megoldasa is. Ha az

=20, yM=0, yb<O 9)
dudlis probléma oldhatdé meg, ahol y = (yo,y1), akkor van (0,+£1)-értéki y
megoldds 1s (figgetleniil b egészértékiségétsl).

Bizonyitds. A tétel elsd fele kovetkezik a 3.2 lemmdbdl, és abbdl a mar
emlitett eredménybdl, hogy ha létezik megoldds, akkor 1étezik erés bdzis-
megoldds is. A tétel médsodik fele pedig a 3.3 lemma kdzvetlen folyomédnya. O
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3.5 Tétel. Ha a max(cz : Pz = by, Qz < by) linedris programozdsi problé-
mdnak létezik megolddsa, toudbbd ha az M = A matriz teljesen unimodu-

laris és b egész, akkor az optimum egész vektorom is felvétetik (figgetlenil
attsl, hogy c egészértéki vagy sem).

Bizonyitds. Miutén az optimum er8s bézis-megolddson is felvétetik, a 3.2
lemm&bdl az eredmény kovetkezik. O

Alkalmazésként eldszor levezetjiikk K6nig tételét.

A 2.1 tétel bizonyitésa. Nyilvdn minden gréfra v < 7. Az egyenldség iga-
zoldsdhoz azt kell kimutatnunk, hogy péros grafban létezik olyan pérositds
és olyan lefogé pontrendszer, melyek elemszdma megegyezik.

A péros graf incidencia métrixét jelolje A, amelyben a soroknak a graf
pontjai, az oszlopoknak a graf élei felelnek meg. Tekintsiik a kovetkezo
primél-dudl linedris program part:

max(lz : Az <1,z >0), (10)

min(ly: yA>1,y>0). (11)

A 3.5 tétel szerint mindkét programnak az optimuma egész vektoron felvétetik.
Jeldljiik ezeket rendre zp-lal és yo-lal. (10) minden egészértéki megoldésa
0 — 1 értékii, és rogton létszik, hogy (11) minden optimalis egészértékld
megoldasa is 0 — 1 értékii. Legyen M azon €lek halmaza, melyeken zo az 1
értéket veszi fel, és legyen L azon pontok halmaza, amelyeken yo az 1 értéket
veszi fel. Az Az < 1 feltétel azt jelenti, hogy M pdrositds a grafban, mig az
yA > 1 feltétel azt jelenti, hogy L az éleket lefogé pontrendszer. A primal és
dudl optimum értékek egyenlésége pedig azt jelenti, hogy |M| = |L|, ami a
célunk volt. m]

Természetesen a primél programban az azonosan 1 célfiiggvény helyett
vélaszthatunk tetszdleges ¢ célfiiggvényt. Ekkor a fenti médszer kiadja a 2.6
tételt, s6t annak utolsé mondatit még az aldbbi ersebb alakban: Az opti-
mdlis = akkor és csak akkor vdlaszthatd nemnegativnak, ha a mazimdlis silyd
pdrositds teljes pdrositdson is felvétetik.

Tovébbi altaldnositasokat kaphatunk, ha a primal feladatban a jobboldalt
valamilyen (nemnegativ) b vektornak valasztjuk. Ennek az a kombinatorikus
jelentése, hogy maximélis koltségil fokszdm-korldtozott részgrafot keresiink.
Természetesen als6 korldtokat is kitlizhetiink a fokszdmokra, mint ahogy kor-
ldtozhatjuk alulrdl és feliilrél azt, hogy egy élt hany példdnyban vehetink be
a keresett részgrafba. Valdjaban nem is érdemes megfogalmazni a killénboz6
lehetéségekre vonatkozé min-max tételeket, mert a dualitds tétel és a paros
graf incidencia métrixdnak teljes unimodularitdsa médr magdban hordozza a
sziikséges informaciét.

A szakasz befejezéseként megmutatjuk, hogy a TU-métrixokra vonatkozé
Farkas lemma (3.4 tétel) miként adja ki Hoffman megengedett dram tételét.
Jeldlipn D = (V, E) egy irényitott grafot. Legyen f: E — R U {—oo} alsé
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kapacitds, g : ' — R U {+oo} felsd kapacitds gy, hogy f < g. Valamely
z : B — R vektorra és § C V részhalmazra legyen 0,(S) 1= 3 (z(uv) :
uv € F,uv belép S-be) és legyen 6,(S) := 0,(V — S). Az x vektort dramnak
(cirkuldciénak) nevezziik, ha teljesiil a 4 megmaraddsi szabdly, azaz o, (v) =
6z(v) fenndll minden v csticsra. Az x dramot megengedetinek mondjuk, ha

f<z<g. (12)

3.6 Tétel (A. Hoffman, 1960). Akkor és csak akkor létezik megengedett dram,
ha
07(X) < 64(X) minden X CV halmazra. (13)

Tovdbbd, ha f és g egészértékiek, és (13) fenndll, akkor létezik egészértékil
megengedett dram is.

Bizonyitds. A sziikségesség igazoldsdhoz, tegyiik fel, hogy x megengedett
aram. Ekkor §4(X) — o7(X) > 6.(X) — 0.(X) =0, amibél (13) kévetkezik.

Az elegendbséghez tekintsiik az {Az < 0,z < g,~x < —f} rendszert.
Figyeljiik meg, hogy a jelen esetben egy x vektorra akkor és csak akkor teljesiil
az Az < 0 egyenldtlenség, ha Az = 0. A 3.4 tételt alkalmazva kapjuk, hogy
ha a fenti rendszernek nincs megoldésa, akkor van olyan (y,u,v) (0, 1)-értéki
vektor, amelyre (x) yA+u—v =0 é (+*) ug—vf < 0. Mivel f < g,
igy minden élre feltehetd, hogy u(e) és v(e) koziil legalabb az egyik nulla (ha
ugyanis mindketté 1, akkor mindkettét helyettesithetjiik nulldval.)

Jeldlje Z azon z pontok halmazét, ahol az y(z) = 1. Ekkor (x) miatt
minden olyan e élre, amelynek mindkét vége vagy Z-ben vagy V — Z-ben
van, u(e) = v(e) = 0. Tovibbd minden Z-be belépd e élre v(e) = 1, u(e) =0
és minden 2-b8l kilépd élre v(e) = 0,ule) = 1. Miutdn ug = 8,(Z) és
vf = 07(Z), igy (+x) ellentmond a (13) feltételnek. O

4 Parositdsok nem-pdros griafban

Nem-péaros grafokra a maximélis (silyd) pérositds meghatérozdssnak prob-
lémdja jéval nehezebb, mint a pédros esetben. Ebben a fejezetben ismer-
tetjik azt a donten J. Edmondstél eredd elméleti hétteret, amely lehetévé
tette [4] az algoritmusok kidolgozdsat. Maguk az algoritmusok dsszetettebbek
anndl, semhogy egy ilyen 6sszefoglalé cikk keretében vallalkozhatnink a be-
mutatdsukra, ugyanakkor az alibbi f6 eredményekre mdra mér viszonylag
tomor bizonyitdsok dllnak rendelkezésre. A kozolt bizonyitésok Schrijver [17]
munkéjabdl valék, némi egyszeriisitéssel.

4.1 Maximdlis elemszdmii parositdsok

A maximélis elemszdmu pérositds meghatdrozdsdnak kérdésére Tutte tétele
illetve a Berge-Tutte formula adja meg az elvi valaszt. A hiromszdg példdja
mutatja, hogy a péros grafra vonatkozd esettel szemben, itt mar a parositdsok
maximalis v elemszdma lehet szigoriian kisebb, mint a lefogé pontok mini-
malis 7 szdma.
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4.1 Tétel (W. T. Tutte). Egy G = (V, E) grdfban akkor és csak akkor létezik
teljes pdrositds, ha a csicsok bdrmely X részhalmazdt kihagyva o keletkezd
pédratlan pontszdmi komponensek q(X) szdma legfeljebb | X|.

Ezt &ltalénositja (barha kdnnyen levezethetd beldle) a parositdsok maxi-
mélis szdméra vonatkozé Berge-Tutte formula.

4.2 Tétel (Berge-Tutte formula).
V(G) =min(|V] - ¢(X) +[X|: X CV)/2. (14)

Vagy ekvivalens alakban, egy pdrositds dltal fedetleniil hagyott pontok mini-
mdlis szdma egyenld q(X) — | X|/2 érték minimumdval.

Bizonyitds. Egy osszefiiggd gréfot (faktor-)kritikusnak neveznek, ha béarmely
pontjét kihagyva a maximélis pérositds elemszdma nem csokken, més széval
minden csticsot elkeriil maximalis parositds. A bizonyitds egyszerii indukcio-
val fog kovetkezni az aldbbi lemmdbdl.

4.3 Lemma (Gallai). Ha H = (U, F) grdf kritikus, akkor |U| pdratlan és
v(H) = (JU| —1)/2, azaz H-nak van olyan pdrositdsa, amely egyetlen pontot
hagy fedetleniil.

Bizonyitds. Kritikus grafnak természetesen nem lehet teljes pérositasa. Te-
gyiik fel indirekt, hogy H egy maximalis pérositésa legaldbb két pontot fedet-
leniil hagy, és valasszuk meg ezt az M pédrositast és a fedetlen s és t pontokat
tigy, hogy a H-beli tdvolsdguk minimélis legyen. Ez a tavolsdg persze nem
lehet egy, azaz s és t nem lehet szomszédos, mert akkor az st élt M-hez véve
nagyobb pérositst kapndnk. Az s-t és t-t bsszekdté P legrovidebb ttnak
legyen z egy belsé pontja. Mivel H kritikus, 1étezik z-t elkerill6 maximalis M’
pérosités. M és M’ két maximadlis elemszamu péarositds, ezért szimmetrikus
differencidjuk diszjunkt alterndlé kdrokbol és paros élszam1 utakbdl all. Ezek
koziil jelolje R az -t tartalmazé utat. Ekkor M és R szimmetrikus differen-
cidja egy olyan M" maxim4lis parosités, amely szabadon hagyja z-t, és lega-
14bb az s és t pontok egyikét, és ez ellentmond az s,¢ és M vilasztdsdnak. O

Ri4térve a Berge-Tutte formula bizonyitdséra, ldthaté, hogy tetszbleges M
pérosités és X C V halmaz esetén legalabb q(X) — | X| pont marad fedetlen,
azaz M legfeljebb [V/|—(q(X)~|X]|) pontot fed, igy az M elemszéma legfeljebb
(IV] — g(X) +|X])/2. Igy (14)-ben ¥(G) < min kovetkezik.

A forditott irdny bizonyitédsdhoz V elemszdma szerinti indukei6t alkalma-
sunk. Ha [V| = 0, akkor (14) mindkét oldala 0. Tegyiik fel tehat, hogy
|V| > 1 és azt, hogy a (14) formula érvényes minden kisebb gréfra. Nyilvan
feltehetd, hogy G Osszefiiggd. Azt kell kimutatnunk, hogy létezik egy olyan
Xo € V halmaz, amelyre

v(G) 2 (V] = ¢(Xo) + | Xo])/2. (15)

1. eset G nem kritikus, azaz van olyan v pontja, amelyet elhagyva a ke-
letkez6 G grafra v(G') < v(G) —1. Legyen V' := V —v. Indukci6t hasznélva
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kapjuk, hogy létezik olyan Xy C V' — v, amelyre v(G') = (|V'| — ¢(X}) +
[X01)/2, ahol ¢'(X{$) a G’ — X}-ben jeldli a pératlan komponensek szimét.
Legyen Xo := X{ +v. Nyilvdn ¢(Xo) = ¢'(X{). Ezeket sszevetve kapjuk:

HG) =12 v(&) = (V' - ¢'(X0) + | Xg1)/2 = (V] — a(Xo) + | Xo| — 2)/2,

ami éppen (15).
2. eset G kritikus. A Gallai lemma alapjdn v(G) = (|V| — 1)/2. Teh4t
Xo 1= ) vilasztdssal

Y(G) = (V] =1)/2 2 (IV] - a(Xo) + | Xo|)/2

azaz (15) fenndll. |

4.2 A silyozott pdrositiasok probléméja

Hogyan lehet nempéros grafban egy maximalis silyd (teljes) pérositast meg-
taldlni, és egyaltalin mi mondhaté a maximalis silyt parositds silydrdl vagy
a minimélis kéltségii teljes pdrositds koltségérsl? Magyardn, mi Egervary
tételének nempéros grafos megfeleléje? A megolddshoz J. Edmonds zsenidlis
otlete adja a kulcsot. Ennek lényege a kivetkezd. Tekintsiik a teljes parosita-
sok (incidencia vektorainak) konvex burkat. Trjuk ezt le egyenlStlenségekkel,
majd alkalmazzuk a linedris programozds dualitds tételét. A terv nehézsé-
ge persze az egyenlStlenségek megtaldldsdban van, de az adott probléméra
Edmondsnak ez fényesen sikeriilt.

Feltessziik, hogy a szerepld grafok hurok-mentesek. Célunk tehdt egyen-
16tlenségekkel (azaz félterek metszeteként) megadni egy G = (V, E) graf
pérositdsai illetve teljes pdrositdsai incidencia vektorainak konvex burkdt,
melyeket rendre Bp illetve Byp-vel fogunk jelolni. Tovébbiakban rovidség
kedvéért egyszerfien csak pdrositdsok konvex burkédrél beszéliink. Miutan
tetsz8leges politop felirhaté véges sok féltér metszeteként, tudjuk, hogy létezik
ilyen lefrds. Ennek explicit megaddsa azzal az elénnyel jar, hogy a linedris
programozés dualitds tételét alkalmazva egy min-max tételt nyerhetiink a
maximélis sily1d parositds illetve a minimélis siilyi teljes pérositds stlyara,

Péros grafok esetén a paros graf incidencia matrixénak teljes unimodu-
laritdsa miatt az {z : © € RE, dy(v) < 1 minden v € V csiiesra} poliéder
csucsal egészek, és igy 0 — 1 vektorok, vagyis pdrositdsok incidencia vek-
torai, tehat ez a poliéder éppen a pérositds poliéder. Hasonléképp, ha a
dz(v) < 1 egyenltlenségeket egyenléségekre cseréljiik, Ugy megkapjuk a
paros graf teljes parositds poliéderét. Nem péros graf esetén azonban az
igy kapott poliéderek mér nem irjik le Bp-t illetve Bpp-t. Példdul egy hé-
romszog esetén a mindeniitt 1/2 vektorra d,(v) = 1 teljesiil, de ez nem lehet
Br-ben, mert abban barmely vektorban a komponensek oOsszege legfeljebb 1
lehet.

Jelolje O a V' legaldbb hdromelemii paratlan elemszamu részhalmazainak
rendszerét. Ennek bérmely Z tagja olyan, hogy tetszdleges parositds legfel-
jebb (|Z| — 1)/2 darab Z &ltal feszitett élt tartalmaz és tetszoleges teljes
pérositds paratlan sok, gy legaldbb egy élt tartalmaz a [Z, V — 7| végashél.



A Magyar Mddszer és dltalanositdsai 29

4.3 A teljes pdrositas poliéder

Legyen G = (V, E) teljes pdrositdssal rendelkezd irdnyitatlan graf. Jelolje a
teljes parositdsok (incidencia vektorainak) konvex burkdt Fg. Tekintsik a
kovetkez6 poliédert

P = (16)
{z eRP >0, dy(v) =1 minden v € V csticsra, (17
d(Z) > 1 minden Z € O-ra. } (18)

4.4 Tétel (Edmonds). Brp = P’

Bizonyitds. Paritdsi megfontolasbél adddik, hogy egy M teljes pérositds és
egy péaratlan elemszdmi Z halmaz esetén dps(Z) pératlan és igy legaldbb 1.
Emiatt Brp C P'. A forditott irdnyd tartalmazds igazoldsdhoz tekintsiink
P'-nek egy x elemét. Errél fogjuk kimutatni, hogy eléall teljes pdrositdsok
konvex kombinécidjaként.

Feltehetjiik, hogy = minden élen pozitiv, mert azon éleket, ahol 0, kihagy-
hatjuk a grafbél. Nevezziink egy Z C V halmazt pontosnek (z-re nézve), ha
|Z| paratlan és d.(Z) = 1. Egy pontos halmaz komplementere is pontos. Z
pontos halmaz valddi, ha |Z| > 3,|V — Z| > 3. Jelolje d(Z,2') a Z — Z' és
7! — Z kozott vezetd élek szamat.

4.5 Lemma. Ha Z és Z' olyan pontos halmazok, melyek metszete pdratlan
elemszdmi, akkor metszetiik és unidjuk is pontos. Tovdbbd ilyenkor d(Z,Z') =

0.

Bizonyitds. Ha a metszet paratlan, akkor az unid is, ezért 1 +1 = d.(Z) +
de(7Z) = d(ZNZ") +do(Z U Z") +2d,(Z,2") > 1 4+1+0, amibdl a lemma
kovetkezik. O

Nevezziink egy M pérositdst (az z-re nézve) feszesnek, ha M teljes parosi-
tés és dp(Z) = 1 fenndll minden Z pontos halmazra. A tétel bizonyitaséhoz
arra lesz csak sziikségiink, hogy létezik feszes pérositds, de kényelmesebb
kicsit tObbet igazolni:

4.6 Lemma. Minden e = uv € E élhez létezik e-t tartalmazo feszes pdrositds.

Bizonyitds. ElSszbr nézzikk meg azt az esetet, amikor nem létezik valodi
pontos halmaz. Ekkor azt kell igazolnunk, hogy létezik e-t tartalmazé teljes
pérosités, hiszen ez automatikusan feszes. Ha indirekt nem létezne ilyen,
akkor Tutte tétele nyoman létezik egy olyan A C V — {u, v} halmaz, amelyre
a G — {u,v} — A gréfban a pératlan komponensek ¢ szdma nagyobb, mint A
elemszéma. Legyen A’ := AU {u,v}, jeldlje a széban forgd pératlan kom-
ponenseket Zy, Zo,..., 2, és legyen E' az A’ és a pératlan komponensek
kozott vezetd élek halmaza. Mivel |V| péros, ¢t és |A| ugyanolyan paritdst,
fgy t > |A| + 2 = |A’|. Ekkor egyrészt z(E') = Y (ds(Z:) i =1,...,1) > ¢,
mésrészt £(E') < Y (dp(w) : w € A') — z(uw) < |A'] — 2(uv) < |A'[, amibdl
|A’| >t adédik, és ez az ellentmondés bizonyitja a lemmat abban az esetben,
ha nincs valédi pontos halmaz.
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Tegyiik most fel, hogy Z; valédi pontos halmaz. Legyen Zy := V — Z;
és jelolje rendre Gy = (Z) + 23, By) és G = (Zy + z1, Ep) a Zy illetve a Z;
halmazok Osszehiizdsaval keletkezé grafokat, ahol z; a Z; halmaz Ssszehiizg-
sdval keletkezd cstcsot jeldli. JelSlje z; illetve zo az z vektor megszoritasit
az FEy illetve az Ep éleire. Miutdn d.(Z1) = 1, a G; minden csticsara, teljesiil
dz,(v) = 1. Tovébbs G; minden pératlan elemsz4mu Z halmazdra dy, (Z) >
1.

Tegyiik elszor fel, hogy az e = uv él mindkét vége ugyanabban a Z;-ben
van, mondjuk Z;-ben. Indukci6val létezik G-nek egy M, feszes parositdsa,
amely tartalmazza e-t. Legyen f’ az Mj-nek a zp-t fedd éle. Jelslje fa
G-nek azt az élét, amelybdl a Z, Ssszehiizésakor f' keletkezett és jelélje f” a
Go-nek azt az 616t, amely f-bdl keletkezett a Z; dsszehiizdsakor. (Vagyis f"
szomszédos a z; csiicesal.) Indukeiéval létezik Go-ben egy f”-t tartalmazd
My, feszes pdrositédsa. Ekkor M := (My — f')U(Mz — ")+ f teljes parositdsa
G-nek, amely tartalmazza e-t.

Abban az esetben, ha e végpontjai killonbdz8 Z;-khez tartoznak, akkor
G1-ben létezik e-t tartalmazé M feszes pérositds és Go-ben 1étezik e”’-t
tartalmazo My feszes pérositds és ilyenkor M := (My — e/) U (Ma —€") + ¢
teljes parositdsa G-nek, amely tartalmazza e-t.

Allitjuk, hogy mindkét esetben M feszes. Valdban, tetszileges Z C V
pératlan elemszdmd halmazra |Z N Z,| és | Z N Zs| egyike pératlan, mondjuk
|ZNZi|. A4.5lemma alapjén |ZU Zy| és gy |72 — Z| is paratlan és pontos,
tovdbbd |Z M Z1| pontos és d,(Z, Z1) = 0. Emiatt dy(Z N Z;) = dy, (Z N
Z]] =1 dM(ZQ — Z) = dM2(22 — ZJ =1 és dM(Z, Zl) = 0. Ebbdl 1 +
dy(Z2) = dM(Zl) + dM(Z) =dy(Z; N Z) + dy(Zy U Z) + QdM(Zl,Z) =
I+ 140, amibél dps(Z) = 1 kovetkezik, vagyis M valdban feszes. O

A tétel bizonyitdsdhoz visszatérve, azt feltettiik, hogy  mindentitt pozitiv.
Azt is feltehetjiik, hogy G Gsszefiiggd. A tétel nyilvénvaléan igaz, ha G-nek
egyetlen éle van. Tegyiik fel tehdt, hogy nem ez a helyzet. Ekkor (%) z-nek
van olyan komponense, amely kisebb, mint 1.

A 4.6 lemma szerint létezik egy M feszes pérositds. Tekintsiik az Li =
(@ — axm)/(1 — @) vektort. Mivel M teljes parositds minden v cstiesra
dz, (v) = 1 teljesiil barmely o értékre. Mivel M feszes, kicsiny pozitiv -
ra dg,(Z) > 1 fenndll minden pératlan Z-re. Mivel 2 mindeniitt pozitiv,
kicsiny pozitiv aera x4 > 0. Vilasszuk a-t maximélisra dgy, hogy z, € P,
vagyis a a legnagyobb olyan szdm, amelyre o < z(e) minden ¢ € E élre
és (dz(Z2) — adry(2))/(1 — @) > 1 (Konkrétan o := min{a;, ag}, ahol
a1 = min(z(e) : e € E), és ag := min{(d.(Z) — 1))/(dm(2) — 1) : Z nem-
pontos paratlan halmaz.}) Ekkor (x) miatt 0 < @ < 1, 24 € P’ és az o
maximadlis vilasztdsa miatt vagy Zo-nak van 0 komponense vagy w,-ra nézve
szigorian t6bb pontos halmaz létezik. Igy indukciéval feltehetjiik, hogy z,
benne van Bpp-ben, azaz eldall teljes parositdsok konvex kombinacidjaként.
De akkor z = ayxar + (1 — @)z, miatt z is el6sll teljes parositasok konvex
kombindcidjaként. a

Tegytik fel, hogy ¢ : E — Ry egy adott sdly- (vagy koltség) fiiggvény.
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A teljes pérositas poliéder leirdsat és a dualités tételt felhaszndlva kapjuk az
aldbbi formuldt a teljes parositdsok minimélis silyéra.

4.7 Tétel (Edmonds). A teljes pdrositdsok minimdlis silya egyenld az aldbbi
mazimummal:

maxZ(y(Z) : Z C 'V, |Z| pératlan) , (19)

ahol y(Z) >0, ha |Z| > 1 és minden e = uv € E élre

S (W(2) 120 w0} =1) < cle) .

4.4 A pérositas poliéder

A teljes parositésok poliéderének lefrdsdt felhasznilva egyszeril elemi konst-
rukci6 segitségével megadhatjuk a parositdsok poliéderét. Jellje iz(Z)a Z
altal feszitett éleken az x komponenseinek Osszegét.

4.8 Tétel. Tetszbleges G = (V, E) grdf pdrositdsai incidencia vektorar dltal
feszitett politop pontosan a kivetkezd poliéder:

Py={zeRF:2>0, (20)

dz(v) <1 minden v € V-re, (21)
i2(Z) < (12) — 1)/2 minden pératlan elemszémi Z CV halmazra} . (22)

Bizonyitds. Egy M pérositds z := xr incidencia vektordra nyilvdn mindkét
egyenlétlenség fenndll, igy a pérositdsok konvex burkdnak elemeire is.
Megforditva, legyen most z egy olyan vektor, amely az egyenldtlenségeket
kielégiti. Készitsiik el a G gréfot két példanyban, melyeket jelolie G' =
(V!,E"), G" = (V",E"). Kossiik 8ssze a megfeleld ' és v pontokat egy-
egy éllel és az igy kapott grafot (a V' U V" ponthalmazon) jeloljiikk H-val.
Készitsiink el egy y vektort a H graf élein. G minden e élére legyen y(e') :=
y(e") := a(e), ezenkiviil minden v € V csticsra legyen y(v'v”) := 1 — dy(v).
Allitjuk, hogy y benne van a H teljes parositds poliéderében. A definiciobdl
nyilvanvalé, hogy dy(u) = 1 fenndll H minden csticsdra. Legyen most Z=
A’ U B" egy paratlan elemszdmi halmaz. Ekkor A — B és B — A egyike
pératlan elemszamii, mondjuk A — B, és igy, i-(A— B) < (|A— B| - 1)/2
miatt, dy(Z) > S [dy(v') : 0" € (A = B)] - 2i,(A' — B') —dy(A'— B',A'n
B')+d,(A"—-B",A"NB") = |A-B| —2i,(A—B) > 1. A 4.4 tétel miatt y a
H teljes parositdsainak konvex kombindcidja, ami miatt ezen parositasokat a
G-re megszoritva az z a G parositdsainak konvex kombindcidjaként 4ll elé. O

Figyeljiik meg, hogy a tétel azzal ekvivalens, hogy a P poliéder egész, Ez
ugyanis azzal egyenértékii, lévén P, korldtos, hogy Fp csicsai egészek, ami a
(21) miatt azt jelenti, hogy Py csticsai 0 — 1-vektorok. Miutdn a Py-ban lévé
(igy (21)-et) kielégité 0 — 1-vektorok pont a pérositdsok incidencia vektorai,
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a tétel valdban azzal ekvivalens, hogy Py egész poliéder. A 4.8 tételben
megadott lefrdst és a dualitds tételt Osszetéve, a kovetkezd eredmény adddik.

4.9 Tétel (Edmonds). Legyen G = (V, E) grdf élein adott a c : E — R
sulyfugguény. A graf mazimdlis sdlyd pdrositdsdnak silya eqyenld a

min Y w(v) + Y y(2)(12] - 1)/2) (23)

veV ZecO

értékével, aholm:V — Ry, y: O — Ry nemnegativ és minden uwv € E élre

m(uw) + m(v) + Z(y(Z) tu,v € Z) > c(uv)

[}

Az Edmonds-féle program a pérositésok esetére tehat sikerrel jart: egyen-
létlenségekkel lefrtuk mind a pédrositdsok, mind a teljes parositdsok konvex
burkdnak poliéderét, és a linedris programozds dualitds tétele segitségével
karakterizdlni lehetett az optimum értékeket.

Ha mindezt algoritmikus szempontbdl is szeretnénk hasznositani, rogton
nagy problémaba iitkozlink. A széban forgd linedris programokban expo-
nencidlisan sok egyenlétlenség szerepel (minden paratlan elemszdmu halmaz
definidl egyet). Tehat példdul egy széz ponti grafndl egyszertien le sem tudjuk
explicit frni (elfogadhaté idSben és helyen) ezen egyenlétlenségeket, nem-
hogy mondjuk a szimplex mddszer alkalmazdsdrdl egydltaldn beszélhetnénk.
J. Edmonds mésik nagyszabdsu felismerése az volt, hogy az egyenlétlenségek
explicit felsoroldsara valéjdban nincs szitkség. Megadott egy olyan direkt,
konstruktiv bizonyitdst a 4.9 dualitds tételre, amely egytttal polinomidlis
futdsidejii algoritmust is eredményez. Eljardsa az eredeti Magyar Mddszer
nagymérvil dltaldnositdsdnak tekinthetd.

Megjegyzendd, hogy amiképp a Magyar Mddszer alapgondolata kiter-
jeszthetd a szallitasi feladatra, ugyamigy Edmonds eljardsa is dltaldnosithaté
miniméalis koltségll fokszdm-korldtozott részgraf keresésére tetszOleges graf
esetén.

4.5 Dualis egészértékiiség

Péros grafok esetén a parositds poliédert egy teljesen unimoduléris méatrix frta
le, és emiatt egész célfiiggvény esetén a dudlis linedris problémdnak is mindig
1étezett egészértékd optimuma. A 4.4 tételben megadott primal poliéderrdl,
bar a megadott leir rendszere nem teljesen unimoduldris, mégis kimutattuk,
hogy egész (merthogy a csicsai a teljes parositdsok). Ennek nyomén felveté-
dik a kérdés, vajon egész c esetén a dudlis feladatnak is mindig 1étezik-e egész
optimuma. A vélasz sajndlatos médon nemleges, amint azt a teljes négyponti
graf mutatja a ¢ = 1 silyozas esetén. Ekkor a primdl optimum értéke 2 (bar-
mely teljes pérositds silya 2), a dudl optimum egyetlen megolddsa (amint az
konnyen ellenérizhetd) az, amikor az y mind a négy egyelem{i halmazon 1/2,
mésutt 0. Az egészértékli dudlis optimum értéke 1 vagyis kisebb, mint 2.



A Magyar Médszer és dltaldnositdsai 33

Ennek fényében meglepd, hogy egészértékii c esetén a 4.9 tételben szerepld
dudlis optimum mindig eléretik egész vektoron is.

4.10 Tétel (Cunningham és Marsh). Legyen G = (V, E) grdf élein adott a
c: B — 7 sulyfigguény. A grdf mazimdlis silytd pdrositdsdnak silya egyenld

a
mme(v )+ Z (|2 -1)/2) (25)
veV Ze0©
értékével, aholm: V — Zy, y: O — Z, nemnegativ, egészértékt, és minden
uy € B élre
m(u) + (v —I—Zy(Z )iu,v € Z) > c(uv) . (26)

Létezik olyan dudlis optimum, amelyre az O, = {Z € O,y(Z) > 0} halmaz-
rendszer lamindris (vagyis bdrmely két tagja vagy diszjunkt, vagy az egyik
tartalmazza a mdsikat).

Bizonyitds. Jelolje a maxim4lis silytd pérositds stlyat v.. Adott (y, ) duslis
megoldésra legyen

by, m) =y m(v)+ Y u(2)(1Z] - 1)/2. (27)

veV zZeO

A dualitds tétel trividlis max < min irdnya miatt v, < b(y, 7).

A tétel elsd részének igazoldsdhoz tegyiik fel indirekt, hogy a min-max
bsszefliggés nem érvényes és vdlasszunk egy olyan (G, c) ellenpéldat, amelyre
a |V| + |E| + 3.k |c(e)| Gsszeg minimélis. Ekkor minden e élre cle) > 1
(killénben a nempozitiv élek kitorélhetdk.) A most kovetkezd allitasok mind
erre a legkisebb ellenpélddra vonatkoznak.

4.11 Allitas. Minden v cstcsot elkertil mazimdlis silytd pdrositds.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy a v csticsot minden maximalis sulyd
pérositds fedi. Ekkor a c-értékeket a v végl éleken eggyel csOkkentve a
maximélis silyi parositds silya is csokken, éspedig eggyel azaz a keletkezd
¢ silyfiiggvényre nézve vy = v, — 1. Mivel (G,¢') mar nem ellenpélda, igy
1etez1k egy egeszerteku (v/,7') dudlis optimélis megoldds, amelyre bly', ') =

. Ha most 7 értékét a v csicson eggyel megnédveljiik, akkor olyan (y',7")
duahs megolddst kapunk c-re nézve, amelyre v, = vy +1 = bly', ) +1 =
b(y', ") > v, amibdl v, = b(y/,n") adddik, ellentmondésban (G, ¢) ellen-
példa voltaval. ]

4.12 Allitas. Legyen (y, ) egy optimdlis dudlis megoldds és M egy mazimadlis
stlyti pdrositds. Ekkor M fed minden olyan v csicsot, amelyre m(v) > 0.
Tovdbbd y(Z) > 0 esetén az M-nek azon élei, melyek Z-be esnek a Z-nek
eqy majdnem teljes (azaz (|Z| —1)/2 elemii) pdrositdsdt adjdk.

Bizonyitds. A 4.8 tétel szerint a primél optimum parositdson felvétetik.
Az 4llit4s nem més, mint a duél egyenl8tlenségeknek megfelel optimalitdsi
kritérium. O

A fenti két 4llitast dsszevetve kapjuk, hogy
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4.13 Allitds. Tetszbleges (y, ) optimdlis dudlis megoldds esetén w=0. O

4.14 Allités. Létezik olyan (y, ) optimdlis dudlis megoldds, amelyre az
={Ze0, y(Z)>0}

halmaz-rendszer lamindris.

Bizonyitds. Induljunk ki egy (y,7) dudlis optimumbdl. Az y mindeneset-
re vélaszthato raciondlisnak, hiszen egy bdzis-megoldés raciondlis és mindig
létezik optimalis bazis-megoldds. (A 4.13 4llitds szerint m = 0.)

Tegyiik fel, hogy O, nem lamindris, azaz tartalmaz két halmazt, A-t és
B-t, melyekre AN B, A— B, B — A egyike sem iires. Allitjuk, hogy |AN B|
paratlan Ha ugyanis péros lenne akkor egy v € AN B csicsra a 4.12 4ll{tds
elsd része miatt 1étezik maxim4lis silyd v-t elkeriild M pérosités. Masrészt,
a 4.12 allitds mésodik része miatt M-nek A-ba illetve B-be es6 élei teljes
pérositdsdt adjak A — v-nek illetve B — v-nek, de akkor |A N B — v| paros.

Jeldlje az y(A) és y(B) értékek minimumét v, és csdkkentsiik mind y(A)-t,
mind y(B)-t a-val. Most | AN B| pératlan, igy persze |AU B| is az. Noveljiik
y(A U B)-t a-val, és amennyiben |A N B| > 3, tigy y(A N B)-t is noveljiik
a-val. Ezt az 4talakitdst egy kikeresztezési 1épésnek nevezzik. Koénnyen
ellen8rizhetd, hogy a létrejové (y', n’) teljesiti (26)-ot. Azt sem nehéz beldtni,
hogy b(y, ) = b(y’, '), azaz (y', ') is optimélis dudlis megold4s.

Ismételjiik ezt az eljarast egészen addig, amig a széban forgé Z, halmaz-
rendszer nem lamindris. Alht;uk hogy a kikeresztezési eljards véges sok 1épés
utdn véget ér. Ezt elég csak arra az esetre igazolni, amikor y egészértékii,
mert ha nem az, akkor komponenseinek kozos nevezdjével felszorozhatjuk.
Egy k1keresztezes1 1épésnél a > (y(Z)|Z| : Z € O) dsszeg vagy valtozatlanul
marad (amikor |[AN B| > 1) vagy csokken (ha |AN B| = 1). Vildgos, hogy
ezen utébbi eset csak véges sokszor fordulhat elé. Az elsé esetben viszont a
S(y(Z)|Z|? : Z € O) kisérs bsszeg szigortian nd, igy véges sok ilyen 1épés
utdn a ) (y(Z)|Z| : Z € O) &sszegnek kell valtoznia, tehst kikeresztezési
1épésbél valdban csak véges sok lehet. a

Rendelkezésiinkre dll tehdt egy (y, = = 0) dudlis optimélis megold4s,
amelyre O, laminéris. Mivel (G, c) ellenpélda, y nem egészértékii, azaz van
olyan A € Oy halmaz, amelyre y(A) nem egész, azaz 8 := y(A) — |y(4)]
pozitiv. Tegyiik fel, hogy A maximdlis ilyen. Médositsuk most y-t tgy,
hogy y(A)-t csokkent_]uk B-val, mig O, azon tagjain (ha vannak egyilta-
ldn), melyek részhalmazai A-nak és maxunalr; ilyenek (és melyek a lami-
naritds miatt diszjunktak) az y értéket noveljilkk S-val. Az A maximélis
vélasztdsa és c egészértékilsége miatt igy egy mdsik duslis megoldést ka-
punk, de ez ellentmond y optim4lis voltdnak, hiszen ezen véltoztatds sordn a
> xeo, Y(X)(|X|—1)/2 Ssszeg szigortian csokken. Az ellentmondés mutatja,
hogy nem létezhet ellenpélda.

A maésodik részhez csak azt kell észrevenniink, hogy a fent leirt kikeresz-
tezési eljdrds az egészértékiiséget nem rontja el, igy egy tetszbleges egész-
értékl dudlis optimumbdl kiindulva végiil kapott ,lamindris” optimum is
egészértékii. oo
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5 Matroidok

5.1 A mohé algoritmus

A Magyar Médszer egy mésik irdnyd altaldnositésédnak ismertetése el6tt ér-
demes felidézni, hogy a kombinatorikus optimalizdldsnak van egy mésik kiin-
dulé pontja is, éspedig Kruskal kozismert algoritmusa osszefiiggd élsilyozott
graf maximélis vagy minimdlis silyid fesz{t6 fdjdnak meghatérozdsara. Ez
az eljdrds az vgynevezett mohd algoritmus, és szintén alapvet§ eredménynek
szamit, mégha jéval egyszeriibb is, mint a Magyar Médszer.

Nem meglepd, hogy nemcsak a Magyar Mddszernek taldltak kiterjesztéseit,
hanem a mohé algoritmusnak is. Kideriilt példdul, hogy a mohé algoritmus
valéjéban minden matroidon helyes eredményt ad. A matroid egy olyan
absztrakt struktira, amely egy (S, F) pérral adhaté meg, ahol F az S alap-
halmaz bizonyos, figgetlennek hivott, részhalmazainak olyan rendszere, a-
melyre érvényesek az tgynevezett fliggetlenségi axiémak:

(I1) az iires halmaz fiiggetlen,
(12) egy fiiggetlen halmaz barmely részhalmaza figgetlen,

(I3) az S valamennyi Z részhalmazdra, a Z-be es6, Z-ben mér nem b8vithetd
fiiggetlen halmazok elemszdma ugyanaz a csupdn Z-t6l fiiggd r(Z)
szém, (amit a Z halmaz rangjanak neveznek, mig egy Z-ben maximalis
fiiggetlen halmazt Z egy bdzisénak).

Péld4ul egy graf 8lhalmazén az erdék, mint fliggetlen halmazok matroidot
alkotnak, vagy egy métrix oszlopainak halmazan a linedrisan fiiggetlen rész-
halmazok szintén. A matroidok érdekességét egyrészt az adja, hogy szdmos
helyen felbukkannak (néha ugyancsak rangrejtve), masrészt matroidokra igen
elegdns, j6l hasznilhaté elméletet dolgoztak ki.

A mohé algoritmus segitségével tetszOleges ¢ silyfliggvényre egy matroid
maximélis silyd bézisa kiszdmithaté. Ehhez tegyik fel, hogy az S elemei
sily szerint cstkkend sorrendben vannak, azaz c(s1) > c(sg) > ... > c(sn).
Ebben a sorrendben tekintsiik az elemeket, és az aktudlisan vizsgdlt elemet
akkor vélasszuk ki, ha a mér eddig kivalasztottakkal egytitt fiiggetlen halmazt
alkot. Igazolni lehet, hogy igy bizonyosan maximalis silyd fiiggetlen halmazt
kapunk. Jeldlje r(c) a maxim4lis silyd bézis siilyat a c stlyfiiggvényre nézve.
Az r(c) tehdt a mohé algoritmus révén kénnyen szdmolhato, s6t valdjaban
egy egyszeril explicit forméban is felirhaté. Ehhez legyen S; := {s1,-..,8:}

5.1 Tétel. Tetszbleges c esetén a mazimdlis silyd bdzis v(c) siulydra

n—1
r(c) =7(S)e(sn) + D (Si)le(si) — elsit)] - (28)

i=1
A matroidok hasznélhatéséga tobbek kozott azon miulik, hogy a mat-
roidok osztélya szdmos miiveletre nézve zért. Példdul a grafoknal alkalma-
zott 6lelhagyds vagy élosszehiizds fogalma 4tviheté matroidokra, vagy egy
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graf sik-dualizdldsa elvezet a dudlis matroid fogalmdhoz. Szintén érdekes
tény, hogy a maximélis c-silyd bézisok egy M. matroid bézisait alkotjdk.
Ennek rangfliggvényét az alabbiakban rc-vel fogjuk jelélni. (Egy adott Z
részhalmazra r.(Z) tehdt azt a maximalis szdmot jelenti, ahdny elemmel egy
maximalis silyd bézis bele tud metszeni Z-be.)

5.2 Maximalis elemszamu kozos fliggetlenek

A mohé algoritmus matroidokon valé helytdlldsdga persze oromteli jelenség,
az algoritmus hatésugara azonban tilsdgosan szitk. Példdul paros graf maxi-
malis sulyd pérositdsdnak kiszdmitdsdra nem alkalmas. M4sik baj, hogy mér
a feladat kis valtoztatdsdnél is hatdstalannd valik. Fékkal kapcsolatosan
példaul meglehetds természetességgel vetddik fel az a kérdés, hogy miként
lehet egy minimélis silyd feszité fit meghatérozni, ha el8irjuk, hogy egy
rogzitett s pontban a fanak a fokszdma elére megadott szém legyen, vagy
ltalanosabban, megadott korldtok kozé essék. A kovetkezd példa mutatja,
hogy ilyenkor a mohé algoritmus mér nem feltétlentil ad j6 eredményt. [A
gréf legyen a teljes négyes az s, a, b, ¢ pontokon, az élsilyok legyenek w(sa) =
1,w(sb) = 1,w(sc) = 2,w(ab) = 3,w(bc) = 10, w(ac) = 11. A keresett fa
foka az s pontndl 2 legyen. Ekkor a mohd algoritmus elészor kivdlasztja a
két 1 sulyd élt sa-t és sb-t, majd mds lehet8sége nem 1évén vélasztja a 10
stilyd be élt. Az igy kapott fa Ossz-stily 12. Ugyanakkor az sc, sa, ab élekbél
allé fa Ossz-silya csak 5.]

Még nehezebb a kivetkezd kérdés: mikor létezik egy grafban két disz-
junkt feszitd fa, és ha létezik hogyan lehet megtaldlni azt a két élidegen fat,
melyek Osszkoltsége minimélis. Persze ugyanezt a kérdést kettd helyett bér-
mely k pozitiv egészre megfogalmazhatjuk. S6t még azt az dltaldnositdst is
tekinthetjiik, ahol az élhalmazon nem egy, hanem k koltség-fiiggvény adott
és ugy kell kivilasztanunk k élidegen feszitd fat, hogy az i-ediknek az i-dik
koltség-fiiggvényre vonatkozd koltségét tekintjik, és ezek Osszegét akarjuk
minimalizélni.

Irdnyitott grafokban tiizheté ki az aldbbi feladat: Hatdrozzunk meg egy
minimalis koltségii részgrafot, amelyben minden pont elérhetd egy elére adott
gydkérpontbdl. Altaldnosabban olyan minimélis k6ltségii részgréfot keresiink,
amelyben minden pont & élidegen titon elérhetd egy elére adott gySkérpontbdl.

Ezek mind olyan kérdések, melyek kiviil esnck a Magyar Mddszer (vagy
mas hélézati folyamos modell) hatékorén és megolddsukhoz egy 1j elméletre
volt sziikség. A kiindulépont J. Edmonds matroid-metszet tétele, amely a
Kénig tétel nagymérvii dltaldnositdsa matroidokra.

5.2 Tétel (Edmonds metszettétele). Az S alaphalmazon adott két matroid.
A kézis fliggetlen halmazok mazimdlis elemszdma egyenld o

iR (ra(X) + ra(S - X)) (29

értékkel.

Edmonds tételét néha az aldbbi ekvivalens alakban fogalmazzdk meg.
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5.3 Tétel (Edmonds). Az S alaphalmazon adott két matroid, melyek rang-
fiigguénye r1 és ro. Akkor és csak akkor létezik legaldbb k elemil kozos
fiiggetlen halmaz, ha a

r(X)+m(S—X)>k (30)

fenndll minden X C S halmazra.

Bizonyitds (Woodall). A (30) feltétel sziikségessége kézenfekvd, hiszen tet-
széleges F kozos fliggetlen halmazra és az alaphalmaz {X1, X2} particidjara
fennéll, hogy r1(X;) < |Xi N F| és ra(X2) < [Xa N FY, amiket Gsszeadva
kapjuk, hogy r1(X1) + m2(X2) < | Xy NF|+|X2N F| = |F|.

Az elegend8séghez | S| szerinti indukciét hasznilunk. |S| = O-ra a tétel
nyilvén igaz, {gy tegyik fel, hogy S nemures és hogy a tétel érvényes min-
den olyan esetben, amikor az alaphalmaz |5|-nél kevesebb elemet tartalmaz.
Vilasszunk ki egy tetszéleges s € S elemet és legyen S'i=5—s.

Amennyiben 71(X') + r2(S’ — X’) > k fennall minden X' C S részhal-
mazra, indukcié alapjén az M;|S’ és Ma|S' matroidoknak létezik k clemti
kdzos fiiggetlenje, amely természetesen My és Mo-nek is kozos fiiggetlenje.
Igy feltehetjiik, hogy létezik egy X’ C S’ halmaz, amelyre

r(X) +ra(S - X) <k—1, (31)

Ebbdl kévetkezik, hogy s nem hurok egyik matroidban sem, mert ha mondjuk
M;-ben hurok volna, akkor X := X' + s-re r1(X) +7ro(S — X) =71 (X" +
ro(8' — X') < k — 1, ellentétben (30)-cal.

Huzzuk most ssze mindkét matroidban az s elemet. Alh’tjuk, hogy a
keletkez8 M; - S' matroidok 7 rangfiiggvényére 71 (Y") +75(S" —Y') > k —
1 teljesiil minden Y’ C S’ részhalmazra. Alljon ugyanis valamelyik Y'-re
P (Y") +r4(S" —Y") < k — 2. Ez azzal ekvivalens, hogy Y +s) -1+
ro(S' =Y +5) -1 <k—2, azaz

(Y +8) +ra(S—Y) < k. (32)

Figyeljikk meg, hogy X' NY’ és X' U (Y’ + s) egymés komplementerei (S-re
nézve), igy (30) alapjén [ri (X' NY") +ra((S' — X') U (S —Y'))} = k, és
hasonléképp X' U (Y! 4 s) és (S' — X')N (S —Y”) egymés komplementerei és
ezért 1 (X'U(Y ' +8))+r2((S'—X)N(S—Y"))] > k. Ezt és a szubmodularitést
felhasznalva (31) és (32) dsszeaddsival kapjuk, hogy (k—1) +k =71 (X' +
r(Y'+58) +ra(S' — X) +r(S=Y") > ri(X' N +5))+r (XU +s))+
ra((S' = XYN (8 —Y")) +rao((§' = X)U(S-Y')) = [ (X' NY") +re((S —
XVU(S =YD+ [r (XU (Y +5)) +r2((S' = X' )N (S —Y"))] = k +k, ami
ellentmondés.

Az M; - §' matroidokra tehst k helyén (k — 1)-gyel teljesul (30), igy
az indukcids feltevés alapjén ezen matroidoknak létezik egy k& — 1 elemti F'
kdzos fiiggetlenje. De akkor F + s az M és Mo matroidok k elemil kozos
fiiggetlenje. a
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5.3 A silyozott matroid metszet probléma

Amint emlitettiik, a mohé algoritmus segitségével adott ¢ : S — R vektor
esetén meg lehet hatdrozni egyetlen matroid maximalis stlyd bézisdt. A fen-
tiekben tételt adtunk két matroid kozds fiiggetlenjének maximélis elemsza-
méra. Kérdés, mi mondhatd két matroid kozds fiiggetlen halmazainak maxi-
mélis silydrél. A probléma els6 megoldésa szintén Edmondstél szarmazik.
Mi most egy egyszerlisitett utat kovetiink: a kapott eredmény Egervary
tételének Altaldnositdsa. Valdjdban itt t&bb kérdés is kitiizhets: keressiink
maximalis sily1 kozds fliggetlent vagy maximalis silyd kézos bézist, esetleg
minden széba j6v6 i értékre kivancsiak lehetiink a maximélis silyd i elemii
kozos fiiggetlen halmazra. E feladatok tGbbé-kevésbé ekvivalensek és most a
maximdlis stlyt koz6s bazis feladatkorével foglalkozunk.

Maér emlitettiik, hogy a maximalis c-stilyt bézisok egy M, matroid bazisait
adjék, és hogy r(c)-t az (28) formula hatdrozza meg. Az aldbbi elSkészits
lemma arra ad vélaszt, hogy miként véltozik az r(c) fligegvény, ha c értékeit
egy adott Z halmaz minden elemén eggyel megndveljiik vagy lecsokkentjiik,

5.4 Lemma. Legyen az M matroid rangfigguénye r. Adottc : S — Z

egészértékii vektorra és Z C S halmazra legyen ¢t := ct+xz ésc i=c—xy.
Ekkor
r(ct) =7r(c) +r.(2), (33)
és
r(cT) =r(c) —r(S) +r.(S - 2), (34)

ahol re a mazimdlis sty bdzisok dltal alkotott matroid rangfiggénye.

Bizonyitds. Az elsé azonossig igazoldsdhoz rendezziik az S elemeit c-szerint
csokkend sorrendbe 1igy, hogy egyenld siilyti elemek esetén a Z elemeit vesszitk
eldbbre. Mivel ¢ egészértékii, ez a sorrend ¢t silyozés szerint is csokkend
(azaz kordbbi elem silya nagyobb vagy egyenls, mint egy késGbbi elems). fgy
a mohé algoritmus éltal szolgdltatott B bazis mind a ¢, mind a ¢t sulyozdsra,
nézve maximdlis sdly.

Ekkor persze r.(Z) > |BN Z|, de itt valéjaban egyenl6ségnek kell 4llnia,
mert ha Jétezne olyan maximalis c-silyd B’ bézis, amelyre |B'NZ | >|BnZ|,
akkor ¢*(B') = ¢(B') +|Z2NB’| > ¢(B) +|Z N B| = ¢*(B), ellentmondésban
avval, hogy B maximélis ¢c™-silyi. Tehdt r.(Z) = |B N Z|, és igy r(c+) =
ct(B) = ¢(B) + |BNZ| =r(c)re(Z2).

A mésodik azonossdghoz elészor figyeljikk meg, hogy r, = Te—yxs, majd
alkalmazzuk az els6 azonossigot ¢ helyén ¢ — yg-re és Z helyén (S = Z)-re.
Kapjuk, hogy r(c™) = r(e = xs + x5 — Z) = r(c — X5) + Teys(S — Z) =
r(c) = r(S) +r.(S — 2). O

Térjlink most rd a maximélis silyd kozos bézis kérdésére. Legyen ehhez
adott az S alaphalmazon két matroid, M; és My, tovdbbd egy ¢ : § — Z
egészértékii sily-fiiggvény. Tegyiik fel, hogy az M; és My matroidoknak van
koz0s bézisa, melynek elemszédmat jelSlje k.
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5.5 Tétel [10]. Az My és Mo matroidok kiz0s bdzisainak mazimdlis c-silya
egyenlé a min(ry(c1) +r2(co) : 1 +co = ¢, ¢; egészértékil) értékkel, ahol ri(z)
az M; matroidban o mazimdlis x-sulyd bdzis sulydt jeloli.

Bizonyitds. Adott B kozds bazis és c1,cp esetén, nyilvan ¢(B) = c1(B) +
co(B) < r1(c1) + r2(c2), amibél a max < min irdny kovetkezik. Ebbdl a
becslésbél az is kiolvashatd, hogy az egyenlBség igazoldséhoz a c-nek olyan
¢1 + ¢ felbontdsét kell taldlnunk, amelyre létezik Mi-nek és Mp-nek olyan B
kozés béazisa, amely

(¥) egyszerre az My -nek maximdlis c;-stilyd bdzisa és az My -nek mazimdlis
co-stlyt bdzisa.

Legyen c¢; 6s cy a c-nek olyan egész felbontédsa, amelyre r1(c)) + r2(cz)
minimalis. (Miutén c; egészértékii és tetszéleges B kbzos bézista c(B) alsd
korlat r1(c1) + r2(c2)-re, a széban forgd minimum létezik). Jeldlje M az M;
matroid maximalis ¢;-silytd bazisai 4ltal alkotott matroidot (i = 1,2), mig a
megfeleld rangfliggvényeket jeloljik r;-vel.

5.6 Lemma. Az M| és M} matroidoknak van k elemi kozés figgetlen hal-
maza.

Bizonyitds. Az Edmonds féle metszet tétel szerint, ha nem létezik k elemd
kozos fiiggetlen halmaz, akkor van olyan Z C S halmaz, amelyre

P(Z) 4 (S — Z) < k. (35)

Legyen ¢} :=c¢; + xz és c; := cp — xz. Alkalmazva a (33) formuldt az M;
matroidra és ¢; silyfiiggvényre illetve a (34) formuldt az My matroidra és a co
stilyfiiggvényre, azt kapjuk, hogy r1(cf) = r1(c1)+7{(Z) ésro(cy ) = ra(ca)+
(S —2Z) —ro(S) = ro(co) + r4(S — Z) — k. Mindezeket Osszevetve az adddik,
hogy r1(c ) 4relcy ) = r1(e1)+re(ca) +71(Z2)+r5(S—Z) —k < ri(e1)+ra(ca),
ellentmonddsban ¢; és ¢y minim4lis vélasztasaval. O

A lemma 4ltal biztositott kozds B bazis tehat teljesiti a (x) tulajdonsdgot. OO
Erdemes kiilén is megfogalmazni a (x) tulajdonsigot.

5.7 Kovetkezmény. Amennyiben két matroidnak van kézos bdzisa, ugy
tetszéleges c egészértékil silyozdshoz létezik c-nek egy egészértékii ¢y + c fel-
bontdsa valamint a két matroidnak egy B kozos bdzisa dgy, hogy B mazimdlis
c1-stlyt bdzisa My-nek és mazimdlis ca-stlyt bdzisa Ma-nek. ]

A maximélis silyd kozos fliggetlen halmaz sulydra is megéllapithatunk
egy formuldt. (Fekete Zsolt és Makai Mérton doktorandusz hallgatdk segit-
ségét a bizonyitas kidolgozdsiban eztton is kdszonom.)

5.8 Tétel. Az S alaphalmazon adott két matroid és egy c nemnegativ egész-
értéki suly-figguény. A mazimdlis silyd kozos fiiggetlen halmaz silya egyenld
amin{ri(c1) +ra(c2) 11 +ca=¢c, 120, c2 >0, ¢; egész } értékkel.
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Bizonyitds. Legyen F kozds fliggetlen és legyen ¢; > 0,ce > 0 olyan, hogy
c1 + cg = ¢. Ekkor ¢(F) = c1(F) + c2(F) < r1(c1) + ro(ce), amibdl a max <
min irdny kévetkezik.

A forditott irdnyhoz azt fogjuk megmutatni, hogy létezik c-nek egy olyan
c1, o egészértékd, nemnegativ felbontdsa valamint egy F' kozos fliggetlen
halmaz, melyekre F' maximadlis ¢;-stlyd fliggetlen halmaza M;-nek (i = 1,2).

Feltehetjiik, hogy minden elem c-siilya szigorian pozitiv és egyik matroid-
ban sincs hurok elem. (Miért?) Legyen R := max(r1(S),72(S))+1és S’ egy
R elemil halmaz, amely diszjunkt S-t6]. Legyen Mf (1 =1,2) az a matro-
id, amelyet ugy kapunk, hogy az M; és az S’-n vett szabad matroid direkt
Osszegét R-rel csonkoljuk. Terjesszilk ki a c-t az SUS’-re gy, hogy az S’ ele-
mein legyen ¢ azonosan nulla. Kénnyen latszik, hogy ]\/[;'—ban egy Relem(i B
halmaz akkor és csak akkor bézis, ha BN S fliggetlen M;-ben, és ekkor persze
c(B) = ¢(BNS). (Specidlisan S’ nulla silyti bazis.) Ennek megfeleléen M;
és My maximalis silyd kézos fliggetlen halmazdnak a stlya egyenld az M1+
és M2+ matroidok maximélis silyu kbzos bdzisdnak a silydval.

Az 5.7 kovetkezmény szerint létezik egy olyan kozos B bézis és ¢y, ¢y egész
felbontasa a kiterjesztett c-nek, hogy B maximadlis c;-silyid bézisa M[’— -nak.

5.9 Allitas. ¢; (t = 1,2) vdlaszthatd olyannak, hogy S’ elemein azonosan
nulla.

Bizonyitds. Kimutatjuk, hogy S’ minden elemének c; értéke ugyanaz. Az R
érték vélasztdsa miatt BNS’ nemiires. Az S— B sem lehet iires, vagyis B nem
lehet teljesen S’-ben, mert akkor egyrészt ¢( B) = 0 volna, ugyanakkor amiatt,
hogy minden S-beli elem c-silya pozitiv, és nincs hurok elem, létezik pozitiv
stlyd kozos bézis. A B ezen elhelyezkedése miatt elég kimutatnunk, hogy
egy BNS’-beli z elem és egy S — B-beli y elem c;-stilya megegyezik. Miutén
B~z +y egy mésik koz0s bézis, kapjuk, hogy c1(y) < e1(z), co(y) < ca(z),
amib6l c1(z) + cp(x) = 0 = ¢1(y) + coy) miatt ¢1(y) = ¢;(z) kovetkezik. O

Feltessziik tehdt, hogy c¢; és cp azonosan nulla az S’ elemein. Ebbél
kévetkezik, hogy minden = € SN B elemre ¢;(z) > 0, hiszen egy y € 8’ — B
elemre B — z + y bézisa M -nak, és ezért c;(z) > ¢;(y) = 0.

Legyen most x € § — B egy olyan elem, amelyre, mondjuk, c;(z) negativ.
Néveljiik ¢;(z)-t nulldra, co(z)-t pedig csokkentsiik c(x)-re. B tovabbra is
maximélis sdlyd bdzis marad M -ban, hiszen egy bazison kiviili elemen
csOkkentettiik a silyt. B maximdlis silyd bazis marad M -ban is, hiszen
B minden elemének a ¢;-silya nemnegativ és egy negativ silyi elem stilyat
noveltitk nulldra.

Ilyen médositdsokkal elérhetjiik, hogy ¢; nemnegativ. Kapjuk, hogy c;-
nek az S-re vald ¢;|S megszoritdsira nézve az F := BN S kozds fliggetlen
halmaz maximalis ¢;|S-sdly1 fiiggetlen az M; matroidban. oo

J. Edmonds tovébbi érdeme, hogy mind a silyozatlan, mind az ltaldnos
stilyozott esetre kidolgozott egy polinomidlis futdsidejii algoritmust, amely
egyuttal a tételeinek bizonyitdsdra is hasznilhatd.
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Az Edmonds féle eredeti silyozott matroid-metszet tétel a fentebb sze-
repl6nél jéval bonyolultabb, {gy nem csoda, hogy Edmonds silyozott metszet
algoritmusa (és helyességének bizonyitdsa) pedig kiilonésen az. A nehézség {6
forrésa abbdl ered, hogy szemben az eredeti Egervary tétellel, az idevonatkozd
dudlis problémét csak meglehet8sen bonyolult alakban sikeriilt megadni. A
fenti stily-szétvégds min-max tétel nemcsak egyszerii alakd, de lehetSséget
teremtett egy viszonylag egyszeriien megfogalmazhaté és igazolhato stlyozott
matroid metszet algoritmus megaddsdra [10]. Ez az algoritmus a Magyar
Moédszer nagyfokii és direkt altaldnositdsanak tekinthetd.

6 Szubmoduldris modellek

6.1 Szubmodularis aramok

A silyozott matroid metszet tétel és a rd vonatkoz6 algoritmus szdmos nehéz
dolog megoldasét tette lehetévé (példaul az elébb felsorolt graf optimalizalési
feladatokét). De azért nem mindent! Nézziik példdul azt a feladatot, amikor
egy irdnyitott grafot kell erésen Gsszefliggévé tenntink minimalis szamu, vagy
&ltaldnosabban, minimslis 6sszkoltségli élének Gsszehizdsdval. Egy mésik
természetes feladat a kovetkezd: Hatdrozzunk meg egy irdnyitott graf mi-
nimalis sszkoltségil részgrafiat, amelyben egy meghatarozott gyokérponttdl
minden més csticsba vezet k pontdiszjunkt it.

Ezek a feladatok mér a stlyozott matroid metszet probléma segitségével
sem oldhaték meg. Kifejlesstettek azonban egy még Altaldnosabb keretet,
amely magéban foglalja a stilyozott matroid metszet problémadt és a minimalis
kéltségli folyamok problémét is. Ez pedig a szubmoduldris dramok fogalma,
amelyet Edmonds és Giles vezetett be 1976-ban [7].

Legyen D = (V, E) irényitott graf és b : V — Z egy keresztezd szub-
moduldris fiiggvény, azaz b(X) +b(Y) > b(X NY) +b(X UY) fenndll minden
olyan X,Y C V halmazpérra, amelyre X NY és V — (X UY) egyike sem
iires. Legyen f és g a digréf élhalmazén értelmezett egészértékii also illetve
felsé korldt. Egy z : E — R vektort szubmoduldris dramnak hivnak, ha
05(Z) — 6(Z) < b(Z) minden Z C V halmazra fennéll. A szubmoduléris
dram megengedett, ha f < z < g. Ha b azonosan nulla, visszajutunk a kozon-
séges dram fogalméhoz. Edmonds és Giles tobbek kozdtt megmutatta, hogy
a szubmoduldris dramok poliédere egész. Hoffman 3.6 megengedettségi tétele
is szépen &tmegy szubmoduldris dramokra [11].

6.1 Tétel. Teljesen szubmoduldris b esetén akkor és csak akkor létezik
egészértékii megengedett szubmoduldris dram, ha

05(A) — 65(A) < b(4) (36)

fenndll minden A C V-ra.

Megjegyzends, hogy ez az eredmény nem csak Hoffman tételét foglalja
magéban, hanem Edmonds matroid metszet tétele is kozvetlenil adddik.
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Szubmodularis dramok segitségével sikeriilt elészdr levezetni az aldbbi sze-
paréciés tételt [11], amely a klasszikus konvex-konkdv elvilasztdsi tételek
diszkrét ellenpdrjdnak tekinthetd.

6.2 Tétel. Legyen S alaphalmaz, p* : 25 — Z U {~o0} szupermoduldris
figguény és b* 1 25 — Z U {oco} szubmoduldris fiigguény, melyekre p*(0) =
b*(0) = 0 és p* < b*. Ekkor van olyan egészértékii m moduldris fiigguény,
amelyre p* < m < b*. Mds széval, az {z : z(A) < b*(A) minden A C S-re,
z(S) = 0} és az {z : z(A) > p*(A) minden A C S-re, 2(S) = 0} poliéderek
metszete akkor és csak akkor tartalmaz egész pontot, ha p* < b*.

Kideriilt, hogy a Magyar Mddszer alapgondolatai még ilyen &ltaldnos
koriilmények kozé is dtvihetSk. Evvel kapcsolatosan az egyik elsd dolgozat [2]
egy olyan eljdrdst ir le, amely specidlis esetként magdban foglalja az eredeti
Magyar Médszert, annak Ford-Fulkerson féle minimalis kéltségii folyamokra
valo kiterjesztését és a fentebb emlitett silyozott matroid metszet algoritmust
is. Segitségével oldhaté meg algoritmikusan a digraf erésen Gsszefiiggdvé
tevésének eldbb emlitett problémdja, vagy az az érdekes kérdés, hogy egy
irdnyitatlan grafot mikor és miként lehet k-szor élosszefiiggdvé irdnyitani,
s6t e feladatnak még az a koltséges valtozata is kezelhets, amikor minden él
lehetséges két irdnydnak koltsége kiilonbozd, és célunk a minimélis koltségii
k-él0sszefiiggd irdnyitds megkeresése.

6.2 Meég tovabb

Bérmennyire is dltaldnos ez az elmélet, az Gsszes ilyen tipust eredmény azon-
ban még ebbe sem fér bele. Példdul 1995-ben Jorddn Tiborral bebizonyi-
tottunk egy min-max formuldt arra vonatkozdlag, hogy egy irdnyitott grafot
hény 4j él hozzdaddsdval lehet k-szor pontdsszefiiggdvé tenni [12]. Ennek
megfogalmazdsa érdekében legyen D = (V, A) egyszerii irdnyitott graf és
tegyiik fel, hogy a k < |V| — 1. A V diszjunkt nemiires részhalmazaibdl 4116
(X,Y) pérra legyen h(X,Y) := |V — (X UY)|. Azt mondjuk, hogy (X,Y)
egyirdnyd, ha nem megy él X-b6l Y-ba, azaz 6(X,Y) = 0, ahol §(X,Y") jelok
dltalaban az X-bdl Y-ba vezets élek szdmat jeloli.

A Menger tétel segitségével nem nehéz kimutatni, hogy egy Dt = (V, A™)
irdnyitott graf akkor és csak akkor k-sszefiiggd, ha h(X,Y) > k fennsll min-
den (X, Y) egyirdnyd parra. Definidljuk egy (X, Y) par hidnyét: py;(X,Y) =
(k — h(X,Y))t, ha (X,Y) egyirdnyd, és := 0 kiilénben. Vildgos, hogy
Pri(X,Y) = (k—kb4(X,Y) — h(X,Y))* minden (X,Y) parra fenndll. Disz-
Jjunkt részhalmazokbdl 4llé parok egy F csalddjat akkor nevezziik fiiggetlen-
nek, ha F barmely két (X,Y), (X', Y’) tagjdra az X NX' és Y NY" halmazok
egyike legaldbb ires.

6.3 Tétel [12]. A D = (V,A) irdnyitott grif akkor és csak akkor tehetd
legfeljebb -y 4j €l hozzdaddsdval k-sszefiiggévé, ha

D (X, Y): (X, Y)eF) <y (37)

fenndll minden egyirdnyi pdrokbdl éllé figgetlen F csalddra.
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A [12] dolgozat valéjdban egy ennél jéval dltaldnosabb, szupermoduldris
fliggvényekre vonatkozé eredményt mutat be, amelynek szdmos egyéb kovet-
kezménye van, egyebek kozott Gy6ri Ervin tdvolinak ldtszd, nehéz min-max
tétele fiiggblegesen konvex vizszintes és fiiggéleges szakaszok altal hatarolt
sikbeli tartomany minimaélis szdm4 téglalappal torténé fedésérdl. Sajnos a bi-
zony{tds nem konstruktiv, és mind a mai napig nem tudjuk, hogy miként lehet
algoritmikusan az Ssszefiiggdség novelés feladatdt hatékonyan megoldani.

Van itt még egy djszer(i jelenség. A Magyar Médszernek a minden ko-
rébban emlitett kiterjesztésénél lehetséges volt a siilyozott esetek kezelése is.
Az Ssszefiiggdség novelésénél azonban a silyozott véltozat dltaldnossdgban
NP-teljes, és csak arra az esetre van megfelelé eredményiink, amikor a suly-
fiiggvény specidlis alaki: egy pontsilyozds indukdlja.

A kérdés fennmarad: létezik-e ezen tételnek és a szubmoduldris dramok
elméletének kozos altaldnositésa. Egy mdsik, nagyobb lélegzetli kutatdsi
irdny annak feltirdsa, hogy a szubmoduldris dramok elméletét és a parositisok
elméletét be lehet-e vonni valamiféle k5z0s erny6 ala.

* %k %k

Osszefoglalva megallapithato, hogy Egervary tétele és az arra adott bi-
zonyitdsénak gondolata, bar egy sziik oldalon lefrhaté, egy szertedgazé el-
méletnek lett kiindulépontja. Az egész kérdéskdr azért tlinik kiiléndsképp
vonzénak, mert gyakorlati kérdések, algoritmikus és tisztdn elméleti vizs-
gélatok metszéspontjéban 8ll, mert szdmos kordbban reménytelennek tiiné
probléma, vélt kezelhetévé 4ltala, és mert még mindig nem kevés izgalmas

nyitott probléma forrésa.
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THE HUNGARIAN METHOD AND ITS EXTENSIONS

of the earliest appearance of a special form of the linear programming dual-
heorem is E. Egervéry's classical result on the maximum weight of a perfect

matching in a complete bipartite graph. Its elegant proof gave rise to an efficient
algorithm called Hungarian Method. The basic principles of the procedure has
been generalized in several directions such as the maximum weight matching prob-
lem in nonbipartite graphs, the weighted matroid intersection and the submodular

flow

problem. In the present work we overview these extensions of the Hungar-

ian Method. As a new contribution, a short proof is given for the weight-splitting
version of the weighted matroid intersection theorem.



