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POZITIV SZUBDEFINIT MATRIXOKROL ES
ALTALANOSITASATKROL!

KOMLOSI SANDOR
Pécsi Tudomdnyegyetem Kozgazdasdgtudomdnyi Kar

Martos Béla az 1960-as évek végén bebizonyitotta, hogy kvadratikus fuggvé-
nyek kvazikonvexitisit az R" nemnegativ ortdnsin egy 1j, altala bevezetett
métrix-tulajdonsdggal, a pozitiv szubdefinitdssal lehet karakterizdlni. Egé-
szen 1j az a felismerés, hogy affin leképezések kvézimonotonitasi tulajdon-
sdgaért ugyancsak a pozitiv szubdefinités a ,felelés”. Jean-Pierre Crouzeix
és a szerzd a linedris komplementaritasi feladatok megoldhatdsagat vizsgalva
jutottak el egy &ltaldnosabb pozitiv szubdefinitds fogalom célszerliségének
felismeréséhez. A tanulmény a pozitiv szubdefinitds fogalma fejlédésének ezt
a hdrom fontos allomdsdt mutatja be.

1 Bevezetés

* Martos Béla 75. sziilletésnapja alkalmébol Forgo Ferenc irt méltaté cikket je-
len foly6irat hasébjain Martos Béla matematikai programoz#si munkassagarol
(8]. Azéta eltelt 5 esztendd, mely tjabb szdmos bizonyitékat adta annak,
hogy Martos Béla 1ittoré munkdssiga az optimalizdldselmélet terén még a
mai napig is djabb és ijabb kutatdsokat inspirdl.

Ez a tanulmény a Martos Béla dltal bevezetett pozitiv szubdefinitds fo-
galménak 1] alkalmazasi, és —ezzel szerves osszefiiggdsben—ij dltalanositasi
lehetéségeirdl kivan szdmot adni, tisztelegve ezzel is a 2000-ben 80. életévét
betdlté Martos Béla munkéssiga eldtt.

Martos Béla egyike azon tudésoknak, akik egy manapsdg mér széles korben
miivelt és elfogadott tudomdnyteriilet, az dltaldnositott konvexitds bolcsdje
mellett babaskodtak a 60-as években.

A konvexitds fogalma a 20. szézad elsé évtizedeiben kezdett az érdekl6dés
kézéppontjdba keriilni, és az optimalizdldselmélet rohamos fejlédése révén a
konvex halmazokra és a konvex fiiggvényekre vonatkozé ismereteink mdra
mér egy 6nallé diszeiplindva a konvex analizissé terebélyesedtek.

A matematikai programozis kialakuldsa é rohamos fejlodése elétérbe
helyezte a konvexitds fogalménak lehetséges és szitkséges dltalanositasi lehe-
téségeit. Az 50-es években megindult ezirdny kutatdsok a 60-as évek elejére
olyan 1ij fontos irdnyzatok kialakuldsdhoz vezettek, mint kvazikonvex progra-
mozés, kvézikonvex analizis. A kvdzikonvexitds mellett olyan tovabbi fontos
fogalmak alakultak ki, mint pszeudokonvexités, explicit kvdzikonvexitds, szi-
gorii- illetve félig szigori kvézikonvexitds, invexitds, preinvexitas stb. Ujabban

1Beérkezett: 1999. november 3.
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ezekre a fogalmakra és a rdjuk vonatkozd, egyre gyarapodd ismeretekre az
Altaldnositott Konvexités gyljtéfogalommal hivatkozunk.

Martos Béla —cikkiink téméja szempontjabdl— egyik fontos hozzdjaruldsa
ehhez a diszciplindhoz a kvadratikus fiiggvények kvdzikonvexitési tulajdonsé-
gainak vizsgalata. Ennek kapcsin vezette be a pozitiv szubdefinités fogalmat
szimmetrikus matrixokra. Az erre vonatkozé eredményeket a 2. fejezetben
tekintem &t (v.6. [15, 16]).

Néhany évvel ezelétt Jean-Pierre Crouzeix és munkatdrsai affin leképe-
zések dltaldnositott monotonitasi tulajdonsdgait vizsgalva kimutattdk, hogy
a széban forgd tulajdonsig a pozitiv szubdefinitds fogalminak nemszim-
metrikus métrixokra valé megfeleld kiterjesztésével karakterizélhaté. Ennek
a kérdéskornek dolgozatunk szempontjabél relevdns vonatkozasait a 3. feje-
zetben mutatom be (v.5. [5]).

Jean-Pierre Crouzeix és a szerzé a linedris komplementaritasi feladatok
megoldhatdésigat vizsgilva jutottak el egy 4ltalanosabb pozitiv szubdefinitds
fogalom célszerliségének felismeréséhez. A 4. fejezet részletesen targyalja a
linedris komplementaritdsi feladat megoldhatésdgdnak kérdéskérét és bemu-
tatja azt az j megkozelitési mddot, melynek eredményeképpen a pozitiv
szubdefinitds fogalmanak egy lényegesen &ltaldnosabb forméaja keriilt az ér-
dekl6dés kozéppontjaba (v.5. [7]).

2 Kvazikonvex kvadratikus fiiggvények

Az f: K — R (K C R™ konvex halmaz) fiiggvényt kvdzikonveznek nevezaiik,
ha barmely z1,22 € K és 0 < A < 1 esetén

FAzy + (1 = N)zz) < max{f(z1), f(22)}.

Legyen
f(@) =(M=z,z) + (q,2) +¢, ze€R™

ahol M n x m-es maétrix, ¢ n-dimenzids vektor és ¢ valés szam. Egyszeri
szdmoldssal adédik, hogy

Vi(z)=(M+ M)z +q

és
V2f(z) =M+ MT.

Mivel 2(Mz,2) = (M + MT)z,z) minden © € R™ esetén, ezért az &ltals-
nosségot nem sértjiik, ha eleve feltessziik, hogy az M métrix szimmetrikus.

A tobbvaltozés fliggvények klasszikus elméletébél ismert, hogy az f(x)
kvadratikus fiiggvény akkor és csak akkor konvex, ha az M szimmetrikus
métrix pozitiv szemidefinit (PSemiD). A kvdzikonvexitds nem hoz semmi
jat, ha R™-en vizsgdljuk. Megmutathaté ugyanis, hogy f (z) csak ugy lehet
kvézikonvex az egész R"-en, ha konvex. Gyakorlati feladatokndl természetes
megszoritds a viltozék nem-negativitdsa. Ezért kiilonos Jjelentdséggel bir az
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altaldnositott konvexitdsi tulajdonsigokat R%-on, a nem-negativ ortdnson
vizsgalni. Martos Béla egyik szép eredménye a kovetkezo.

1. Tétel. [15,16] Legyen f(z) nem-konvex kvadratikus figgvény. Ekkor f(x)
akkor és csak akkor kvdzikonver az RT. nmem-negativ ortdnson, ha teljestlnek
a kovetkezd feltételek:

(i) we R (Mw,w)<0= Mw >0 vagy Mw <0,

(@) ¢<0,
(i) wan olyan u € R™, hogy ¢ = Mu és {q,u) <O0.

Ennek a tételnek az (i) feltétele kizdrélag az M matrixra vonatkozik. Az (i)
feltételnek eleget tevd matrixokat Martos Béla pozitiv szubdefinit (PsubD)
métrixoknak nevezte el.

Definicié. Az n-edrendil szimmetrikus M madtrixot pozitiv szubdefinitnek
mondjuk, ha barmely w € R"-re

(Mw,w) < 0= Mw <0 vagy Mw > 0. (PSubD)

A definiciékbél kozvetleniil adédik, hogy egy PSemiD matrix PSubD is
egyuttal, vagyis a PSubD maétrixok osztalya tartalmazza a PSemiD méatrix-
osztlyt. Az érdeklddé Olvasé Martos Béla [16] kényvében szamos érdekes
és fontos eredményt taldl a PSubD mitrixosztélyrél. Erdemes megemliteni
Martos tételének egy lehetséges ekvivalens forméjat.

2. Tétel. [1] Legyen f(z) nem-konver kvadratikus figgvény. FEkkor f(z)
akkor és csak akkor kvdzikonver az RT nem-negativ ortdnson, ha az

¥ 5]

mdtriz pozitiv szubdefinit.

3 Affin leképezések pszeudomonotonitisa

A klasszikus analizis egyik kozismert tétele szerint a differencidlhaté f(z), = €
R fiiggvény akkor és csak akkor konvex az (a,b) intervallumon, ha az f'(z)
derivalt fiiggvény novekvs (a, b)-n. Ez azt jelenti, hogy minden x1, 2 € (a,b)
esetén

(21— z2)(f'(21) — f'(=2)) 2 0.

Lehet, hogy a ndvekedésnek ez a formuldzdsa kissé szokatlan, de a tObb-
véltozés fliggvények esetén a konvexitds elsérendii jellemzése pont ebben az
alakban lehetséges. Bizonyithaté ugyanis, hogy a differencidlhaté f (z),z €
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R™ tiiggvény akkor és csak akkor konvex a K C R™ konvex halmazon, ha
minden 1,23 € K esetén

(21— 22, Vf(z1) = Vf(22)) > 0. (Mon)

Ezt a tulajdonségot az z — V f(z) leképezés monotonitdsdnak nevezik.

A 60-as évektd] kezdédden a kiilonbozé 4ltaldnositott konvexitdsi tulaj-
donsédgok szamos fontos tulajdonsdgara deriilt fény, de érdekes médon tisztdn
elsGrendii jellemzésre lényegében véve egészen 1990-ig kellett virni. Ekkor je-
lent meg S. Karamardian és S. Schaible nevezetes cikke [10], amelyben a (gra-
diens) leképezés monotonitdsdnak fogalmét olyan médon altaldnositottalk,
hogy az pontosan bizonyos éltaldnositott konvexitdsi tulajdonsiggal legyen
ekvivalens. Bevezették a leképezés kvazimonotonitdsanak, pszeudomonotoni-
tasdanak fogalmdt és (t6bbek kozott) megmutatték, hogy az f(z) differencisl-
haté figgvény akkor és csak akkor kvézikonvex (pszeudokonvex) egy adott
K konvex halmazon, ha a V f(z) gradiens-leképezés kvézimonoton (pszeudo-
monoton) K-n. Ennek a cikknek a megjelenése egy 6j kutatési irdnyzat,
az dltaldnositott monotonitds kialakuldsshoz vezetett [6, 12], mely varidcids
egyenlitlenségek és dltaldnos egyensilyi feladatok vizsglatdndl is fontos sze-
repet jatszik [14].

Definicié. A T': R® — R™ leképezést kvdzimonotonnak mondjuk a K C R®
halmazon, ha barmely 1, 29 € K esetén

(r1 — 29, T(z1)) <0 = (z1 — mo, T(z2)) < 0. (QMon)

Definicié. A T': R™ — R™ leképezést pszeudomonotonnak mondjuk a K C
R™ halmazon, ha birmely =1,z € K esetén

(1 — 29, T(21)) <0 = (1 — 1z, T(2s)) < 0. (PsMon)

Ha visszatériink a Martos Béla altal vizsgslt kvadratikus figgvényekhez,
akkor a fenti eredmények tiikrében vizsgdlatukat ,,atjstszhatjuk” a V f (z) =
Mz + q affin leképezés vizsgslatdra. Erdekes médon a T(x) = Mx + q tipusi
-affin leképezések egy dltaldnosabb probléma kapcsin is elétérbe keriilnek,
nevezetesen a linedris komplementaritdsi feladatot ilyen leképezések hatédroz-
zdk meg.

A Linedris Komplementaritdsi Feladat (LK F) a kovetkezé [4]: keressiik
azokat az z € R™ vektorokat, amelyek eleget tesznek a kdvetkezd feltételeknek

(Mz +q,2) =0,
Mz+q>0, LKF(M,q)
z >0,

ahol M n-edrendii kvadratikus métrix, ¢ pedig n-dimenzids vektor.
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Az LKF(M,q)-ban szerepld M métrix csak kvadratikus, nem kell szim-
metrikusnak lennie. A legijabb vizsgalatok kideritették, hogy LKF(M,q)-
nak szamos jé tulajdonsigot biztosit az, ha a T'(x) = Mz + g affin leképezés
pszeudomonoton R7}-on. Erdemes a kovetkezd tételt Gsszehasonlitani az
1. Tétellel.

3. Tétel. [5] Legyen a T(z) = Mz + q leképezés nem-monoton, legyen
tovdbbd rank(M) > 2. Ekkor T(z) akkor és csak akkor pszeudomonoton az
R} nem-negativ ortdnson, ha teljesiilnek a kivetkezd feltételek:

(i) w e R™, (Mw,w) < 0= MTw >0 vagy MTw <0,
(i)  wan olyan u € R™, hogy q = Mu,
(i) ha q = Ma, akkor (M*4,u) <0 és M*u <0.

Konnyen észrevehetjiik, hogy az (i) feltétel szimmetrikus métrixok esetén
pontosan a pozitiv szubdefinitést jelenti, ennélfogva az (i) feltétel a Martos-
féle szubdefinités fogalomnak a kvadratikus métrixok osztdlydra vald kiter-
Jjesztése.

Definicié. [5] Az n-edrendfi M métrixot pozitiv szubdefinitnek (PSbD)
mondjuk, ha barmely w € R™re

(Mw,w) < 0= MTw <0 vagy M w > 0. (PSbD)

Az érdeklédé Olvasd szdmos érdekes és fontos eredményt taldl a PSbD
métrixokrél az [5] dolgozatban. Bizonyithatd, tobbek kdzdtt, a 2. Tétel anal-
ogonja.

4. Tétel. Legyen a T(z) = Mz + q, ahol rank(M) > 2. Ekkor T(z) akkor
és csak akkor pszeudomonoton az R nem-negativ ortdnson, ha az

5]

mdtriz pozitiv szubdefinit.

4 Altaldnositott PSbD matrixok

Ebben a részben megmutatjuk, hogy a linedris komplementaritési feladat egy
Ujszertl vizsgalata hogyan vezet el a PSbD métrixosztaly egy tovabbi 4ltala-
nositdsidhoz.

4.1 A Linedaris Komplementaritasi Feladat
Tekintsiik ismét az LK F(M, q) feladatot:
(Mz +q,z) =0,
Mz+q >0, LKF(M,q)
z >0,
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Jelolje S(M, g) a fenti feladat megoldési halmazat. Ennek tanulményozdséhoz
,,bevett szokds” a kovetkezd segédfeladatot segitségiil hivni:

min (f(z) = (Mz+¢,z) : Mz +q¢>0,2>0] . QP(M,q)
Jeldlje S"(M, ¢) ennek a feladatnak a megolddsi halmazat. Nyilvénvald, hogy
S(M,q) € S'(M,q),

és a € S(M,q) akkor és csak akkor teljesiil, ha a lehetséges megoldds és
f(a) =0. A QP(M, q) kvadratikus programozdsi feladatnak van néhany igen
figyelemreméltd tulajdonsdga: a feltételi halmaza poliedrikus, a célfiiggvénye
pedig a feltételi halmazon alulrdl korlatos. Frank és Wolfe egyik nevezetes té-
tele szerint [9] ennek a feladatnak mindig van optimalis megolddsa, amennyi-
ben létezik lehetséges megolddsa. Lehetséges megoldds létezése azt jelenti,
hogy létezik olyan z € R™ vektor, amelyre teljesiilnek az z > 0 és Mz +¢ > 0
feltételek. A Farkas-lemma szerint ez a konzisztencia feltétel ekvivalens a ké-

vetkezdvel:
u>0, MTu <0 = (q,u) >0.

Vezessiik be a kdvetkezd kipot
KM:{uGR”:uZO, MTuSO} ,
és tekintsiik ennek negativ poldrisdt:
Ky ={pcR": (pu)<0VueKy}.

Ennek a poléris kipnak a segitségéve! a , konzisztencia” kérdése a kovetkezd-
képpen is kifejezhets: az LK F(M,q) feladat feltételrendszere akkor és csak
akkor konzisztens (megoldhatd), ha

—q€eKY.

Ennek és a kordbban emlitett Frank-Wolfe tételnek az alapjin nyilvanvalg,

hogy
S'(M,q) #0 & —q € Ky,

illetve egy a € R™ lehetséges megoldasra
a€S(M,q) & —qc K és fla)=0.

A fentiekb6l kdvetkezik, hogy ha Ky = {0}, akkor az LK F(M, q) feladat
minden ¢ € R™-re konzisztens, hiszen ebben az esetben Ky = R". Ez az
eset kovetkezik be példdul akkor, ha az M + M™T maétrix pozitiv szemidefinit.

Tegyiik most fel, hogy a € S'(M,q). Ekkor a-ban teljesiilnek az opti-
malitds Karush-Kuhn-Tucker feltételei, nevezetesen léteznek olyan u,v € R™
vektorok, hogy

(M+M)a+q—-M'uw—-v=0, KKT(a)
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a,u,v,Ma+q>0, KKT(b)
{a,v) = (Ma+q,u) =0. KKT(c)

Jelélje S”(M, q) azon a vektorok Osszességét, melyekre teljesiilnek a fenti
KKT(a)—(c) feltételek. Mivel a QP (M, q) kvadratikus programozasi feladat
feltételi halmaza reguldris, mert poliedrikus, ezért

§'(M,q) € 8"(M,q),
kovetkezésképpen
S(M,q) C §'(M,q) C S"(M,q). ()

Az LK F(M, q) probléma megoldasainak megkeresésére elterjedt médszer
a kovetkezé: megadunk olyan feltételeket, melyek biztositjdk az S(M,q) =
S"(M,q) egybeesést és az S(M,q) halmaz elemeit a QP(M,q) kvadratikus
programozasi segédfeladat megolddsa révén hatérozzuk meg [3, 4, 7).

A KKT(a)—(c) feltételrendszerbél konnyen adédik a kovetkezd:

0= f(a) + (u,v) +(MT(u—a),(u—a)), (F)

ahol f(a) = (Ma+q,a) > 0 és a Lagrange-szorzokra vonatkozé nem-nega-
tivitasi kikdtés miatt (u,v) > 0. Ha torténetesen (MT(u —a),(u—a)) >0,
akkor f(a) = 0, kdvetkezésképpen a megoldasa az LK F(M,q) feladatnak.
Ezt a tényt Otvozve a konzisztencidra vonatkozé egyik kordbbi megdllapita-
sunkkal egy mar régéta jol ismert Allitdshoz jutunk:

5. Tétel. Ha az M + MTmdtriz pozitiv szemidefinit, akkor minden q-ra

S(M,q) =5"(M,q) #0.

4.2 Egy 1j feltétel az S(M,q) = §"(M,q) egybeesés biz-
tositasara

A cikk hatralevd részeiben gyakran fogjuk haszndlni a kévetkezd jeloléseket.

e Legyen H szimmetrikus métrix. Jelolje
v_(H)

a H matrix negativ sajdtértékeinek szdmat, annyiszor szdmolva az egyes
sajatértékeket, amennyi a multiplicitdsuk.

e Legyen t € R és legyenek

tt = max{¢,0}, ¢ =max{0,—t}.

e Tetszbleges x € R™ vektorra legyenek

i =l el &8 = D

z o
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A kovetkezé tétel a kiindulépontja a tovabbi vizsgiléddsoknak, mely mé-
lyebb betekintést ad az (F) feltétel ” finomszerkezetébe”.

8. Tétel. (7] Legyen a € R™ KKT-staciondrius pontja a QP(M, q) feladat-
nak u,v > 0 Lagrange multiplikdtor vektorokkal. Legyen w = u — a. Ekkor

f(@) = (@, Ma+q) = ((MTw) " ,w™) | (F1)
(o) = ((MT)"wt) | (F2)
0:<(MTw)+,w+>+<(MTw)“,w—>, (F3)
fla) = —% (g, w) . (F4)

Bizonyitas. Irjuk 4t a KK T'(a) és (F) feltételeket koordindtds alakba: min-
den i-re

+ (MTw); = (Ma + g); (1)

0= (Ma+ q);a; +u;v; + (M'Tw)iwi .

Ez utébbit egyszeril dtrendezéssel a kdvetkezd alakra, hozhatjuk.
—w(MTw); = a;(Ma + q); +uv; >0, Vi, (2)

melybdl azonnal adédik (F3).

Tegyiik fel, hogy (MTw); > 0. Ekkor (2) miatt w; < 0, (1) miatt pedig
(Ma+q); > 0. A KKT(c) komplementaritési feltételbél ekkor u; = 0 adddik,
ami miatt (2) a kovetkez§ alakot Slti:

ai(Ma+ q); = —w;(MTw); .
Mindezen megéllapitasokbél kozvetleniil adédik, hogy

ai(Ma+q); = (MTw)fwy, F1(3)
és -

wv; = (M w);w F2(i)

’L

Tegyiik most fel, hogy (M7w); < 0. Ekkor (2) miatt w; > 0, (1) miatt
pedig v; > 0. A KKT(c) komplementaritasi feltételbél ekkor a; = 0 adédik,
ami miatt (2) a kovetkez6 alakot &lti:

UV = —U)Z'(MTIU)Z‘ .

Az elmondottak alapjén nyilvdnvals, hogy ebben az esetben is teljesiilnek a
F1(i)-F2(7) feltételek.
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Végezetill tegyiik fel, hogy (MTw); = 0. Ekkor (2)-bdl a;(Ma + q); =
u;v; = 0 kdvetkezik és ennélfogva F1(z) és F2(i) ebben az esetben is teljesiil.
Ez pedig pontosan a (F'1)—(F2) éllitdsokat igazolja.

Az (F4) feltétel bizonyitdsa a kovetkezéképpen térténhet: Mivel f (a) =
(Ma + q,a) és KKT(c) szerint 0 = (Ma + g, u), ezért nyilvanval6, hogy

fla) = (Ma+q,a—u) = (Ma,a—u) +{(g,a —u).

Masfeldl viszont, K KT'(a)-bdl adédik, hogy Ma+q = MT(y—a)+v. Mivel
KKT(c) miatt {(a,v) = 0, ezért nyilvdnvalo, hogy

fla) ={Ma+gq,a) = <MT(u = a),a> = (u—a,Ma).
Ebbdl a két Osszefiiggésbdl kiadddik az (F'4) feltétel. O

Az imént bizonyftott tétel alapjin tobb elegendd feltétel is adhaté arra,
hogy S(M, q) = S5"(M, q) teljesiiljon.

o Az (F) feltétel szerint (Mw,w) > 0 garantélja az f(a) = 0 feltételt.

o Az (F4) feltétel szerint, ha (Mw,w) < 0, de (g,w) > 0, akkor is be-
kovetkezik az f(a) = 0 eset.

e Ha viszont (Mw,w) <0 és (g, w) <0, akkor az (F'1) feltétel szerint az
(M Tw)+ ,w"> = 0 feltétel elegendd az f(a) = 0 feltétel , kikénysze-
ritéséhez”.
Az elmondottak remélhetSleg elegendd indokot szolgéltatnak a kdvetkezd
fogalom bevezetéséhez.

Definicié. [7) Az (M, q) part megfelelének mondjuk, ha
(Mw,w) <0 és (qw) <0 = <(1\/[T'w)+,w_>=0. APP

A kdvetkez8 tétel mutat rd az imént bevezetett fogalomnak a jelentéségére.
7. Tétel. [7] Ha az (M, q) pdr megfeleld, akkor S(M,q) = S"(M,q).

Bizonyitas. Folytonossig miatt az (APP) feltétel a kovetkezd ,,élesebb”
formdban is teljesiil:

(Mw,w) <0 és (q,w) <0 = <(]\4Tw)+,w->:0.
>

Legyen a € S”(M,q). Legyenek u,v > 0 a megfeleld Lagrange multip-
likdtorok. Legyen w = u — a. Ekkor (F) és (F4) szerint (Mw,w) < 0
és (q,w) < 0. Mivel az (M, q) par megfeleld, ezért <(MTw)+ ,w"> =0, és
mivel (F'1) szerint f(a) = <(MTw)+ ,w_>, ezért f(a) = 0, kbvetkezésképpen
a€S(M,q). O

Nem nehéz beldtni, hogy az (M, q) par megfelel6 a kovetkezd esetekben:
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o az M + MT métrix pozitiv szemidefinit,
e az M matrix pozitfv szubdefinit de M + MT nem pozitiv szemidefinit
és van olyan u € R™,u > 0, hogy ¢ = Mu.

A kévetkezd tétel megfeleld (M, q) par matrix komponensének egy fontos
tulajdonsdgdra mutat r4.

8. Tétel. Ha az (M,q) pdr megfeleld, akkor v_(M + MT) < 1.

Bizonyitas. Legyen az (M, q) par megfelels. El8szor is megmutatjuk, hogy
ekkor érvényes a kévetkez$ implikécio:

(w)=0 = (Mw,w)>0. (3)

Ezt indirekt médon bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy létezik olyan w, amelyre
(g, w) = 0 és (Mw,w) <0 teljesiil. Az (APP) feltétel folytén

((MTw)*,wm) =0, (4)

Mivel nyilvdnvald, hogy (g, —w) = 0 és (M(—w), —w) < 0, ezért ugyancsak
(APP) miatt
<(MTw)_,w+>:0. (5)

(4) és (5) miatt
(Mw,w) = <(MTw)+,w+> + <(MTw)? ,w_> >0,

ami ellentmond kiinduldsi feltevésiinknek.

Most megmutatjuk, hogy a (3) implikdcié teljesiilése esetén v (M +
M) < 1. Tegyiik fel allitdsunkkal ellentétben, hogy v_(M + MT) > 1.
Ekkor léteznek olyan w, és wo egymédsra meréleges sajatvektorai az (M+MT)
métrixnak, hogy (Mwy,w;) < 0 és (Mwg,wp) < 0. A (3) implikdcié miatt
ekkor (g, wy) # 0 és (q,wq) # 0. Az dltalinossdgot nem sérti, ha feltessziik,
hogy (g,w1) > 0 és (g, ws) < 0. Ekkor létezik olyan 0 < to < 1 valds szdm,
hogy

<qa w0> =0

teljestil a wp = towy + (1 — to)wy vektorra. (3) miatt ekkor
(Muwp,wo) > 0
kell, hogy legyen. Masfel6] azonban
2(Mwo, wo) = ((M + M7 )wo, wp) = 22 (Mwy, w1 )+2(1—to)? (Muwa, we) < 0.

Ez az ellentmondés igazolja tételiinket. O
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Mivel v_(M+MT) = 0 esetén a QP(M, q) feladat egy konvex kvadratikus
programozasi feladat, melynek vizsgélata nem hoz semmi djat, ezért a tovab-
biakban azt az esetet vizsgéljuk, amikor v_ (M + M7T) = 1. Ebben az esetben
a

K ={w: {Mw,w) <0}

halmaz nem tres, és a kdvetkezd nevezetes tulajdonsiggal rendelkezik.

Lemma. Legyen M olyan kvadratikus mdtriz, melyre a H = M + MT mdt-
riznak pontosan egy egyszeres negativ sajatértéke van. Ekkor létezik olyan
zdrt konvez kip T, hogy

K = {w: (Mw,w) <0} =TU(-T). (6)

Bizonyitas. Induljunk ki abbdl, hogy a K kipot a kévetkezdképpen is
megadhatjuk
K ={w: (Hw,w) <0} .

Ismeretes a szimmetrikus métrixok elméletébdl, hogy a (Hw, w) kvadratikus
format egy P unitér transzformacié segitségével (PPT = PTP = I) diagonal
formdra lehet transzformalni. Ezzel a P-vel teljesiil a kovetkez6:

_ d 0 0
H=prPDpPT=pP| 0 Dy 0 |PT,
0 0 0

ahol d; jeloli a H egyetlen negativ sajatértékét, Dy pedig egy pozitiv definit
diagon&l matrix.
Tekintsiik a PT(K) = L kipot. Ekkor w € K & PTw € L, tovdbbd

L={y=PTw: (HPy, Py) = (Dy,y) <0} .
Particionaljuk az y = PTw vektort a D fenti el6allitdsanak megfeleld médon:
!
Y= Y2 )
Y3
és legyen

Y = {y: (Dy,y) = diy? + (Doya, y2) < 0 és y1 > 0}.

Az nyilvanvald, hogy
L=YU(-Y).

Legyen T'= P(Y). Ekkor
K = P(L) = P(Y)UP(~Y) = TU(-T).

Most megmutatjuk, hogy T zart és konvex kiup. Ezt elegendd az Y kiprdl
bebizonyitani. A (Dy,y) kvadratikus forma folytonosséga biztositja azt, hogy
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Y zdrt. Y konvexitdsa azonban mir nem annyira nyilvdnvalé. Ehhez vegyiik
észre, hogy Y-t a kbvetkez6 médon is megadhatjuk:

¥ = {v: V(Day2,12) < v/=duys és 1 2 0}

Tekintettel arra, hogy Da pozitiv definit, ennélfogva a (Days, y2) kvadratikus
forma szigordan konvex, de ugyancsak konvex a \/{Days,ys) fiiggvény is.
Legyenek u,v € Y és legyen z = Au+ (1 — A\)v. Ekkor

\/(DQZQ, 22> < )\\/(Dzug,UQ) + (1 — /\)\/(DQDQ,’UQ) <
/\\/ —d1u1 + (1 - )\)\/ —dl'Ul =/ —d121 i

kovetkezésképpen z € Y. O

Ezek utan bebizonyitjuk a kdvetkezd tételt.

9. Tétel. 7] Tegyiik fel, hogy v_(M + M7T) =1 és ¢ # 0. Ekkor az (M, q)
pdr akkor és csak akkor megfeleld, ha q € T° és minden i = 1,2,... n-hez
taldlhatdk olyan s;,t; > 0 valds szdmok, hogy

sit+t; =1 és —s;e;+t;m; € TO,
ahol e; illetve m; az E n-edrendi egységmdtriz és az M mdtriz i-edik os-

Zlopait jelolik,

Bizonyitas. Szikségesség. Tegyiik fel, hogy az (M, q) pir megfelels. Az
el6z6 tétel bizonyitdsabdl tudjuk, hogy ekkor teljesiil a (3) implikécis, mely
ekvivalens a kovetkezével:

(Mw,w) <0 = (q,w)#0.

Tekintettel a (6) dekompoziciéra, ebbdl az kovetkezik, hogy vagy ¢, vagy
pedig —¢ eleme a T° poldris kipnak. Mivel ¢ adott, ezért minden tovébbi
nélkiil megtehetjiik, hogy a (6) dekompoziciénak azt a komponensét jeldljiik
T-vel, amellyel ¢ € TO teljesiil. Ekkor

T={w: {(Mw,w) <0 é (qw)<0}. (7)
Vezessiik be minden i-re, 7 =1,2,...,n, a
Wi ={w:(e;,w) =w; <0 és (ms, w) = (MTw); >0} .

konvex poliédert. Nem nehéz beldtni, hogy (M,q) akkor és csak akkor
megfelels par, ha minden i-re

TNW; =0. (8)

A Farkas-lemma segitségével viszonylag egyszeriien igazolhatd, hogy a W;
poliéder akkor és csak akkor lires, ha léteznek olyan s;, ¢; nemnegativ valds
szdmok, melyekre s; +t; =1 és s;e; = t;m;.
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Ezek utén tegyiik fel, hogy W; # 0. Ekkor a konvex halmazok szeparacios
tétele szerint a (8) feltétel ekvivalens a kovetkezdvel: létezik olyan d; €
R™,d; # 0 vektor, hogy

sup {(d;,w) : w € T} <0 <inf {{d;,w) 1w € Wi}.
Ebbdl egyfeldl az kovetkezik, hogy
d; € T°,
masfelél pedig az, hogy
0 <inf {{di,w) : w; <0 és (MTw); >0} .

A Farkas-lemma, szerint ebb6l az kovetkezik, hogy vannak olyan s;,¢; nem-
negativ val6s szdmok, melyekre s; +t; > 0 és —s;e; +t;m; = d;. Tekintettsl
arra, hogy T° kiip, ezért az s;,t; szdmok normalhaték oly médon, hogy tel-
jesilljon az s; +t; = 1 feltétel.
Elegendéség. Tegyiik fel, hogy a tétel feltételei teljesiilnek és a w € R™
vektorra
(Mw,w) <0 és (q,w)<0

teljesiil. A T kiip (7) reprezenticiéjabdl kovetkezik, hogy w € T'. Mivel
—sie; +t,m; € TO,

ezért
(—siei + t,,;mi, ’LU) S 0. (9)

Vizsgaljuk eldszor azt az esetet, amikor s; # 0. Ekkor

t;
w; Z —(MT’LU)i.
S4

Amennyiben t; # 0, akkor (9)-bdl azt kapjuk, hogy:

(MT’UJ)i <

w; .

&

Mindkét esetben teljesill a kvetkezd: minden i-re
(MTw)f (w™)i =0,
ami pontosan azt jelenti, hogy
(MTw)*,w™) =0,

vagyis az (M, q) pérra teljesiil az (APP) implikacio. ]
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4.3 Altaldnositott pozitiv szubdefinit matrixok

Az l6z8 tételben szerepld feltételek koriiltekintd vizsgdlata inspirdlta a ko-
vetkezd fogalom bevezetdsét.

Definicié. [7] Az M kvadratikus métrixot dltaldnositott pozitiv szubdefinit-
nek nevezziik, ha léteznek olyan s;,t; > 0,s; +¢; = 1,4 = 1,2,....,n valds
szamok, hogy

vagy —s;w; + ti(MTU))i <0 minden i-re,

(Mw,w) <0= { vagy —sgw; +t;(MTw); >0 minden i-re,
GPSbD
ahol w; illetve (M Tw); a w illetve M Tw vektorok i-edik komponenseit jeldlik.

Nem nehéz igazolni, hogy az M métrix akkor és csak akkor PSbD, ha
GPSbD s; =0 és t; =1 egyiitthatékkal minden i-re.

A kévetkez6 példdban megmutatjuk, hogy az dltaldnositott pozitiv szub-
definit mdtrixok osztdlya bévebb, mint a PSbD métrixoké.

Példa. Tekintsiik a kovetkez$ métrixot:

0 2 0
M=]1 0 1
0 -1 0

Az M + MT métrix inercisjénak kiszdmitdsa révén konnyen megéllapithatd
(két pivot-transzformacié utén), hogy v_ (M + MT) = 1. (Az inercia kisz4-
mitédsra szolgdlé Cottle-algoritmus megtaldlhaté Cottle eredeti cikkében (2],
illetve a [13] egyetemi tankdnyvben.) Egyszerii szémoldssal kapjuk, hogy

wa
(Mw,w) = 3wjwy és MTw=| 2w —ws
wo

Koénnyen ellendrizhetjiik, hogy M nem PSbD, viszont s; =ty = s3 = 0 és
t1 = sy =t3 =1 vélasztéssal teljesiil az (GPSbD) feltétel.

Az éltaldnositott pozitiv szubdefinitds fogalma segitségével a 9. Tétel a
kovetkez8képpen is kimondhatd.

10. Tétel. Teljesilion az M mdtrizra a v_(M + MT) =1 feltétel. Ekkor az
(M, q) pdr akkor és csak akkor megfelels, ha az M mdtrizc GPSbD és g € T°.

5 Koszonetnyilvanitas

Ezen a helyen kivdnok készonetet mondani lektoraimnak, akik észrevételeikkel
hozzdjérultak ahhoz, hogy a cikk kozérthetSbb legyen és kevesebb hibat tar-
talmazzon. Koszonettel tartozom tovabba az OTKA T 025442 és az FKFP
059/1997 pélydzatoknak pénziigyi tdmogatdsukért.
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ON POSITIVE SUBDEFINITE MATRICES AND THEIR GENERALIZATION

At the end of the 1960’ years Béla Martos introduced the concept of positive sub-
definite matrix in order to characterize quasiconvexity of quadratic functions on
the nonnegative orthant of an Euclidean space. Just some years ago Jean-Pierre
Crouzeix and his co-workers revealed the role of the positive subdefiniteness con-
cept in characterizing quasimonotonicity of affine maps. Very recently Jean-Pierre
Crouzeix and the author introduced a more general concept of positive subdefinite-
ness proved to be important in studying Linear Complementarity Problems. The
paper presents an overview of the three stages of the development of the positive
subdefiniteness concept with an emphasis on the last stage.



