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WAVELETEK ES ALKALMAZASUK AZ IDOSOROK
ELEMZESEBEN

ZSEMBROVSZKY PETRO*
MATAYV Piacelemzd Osztdaly

A hagyoményos Box-Jenkins id8soros statisztikai modellek (ARMA, ARIMA)
csak olyan hosszii staciondrius iddsorokon adnak megbizhaté eredményeket,
amilyenek a legtébb esetben nem dllnak rendelkezésre. Ezért fordul a figye-
lem egyre inkébb olyan mddszerek felé, amelyek viszonylag rovid iddsorokon
is képesek hatékony elemzést adni és szildrd bézist biztos{tani az elérejelzések
szidmdra. Az utébbi években éppen ezért gyors fejlédésnek indult néhdny, a
tradicionalistdl eltérd idésorelemzési iranyzat: a wavelet elemazés, a fraktdl
analizis és a neurdlis hdlézatok alkalmazdsa. Ez a cikk az emlitett médszerek
koziill a wavelet analizis elméleti alapjait és alkalmazdsi lehetségeit mutatja
be egy, a tavkozléshez kapesoldds gazdasigi idésor példajdn.

A bevezetést kovetben el6szor bemutatjuk a waveletek 1ényegét és kapcso-
latukat més, tébbé-kevésbbé ismert idésorelemzési médszerekkel, majd Gssze-
foglaljuk a waveletekkel szoros rokonsdgot mutaté Fourier-analizis elemeit.
Ezt kovetden sorravesszik a wavelet elemzés alapjait, egy leggyakrabban al-
kalmazott modszerét, lehetséges tovdbbfejlesztéseit, alkalmazdsit, majd az
emlitett szamszertien is kidolgozott feladatot. A cikket a fontosabb hivatko-
zdsok jepyzéke zérja.

1. A waveletekrdl dltalaban

A waveletek? bizonyos matematikai kvetelményeket kielégitd figgvények. E
kovetelmények kozill fontos megemliteni azt, hogy az integraljuk 0 legyen,
tovabba legyenek az idétartoményban lokalizdltak, ami biztositja, hogy az
egyes idépontokhoz tartozé idésor-értékek jol leirhatdk legyenek a waveletek
segitségével. A gyakorlatban haszndlt wavelet figgvények emellett kiilonbozd
szam1 eltlind momentummal rendelkeznek.

A wavelet elemzés alapdtlete, nevezetesen az, hogy az iddsor alkalmas
tulajdonsdgu fiiggvények szuperpondldsdval kozelithetd, nem 11j. Hasonld

1A szerzé ehelyiitt szeretne koszonetet mondani Lois Laszlénak (BME) a tanulmany
alapos és értékes birdlatdért.

2 A wavelet angol sz6 hulldmocskat jelent. Mivel a magyar nyelvii szakirodalomban még
nem honosodott meg a fogalom, nem latjuk célszerlinek leforditani.
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elemzési modszer a milt szdzad kezdetétdl 1étezik, amikor Fourier megmu-
tatta, hogyan lehet szinusz és koszinusz bdzisfiggvényelkel mas fiiggvényeket
reprezentdlni. Mivel a wavelet elemzés a Fourier elemzéshez 4ll kozel, és mivel
ez utébbi valamelyest ismert a kézgazddszok idésorelemzési gyakorlatdban,
a tovdbbiakban a wavelet elemzés alapjait a Fourier-analizishez kapcsolva
fejtjiik ki.

A Fourier és wavelet médszerek kozos jellemzéje az, hogy linedris transz-
formdcidk: a keresett fiiggvényt a bézisfiggvények linedris kombindcidjdval
kozelitik, illetve reprezentdljik. A Fourier-transzformdcié hdzisfiiggvényei
szinusz és koszinusz fliggvények, ezért ezek csak a frekvenciatartomanyban
lokalizdltak, az id6tartomdnyban nem. A waveletek, melyek hasonlé bdzis-
fiiggvényekkel dolgoznak, id6ben (vagy térben) is lokalizaltak. A wavelet
modszer fontos eleme a skdla szerinti elemzés, ami annyit jelent, hogy a
wavelet-algoritmusok az adattranszformdldst killonb6z6 skdldn azaz kiilénbé-
z6 felbontdsban végzik. Ez nagymértékben alkalmas diszkrét jellegii, hirte-
len megszakitdsokat tartalmazdé, nem-stacionérius jelekbdl allé idésorok e-
lemzésére, Mivel a wavelet elemzés nem trigonometrikus figgvényekre épiil,
a nem periodikus idésorok reprezentaldsdhoz kevesebb wavelet hazisfiiggvény
kell, mint amennyi szinusz-koszinusz kellene Fourier-analizis esctén.

Ami a technikai megolddst illeti, jéllehet a Fourier-analizis elmélete mér
régen kialakult, az alkalmazdsok szempontjabdl az igazi 4tt0rés azonban csak
a szamitégépek megjelenésével kezd8dott.  Szdmos algoritmust fejlesztet-
tek ki a Fourier-analizis alkalmazdsdhoz, de a szdmitégépeknél a FFT (Fast
Fourier Transform) diszkrét vdltozata bizonyult a leghatékonyabbnak. A
waveleteknél ennek a analdgja a DWT (Discrete Wavelet Transform). Mivel
mindkét mddszer lényegi eleme az a transzformdcid, amellyel az eredeti idésor
aclatait az 11j bazisba Atviszik, a tovabbiakban az emlitett két transzforméciét
hasonlitjuk 0ssze.

A FFT és a DWT sok hasonldsdgot mutat, Mindkettd olyan linedris mu-
velet, ami log, N (ahol N az idésor hossza, megfeleld szdmu 0-val kiegészitve)
kilonféle hosszisdgu egyutthatékbdl dllé adatstruktirat generdl, és melyet ez
a mivelet rendszerint kitolt és dtalakit a kiillonbézé 2" (n = 0,1,...,log, N)
hosszisdgu adatvektorokba. Mindkét transzformdciéban a benntik szerepld
matrixok hasonlé matematikai tulajdonsdgokkal rendelkeznek; mind a FFT,
mind pedig a DWT esetén a linedris transzformdcié ortonormdlt, igy a transz-
formdcié matrixa is ortonormadlt, azaz a matrix inverze megegyezik transz-
ponéltjaval. A FFT transzformdcié olyan bdzist haszndl, amely szinusz és
koszinusz fliggvényeket tartalmaz. A wavelet transzformdciéndl a megfeleld
bazisfiiggvények, az tn. waveletek, anya waveletek vagy elemz6 waveletek,
hasonldéak bér, de bonyolultabbak. A két transzformécié mds szemponbdl is
hasonlé. Mivel a bazis fuggvények mindkét esetben frekvencia-lokalizdltak, az
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olyan, a frekvenciatartomdnybeli elemzésre épiild matematikai eszkozok mint
az energiaspektrum (periodogram) és skdlagram (a kés6bbiekben definidljuk),
az clemzés lényeges részét képezik, 6és hasznosak lesznek a frekvencia kivélo-
gatdsanal, valamint az energiaeloszlds kiszdmitdsanal.

A hasouléségok mellett azonban a két médszer kozt lényeges eltérések 1s
vannak. Taldn a leglényegesebb eltérés az, hogy szemben a Fourier-analizissel
a wavelet figgvények nem csak a frekvenciatartomanyon, de idében vagy tér-
ben is lokalizdltak. Ez a fajta lokalizdcid, a wavelet frekvencia-lokalizdldsaval
egyetemben, a wavelet tartomanyba vald transzformaldskor sok, waveleteket
hasznalé figgvényt és operdtort ritkdva tesz. Ez olyan hasznos alkalmazasokat
eredményez mint az adatkompresszid, a kép sajdtsigok felfedezése és a zaj el-
tévolitdsa az idésorokbdl, Jéllehet ezek a fogalmak elsédlegesen a jelfeldolgo-
zasban jatszanak komoly szerepet, az utolsd fejezetben éppen azt szeretnénk
bemutatni, hogy maga a technika kozgazdasigi id8sorok komponensekre vald
bontdsdban is j6! alkalmazhato.

Annak érdekében, hogy megmutassuk az idé-frekvencia felbontdsi kii-
16nbségeket a wavelet és Fourier-transzformdcid kozott, nézzilk meg a bazis
fiiggvény lefedését az id6-frekvencia sikban. Az 1. dbrdn a WFT-t (Window
Fourier Transform) ldtjuk, ahol az ablak egy egyszeri négyzet hulldm. A
négyzet hullimi ablak gy végja le a szinusz vagy koszinusz fiiggvényeket,
hogy azok beférjenek a meghatdrozott szélességli ablakba. Mivel a WEFT-
ben minden frekvencia széméra egy ablakot hasznalunk, a felbontds azonos
az id8-frekvencia stk minden helyén.
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1. dbra: Fourier bézisfiiggvények,
id6-frekvencia mozaiklapok és az id6-frekvencia sik lefedése
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2. dbra: Daubechies wavelet bdzis fiiggvények,
idé-frekvencia mozaiklapok és az id6-frekvencia sik lefedése.

A wavelet transzformdcié elénye ezzel szemben az, hogy az ablakok véltozdak.
Ahhoz hogy elkiilénitsiik a jel diszkontinuitdsat, nagyon révid bazisfiiggvé-
nyeket kellene alkalmazni. Ugyanakkor, a részletes frekvencia-analizishez
nagyon hosszii bazisfiiggvények kellenek. A megoldds a rdvid, magas frekven-
cidjui és hosszt, alacsony frekvencidji bézisfiiggvények egyidejii alkalmazdsa.
Bzt a szerencsés eszkozt a wavelet-transzformdcid adja. A 2. dbra az id6-frek-
vencia sik lefedését mutatja be specidlis, gyakran hasznélt bazisfiiggvények,
a Daubechies wavelet bézisfliiggvények segitségével.

A waveletek valéjdban tehat olyan alapfiiggvények, amelyek linedris kom-
bindcidival kikeverhetSk az idésorok. A killonbozé alakd waveletek esalddokat
alkotnak, ilyen pl. a mar emlitett Daubechies esaldd. Minden wavelet csalddon
beliil 1éteznek wavelet osztdlyok, melyek az egyiitthatdk szdmdval és az ite-
riciés szinttel (lasd késébb) killonbozhet8k meg, A wavelet-csalddon beliil a
wa\releteket leggyakrabban az eltiing momentumaik szdmdval osztilyozzdk,
{gy példéul, a Coiflet wavelet csalddban léteznek a két és harom elt{ing mo-
mentummal rendelkezé Coiflet-ek. A 3. dbra néhdny kiilonhozé wavelet csa-
lddot mutat be.

A 3. dbrdn ldthaté waveletek koziil a késSbbiekben elsfsorban a méar
emlitett Daubechies waveletelkel foglalkozunk. Az ugyanitt lithaté Haar-
wavelet érdekessége az, hogy ez volt az els§ wavelet, amit a szakirodalom
emlitett (1909), s ez els§ alkalmazdja, Haar Alfréd magyar matematikus nevét
viseli. A Haar-wavelet fontos tulajdonsdga az, hogy kompakt tartéji, ami azt
Jjelenti, hogy megsziinik egy véges idSintervallumon kiviil. Sajnos, a Haar-
wavelet nem differencidlhatd folytonosan, ami korldtozza a felhasznéldsat.
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3. dbra: Néhdny kiilonboz6 wavelet csaldad.
A wavelet név utdni szdm az elt{iind momentumok széamdt fejezi ki.

2. A Fourier-analizis alapjai

A Fourier-analizis, mely mar kdzgazdasdgi alkalmazédsokban is létjogosultsd-
got nyert, hatékony és jél bevilt eszkoz a staciondrius idésorok elemzésében.
Ezért ahhoz, hogy a wavelet elemzés lényegét jobban megértsiik, célszeriinek
latjuk dsszefoglalni a Fourier-analizis alapfogalmait.

Ha az {X,, t=0,+1,..} diszkrét staciondrius folyamat, akkor dekom-
poziciéjdhoz szinusz és koszinusz fiiggvények linedris kombindcidja alkalmaz-
haté. Formalisan:

= /(cos)\,,—l—isin/\l,)dZ()\): /e"‘)"'dZ N, (2.1)
—co -7

ahol {Z (\),—m < A < «} ortogonilis folyamat. A folyamat véltozdjanak

variancidgja
m

Var{X,} = /dF()\) . (2.2)

—T
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ahol E{|dZ (A) [*} = dF (\). Az F (\)-t a folyamat spektrdlis eloszldsfiggué-
nyének nevezziik. Ha dFF (A) = f(A)d), akkor az f () a spektrdlis slirtiség-
fuggvény, vagy egyszerlien X, spektruma. Az (2.2) dsszefiiggés ast mutatja
meg, hogy miképp kapesolédik az X, idésor variancidja a spektrum kom-
ponenseihez, maga a spektrum pedig azt, hogy az egyes frekvencidk milyen
sillyal szerepelnek az X el84llitdasaban.

Ahhoz, hogy X;-nek az f ()) spektrumét megfigyelések alapjan meghatd-
rozzuk (becsuljik), a

d(Aj) = XM 5=0,1,.0[N/2, (23
( ) J QTNl/zIX(:] 4 J [ /] ( )

alaki transzforméciét kell elvégezni. EbbSl kaphaté az elemzés egyik leg-
fontosabb eredménye, a periodogram, mely az

- |d:/'|2’ (2.4)

kifejezéssel definidlhatd, és a spektrum aszimptotikusan torzitatlan becslé-
figgvényének tekinthetd, A periodogram azt mutatja meg, hogy a vizsgalt
idésorban milyen frekvencidjd hulldmésszetevdk milyen sillyal fordulnak eld.

Az a tény, hogy a spektrum, feltételezve hogy az X,k v, autokovariancidi
Osszeadhatdk, az

“+oo
1 —ihu
f(’\) - % ":Z_m’\/u.e (25)

kifejezéssel irhatd le, azt mutatja, hogy f(.) értékét az egyedi X frekvencian
olyan X, értékek hatdrozzak meg, amelyek a ¢ széles tartomanyén szét vannak
szérva. llymédon a speltrum komponensei az idében nem jél lokalizsltak,
ami pedig azt jelenti, hogy néhdny viltozds az X, értékekben az dsszes d;
egylitthatd megvéltozdsihoz vezethet.

3. Wavelet elemzés

A wavelet elmélet eredetét nehéz meghatdrozni. Kifejlédéséhez sok tudomény-
tertilet jArult hozzd. Az elmélet magja a jelfeldolgozds, a fizika és a matema-
tika szintézise. A waveletek alkalmazdsi skdldja széles és felhaszndldsuk roha-
mosan novekszik. De tulajdonképen mi is a wavelet és miért olyan népszer(i?
Ezt a kérdést szeretnénk az aldbbiakban kissé részletesebben megvizsgdlni.
A wavelet elemzés alapja a ¥ (z) bdzis-, elemz6- vagy anya-wavelet, ami
egy specialis tulajdonsdgokkal rendelkezd fuggveny. Maguk a waveletek pedig
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az anya-waveletek dilatdcidinak (ez egyardnt jelent kitdgitdst vagy zsugoritdst)
és transzlacidinak (dthelyezések, eltoldsok) véges halmazai.

Néhdny anya-wavelet tulajdonsdga az, hogy nulldvé vélik bizonyos inter-
vallumon kiviil (kompakt tartdji), ezzel biztositva az idésor komponensek-
re valé gyors bomldsat. Az ¢ (z) elemzd wavelet eltoldsal (transzldcidél) és
skaldzdsa (dilatdcidja) a wavelet ortogondlis bazisat hatdrozzak meg:

gy () = 25y (27 — 1),

ahol s,! egész szdmok. Ahhoz, hogy generdljuk pl. a Daubechies csalddhoz
tartozé waveleteket, skdldznunk és dilatdlnunk kell a ¢ (z) elemz6 waveletet
3,1 szdmok segitségével. Az s skéla index a wavelet szélességét jelzi, az [
hely index pedig a wavelet poziciéjat adja meg. Meg kell emliteni, hogy az
elemz6 wavelet fiiggvényeket kettd hatvanyaival skdldzzuk és egész szdmmal
toljuk el. A dilatdcidval és transzlaciéval képzett waveletek dnhasonldsdga
teszi a wavelet bazisokat kiilonosen érdekessé. Ha ugyanis az elemz6 (bazis-)
fiiggvény egyértelmilen meghatirozott, akkor ezdltal mar a bézisrdl is min-
dent tudunk.
Az elemzé és skaldzé fiiggvények kapcesolatdt az aldbbi 6sszefliggés adja

meg:

N—2

p(x) = (D e (2c+k),

h=——1
ahol ¢(z) a1 bizisfiiggvény skdldzé fiiggvénye, és ci-k a wavelet egyiitthatok.
A wavelet egyiitthatéknak linedris és kvadratikus kovetelményeket kell tel-
jesfteniiik a kovetkez6 forméban:

N-1 N-1
Vi Gra=l2; > cker = 281,

k=0 k=0

ahol 6§ a Kronecker-féle delta fiiggvény és | a lokalizéldsi index. Megje-
gyezziik, hogy a mdsodik feltétel a transzformacié ortonormaltsédgdt hivatott
biztositani. Az elemzé waveletek és a megfeleld skéldzé figgvények tehdt
egyméssal szoros kapcsolatban dllnak: az elemzé waveletek az adott skdlazd
fiiggvényekbé! kaphatdk meg.

Szerencsés, ha a kutaté az adott wavelet rendszerhez dgy vélaszthatja
meg definidlé egylitthatdit, hogy azok jél illeszkedjenek az adott feladathoz.
Daubechies olyan killonleges csalddokat fejlesztett ki wavelet rendszerek sza-
méra, amelyek kivdléan alkalmasak polinomidlis viselkedésti idsorok lefrdsara.

Daubechies a {cp,...,cn} egyutthatékat sziirének tekintette. Ezeket az
egyltthatékat a nyers adatvektorra alkalmazandé transzformécids métrixba
helyezziik el. Az egyiitthatokat két domindns séma szerint rendezziik. Az
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egyik a mozgd dtlaghoz hasonléan aluldteresztd (simit6) sziiréként mikodik,
és kozelitd informacidkat ad. A mésik (felildtereszté szlird) az adatok kiilénb-
ségi (egyedi) informdcidit emeli ki. Az egyiitthaték ezen kettds rendezését a
Jelfeldolgozasi irodalomban QMFE (Quadrature Mirror Filter) parnak hivjak.

A wavelet egyiitthatémadtrixot hierarchikus algoritmusban alkalmazzuk,
melyet néha piramis algoritmusnak neveznek. A wavelet egyitthatékat dgy
rendezziik el, hogy a pdratlan sorok aluldteresztd szirét tartalmaznak, a
paros sorokban pedig kiilonbozé eldjelli wavelet egyiitthaték helyezkednek
el, melyek az adatokbdl a kiilonbségi (egyedi) informéicidkat tartalmazzék.
Az egyiitthatémétrixot elészor a teljes hossatsdgt adatvektorra alkalmazzuk,
majd kivélasztjuk a simitott részt, és a mdtrixot \jra alkalmazzuk addig amig
trividlis szdmu simitott adat nem marad. Egy-egy métrix ismételt alkalma-
zdsa az adatok magasabb szintll felbontdsdt hozza ki, mikozben egyidejiileg
a megmaradé adatokat simitja. A DWT kimenete a megmaradd kozelitd
komponens(ek)bdl és felhalmozott kiillénbségi informdcidkbdl All.

4. A DWT miikodésének fo6bb elemei

Ahhoz, hogy megértsitk, mi is torténik pontosan az adatokkal az egydi-
menzids DWT alatt, tekinsiik 4t hogyan hat a DWT egy N = 2" hosszisigu,
egymastél At tdvolsagban megfigyelt x adatvektorra. A dekompozicié se-
matikusan a 4. dbrén lathatd.

4. dbra: A DWT miikédési séméja
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A DWT elészor az x adatvektort két N/2 hosszusdgn, 2At megfigyelési
tdvolsdgu al, d! részvektorra vdgja ketté. A d! vektor az x vektor DWT-
janak elsd eleme lesz, és a folymatot az al—bél folytatjuk tovdbb, hogy
meglkaphassuk a’t és d*t. Dzt ismételjiik addig, ameddig az n lépésben
az a'* és d'-ben egy pont nem marad, és az x vektort a d', d?,..d", és
a" vektor helyettesiti. Minden szinten a két részvektor hosszénak osszege
megegyezik a szitlévelktor hosszdval, ilymédon a d vektorhossz Gsszege plusz
4 vépsé a” pont ugyanakkora, mint az eredeti vektor N hossza. Mivel az
elsd szinten x vektor az a szerepét jatssza, célszerti néha az x=a' értelmezés.
Az a¥ — a¥*t! transzforméciot A-val, az a¥ — d%F! transzformécist pedig
D-vel jeldljiik. Fontos megjegyezni, hogy az A és a D ortogondlisak. A
dekompozicié A fizisa lényegében az adatok dtlagoldsdnak felel meg az el6z8
szinten. A frekvencia tartomanyban ez ekvivalens az eléz8 szinten torténd
alacsony frekvencigji sziivéssel. A dekompozicié D fizisa lényegében a folyo
szint atlagolt adatai és az eldzd szint adatal kildnbségének felel meg. Ez
elvivalens az eléz6 szinten valé magas frekvencidji sziréssel.

Mivel az A és a D transzformdicié ortogondlis, az inverz algoritmus jél
kondiciondlt. Ez azt jelenti hogy a transzpondlt matrixokat a mindenkori
a-ra & d-re alkalmazva, az eléz6 szinten levd a vektor visszadllithaté. (Meg-
jegyezziik, hogy az eddig mondottak érvényesek az FF'T algoritmusra is.)

Az A transzformécié mogott alld ¢ (¢) fuggvény a skdldzd figguény, a
D mogbtti ¢ (t) flggvény pedig az onya- vagy elemzd wavelet. Skdldzo
filggvények és elemzd waveletek csak az GsszekGté parokban fordulnak eld.
Néhdny parositds az 5. és a 6. dbrdkon lathatd.

'

Haar Scaling Function Haar Wavelet
1 * -
o. =2 o. 5¢
0.8
o. e -0.5 -0.25 0.26 0.5 0.7%5 1
oz -a.5
-0.5-0, 25 0.25 0.5 0.75 i -1

5. dbra: Skdldzé és elemzd Haar-wavelet
Az algoritmus a ¥ () waveletet a ¢ (t) skdlazé fuggvénybdl dllitja eld. A

rdjuk vonatkozd kévetelmények:

[qs(t)dt —1 (@.1)
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konszisztensck az dtlagolds és a kiilonbség értelmezésének megfeleléen. A
tovdbbiakban a skdldzé fuggvények és az elemz8 waveletek néhdny alapvetd

Zsembrovszky Petro

./.w(t)dt:O

tulajdonsdgdrdl lesz sz6.

Mint azt mar emlitettiik, a skdldzo fliggvények és elemzd waveletek az
idé- és a frekvencia tartomdnyban egyardnt lokalizdltak.
haszndlt skdldzé fliggvények és clemzé waveletek 1/t-nél nagyobb sebességgel
bomlanak az idében és egyidejiileg 1/ f-nél nagyobb sebességii bomldssal ren-

delkeznek a frekvencia tartomdnyban.

125

0.73
0.30

0.23,

Daubechies' D n=2 {dc=1/128)

0.3

05 L Ls Vq.s 3

15

0.5

Daubechies' 4 n= 2 (dc=1/128)

=05
=]

pal
1.5\\7 15 3

0.5
0.6
0.4
0.2

Daubechies'  n=4 (ds=1/32)

-0.2

11\/&?’567

Daubechies' w n= 4 (de=1/32)

0.8
0.6
0.4
0.2

i Daubechies' b n= 8 (dc=1/32)

-0.2
-0.4

2VV6 3 10 12 14

A waveletekkel kapcsolatban fontos fogalom a tobbszords felbontdsi elemzés.

Feltételezzuk

6. dbra: Skdldzé és elemzd Daubechies waveletek

hogy a

¢ (t— k)

k=..,-2-1,012, ..

A gyakorlatban
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eltoldsok az adattartomdny ortonormaélt bazisdt alkotjak (egy egység a k-ban
At-nek felel meg). Ekkor a

bin (£) = 272 (279t — k) = 279/2¢ (277 (¢t — k27)), (4.3)
jok=..,-2.-1,0,1,2,..., eltoldsok 27 nagysdgni transzldcids lépessel bazist

alkotnak a j-edik dtlagolt tartomdny széméra. Bar az eltolt ¢-k ortonormaltak
egy-egy szinten beliil (r0gzitett 7), nem ortonorméltak a szintek kozott.

/(/)'j)\-, (t) ¢,y (t) dt = ok, Kk (4.4)

Ahhoz, hogy megkaphassuk a szintek kézti ortonormalt bazist, forduljunk a
kulonbségi fiiggvényhez - a wavelethez. Valdban, a v (t) elemzd wavelet

Wi (6) =272 (2t k),  sk=.,-2,-1,012,.., 4.5
7

skaldzott eltoldsai az L? ortonormalt bazisdt alkotjdk.

/"/)'jk (@) hjrye (1) db =06; 316y 4. (4.6)

Most elérkeztiink a wavelet elemzés egyik legfontosabb allitdsdhoz, misze-
rint a DWT az adatelemzést kiilonbozd skaldkon (oktdvonként) végzi. Mivel a
27 transzléciés 16pés a szinthez (oktdvhoz) kapcsolédik, a magas frekvencidji
események (4 kozel dll 0-hoz) kevés transzldcids 1épés alatt értelmezhetbek.
Alacsony frekvencidji események viszont (j >> 0) nagyobb idéablakot kéve-
telnek. A wavelet bazis idé-frekvencia sikja a 7. dbran ldthatd.

Skala

=t 1ds

7. abra: Wavelet bazis idé-frekvencia sikja

Mivel a wavelet transzformécié komponenseit j-vel (ami skaldt vagy frek-
vencia-szintet ad) és k-val (ami lokalizaciét ad) indexeljiik, ez azt jelenti
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hogy a wavelet transzformécié az adatokat egyidejileg az idé-frekvencia tar-
toméanyban dbrdzolja. Ez azt is jelenti, hogy az eredetileg egydimenzids
tOombot két dimenzidssd transzformaljuk.

A (4.2) egyenlet szerint az elemzd wavelet integrédlja (nulladik momen-
tuma) eltiinik. A gyakorlatban hasznélt elemzd waveletek legtobb esetben
t6bb (mondjuk A1) eltiind momentummal rendelkeznek:

/t”'q/) (t)ydt =0, m=0,1,2,.., M — 1.

Az eltiné momentumok nagyobb szdma a wavelet és skdldzé fliggvény na-
gyobb simitottsdgdval all szoros kapcsolatban.

5. A Daubechies-féle Daub4 transzformacio

A Daub4 waveletet, amely a legkisebb a Daubechies csalddban, egyszertisége
miatt demonstréldsra és egyszerli alkalmazdsokhoz gyakran haszndljdk. Ez
a legkonnyebben megtanulhaté és a legjobban lokalizdlt wavelet transzfor-
mécié négy wavelet egyiitthatén alapszik. Daubechies a kovetkezd négytagui
"biivés” szamhalmazt (egyiitthatdkat) alkalmazta:

1
0,cl1,¢2,¢3] = ——=114++vV3,3+ V3,3 —-v3,1—- V3.
[C cl,c c] 4\/5[ \/_ \/— \/— \/—]

Ezekbdl a szdmokbdl épitsiik fel a (2n % 2n) méretd transzformécids métrixot
a bemend adatvektor hosszdhoz igazitva. A 8. dbrdn a matrix felépitése,
a 9. dbrdn pedig az algoritmus végrehajtdsa soran kialalult adatvektorok
szerkezete, és egyben a transzformadcid lényege lathatd.

A transzformdcios matrixot (ez esetben a Daub4-et) az input (yl..y16)
vektorra alkalmazzuk. gy megkapjuk a kézelitett (simitott) (al..a8) adatvek-
tort, amely 4t van lapolva az egyedi hatdsokat tartalmazé kiildnbségi (d1...d8)
adatokkal. Annak érdekében, hogy szétvilasszuk a kozelitett és a kiilonbségi
adatokat, az eredményvektort dtrendezziik (permutdljuk). A kulénbségi ada-
tokat tdroljuk, a kozelitéeket (simitottakat) pedig tovabb transzformaljuk.
Minden ismétlés a simitott adatokat osztja két részre. Az eljards barmelyik
ponton félbeszakithatd, de altaldban addig folytatjuk, amig csak két pont
nem marad. A végleges kimenet pontosan annyi adatpontot tartalmaz, amen-
nyl a bemeneten volt.
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co ¢c1 €2 C3
c2-C2 ¢1-co

co €1
c3-C2

c2 C3
c1 -Co

2 C3
c1 -CO
co c1
Cc3 -C2

C1

c3

Cc3

-CO

ci

-C2

2 C3
€1 -CO
Co €1
C3 -Cc2

2 C3
c1 -CO
co c1
€3 -c2

@ €3
c1 -CO
co0 €1 €2 C3
€3 -C2 C1-CO

o ¢
Cc3 -2

8. dbra: A Daub4 transzformdciés matrix
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9. 4bra: A transzformécié végrehajtdsa (T — transzformdlds, P — permutalds)
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6. A waveletek alkalmazdisa

Kozgazdasigi idésorok elemzésénél klasszikus probléma a komponensekre
valé bontds: a trend, a szezondlis komponens, az tizleti ciklus és a szabalytalan
(véletlen) komponens szétvilasztdsa. Mivel a dekompozicié nem egyértelmi
és a komponensel sem fliggetlenek egymdstdl (mint ahogy azt a hagyomanyos
dekompoziciés idésormodellek feltételezik), az egyes osszetevék identifikdldsa
nem egyszeri. Gazdasdgi idésorokban a szezondlis komponenseket gltaldban
nem nehéz megtaldlni. Elészor is tébbnyire jellemz8 az dllandé periddus,
ami havi adatok esetében 12 hénap. Mésodszor, bizonyos feltételezések vagy
az elmélet segit meghatdrozni az id6sor szezonalitdsdt. A hosszabb tdvi
(egy évnél hosszabb ingadozdsi) ciklusok felkutatdsa mar nehozebb feladat.
Ezt a komponenst csak a szezondlis komponens és a véletlen ingadozdsok
kikiiszobolésével taldlhatjuk meg. Ugyancsak nehézséget jelent az egyes kom-
ponensek szétvdlasztdsdndl az, ha a szezondlis komponens nem egészen sza-
béalyosan alakul. Mivel az idSsorelemzés végs$ célja az elérejelzés, a dekom-
pozicidt is ennek rendeljiik al4. Altaldban ugyanis konnyebb elérejelezni az
iddsor egyes komponenseit mint az egész idésort. A wavelet elemzés ebben a
dekompozicidban nydjt hasznos segitséget.

Az adatelemzés szempontjabdl a waveletek az adathalmaz 4ltal generdlt

fliggvények dbrizoldsdt segitik eld. Az adott 2" méretdt y= (yo, ..., y2 _1)
adatvektor a [0,1] -en, ami az
f@) =9k,  @[k/2" (k+1)/2"] el (6.1)

definidlt f fiiggvénnyel értelmezhetd. Ez az f fiiggvény négyzetesen integril-
hato és wavelet dekompozicidja

f (:L) - C(]()¢($) + Z d,'jl.:"/)_jl.:(m),

alakd, ahol ¢(x) (lehet periodikus is) egy skdldzdzé fiiggvény.
Ha adott egy a = (ay,...any—y) sorozat, akkor ennek diszkrét Fourier-
transzformdltja a

N-1
by =Y ae @i/t =01, N1 (6.2)
=0

altal definidlt mésik b = (bp,b1,...by—1) sorozat. A b sorozat annak a
sorozatnak a linedris kombindcidja, amelyik az idétartomédnybdl a frekvencia-
tartomédnyba vezet. Az a és a b a diszkrét Fourier-transzformécié Fourier-
egytitthatdi. Hasonléan, ha adott egy ;. wavelet bézis, akkor az N = 2" di-
menzidji y adatvektorhoz rendelink hozzd egy mdsik ugyanilyen dimenzidji
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d vektort (diszkrét wavelet transzformdcié), amelyik y vektorunkat az idé-
és frekvenciatartomanyban dbrdzolja. A d vektor azokat az egylitthatdkat
tartalmazza, amelyek az y-t a kivalasztott wavelet bézisbdl eléallitjik. A d
elemei a

d = (con, doos dio, di1, d20, oo dp—in1) (6.3)

elrendezésben helyezkednek el, aholis ¢y a skdldzé fuggvény egyiitthatdja. A
cop-én kivil van még epy masik 0-ds szintl diy egyiutthatd, két l-es szintil
egyiitthatd (dyg, d)1) és dltaldban 2/ szdmi j szintl djo, dj1, ..., dj 2 —1 egyiitt-
hatd. (Az utolsé szint az (n — 1)). Legvégiil kiszdmitjuk a d skdlagramjat,
ami a wavelet analégja a Fourler-analizisben szerepld periodogramnak. Ha
a d az y diszkrét wavelet transzformdcidjanak egyitthatévektora, akkor a d
"energidt” a j-edik szinten az

2 -1
E(J): Zd,‘jl\:v j:O,-..,’l'l—l (64)
k=0
képlet definidlja.
A d skilagram a
(Cﬁ(),E(O),E(l),..,E(’n— 1)) (65)

médon definidlt energia-vektor. A DWT d skdlagramja az idSsor kiilonbozé
frekvencidju ciklusokra valé bontdsédhoz hasznalhaté.

A gazdasdgi iddsorokban legegyszeriibb esetben a 12 havi szezonalis kom-
ponenst és a hosszitdvi trendet keressik. Fzért célszerd egy x gazdasdgi
adatsor wavelet egyiitthatéinak skélagramjaban két csicspontot keresni. A
2" dimenzidjd x = (w;) idésor dekompozicidja soran leggyakrabban két ugyan-
olyan dimenziéjii adathalmaz kaphatd: y = (y:), és z = (z,). Mindkettd
kiilén-killén (x,) ingadozdsait dbrdzolja kiilonboz6 frelcvencidkon.

Ha az x wavelet dekompozicidjdnak j-edik alacsony szintjén a legtobb
d;ji egyiitthaté nagy, akkor ez azt jelenti hogy hosszil periddust, alacsony
frekvencidji komponens van jelen az x-ben. Ha ellenben a j-edik magas
szinten a legtobb egyiitthatd nagy, akkor rovid periédusu, magas frekvencidji
komponenst talalunk.

Végjuk most ketté a d — ¢ dW-re ¢s d@-re, majd mindkét részre alkal-
mazzuk a ! inverz wavelet transzformdciét. Ezdltal x két komponensét
azonositottuk. S6t, feltételezzik, hogy a d skélagram két ecsticspontja a j; <
o szinten van. Osszuk most a szintek {0,1,2,..,n — 1} halmazdt a két A =
{0,1,...5} és B={j + 1....,n — 1} részhalmazra tigy, hogy az A halmazban
levd szintek a 7 (elsé csiicspont szintje) koriil, a B halmaz szintjei pedig a
7o (mdsodik csicspont szintje) koril helyezkedjenek el. Ekkor a d® g d®
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a kovetkezSképpen definidlhatd:

d = (eqo, doo, d10,d11, -, djo, ooy djiga—1 1,0, .., 0) (6.6)

d(z) = (07 ooog) derl,ly I d.j+l,2’+' ~1yen d‘n,—l,Z”‘ I “1) (67)

és a komponensek, amelyekre x-et bontottuk, a kovetkezék:

y =y ~td 6s  z =y 1d® (6.8)

Altaldban az y a gazdasagi adatsor hosszu tdva trendjét képviseli, ami
gyakran Osszefigg més, a gazdasdg lizleti ciklusait tiukrozé mutatdkkal is. A
z gazdasdgl idésorok esetén leggyakrabban a 12 havi szezondlis viselkedést
koveti, a szezonalis ingadozds jellemz6 komponensének tekinthetd. Termé-
szetesen, amennyiben a skalagramnak tobb csicspontja is van, az idésorban
tobb ciklus is azonosithaté.

7. Illusztrativ példa

Az aldbbiakban azt mutatjuk meg, hogy hogyan lehet DWT és a skdlagramm
segitségével egy idésor komponenseit megtaldlni és szétvdlasztani. A vizsgilt
idésor a tavkozlési piacon kialakult dtlagos szamlaértéket dbrdzolja havi gya-
korisdggal 1992 és 1996 kozott (57 hénap). Az idésor, melyen a DWT miiko-
dését demonstraljuk, a 10. abran lathats.

Az egyszertség kedvéért a megadott idésorbdl kivonjuk annak dtlagdt,
elosztjuk a szérdsdval, és a megmaradt zéro-dtlagu és egységnyi variancigji
id6sorhoz (11. dbra) alkalmazunk diszkrét wavelet transzformdaciét.

Az elemzéshez el6sz0r wavelet bazist kell valasztani; legyen ez a DAUB/4.
A bemend adatok és az eredmények egy részét (els6 24 megfigyelés) az 1.
tdbldzatban mutatjuk be. Mivel a DWT-hez a kiindulé adatsor hossza 2"
kell hogy legyen, a hidnyzé szdmok 0-val pdétolhatdk. igy feladatunkban a
DWT munka- és eredményvektor hossza 64 lett.

A "fogyar” oszlopban az eredeti adatsor, a "z-score”- ban a standardizalt
adatsor, a "DaubdDWT”-ben a DWT egyutthatdk, a ”"Band33-64”-t4] a
"Band1-4"-ig az egyutthatokbdl visszanyert részletes idosorok taldlhatdk ” frek-
venciasdv” bontdsban. Az utolsé 5 oszlop adatal az egylitthatdk oszlopaibdl
az inverz transzforméciéval kaphaték. A kiindulé adatsor (ebben az eset-
ben a z-score ) az utolsé 5 oszlop soronkénti dsszege. A skdlagram, mely a
"DaubdDWT” oszlopbdl (6.3 képlet) szdmithaté ki a (6.5) képlet szerint, a
12. dbrén lathatd. A cyy -4s szint (dllandé komponens) az dbrdn nem szerepel.
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10. dbra: Az dtlagos szémlaérték alakuldsa
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11. dbra: A standardizélt szamlaérték idésordnak alakuldsa
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. tdblazat: Kiindulé adatok és DWT transzformdcid
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12. dbra: Skdlagram
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Tio fogyar | z-score  Daubd DWW scalogram lrendlow "Daubd IvDWT sezonhigh | Daubd InvDWT
1 2784 -2 399281 -3.0364E-007 9.2197E-014 -3.0364E-007 -1 %7135963 0§ -1 D“IBN£21
3700 -1, 94273 2192150081 4. 33552198 2192150081 1 035304138 O -0.9064260214
3 5345 -1 122832 3.218991505 35555{549 3.218991506 -0.6760753992 D -0. 2467564255
4 5120 -1234976-3.899122795 17.075877-3.899122795 -0.8767507581 0 -0.3582252858
5 5540: -1.02564 1380779799 1 03963567 1 380779799 -0 0 -D 1213282434
6 6130 -0 ?315?3 0.093319768 4. IZ?SGBBE umxeraa_; 0 02212039393
7 5650 0970814 0230637471 2043493?? 0230637471 o 0051314335?5'
§ 5205 -1.19261 -3.88662671 -3.86682671 D. -0, 1322447417
9 £905 -0.843718 0683840079 0 -1104155106 0.68384008 0.2604376227
10 £070 -0.761478-0,089244205 0-0,9867774222 -D.0BB2442 0.2252989531
11 6220 0636716 0.197943759 0-0.9126843511 019794376 0 2256666344
12 G480 -0.657127 0.142365139 0 -0.8815758914 -0,14236514  0,3244489588
13 4955 1317215 -0.09611798 0. -0.8389961499 -0.09611758 -0.4782189552
14 5526, 0534698 0.677306438 0 -0 539501019'9 0.67730644 03049029427
15 055 .0.816797 0082665869 N 06266569 0,00983795207
16 &30 0861099 -0 1?304?63 GBUEDBEBNG -0.17304763 DU?@?I:GZ??'
17 5910 0841225 0495450913 0 -0.76686597367 0.49545091 -0.05456573095
18 6260 -D.666779 0147593094 0 -0.6909704432 -0 14759309 0.02419144007
19 5825 -D.683591 -0.395695829 0 -0.6157128425 -0,39569583  .0.2676781691
20 5735 -0.928449 -0.125647543
21 6476 0559121 0135214665 0.058534226¢
22 7155 -0.220694 0661675785 0 -EI 4607175005 -0 66167578 0240023027
23 7764 00828424 -0.10987374 0 -0.4163739742 -0.10987374  0,4562163442
24 6534 D502 0195455946 ﬂ -0.3645557923 019545585 -0, 1656565537
75 G480 0572079 -0 412630169 0 -0.31520454 -0.41263017  -D 256674948

2. tdblazat: Az idésor komponenseinek szétvalasztdsa

A grafikonon két cstcspont vehetd észre: a 2 és 5 szinten, Ekkor a (6.6)-os
és a (6.7)-es magyardzat szerint d-t felosztjuk d® e és d@ re. A dW) -be
0,1,2,3 szintu egytuitthatok a d® _be pedig 4,5,6 szinti egyiitthaték keriilnek.
Az fgy felosztott két egyitthatéhalmazra kiilon-kiilon alkalmazunk inverz
DWT transzforméciét. Az eljards lebonyolitdsdnak mdédja a 2. tdblazatban
kovethetd. (A tébldzat ezuttal is csak az elsé 24 értékre vonatkozd eredmé-
nyecket mutatja.)

A TRENDLOW oszlopban a d(!) a SEZONHIGH oszlopban a d®) egyiitt-
hatok taldlhaték. Ezekbél kaphatdk inverz transzformdeié utdn azok az adat-
sorok, amelyek a tdblazatban kozvetlentl a megfelel$ egylitthatdoszlop utdn
kévetkeznek, A DaubdInvDWT nevii 7. oszlop a szdmitott hosszutava kom-
ponenst, a 9. oszlop pedig a szezondlis ingadozdsok standardizalt, becsilt
id8sordt mutatja. (A kettd osszege minden idSpontban kiadja a z-score 3. osz-
lopban taldlhaté megfigyeléseit.) A szezondlis normalizalt idésor a 13, dbrdn
lathaté. Erdemes felfigyelni arra, hogy a szezondlis komponens ez esetben
—eltéréen a szokdsostél— nem mutat teljesen szabédlyos, 1smétlédd formét.
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Az eredeti idSsorra visszatérve (visszafelé alkalmazva a standardizdldst) most
mar megkaphatdk az z, idésor azonositott komponensei. A z,y és z Osszevont
diagramja a 14. dbran lathatd, ahol a felsd tort gorbe az eredeti adatsort
(FOGYAR), simitott gbrbe a trendet és az alsé tort gorbe a szezonilis kom-
ponenst dbrazolja. Ez valéjdban az elemzés végeredménye.

A diagrambdl jol lathatd, hogy a fogyasztéi dr novekvd tendencidt mutat
és minden évben ismétléds, bar nem teljesen szabdlyos ingadozdsoknak van
kitéve.

Ezzel a kis bevezetd jellegi példdval azt mutattuk meg, hogy a wavelet
analizis alkalmas az idésorok belsé strukturdjaba vald betekintésre, és ezéltal
az elemzés, valamint az elérejelzés hasznos eszkoze lehet.

z:;' f\ﬂl\ /\m /\M AN
ANV WL

13. abra: A standardizalt valtozé szezonalis iddsora
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14. dbra: Az dtlagos szamlaérték idfsordnak komponensei
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WAVELETS AND THEIR APPLICATION IN ANALYZING TIME SERIES

Wavelcts are mathematical functions that cut up data into different frequency com-
ponents, and then study each component with a resolution matched to its scale.
They have advantages over traditional Fourier methods in analyzing physical sit-
uations where the signal contains discontinuities and sharp spikes. This paper
introduces wavelets to the interested economic persons outside of the digital signal
processing field. We shortly mention about prehistory of wavelets, compare wavelet
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transform with the well known Fourier transform. For the purpose of best under-
standing we introduce effective Daubechies algorithm for Fast Wavelet Transform
(FWT) with application to telecommunication time series. We use scalogramm to
separate the final result into low and high frequency components.



