Szigma, XXIX. (1998) 1-2, 43

EGY IMPLICIT LESZAMLALASON ALAPULO UJ
EROFORRAS KIEGYENLITO ELJARAS!

CSEBFALVI GYORGY - PETROS KONSTANTINIDIS
Jaws Panunouius Tudomdinyegyetemn  Technodogical Educational Tistitdgion
of Athens

Dolgozatunkban egy 1j implicit leszdmldlason alapuld egzakt eréforrds ki-
egyenlitd eljardst ismertetiink. Az eljards tevékenységek tartalékidén beliili
késleltetésével olyan ttemtervet keres, amelyben az eréforrds hisztogramok
alakja megfelel a kivanatos konkdv alaknak. Az eljards kiinduldsi adatait
a kritikus Ut médszere szolgdltatja. Tapasztalataink az mutatjdk, hogy kis
és kozepes méretil problémak esetében az egzakt megolddsok elédllitdsa nem
igényel komolyabb szdmitdstechnikai hatteret.

1. Bevezetés

Projektek erdforrds felhasznédldsdval kapcsolatos titemezési problémak két
alapvetd csoportba oszthatdk, ennek megfeleléen eréforrds hozzdrendelési,
illetve eréforrds kiegyenlitési problémardl beszélhetiink. Mindkét probléma
kiinduldsi alapjat a kritikus ut mddszerével kapott legkordabbi tevékenység
litemezésnek megfeleld titemterv alkotja.

Hozzdrendelési problémdrdl van szd, ha a rendelkezésre &ll6 erdforrdsok
korlatozottsdga miatt a kritikus ut mddszerével kapott legkorabbi titemterv
nem valésithatd meg. Ekkor az eréforrds felhaszndlasi konfliktusok felolddsé-
val, vagyis a kritikus és a nem kritikus tevékenységek uitemezésének késlelte-
tésével olyan litemtervet kell keresiink, amely kielégiti az eréforrds korldtokat
és amely a kritikus it mddszerével kapott befejezési idépontot minimadlis mér-
tékben néveli. A jél ismert nehéz probléma szakirodalma igen széles korly,
szamtalan heurisztikus és j6 néhdny egzakt mddszert dolgoztak ki a probléma
megolddasara.

Az er6forrds kiegyenlitési probléma esetében a kritikus it mddszerével
kapott iitemtervek megvalésitdsat eréforrds korldtok nem akaddlyozzdk, de
megoldandé problémét jelentenek az eréforrds felhasznédlisban mutatkozé
ingadozasok. Ekkor kiindulva a legkordbbi titemtervbél, a nem kritikus
tevékenysépek litemezésének késleltetésével egy olyan utemtervet keresiink,
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amelyben az eréforrds felhasznaldsi hisztogramok alakja a lehetd legjobban
megkozeliti a kivinatos alakot. Egy eréforrds esetében a feladat célfiiggvényét
hagyoményosan az eréforrds felhaszndlds szérdsnégyzeteként (az atlag fel-
hasznalastdl valé négyzetes eltérésként) definidljuk.

A probléma megoldésdra szémos heurisztikus eljirdst dolgoztak ki. Az
eljérdsok kidzos vonasa, hogy kiindulva a legkordbbi titemtervbdl, valamilyen
Skolszabaly alkalmazdsdval bizonyos tevékenységek iitemezését késleltetik.
Két jellegzetes példaként Harris (1990) és Konstantinidis (1998) modszerét
emlithetnénk,

A probléma egzakt megolddsdra szolgdlé mddszer szinte alig van. Jel-
legzetes irdnyzatokat képvisel Ahuja (1976) explicit leszdimnldldst alkalmazo
médszere, Valadares Taveres (1987) eljdrdsa amely a kivdnatos hisztogran
alakot folytonos id6figgvényként kezeli, Easa (1989) egész értékil optimalizd-
l4son alapulé modellje, illetve a Bandeloni és tarsai (1994) dltal kifejlesztett
egy erbforrdst kezeld, dinamikus programozdson alapulé maodszer.

A cikk egy 1j, az implicit leszdmldlds médszerén alapuld egzakt algorit-
must ismertet az eréforrds kiegyenlitési probléma megolddsira. Az eljards
az elézéekben emlitett eljirdsokhoz képest tovdbblépést jelent azdltal, hogy
az explicit leszémlaldsndl hatékonyabb, nem koveteli meg a kivdnatos alak
folytonos idéfiiggvényként torténd megaddsit, nem igényli szdmitdsigényes
epész értékii programozdsi feladat megolddsat és semmilyen formdban nem
korldtozza az litemtervben szerepld eréforrdsok szamés.

Az algoritmus ) eleme, hogy a kivénatos hisztogram alaknak a lapos
konkav alakot tekinti, tehdt szakit a négyzetes eltérés tipusa célfiiggvények
hagyoménydval. A valtds mogott az a felismerés 4ll, hogy egyrészt

e a pazdasigilag nehezen megfoghaté ingadozds minimalizdlds mégott
lényegében mindig a jol szémszertisitheté Alldsidd minimalizdldsi $6-
rekvés hizddik meg, annak ellenére, hogy a minimélis ingadozasi és a
minimalis dllisidejil (itemezés nem azonos, mésrészt

o pazdasigl szempontbél a mesterkélt atlagos er6forrds felhaszndldsndl
a maximélis felhaszndlds lényegesen tobbet mond, a menedzsment a
maximalis felhaszndlds minimalizdldsdban, vagyis az eréforrds hiszto-
gramok Osszelapitdsdban érdekelt.

A médszertani felvetés lényegében a hozzdrendelési probléma és kiegyen-
litési probléma osszekapcsoldsat jelenti. Rogzitve a projekt befejezési 1d6-
pontjat, erre elméletileg hdrom lehetdségiink van:

1. Megoldjuk a kiegyenlitési problémat, majd a megolddsok halmazdbdl
kivalasztjuk azokat, amelyek kielégitik az eréforrds korldtokat.
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2. Megoldjuk az eréforrds hozzdrendelési problémét, majd a megoldasok
halmazan megkerestink konkav hisztogramokkal jellemezheté megold4-
sokat.

3. A két problémadt egyesitjitk, vagyis olyan iitemtervet keresiink, amely-
ben minden eréforrds hisztogram konkév és a megadott korldton beliil
marad.

Azt, hogy a hdrom megkdzelités kozil melyik a legjobb, szinte lehetet-
len megvalaszolni, mivel konkrét feladatok esetében, a megolddshalmazok
fiiggvényében, igen eltérd feleleteket kaphatunk (Csébfalvi és Konstantinidis
(1998)). Az értékelést tovdbb neheziti, ha a kiegyenlitési problémdt liberali-
zdljuk, vagyis kozelitoleg konkdv alakokat is megengediink.

Jelen keretek kozott csak az elsé esettel, vagyis a kiegyenlitési problé-
ma megolddsdval foglalkozunk. A masodik eset az erdforrds hozzdrendelési
probléma Osszes lehetséges megolddsanak ismeretét igényli, gy 4t kell fogal-
maznunk az eréforrds hozzarendelési problémét, hiszen ezen hagyomdnyosan
csak az elsd megoldds megkeresését értjik (Csébfalvi (1998)). A harmadik
eset, azaz a két szempont szerintl egyideji keresés, mddszertanilag teljes
egészében 1j kutatasi tertiletet jelent, azzal a kecsegtetd lehetSségpel, hogy a
keresési szempontok Gsszekapesolasa a keresési fa méreteit csokkenti.

2. Az erdéforras kiegyenlités mdédszere

Alljon a projekt N + 2 tevékenységb6l, és sorszamozzuk a tevékenységeket
0-t6l N + 1-ig. A szokdsos mddon jeldlje a 0-adik és az N + l-edik 1in.
mesterséges tevékenység a projekt egyedi kezdetét és végédt. Jeldlje D, az
i-edik (i = 1,2,...,N) tevékenység id6tartamdt. A tevékenysépek kozotti
fugedségl viszonyokat vég-kezdet tipusu logikai kapcsolatokkal jellemezziik.
A projekt dbrazoldsakor a “tevékenységek csicspontok, a kapcsolatokat élek”
konvenciot alkalmazzuk. Feltételezzuk, hogy az litemezési probléma minden
adata egész értékii.

Jelolje E,, illetve L; az i-edik (1 = 1,..., N) tevékenység legkordbbi, illet-
ve legkéstbhbi kezdési idSpontjat. Legyen F; = L;—F; azi-edik (i =1,...,N)
tevékenység tartalékideje. Jeldlje R az erdforrdsok szamdt, . az r-edik
(r=1,2,...,R) er6forrdsbdl idéegységenként rendelkezésre 4116 mennyiséget,
illetve U;, (1 =1,2,...,N; r=1,2,..., R) az i-edik tevékenység idéegységre
es6 eréforrds igényét az r-edik eréforrdsbdl. Legyen T a projekt rogzitett
befejezési iddpontja. Jeldlje

S:{{thsl}}{tZaSZ})"'7{t1!asn}}> t‘lE{I)Q,---vN}a n<N (1)
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egy adott litemtervhez tartozé késleltetések halmazit, ahol ¢, a tevékenység
sorszédma, s, a tevékenység késleltetése idGegységekben mérve, amelyre igaz,
hogy

& >0,8<F, . (2)

A késleltetés a tevékenység leghordbbi kezdési iddpontjdhoz képest jelent
késleltetést, igy a legkordbbi titemtervre S = {}.

Nevezzitk az § halmazban szerepld tevékenységeket kitott tevékenysé-
geknek. Egy adott iitemtervbél csak a szabad (nem kotott) tevékenységek
késleltetésével konstrualhatunk djabb utemterveket.

Jeldlje C, = C,-(5) egy adott S késleltetés halmazzal jellemezhetd iitem-

terv esetében a t-edik (f =1,2,...,T) idépontban a tevékenységek egylittes
eréforrds felhaszndldsét az r-edik (r =1,2,..., R) er6forrdsbdl.

1. Definicié. Newezzik az r-edik erdforrds hisztogram [a, U] iddintervallum-
ba esd részhalmazdt volgynek, ha b—a > 1,

Min(Clyy Cy) > Chr minden k € [a+ 1,0 — 1] (3)

értékre és ahol az [a,b] iddintervallum olyan nagy. amilyen csak lehetséges.
Jellemezziik a volgyeket az{a,b,r, p} adatokkal, ahol

bh—1
p= Z Max(Min(Co), Chyr) — Cr, 0) 4)
h=a+1

a volgy nagysdga, vagyis az allasid6k Gsszege.
Jellemezzitk magdt az litemtervet az idGtengelyen balrdl jobbra, illetve
azon belill az eréforrdsokon névekvé sorrendben haladva a volgyek

V= {{a‘l’bl’rl)pl}% {(lz, b27 7‘23p2}3 ey {a'ua bm"‘mpw}}‘ v = |V| (5)

halmazdval, illetve a

Y pi, hawv>0;
>ty :
{0, hav=0 (6)

mennyiséggel, mint értékelési kritériummal.

Ha egy eréforrds hisztogram nem tartalmaz volgyeket, vagyis alakja kon-
kdv, akkor az adott ertforrds igénybevételét ledlldsok nem szakitjdk meg.
Ha a kivdnatos alak a tevékenységek késleltetésével elérhetd, akkor a projekt
dltal nem hasznositott erdforrds kapacitds a projekt elején és végén jelent-
kezik, megteremtve a mésiranyi hasznositds lehetSségét. Tobb projektes al-
kalmazdsi kérnyezetben példdul, az fgy adddd kapacitdst mds projektekhez
rendelhetjuk.
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Hangstilyoznunk kell, hogy az {r,,p.} ,i = 1,2,...,v értékekbdl kiin-
dulva sokféle értékelési kritérium konstruilhatd, azonban ezek taglaldsdtol a
Jjelen keretek kozott eltekintink. A P = P(S) vdlasztds, mint az allasidék
Osszege, a legegyszeriibb esetet jelenti, mivel a kiilonbozé er6forrdsokat ossze-
mossa. Az eréforrdsok koltségfliiggvényének bevezetésével a kivanatos cél
sokkal drnyaltabban is megfogalmazhatd.

Ezen tilmenden meg kell jegyezniink, hogy killondsen tobb eréforrdsos
projektek esetén a minden erdforrds dimenzichan kiegyenlitett Utcmezés — a
technoldgial kétottségek miatt — nem mindig érhetd el. A kozolt algoritmus,
az érdemi elemek megtartasaval, illetve egy megengedett Py, bevezetésével
tovabbfejleszthetd. Az dltaldnositott algoritimus kidolgozdsa folyamatban van
és a késdbbiekben kozoljik.

Az ismertetendd keresési eljardsban a legelsd vélgy kiemelt szerepet jatszik,
mivel az algoritmus minden 1épéshen a kivélasztott legigéretesebb temtery
legelsd volgyének feltoltésére torekszik. A legigéretesebb litemterv alatt azt
az iitemtervet értjik, amelynek az dlldsideje a legkisebb és czen belil azt,
amelyben legelsd vilgy a lehetd leghésdbb taldlhats. A médsodlagos értékelési
kritérium mogott az a feltételezés 4ll, hogy a minimdlis dlldsidovel rendelkezo
utemtervek kozil valdszinileg az All “leghozelebb” a probléma megolddsahoz,
amelyre vonatkozdan a mdsodlagos értékelési kritérium fennall.

2. Definicié. Akkor mnondjuk, hogy eqy S,y késleltetés halmazzal jel-
lemnzett ditemterv legelsd, az r-edik hisztogram [a, b] intervallumdba esé volgye
feltdlthetd, ha van olyan

Su-j . S»'r",q/. U S/'r'/liill,z'% (7)

késleltetés halmaz, hogy az ehhez tartozd utemterv minden erdforrds hisz-
togramgja konkdv az [1,0] intervallumban.

Az implicit leszdmldlds logikdjanak megfelelGen az eljards egy keresési
fét épit fel, amelynek gyokerét a kritikus ut mddszerével kapott legkordbbi
litemterv alkotja, amelyr8l feltessziik, hogy nem konkdv az [1, T] id6interval-
lumban. Az algoritmust az dsszes kiegyenlitett megoldds keresésére alkalmas
forméban fogalmazzuk meg.

Koztudott, hogy az nmplicit leszamldlds moédszerének szamitdstechnikai
hatékonysdgdt (a keresési fa méreteit) alapvetden az befolydsolja, hogy vi-
szonylag egyszer( és gyors probak segitségével milyen mértékben sikeriil a fa
bizonyos részeit a tovabbi vizsgdlatokbol kizdrni. Hatékony metszési szabdlyok
nélkiil az implicit leszdmldlds hatékonysdga az explicit leszdmlédlds szintjén
mMozog.

A javasolt eljards a kiegyenlitési problémdat feltoltési problémdk sorozatdra
vezeti vissza. A lényeget tekintve, a feltoltési probléma és az eredeti probléma,
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azonos. A feltoltési probléma azonban, extrém esetektol eltekintve, jéval
kisebb meéretii, megolddsa gyors, ezért alkalmas arra, hogy segitségével a
keresési fa felesleges dgait levdgjuk.

Ha egy ttemtervben egy volgyrdl bizonyithats, hogy nem tolthetd fel,
akkor az litemtervet a tovabbi vizsgalatokbdl kizarhatjuk. Meg kell jegyez-
niink, hogy a bizonyitas nem feltétlentl jelenti az Osszes feltoltési lehetdség
explicit leszdmldldsdt, mivel az esetek egy részében az explicit leszdmldlds
egy egyszeru és gyors probdval helyettesithetd.

Jelolje egy adott S késletetés halmaz esetében K. illetve U, ahol t =
1,2,.... 7T és r = 1,2,..., R az adott t idéponthan az r-edik erdforrdsra
vonatkozdan a minimdlis illetve a mazimadlis igényt, ahol a minimdlis (maxi-
mélis) igényt az adott idépontban lehetséges tevékenység kombindcidk dssze-
sitett igényének mintmuma (mazimuma) adja.

Préba. Ha egy {a,b,r} adatokkal jellemzeit volgy esetében van olyan
he{at+1l,a+2,...,b0—1} (8)
idépont, hogy erre az idépontra vonatkozdan
U < Min(Kop, Kip ), (9)

akkor a vilgy nem tolthetd fel.

A keresési algoritmus lényegét az aldbbiakban foglaljuk dssze. A keresési
fa csicspontjait a k = 0 értékbdl kiindulva sorszdmozzuk és az

{S(/-t)’ p(/-f)’ V(Af)) ](’“)} (10)

értékekkel jellemezziik, ahol S} a k-adik csticsponthoz tartozé késleltetés
halmaz, P ag allésidé nagysaga, k) g volgyek halmaza, [(*) pedig a
csucspont indikdtor vidltozdja,

1, ha a k-adik csicspont kifejtése mar megtortént;

0, ha a k-adik csticspont még nincs kifejtve;
]-(I\:) _
2, ha a cstcspont optimélis.

Jelélje ki a legnagyobb cstucspont sorszdmot (induldskor k. = 0). A
keresési algoritmus lépéset:

1. Minden egyes 1épés a legigéretesebb, ki, sorszému csicspont kivdlasz-
tdsdval kezd6dik, amelynek keresési feltétele a kovetkezd:

Plon) — Min,  T#em) =0, iy € {0, L k). (11)
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Ha a keresés sikertelen, vagyis nincs olyan csiicspont, amelyet még nem
vizsgdltunk meg, az eljards befejezbdik és az

O — {{S(k), P(/"), V(A:)’ I(A:)} | ™=2 Ic {0,1,..., k,..;.x}} (12)

halmaz adja a feladat optimdlis megolddsait. Termhészetesen az O = {}
elédllhat.

Ha a keresés eredményeképpen tobb csticspontot kapunk, akkor ezek
kozul vesszik azt, amelyben legelsé volgy a leheté legkésGbb taldlhatd,
mivel feltételezziik, hogy ez a csicspont van a legkdzelebb a kiegyenlitési
probléma megolddshoz.

2. A kivélasztott cstucspont indikdtor védltozdjdnak értélkét epyre véaltoztat-
juk, vagyis [ =1 és a csticspontot kifejtjitk.

A kifejtés soran a kivdlasztott csicspont legelsd volgyének feltoltési
lehetoségel adjdk az

(W) PR ) 0k = ke + Ly v + 24+ v F K (13)

szarmaztatott csicspontokat, ahol
) _ )0, ha J QBN 0;
&= {2, ha P = 0. (14)

A feltoltési lehetOségek koziil azonnal tardljik azokat, amelyek esetében
bizonyithaté (lasd Préba), hogy valamelyik eréforrds dimenziébhan olyan
hisztogramot eredményeznének, amelynek van olyan vélgye, amely nem
tolthetd fel.

Az 1ij csicspontok szamdnak megfeleléen mddositjuk k. értékét, va-
. 1 g TAX b
8Yi8 Rinax = B + Koy és visszatériink az 1. 1épésre.

3. Alkalmazasi példa

A javasolt 1] er6forrds kiegyenlité eljdrds miikddését egy egyszert alkalmazasi
példa bemutatdsaval szemléltetjiik. A példa kiinduldsi adatait, illetve a kri-
tikus @t modszerének eredményeit az 1. tdabldzat tartalmazza. A feladat kap-
csolatokkal kiegészitett Gantt diagramjdt, illetve eréforrds hisztogramjdt a
legkordbbi iitemezésnek megfelelden az 1. dbra szemlélteti. A feladatban csak
egy erdforrds szerepel, amellyel kapcsolatban feltessziik, hogy igénybevétele
nincs korldtozva. A projekt rogzitett befejézési idépontja T = 17 idbegység.
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A nem-kritikus, vagyis késleltethetd tevékenységek szdma 5. A legkorabbi
{itemezésnek megfeleld eréforrds hisztogram hdrom volgyet tartalmaz. A ki-
induldsi litemterv esetében az értékelési kritérium értéke P =3 +2+2=7.

A lehetséges iitemezések szdma 1860. FEurplicit leszdmldlds esetén ennyi
esetet kellene megvizsgalnunk, hogy a konkdv hisztogrammal rendelkezé ese-
teket kivdlaszthassuk.

Az elsé volgy "feltdltésében” hdrom véltozd jatszik szevepet: {A02, A07,
A10}. Az el6zéekben ismertetett vdgdsi szabdly alkalmazdse nélkil az elsé
volgy feltoltéséhez 105 esetet kell megvizsgdlnunk, amelyek koziil 59 eset-
ben kapunk a feltoltésre alkamas késleltetés kombindcidt. A wdgdsi szabdly
alkalmazdsakor a lehetséges késleltetési kombindcick szdama 17, ezek koztil
10 alkalmas feltoltésre. Mindkét esetben a megoldédsok kézott pontosan egy
olyan késleltetés kombindcid taldlhats, amely optimdlis megolddsa a kiin-
dulési probléménak (2. dbra).

Az alkalmazott kevesési startégidnak — depth-first solution strategy —
megfeleléen viszonylag kevés esetet kell megvizsgalnunk ahhoz, hogy az op-
timndlis megolddst megkapjuk (31 illetve 10). A tovdbbi lépések (170 illetve
151) ahhoz sziikségesek, hogy bizonyitsdk, hogy az adott feladatnak nincsen
més optimdlis megolddsa. Az dsszes kiértékelt eset szdma 31 + 170 = 201
végds nélkiil, illetve 10 + 151 = 161 vAgdssal, ami jol szemlélteti az implicit
leszdmlds, illetve azon belill a javasolt végdsi szabdly elSnyeit az explicit
leszdmléldshoz képest. '

Megjegyezziik, hogy eréforrds korlatok beépitésével a kiértékelésre keriild
esetek szdma tovabb csékkenthetd.

tev. megel6zé idétartam | eréforrds | legkorabbi | legkésébbi
tevékenység igény itemezés ttemezés

D00 1 0 0
A01 | DOO 3 3 1 1
A02 | AOL 1 3 4 9
A03 | A0l 4 3 4 4
A04 | AOT 2 4 11 16
A05 | A07,A08,A09,A10 3 3 15 15
A06 | AO3 2 4 8 8
A07 | AO3 3 1 8 12
AO8 | AOG 5 2 10 10
A09 | AOG 3 1 10 12
Al0 | AO2 5 2 5 10
D11 | A04,A05 1 18 18

1. tdbldzat. Kiinduldsi adatok és a kirikus it mddszerének eredményei
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1. dbra: A kritikus 1t médszerével adddd legkordbbi ditemezés
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2. abra: A kiegyenlités eredményeképpen adddd iitemezés
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Csébfalvi Gyorgy — Petros Konstantinidis

OPTIMAL RESOURCE LEVELING USING IMPLICIT ENUMERATION

This paper presents a new exact approach for vesource leveling based on implicit
enumeration. The objective of the proposed approach is to shedule all the activities
in the project to specific time periods within their float, such that the resource
histograms meet the desired coneave shape. The model, which is applied to an
activity-on-node network, requires as input the sheduling results compnted by the
critical path method. Computational results indicate that the procedure provides
exact solutions for small to medium size problems, requiring only modest compufing
facilities.

Irodalom

1.

Valadares Tavares, L. (1987), Optimal Resource profiles for program schedul-
ing, EJOR 29, 83-90

Bandelloni, M. et al. (1994), Optimal resource leveling using non-serial dy-
namic programming, EJOR 78, 162-177

. Easa, S. M. (1989), Resource leveling in construction by optimization, JCEM

115 2, 302-316

. Konstantinidis, P. (1998), A model to optimize project resource allocation by

construction of a balanced histogram, EJOR 104, 559-571

- Csébfalvi, G. (1998), A fast exact solution procedurc for multiple resource

constrained project scheduling, PROC. APMOD 98, Limassol, Cyprus

. Csébfalvi, G. and Konstantinidis, P. (1998), A new exacl resource halanc-

ing procedure for multiple resource constrained project scheduling problem,
PROC. APMOD ’98, Limassol, Cyprus.



