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NAGY SZTOCHASZTIKUS MATRIXOK SZUBDOMINANS
SAJATERTEKE!

MOLNAR GYORGY - SIMONOVITS ANDRAS
MTA Kézgzdasdgtudomdnyi Intézet

Brody (1997) cikkét kévetve, egy olyan linedris dinamikus rendszert vizsgd-
lunk, amelynek mdtrixa nagyméret{l, nem-negativ és az egyes elemei eléggé
hasonléak egymadshoz. Brédy azt sejtette, hogy a rendszer konvergenciasebes-
sége — a domindns és a szubdomindns sajatértékek hanyadosanak az abszolit
értéke — gyorsan né a szektorok szdméval, Ebben a cikkben sztochasztikus
matrixokra szoritkozva pontos eredményt bizonyitunk: ha a métrix elemei
legfeljebb 7/n't -nel térnek el 1/n-tdl, akkor a szubdomindns sajitérték ab-
szolit értéke lepfeljebb 7/n¢, ahol T és € tetszdleges pozitiv dllanddk.

1. Bevezetés

A dinamikus vizsgdlatok egyik legfontosabb kérdése a rendszer stabilitdsa.
Nem elegendé azonban a rendszer stabilitasdt igazolni; azt is tudnunk kell,
hogy a rendszer milyen gyorsan tart az egyensilyi dllapotdhoz. (Mit érne
egy kozonséges mérleg, amely a helyes értéket tObb perc alatt dllapitand
meg?) Ennek ellenére mind a hazai, mind a nemzetkozi kézgazdasdgl iro-
dalomban meglehetdsen keveset vizsgaltdk a kiilonbozé dinamikus rendszerek
konvergencia-sebességét. Elézményként két cikket emlitink meg: Atkinson
(1969) és Simonovits (1978).

Nemrégiben Brody (1997) a konvergencia-sebességgel kapcsolatban a ko-
vetkezd kérdést tette {0l: lehet-e valamilyen Altaldnos eredményt kapni, ha
a gazdasdgi rendszer nagyon sok és egyméashoz hasonld egységhdl all?7 A
véilasza egyszerli: ha a rendszer nagy és linedris, valamint alkotérészei nagyon
hasonlitanak egymasra, akkor a konvergencia nagyon gyors.

Tegyiik fol, hogy dinamikus rendszeriink dllapotdat minden idészakban
egy n-dimenzids vektor irja le, s az dllapotok kozti dtmenetet egy n X mn-es
A, = A mitrix. (Ilyen rendszert vizsgalt kordbban Brédy (1992).) Ismert,

L Koszonetet inondunk a kordbbi véltozatok névielen lektorainak, Simonovits Mikldsnak
és mindenekelGtt Brédy Andrésnak, aki nemrég megjelent cikkének eredményeit a kozlés
el6tt szdban elmondta és kéziratban megmutatta. Simonovits Andrds koszonetét fejezi ki
az OTKA T 019696 palydzat tdmogatasdért. Beérkezett: 1997. oktéber 14.



2 Molndr Gyérgy — Simonovits Andrés

hogy a relativ konvergencia-sebességet a métrix abszolit értékben két leg-
nagyobb sajatértékének — a domindns és a szubdomindns sajatértéknek —
a hdnyadosa hatdrozza meg. Ha az alkotérészek teljesen azonosak, akkor
az A matrix minden eleme azonos, normalds esetén 1/n. Ezt a mdtrixot
E,, = E-vel jeldljik.

Ebben a dolgozatban eldszor bemutatjuk a sejtést, majd egy kozeli prob-
lémaval helyettesitjiik a feladatot. Determinisztikus keretben mdr jogosan
normalizdlhatjuk az oszloposszegeket, anélkil, hogy a filiggetlenséggel szembe
kertilnénk. Beldtjuk, hogy az A, matrix szubdomindns sajatértékének az
abszolut értéke legfeljebb akkora lehet, mint A, és E, un. [;-tdvolsiga.
A tétel kdvetkezménye azzal az esettel foglalkozik, amikor mindegyik elem
kozel esik a varhatd értékéhez, és ekkor igazolja a szubdomindns kicsinységét.
Végiil megmutatjuk, hogy a tétel éles.

A cikk felépitése a kovetkezd: a 2. pontban Brédynak a véletlen matrixra
vonatkozd sejtését ismertetjiik, és e sejtésnek Wigner (1955), (1958), Fiiredi
és Komlds (1981) cikkéhez vald viszonydt vizsgaljuk. A 3. pontban kifejtjiik
a sztochasztikus maétrixokrdl szolé eredményeket, és utalunk a Diaconis és
Stroock (1991) cikkel valé kapcsolatra.

2. Véletlen matrixok

Legyen A = A, egy n X n-es matrix, nem-negativ elemekkel: A >0, n > 1.
Foltessziik még, hogy a métrix primitiv (mdsképpen: aciklikus), azaz létezik
olyan (1 és n kozottl) p természetes szdm, amelyre A¥ > 0. Legyen p, az
A métrix nem-ndvekvé sorrendben vett i-edik sajatértéke: {pil > |pigal, i =
1,...,n — 1. A Perron-Frobenius tétel szerint létezik egyetlen egy domindns
sajatérték, uy, s ez pozitiv: || < 1], 1 =2,...,n.

A konvergencia sebességét a mdsodik legnagyobb abszolit értékil, az in.
szubdomindns sajitérték és a domindns sajatérték ardanya hatarozza meg.

Brédy (1997) azt vizsgélta, hogyan fiigg a széban forgd hanyados n-tél!
Szellemes fogdssal nem egy adott, hanem egy sereg véletlen clemd métrixra
vizsgalta a kérdést. Mint Brédy (1997) is hangsiilyozza, a véletlen métrixok
tipikus elemére dltaldban élesebb eredményt kapunk, mint egy konkrét de-
terminisztikus matrixra.

Legyen {a,;} (1 < i,5 < n) korldtos, fliiggetlen és azonos eloszldst pozitiv
valdszintisépi valtozok sorozata: A, = (a;j) egy véletlen matrix.

Brédy az elemzést a determinisztikus esettel, E,-nel kezdte. Ramutatott,
hogy ekkor A rangja 1, és az Osszes dominalt sajatérték 0. Megdllapitotta,
hogy a Mises-iterdciondl a perturbacids osszetevik egyetlen egy iterdcié alatt
elttinnek — fuggetlentil n értékétdl.
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A véletlen matrixokndl bonyolultabb a helyzet. Persze megfelel norméléds
utdn a nagy szdmok térvényéhez hasonléan az elemek 1 valdsziniiséggel 1/n-
hez "tartanak”. A sajdtértékek folytonosan fliggenek az elemektdl, azonban
a méretnovekedés miatt ez a tétel esetiinkben nem alkalmazhats. Brédy
heurisztikus meggondoldsokkal és szamitdgépes szimuldcid segitségével mégis
eljutott a kovetkezd

Sejtéshez. A figgetlen elemekbdl dalls, véletlen A, mdtriz szubdomindns
sajdtértékének és domindns sajdtértékének hinyadosa nulldhoz tart, amint n
tart o végtelenhez.

Ebben a cikkben Brédy kutatédsat folytatjuk, Torténetiinkben fontos sze-
repet jatszik a szimmetrikus métrixok kétparaméteres serege. Legyen o és
7 két valds szém: a,; = o, hai=1,...,né a,; =, ha i # j. Jdl ismert
és konnyl igazolni, hogy A sajdtértékel oy = a4+ (n — L)w és puy = o0 — m,
rendre 1 és (n — 1)-es multiplicitdssal. Eltekintve a valdszintitlen esetektol,
feltehetd, hogy 1 és n—1 fiiggetlen sajatvektor létezik, amely rendre j¢)-hez és
jip-hoz tartozik. A 3. pontban latni fogjuk, hogy ebben az esetben a sejtésnek
megteleléen piy tart a 0-hoz.

Egészen mds okokbdl a fizikusok (Wigner (1955) és (1958)) mér régdta
vizsgaltdk a szimmetrikus nagy matrixok spektrumdt. Itt elegendd lesz a ma-
tematikus Fliredi és Komlds (1981) éles eredményére utalni: legyen a f64tls
""" 2 és a varhatd érték matrix tartozzék kétparaméte-
res csalddunkhoz. (A szimmetria miatt nem lehet minden elem fiiggetlen!)

Ekkor
ezl 20

lwa] ~
Egyrészt Brédy sejtése altalanosabb, mint Firedi és Komlds tétele, hiszen
nemesak szimmetrikus varhaté értékit matrixokra vonatkozik. Masrészt vi-
szont specidlisabb, mert azonos eloszldsi pozitiv valdsziniiségi valtozdk sze-
repelnek a sejtésben: 0 =7 > 0, mig Fiiredi és Komlds tetszoleges o-t és m-t
megenged, szabad el6jellel.

Ismert, hogy a kozgazdasdgtanban a szimmetrikus mdatrixok kozel sem
jétszanak olyan fontos szerepet, mint a fizikdban vagy a statisztikdban. Na-
gyon gyakran foltehetjik viszont, hogy az dtmeneti mdtrix elemei pozitivak
vagy nulldk. Jelen cikkiinkben éppen ezt a fontos esetet vizsgdljuk.

3. Sztochasztikus matrixok

Mostantdl kezdve csak nem-negativ elemi matrixokat vizsgdlunk, véletlen ha-
tésok nélkiil, a kovetkezd normalassal: mindegyik oszlop sszege 1. Ezeket a
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maétrixokat sztochasztikusnak nevezzik, és domindns sajitértékiik egységnyi:
i) = 1. A sztochasztikus métrixok 4ltal szdrmaztatott dinamikit Markov-
ldnenak nevezik, és széleskoriien hasznéljdk a valdszintségszamitdsban. Mint
kordabban emlitettiik, minden primitiv matrixnak egyetlen dominans sajdtér-
téke van.

Olyan métrixokra fogjuk Brédy megfigyelését bizonyitani, amelyek kozel
esnek E-hez. (A kozelséget a matrix-norméval fogalmazzuk meg.) Egy n X n-
es U matrix [|-normdjat a kovetkezOképp definidljuk: az elemek abszolit
értékét véve (Juij]), az ) méatrix maximélis oszlopGsszege a norma, azaz
U]l = max;j >, Ju,j]. Ennek megfeleléen két métrix, U és V [)-tdvolsdga a
kiilonbség matrix normédja: ||U — V.

Kimondjuk a

Tételt. A sztochasztikus A mdtriz szubdomindns sajatértékének abszolit
értéke legfeljebb akkora, mint az A és E madtriz |)-tdvolsdga.

Bizonyitas. Vegyik a D = A — E kulénbségmétrixot, ahol d;j = a,; — 1/n.
Mint ismert, az 1’ Osszegz6 sorvektor minden sztochasztikus matrix baloldali
sajatvektora, tehat A-é is, E-¢ is. Az A mdtrix domindlt sajdtvektorai,
2y, ..., 2, mindegyike ortogondlis 1-re. Hasonldan x; az E métrix 0 sa-
jatértékhez tartozé (n — 1)-dimenzids sajatalterében fekszik: Ex; = 0. Ezért
pjv; = Az; = Ex; + Dx; = Dxj maga utdn vonja, hogy pi; D-nek is sa-
jatértéke, j = 2,...,n. Ezen a ponton alkalmazhatjuk a kdvetkezd elemi
egyenl8tlenséget: egy négyzetes mdtrix barmely sajétértékének az abszolit
értéke legfeljebb akkora, mint a métrix normdja: |uu| < | D|. Q.E.D.

Mivel |d, ;] < 7/n'T* (1 <4,j < n) egyenlétlenségekbdl kovetkezik || D| <
7/n', egy egyszeriibb eredményt is megfogalmazhatunk.

Koévetkezmény. Legyen T és € két valds szdm, 7 > 0 és € > 0. Ha az
n X n-es sztochasztikus A, mdtrir elemei kielégitik az |a;; — 1/n| < 7/niH
(1 < 4,5 < n) egyenldtlenségeket, akkor a szubdomindns sajdtértékre teljesiil
lpo] < 7/nf.

Megjegyzések

1. A tétel és a kdvetkezmény alapgondolata j6l szemléltethet6 a kétpa-
raméteres csalddon. Ahhoz, hogy sztochasztikus méatrixot kapjunk, egypa-
raméteres csalddra kell szoritkoznunk: o + (n — 1)m = 1. Ezért pu; = 1 és
e = 1 — nw. Tovébbi egyszertisitésnél adédik E,,, ahol o = 7 = 1/n és
po =0, Ha o =1/n + /', akkor py = 7/n".

2. Ha € = 1 és az elemek véletlen véltozdk, akkor a Csebisev-egyenlétlen-
ség miatt a kozelséel feltételiink megbizhatdsagi intervallumra egyszerisédik,
de az egyenlStlenség csak valdszintileg teljesiil. Ha e =0 és 0 < 7 < 1, akkor
a kozelségi feltétel pozitivitdst is implikal.
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3. A feltevés nem sziikséges. Példdul legyen 0 = S/n és # = (1 —
3/n)/(n — 1), Ekkor puy = (8 —1)/(n — 1). Itt az eltérések nagysdgrendje
1/n, de py nagysdgrendje mégis 1/n, nem pedig 1 (ami az € = 0 esethél
adédna).

4. A 3. megjegyzés ellenére eredménytink mds tekintetben éles. Legyen
n=2m,a; =7 hal <dij<mvagym+1<4,j<2mésa, =a
egyébként. Ahhoz, hogy sztochasztikus matrixot kapjunk, fel kell tenntink,
hogy m(m + 7) = 1. Ekkor elemi szamolds utdn py = m(x — o) adddik. A
szimmetrikus 7 = 1/n + 7/n!T és o = 1/n - 7/n'1 esetben py, = 7/n' 4ll.
Eppen ez a tételben és kovetkezményében szereplé felsé hatdr. Az érdckesség
kedvéért megemlitjik, hogy az itt szereplS eltérés-mdtrix 2-ciklikus (Rézsa,
1974), és az effajta matrixok a Simonovits (1978) dolgozatban is kulcsszerepet
Jatszottak.

5. Poincaré mddszerét tovabbfejlesztve, az elmult években tobb mate-
matikus (példdul Diaconis és Stroock, 1991) érdekes felsé korldtokat kapott
a szimmetrikus (és kozvetve, nem szimmetrikus) sztochasztikus maétrixok
szubdomindns sajatértékére. Ezek az eredmények azonban olyan bonyolul-
tak, hogy nem is tudjuk éket idézni. Csupdn annyit emlitiink meg, hogy az
altaldnos elméletben is az eléz6leg emlitett 2-ciklikus matrixtdl vald tdvolsdg
a dontd. Taldn jol érzékelteti a lényeget a kdrtyakeverés példdja. Bér a
kértyaeloszldsok szdma rendkiviil nagy, néhdny (7) keverési miivelet utdn
a kartydk jol elkeverednek. Ez arra utal, hogy a megfelelé sztochasztikus
métrix szubdomindns sajatértéke abszolit értékben nagyon kicsi.
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THE SUBDOMINANT EIGENVALUE OF A LARGE STOCHASTIC MATRIX

Using iituition and computer experimentation, Brady conjectured that the ratio of
the subsdominant eigenvalue to the dominant eigenvalue of a positive random matrix
(with identically and independently distributed entries) converges to zera when the
tmber of sectors tends Lo infinity. In Lhis paper, we discuss the deterministic ease
and, among other things, prove the [ollowing version of this conjective: il each
entry of the matrix deviates rom 1/n by at most 7/n", then the modulus of
the subdominant root is at most 7/n’, where 7 and € are arbitrary positive real
paramelers.
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KET FUZZY OSZTALYOZO MODSZER!

BORGULYA ISTVAN
Janus Pannonius Tudomanyegyetem Kdzgazdasdgludomanyi Kar

Tébb kritériummal jellemzett alternativik esetén az osztédlyozds, vagy klasz-
terek képzése gyakori feladat, t6bb mddszer létezik megolddsukra. Dolgoza-
tomban két (1j heurisztikus médszert kivanok bemutatni, melyek tébb kritéri-
ummal jellemzett fuzzy, vagy éles (crisp) alternativék osztdlyozdsat, valamint
adott szamu osztdlyra, klaszterre bontasdt teszik lehetévé.

Az osztdlyozd algoritmus minden alternativéhoz (elemhez) egy fuzzy ren-
dez8 mddszerrel, mint fiiggvénnyel egy értéket rendel. Minden osztalyndl
értelmezi a centrumot, mint az osztaly elemek fiiggvényértékeinek dtlaga,
valamint minden osztalyban egy prototipust, amely az osztdly olyan eleme,
melynek fiiggvényértéke a legkozelebb esik a centrum értékéhez. Az algorit-
mus a kritériumok sulyszamanak valtoztatdsdval megkeresi az egyes oszté-
lyok prototipusait és centrumait. A klaszterképzé algoritmus alapgondolata,
1épésel majduem megegyeznek az osztalyozd algoritmuséval, de értelemszeri-
en a helyes osztdlyba soroldst nem tudja ellendrizni. Mindkét rendszerrel a
"tanulds” utdn tovdbbi esetek is osztalyozhaték

Mds megkozelitéssel készilt mddszerekkel, pl. két neurofuzzy osztdlyozd
modszerrel Osszehasonlitva, a tesztelés hasonld eredményeket adott (97%-os
pontossdg). Az osztdlyozd algoritmus relative magas belsd szordsii osztdlyok
elkulénitésére is alkalmas, osztdlyonként t6bb csoport megkiilonboztetdsével.

1. Bevezetés

T6bb kritériummal jellemzett alternativdk (esetek) osztdlyozdsa, vagy klasz-
terek képzése az alapfeladatok kozé tartozik. Tobb mddszer létezik megold4-
sukra. Utébbi idében kiiléndsen a fuzzy osztélyozd, klaszterezd algoritmusok
terén olvashatunk ijabb médszereket. A pyakori mddszerektdl eltéréen, egy
olyan mdédszert kivdnok bemutatni, amely a neurdlis halézatok tanuldsihoz
hasonld elemeket tartalmaz.

A newrdlis hdlézatok tanuldsa vetette fel az Stletet, hogy az alternativdk
rendezését fuzzy rendszerrel is meg lehet tanulni, és a tobb kritériumimal

LKésaziilt az OTKA T18562 kutatds keretében. Beérkezett: 1998. janudr 24.
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jellemzett alternativak sorrendje, sorszamaik ismeretében, a kritériumok sily-
szamdnak véltoztatdsaval, az ismert adatokbdl megtanulhaté [Borgulya 97b).
Ha az ismert osztélyok azonositéit az alternativdkhoz mint "sorszdmot” ren-
deljiik, az alternativék osztdlyok alapjan torténd rendezése egyittal osztdlyo-
zast 13 fog jelenteni. Vagy ha ismeretlenek az osztdlyok, és & darab klaszterbe
akarjuk sorolni az alternativdkat, a klaszterek centrumait ”sorszamnak” te-
kintve, az alternativik az egyes centrumok alapjdn szintén sorba rendezhetdk.

Tobb kisebb példdn ellenérizve az elképzelést, az eredmények részben iga-
zoltak a feltevést. Egyszert, konnyen szeparalhatd osztélyok esetén olyan sor-
rendet kaptam, amely az azonos osztdlyba tartozé alternativakat egy csoport-
ba gyljti, egymds utdn helyezve el ¢ket. Komplikdltabb osztdlyozds esetéun
mar a csoportok kozt atfedések alakultak ki, fuzzy "csoportok™ keletkeztek,
ill. egyre tobb hibds osztdlyozds 1épett fel. A precizebb osztdlyozds érdekében
ezért az osztdlyba soroldsndl bels6é hasonldsagot is vizsgdltam, és a ”sorszdm”
és a hasonldsiag egyutt hatdrozta mep az alternativak sorrendjét. Ez utdbbi
esethen mar lényegesen csokkent a hibdk szama, az ellenérz6 tesztek szerint
97-100%-0s pontossdgot sikeriilt elérni.

Mivel a terileten szdmos algoritmus ismert, elészor tekintstik 4t nagy
vonalakban a fuzzy klaszternalizis és a fuzzy osztdlyozé algoritmusok cso-
portjait, majd részletesebben a két heurisztikus algoritmust és tesztelésének
eredményeit.

2. Fuzzy klaszteranalizis és fuzzy osztalyozas

A klaszteranalizis célja az adatok olyan csoportositdsa, melyben a hasonld
adatok egy osztélyba (klaszterbe), a kevéshé hasonldk kiilonhozd osztdlyokba,
keriilnek. Az elmult 20 évben szamos klaszteranalizis eljardst (ICAE) fo-
galmaztak meg. Az eljdrdsok, melyek kozt fuzzy mddszerek is taldlhatdlk,
kiilonhozoképpen csoportosithatdk. Egy lehetséges csoportositds az alkalma-
zott technikdk alapjdn [Hoppner et al, 97], pl.:

e Nem teljes KAE-ok. Kilonbozé geometriai, dbrdzoldsi, projekcids tech-
nikék jellemzik. Az osztdlyok 2-3 dimenzids vetiileteit allitjik eld.

o Determinisztibus KA E-ok. Minden adat csak egy osztélyba tartozik és
az osztdlyok az adathalmazt teljesen felosztjak.

o Atfedé KAE-ok. Minden adatot legaldbb egy osztdlyhoz hozzdrendel-
nek, azaz egy adat tobb osztdlyhoz is hozzdrendelhetd.

o Valdsziniiségi KAE-ok. Egy valdszinliségi eloszlds minden adatndl meg-
adja, milyen valészintiséggel tartozik az adat valamely osztdlyhoz. Ha
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a valdszintiséget hozzdtartozds foknak értelmezzilk, akkor ezek az elji-
résok fuzzy KAE-nak is tekinthetdk (a valdsziniiségek Osszege egy).

o Lehetségességi KAE-ok. Minden adatndl megadjdk, hogy milyen lehet-
ségességl, vagy hozzdtartozdsi fokkal tartozik valamely osztdlyhoz.

e Hierarchikus KAE-ok. Az eljardsok t6bb lépésben egyre finomabb hon-
tdsdt allitjdk el6 az induld osztdlynak, ill. forditva: az induld kis oszta-
lyokat egyre nagyobb osztalyokks olvasztjak Gssze.

o Objektiv figgvényt alkalnezd KAE-ok. Az objektiv fiiggvény olyan
cél, vagy értékeld fuggvény, melynek az optimumdt keressitk. Az ob-
jektiv fliggvény minden osztaly felosztdshoz egy hibadrtéket, vagy jésdg
mértéket rendel, ami alapjan a legkedvez3bb osztdlyozdst valaszthatjuk
ki.

A fuzzy KAE-ok tobbsége az objektiv fliggvényt alkalmazé rendszerekhez
tartozik, és az objektiv filggvény alkalmazdsa mellett dltaldban valdszintiség-
eloszléds, vagy lehetségességi fokok alapjdn torténik a klaszterek kialakitdsa.

A fuzzy KAE-ok tobbsége akér valdszinliségi, akdr lehetségességi klaszter
felosztassal definidlhatd. Az elsS, és legismertebb algoritmus a Fuzzy-c Means-
algoritmus (FCM). A mddszer éles adatokon megfogalmazott elsd vdltozatit
Duda és Hart (1973) fogalmazta meg, a jelenleg hasznalatos valtozatdt 1992-
ben publikéltdk [Bezdek et al, 92]. A FCM eljdrds kipalaki ponthalmazokat
képes elktloniteni a p-dimenzids térben. Minden klasztert egy kozépponttal
jellemez, melynek koordindta pontjai a "prototipusok”. A klasztercket a
prototipusok képviselik, és az osztdlyba sorolds az adatok és a prototipusok
tdvolsdga alapjdn torténik. Az eljdrds feladata egy iterdcids eljards soran az
optimdlis klaszter kézéppontok meghatdrozdsa a hozzd tartozd hozzitartozasi
fokokkal egytitt. Az iterdcié mindaddig folytatédik, amig a kozéppontok sta-
billd nem vélnak.

A FCM-b6l az alkalmazott tdvolsdgdefinicié megvaltoztatdsdval a kip-
formdjnt klaszterek helyett ellipszis, ill. ellipszoid alaki klaszterek felisinerése
is elérheté. E mddositdst a Gustafson-Kessel algoritmus fogalmazza meg
[Gustafson et al; 79]. A FCM algoritmus, ill. a Custafson-Kessel algorit-
mus tovdbbi, olyan véaltozatairdl is beszdmolhatunk, melyek mdr egy fuzzy
kovariancia matrixot hasznédlnak fel a klaszterek alakjanak, nagysiagdnak be-
allitasdara.

A FCM algoritmus egyes véltozatal, kiiléndsen a képfeldolgozdsban hasz-
néalhatok fel sikeresen. A linedris klaszter eljdrdsok (pl. Fuzzy-c-Variaties-
algoritmus, vagy adaptive-Fuzzy Clastering-algoritmus) a képeken az egyene-
seket, mint klasztereket ismerik fel. A shell-klaszter eljdrdsok (pl. fuzzy-C-
Shell-algoritmus, vagy fuzzy-C-Ellipsoidal-Shell-algoritmus sth.), még tovdbb
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lépnek. Korok, ellipszisek, paraboldk, hiperboldk kontirjait, mint klasztereket
képesek felismerni. A FCM tovébbfejlesztett valtozatai specidlis tortvonalak
konturjait, mint klasztereket ismernck fel (pl. Fuzzy-C-Rectangular-Shell-
algoritmus, vagy Fuzzy-C-2-Rectangular-Shell-algoritmus). fgy téglalapok,
szabdlyos sokszogek, vagy téglalapok metszeteként el6allithatd tortvonalalkat,
mint klaszterek konturjait ismerik fel.

E fuzzy KAE-ok mind iterativ eljardsok, melyek az iterdciéd minden lépé-
sében finomitjak a hozzdtartozdsi fokok és a klaszter kozéppontok becslését.
A médszerek egy mdsik csoportja egy lépésben, iterdcié nélkil szdmolja ki
az clébbi értékeket. Ilyen mddszer pl. Yager és Filev Montain Clustering
algoritmusa, amely ismeretlen szdmu klaszter meghatérozdsira késziilt [Yager
et al, 94].

Az osztdlyozds nagyon hasonld probléma a klaszteranalizishez. Egyes fe-
ladatokndl a klaszter algoritmussal kapott osztdlyok egybeesnek a vért osz-
talyokkal, azaz a kétféle feladat eredménye ugyanaz. Osszetettebb felada-
tokn4l azonban a klaszter algoritmusok nem adnak kielégité eredményt az
osztélyozdsi feladatra, Kombindlni kell a klaszteranalizis inddszereit mas
mdadszerekkel, vagy teljesen mds nézpontbdl kell megkézeliteni a problémat.

Az osztéalyozdst megvaldsito fuzzy rendszerek (FR) az esetek tobhségéhen
szabdlyalapii rendszerek, melyek, minden osztélyhoz legaldbb egy szabéllyal
rendelik az elemeket. A probléma formdlisan a kovetkezéképpen irhaté le:

Legyenek X = (x,a,...%,) n dimenzids elemek, amelyck a C = 1,
Cy, .., C osztalyokba tartoznak (Bérmely két osztdly metszete iires). Az
elemek koordindtdit frjuk le az A, Ay, ..., 4, fuzzy halmazok segitségével,
és az egyes osztalyokat kijeldld Ry, Ry, ..., Ry szabdlyok formdja legyen

R, IF (Ay isx)) AND (Ay is a:p) AND ... AND (A, is=z,) THEN class is

ahol a class véaltozé a konklizidként kapott C; osztély sorszdmat adja. Min-
den szabaly eléallit valamilyen osztélysorszémot, és az osztdlyozdshoz a leg-
jobban illeszkedd osztdlyt kell kivalasztani. Azt a szabdlyt kell tehdt keresni,
amelynek premisszdit a legjobban kielégiti az adott elem, azaz amelyik osz-
tédlyhoz a legnagyobb hozzdtartozdsi fokkal besorolhaté. Ha az Ay, Ay, ..,
A, fuzzy halmazok tartalmazési figgvényeit piy, pi, .. ., fr,-nel jeldljik, akkor
az 1-edik szabdlyndl a hozzdtartozési fok

e, (@1, sy ) = minfp (1), f2(w2), - pn(a)}

A keresett osztdlyt a legnagyobb pup, (21,20, ..., 2,) értékil osztdly adja.

A szabdlyok maghatdrozdsa tobbféleképpen torténhet. Ha 2 dimenzidban,
linedrisan szepardlhaté osztdlyokrdl van sz6, akkor az osztidlyokat elvdlaszté
egyenest egy lépesésfiiggvénnyel kozelithetjik, és minden "1épcséhoz” egy-
egy szabélyt ithatunk fel. Osszetettebb, t6bb osztalyt tartalmazd n-dimenzids
osztalyozdsi feladatokndl azonban ez az 1it nem jarhatd.
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Az tijabb osztélyozdsi médszerek neurofuzzy, vagy KAE-ok segitségével
osztdlyoznak. A neurofuzzy rendszerek az osztélyozdsra keriild adatokbdl ta-
nuljdk meg a sziikséges fuzzy halmazokat és szabdlyokat. A klaszteranalizisen
alapulé médszerek a felismert klaszterelk alapjén generdlnak halmazokat és
szabdlyokat. Neurofuzzy osztdlyozé médszert alkalmaz pl. a NEFCLASS
rendszer, amely egy 3 rétegit fuzzy perceptron segftségével allitja elé a fuzzy
osztdlyozd rendszer halmazait, szabdlyait [Nauck et al, 95).

A felsorolt fuzzy osztdlyozd rendszerek fuzzy halmazokat és szabdlyokat
generdlnak az adatok alapjan. Az ismertetésre keriils stlyszam tanuldssal
torténd osztdlyozdsndl mdsok a kiindulé feltételek. Ttt ismertek az elemelk
lefrdsahoz szitkséges kritériumok éles adatai, vagy fuzzy halmazai, és cent-
rumokat, prototipusokat, silyszdmokat kell keresni.

A heurisztikus fuzzy osztdlyozd algoritmus leginkdbb a FCM algoritmus-
hoz hasonld. Az osztdlyozdshoz osztaly centrumokat, prototipusokat hataroz
meg. Az osztilyok elemeit elsGsorban hasonlésag alapjan dllapitja meg, mely
egy lehetségosségi klasater felosztdsnak folel meg.  Ertékeld fiiggvényként
olyan hibafiiggvényt alkalmaz, amely egy fuzzy vendezé médszer eredményei
alapjin ellendrzi a sorrendet és a centrumok stabilitdsdt. Eltéréon a FOM-
tél, a centrumok, prototipusok keresésére a kritérinm sulyok valtoztatdsat is
felhaszndlja. E ponton a neurofuzzy rendszerekhez hasonls az algoritinus.

3. Fuzzy osztilyozis silyszam tanuldssal

Az osztalyozd algoritmus alapgondolata

Rencdleljiink minden alternativdhoz (elemhez) egy fuzzy rendezd modszerrel,
mint fiiggvénnyel egy értéket, mely alapjin az alternativak sorrendje ellen-
Grizhetd. Az osztilyok elemeit hasonldsdg alapjdn soroljuk egy-tobb cso-
portba, és rendeljiink minden csoporthoz egy centiunot és egy prototipust. A
centrum az osztdly (ill. csoportbeli) elemek fiiggvényértékeinek atlaga, a pro-
totipus pedig az osztdly olyan eleme, melynek fiiggvényértéke a legkézelebb
esik a centrum értékéhez. Az algoritmus a kritériumok stlyszdmanak véltoz-
tatdsdval megkeresi, megtanulja az egyes osztdlyokat, csoportokat jellemzd
prototipusokat, centrumokat. Hogy az algoritmus a relative magas belsd
szérasi osztlyokat is fel tudja ismerni, osztdlyonként a hibds osztdlyozdstdl
fiiggben automatikusan tobb csoport definidldsat is lehetdvé teszi,
Osztélyozds esetén minden elemnek ismerjitk az osztalyst. A fuzzy rend-
szernek (FR) ezt a helyes osztdlyt kell a kritériumok értékei alapjdn felis-
mernie és az elemhez rendelnie. Mivel az osztdlyok a centrumokkal és a
kapcsolédd prototipusokkal egyértelmiien jellemezheték, olyan algoritmust
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kell megfogalmazni, amely egy elemhez azt az osztdlyt rendeli, melynek pro-
totipusdhoz a leghasonlébb és ez egyuttal azonos a helyes osztdllyal is.

Az osztdlyozast fokozatosan tanulja meg rendszer. Egyenként, véletlen-
szerlien veszi el6 az elemecket, és minden elemet hasonldsdgi mérték alapjan
valanelyik osztdlyba (csoportba) sorol. Hogy a centrumok egy stabil érték
felé konvergaljanak, a kritériumok silyszdamait igy médositja, hogy az elem
Uj fuggvényértéke a megfelelé centrum felé kozeledjék. A silyszdmokat min-
den olyan esetben mdédositja, ha az osztalyba sorolds téves, vagy az utolsé
két clemhez tartozd fliggvényértékek sorrendje eltérd osztdly centrumaik sor-
rendjétdl (a silyszam modositas a neurdlis hdldzatok delta szabdlydhoz ha-
sonld képlettel torténik). Az algoritmus mindaddig folytatddik, amig adott
pontossdggal nem ismeri fel az osztalyokat, és a centrumok stabilld nem
véalnak (valtozdsuk értéke adott kiiszobszam ald nem csokken).

A hibés sorrend megédllapitdsahoz figyelembe kell venni, hogy

e az egy osztdlyba tartozd elemek sorrendje kozdmbos, barmilyen sor-
rendjitk elfogadhatd;

e az osztdlyok azonositd sorszdma, és az osztdlyok rendezésnél kapott
sorrendje eltérd lehet;

e az egyes osztdlyok, ill. az osztdlyt alkotd csoportok sorrendjét centru-
maik véletlenszertien kialakult sorrendjével azonosithatjuk.

Nézziik e heurisztikus algoritmust kozelebbrdl. Jeldljik az osztdlyozdsra
kerilé elemeket a,, ay, ..., a,-nel, és ismert osztdlyaikat pedig jeldljiik az
1, 2, ..., k sorszdmokkal. Az elemeket lefré kritériumokat jeldljitk K, Ko,
cowy IG-mel, és az l-edik kritériumot, mint nyelvi vdltozét értelmezziik. A
valasztott fuzzy rendezd mddszer (FRM) a K, Ky, ..., K,, nyelvi valtozdk
alapjan minden a; elemhez egy y, valds szdmot rendel (2 =1,2,...,n).

Az algoritmus megfogalmazdsdhoz harom lényeges pontban kell donteni:
a hasonlésdg kezelésében, a silymodositds szabdlydban és az alkalmazhaté
FRM vilasztdsdban.

Hasonlésig

A hasonlésdgot azonos forméaban kezelhetjiik éles és fuzzy elemek esetén. Eles
kritériumokkal adott a,, a; clemeknél a hasonlésdg mértéke legyen

Ha,a;) = L/(1+ d(al:a’fi)) : (1

ahol d(a;, a;) az éles elemek euklideszi tdvolsiga. Fuzzy kritériumok esetén
a hasonlésdg mértékére ismét az (1) Osszefliggés alkalmazhaté, de a tdvolsdg-
képletben Munda (1995) szemantikus tdvolsdgdt haszndljuk fel. E szerint két
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tetszéleges a,, a; elem tavolsdga (p = 2 esetén az ,euklideszi” tavolsdg):

SRGSEEE l:ﬁ; . (// lx —ylfilz)aiy) dy d-t)[‘r

ahol folytonos, konvex tartalmazdsi fliggvényeket feltételezve, esetiimkben
fi(x) = ey * g () és gi(x) = ey * pr, () (cu, ey valds szdmok), és fi,

gi-re teljesiilni kell:
/f,(m) dz = /g,(m) dvr=1.

Az algoritinus egy elem osztdlyba tartozdsdt hasonlésag alapjan fogja meg-
dllapitani. Amelyik prototipushoz a leghasonlébb, annak az osztalydhoz fog
az esct tartozni. Tekintettel arra, hogy a relative magas belsé szdrdsi osz-
talyokndl egy prototipussal nem lehet minden elemet jél jellemezni, osztd-
lyonként tobb prototipust is alkalmazhatunk. Ekkor hibéds osztdlyozds esetén
ijabb prototipust vezethetiink be.

Siilymddositas

Az osztédly centrumok alapjdn vald rendezést az algoritmus véletlenszeriien
kivdlasztott elemek alapjdn ellendrzi. Ha az utoljédra vizsgdlt két elem sor-
rendje nem megfeleld, "kis 1épésekkel” a helyes sorrend irdnydba véltoztatja
az elemekhez rendelt y szdmokat. Ehhez minden olyan kritérium sulydt
véltoztatja, és a helyes irdnyban néveli, ill. a mdsik irdnyban csokkenti,
ahol a két elemnél az azonos kritériumok értékei eltérdek.

A hasonlésdg alapjan torténd osztdly hozzdrendeléseknél sorrendhiba két-
féle okbdl keletkezhet:

1. két tetszbleges, killonbdzd osztilyhoz tartozd elemnél az osztdlyok cent-
rumainak sorrendje ellentétes az elemekhez az FRM altal rendelt fligg-
vényértékek sorrendjével, vagy

o

egy elemnél az algoritmus altal meghatdrozott osztdly nem azonos a
helyes osztéllyal.

Ha az i és j-edik elemnél az osztédlyozés helyes, csak a FRM dltal hozza-
rendelt fiiggvényértékek sorrendje hibés, az éles, vagy fuzzy kritérinumoknak
megfelelden moédositani kell a silyokat. A silyszdm valtoztatds mértékét:

e az utolsd két elemmél az azonos kritériumok értékeinek kiillonbsége,

e az utolsd két elemhez tartozd osztdlyok centrumainak kiildnbsége,
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e az utolsé elem hasonlésdga a helyes prototipusdhoz: H(a,,p:),
e a "tanuldsi rata”, amely megadja a silyszdm véltoztatds egységét

befolyésolja. Ha a vizsgdlt parndl az a; és a; elemek sorrendje nem megfeleld,
akdr tobb kritérium sulyszdmét is szitkséges moédositani. Ha az algorit-
mus dltal meghatdrozott osztdly eltér a helyes osztdlytdl, korrigaljuk gy
a hibdt, hogy az elemet hasonlébbd tessziik a helyes osztdly prototipusédhoz.
A silymédosité szabdly ebben az esetben is ugyanaz, csak el6z6 elemnek a
helyes osztdly prototipusdt kell valasztani.

A silymddositds szabdlya kilonbozik éles, ill. fuzzy kritériumok esetén.
Fles kritérinmnadl a sulymddositds képlete:

Awy = —n* signly, — y;) * (k. — ki) * (oc — ez)H (a., p2) (2)

ahol 7 a tanuldsi rdta, ki, ki; az eldz6 és az utolsé kritériumérték az I-
edik kritériumnal, p, a helyes osztdly prototipusa, és oc, ¢, az elemek helyes
centrumait jeloli.

Fuzzy kritériumok esetén nem tudunk a Ky, ki; valés értékek alapjin
kovetkeztetni a sziikséges silymédositds irdnydra, nagysdgara. A kritériumok,
mint fuzzy halmazok kozti kisebb, nagyobb relacidt viszont meghatdrozhatjuk
minden kritérium esetén Munda (1995) javaslata alapjdn az

ity = [ [ (@ =) fle)antv) ay e

integral el8jele alapjan. Ha pozitiv, akkor a nagyobb, kiilénben a kisebb
reldcié igaz a kritériumok aktudlis értékei kozt. A silymddositédsndl ezt fel-
haszndlva a (2)-es képlet 1j alakja:

Awy = —n *sign(y, — y;) = inty * (oc — ) H (@i, pz) (3)
Megjegyzés: Az algoritmus programozdsindl egyszertisitve szdmoltam: a

szemantikus tdvolsigot kozelitésként folytonos helyett diszkrét esetre alkal-
maztam, és int; helyett a

thae (@) * pae, () * (2 — y)

képlettel szdmoltam, ahol x, y a kritérium input értékei.
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A rendez6 médszer

FRM-nek az algoritmus tesztelése kozben a max-min médszert [Yager 78],
valamint az "osztdlyozd mddszert” [Borgulya 95, 97a] vélasztottam. Eles
kritériumok esetén a két médszer hasonld eredményt adott. Tekintettel arra,
hogy az osztalyozé mdédszer fuzzy kritériumokndl dltaldnosabhan hasznéalhato,
az osztdlyozé modszert alkalmaztam végil az algoritmusndl. Nézziik a tovab-
biakban e rendezé maddszert vdzlatosan.

Olyan tobb kritériummal jellemzett a;, ay, ..., a, alternativdkat kell
rendezni, ahol a K, Ky, ..., K,, kritériumok suilyozottak és a kritérium ér-
tékek fuzzy halmazok (g1, g2, - .., gm a kritériumokhoz tartozé silyszamok,
és a silyszdmok maximadlis értéke 1).

E probléma megoldasdt kétféleképp kozelitjik meg:

e specidlis esetként feltessziik, hogy a kritériumok értékei az oktatdsban
alkalmazott osztdlyzatokkal keriilnek megaddsra, vagy ilyen osztdlyza-
tokka transzformalhatdk;

e Altalanos esetben magukat a kritérium értékeket tekint)jiik osztdlyzatnak
anélkiil, hogy az oktatdsban alkalmazott osztdlyzatok tulajdonsdgaival
rendelkeznének.

Mindkét esethen egyetlen szdmot, "extra osztalyzatot” rendel a mddszer min-
den alternativédhoz, melyek ez alapjan rendezheték.

Altaldnos eset

Legyen X = {ai,ay. ..., a,} az alternativdknak egy véges halmaza, legven
K ={K, Ky, .. ., K,} afuzzy kritériumoknak egy véges halmaza, legyenek
tovabba gy, g2, .., g.n a kritériumokhoz tartozé silyszamok, a silyszdmok
maximéalis értékét egynek valasztva.
Tekintstink X felett minden J(; fuzzy kritériumot nyelvi vdltozénak (1 <
j <m) és legyen
Ky = {871,852, -, Sips }

ahol S;1, Sju, ..., 8,y anyelvi viltozd értékei. Az a, alternativat (1 <i < n)
a I(, kritérium 5,1, Sju, ..., S}y fuzzy halinazaival értékelhetjiik.
Definidljuk tovdbbd a E eredményhalmazt a kritérinm halmazok unidja-

ként:
m

E=JK;.
j=1

Definidljuk a koévetkd FAM szabdlyokat:
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(g9 IF k=S,  THEN E =Sy
(¢9) IF k=S  THEN E=Sp,

(gf) IF kl = Sl[;, THEN E = Sll‘l
(g5 IF ky=Ss  THEN E =Sy
(99)  IF ky=Ss  THEN E = S

(g2) IF ky=So,,  THEN E =Sy,

(92)  IF ky =8, THEN E=8,,
(qﬁl) IF Ky = sz THEN FE = sz

(g'lZ”) IF k= Smp,,, THEN E = Sulp,,,

ahol (g%) i = 1,2,...,m a szabdlyok stlyszdmai, és ki, ky, ..., k., egy alter-
nativa adatai.

Az elballitott fuzzy rendszer a szabdlyok leképezéseit aggregalva (T-ko-
norma), a stlypont defuzzifikdlé eljardssal minden a, alternativdhoz egy y,
értélket rendel, mely alapjdn rendezheték az alternativdk [Borgulya 97a].

Specidlis eset

Az dltaldnos osztdlyozé médszer specidlis eseteként a rendezni kivant al-
ternativakndl a kritériumok értékei legyenek egységesen, nem sziikségképpen
azonos fokozatii, fuzzy halmazként értelimezett osztdlyzatok [Borgulya 95].
Ay osztdlyzatok (S1, Sy, ..., S)) legyenek szimmetrikus hdromszogekleel, vagy
Gauss-fliggvényekkel megadott fuzzy halmazok a [jegy-1, jegy+1] interval-
lum felett, ahol jegy=1, 2, ..., p lehet. (Az F halmaz most csak a lehetséges
p darab Sj, Sy, ..., S, érték uniéjabol 4ll). A specidlis esetben az alter-
nativikhoz rendelt y,; értékek osztalyzatként értelmezhetlk, és rendezhetbk
segitségiikkel az alternativdk.

A hewrisztikus algoritmushan fuzzy kritériumok esetén az osztalyozé madd-
szer altaldnos, éles kritériumok esetén a specidlis véltozatat alkalmazzuk.
Eles kritériumok esetén a kritérium értékeket transzformaljuk egységesen, pl.
a [O., 5] intervallumra, és utdna allkalmazhaté a FRM.

A heurisztikus fuzzy osztdlyozd algoritmus lépései

Legyen az osztalyok szdma k, és engedjitk meg & + t szdmu prototipus al-
kalmazdsat (¢ lehet nulla is). Legyen ro egy adott hasonldsédgi érték, amely
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egy osztdly tébb csoportra bontdsit szabdlyozza, legyen € a centrumok sta-
bilitdsédnak ellenérzésénél a kiiszobszdm, és legyen v a még elfogadhaté hibds
osztdlyozdsok szdma. Jeldljiik az elemek helyes osatdlyait hoy, hoy, ..., ho,.-

nel.

1.

7.

Definidljuk az osztdlyok (ill. csoportok) indulé iires halmazait C =
{C.},i=1,2,...,k+t. Legyenek c, ¢, ..., C4py, valamint py, py, .. .,
Dh4t az osztdlyok centrumai, valamint prototipusai. A C, halmazhoz
tartozd centrum, prototipus, osztdly sorszdm legyen c;, p;, 0,. Legyen
¢, =0,p;=0,és0,=0(=12,...,k+1).

. Viélasszunk véletlenszerten egy wy, wy, ..., w,, silyszdm sorozatot.

Vélasszunk véletlenszertien két indexet: i, j-t. Legyen az elsé a, elem
nulla. Az induld par (a;,a;). Legyen oc =0 és y; = 0.

Legyen FRM: a; — y;

. Hasonldsdg vizsgdlat. Ha H(a;,p,) = max, H(a;,p,) (alkalmazva az

(1) képletet éles, vagy fuzzy esetben), ahol q,z € [1,k + ¢], akkor az
a;-hez rendelt osztédly o,. Legyen FRM: p, — y.

. Prototipus mdédositds.

a) Ha (hoj = 0,) A (cz —yj < ¢z —y) A (H(aj,pz) > 7o) akkor p, = aj,
éshaa; =p, (2 =1,2,...,2—1,24+1,...,k+t), akkor ¢,, = 0, 0, = 0.
b) Ha (hoj # 02) A (c; = 0) I = hoj akkor py = aj, ¢/ = y;, o) = ho; és
z = 1. Kilénben,
ha (hoj # 02) A(Jar)(es = 0) I = k+1,....t, akkor py = aj, ¢ =y,
o =hoj és z=1.

. Stilymédositas.

a) Ha (hoj = 0,) A (0c < ez Ay > y5) V (0c > ¢y Ayi < ), alckor éles
kritériumok esetén a (2), fuzzy laitériumok esetén a (3) stilymédositd
képletet alkalmazzuk.

b) Ha (hoj # 0;) A (3x)(o. = hoj) akkor p,. — a;, y, = ¢y, 0c = 2¢,.,
z = x, és éles kritériumok esetén a (2), fuzzy kritériumok esetén a (3)
siulymddosité képletet alkalmazzuk.

Sulyok normalizdlésa.

i

Wl=>» w és wy=a— 1=1,2,...,m.
=2 W
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8. 1 =7, oc = ¢, 6s vélasszunk véletlenszeriien jabb a; elemet. Az 1j
pér ismét (a,,a;).

9. Ellenérizzik az eredményt az iterdciéd minden k-dik 1épésében. Szdmol-
juk tjra a centrumok értékeit: ucy, ucy, ..., uCkt,

1 oy
ucy = d_b, ;y.« s

ahol db; az l-edik osztdly (csoport) elemeinek szdma, és FRAL ay — g,
az osztdly elemeihez rendelt értékek. Ha a

Fi,
(Z lep —uey| < e) A (hiba < %)
=1

hibafiiggvény értéke igaz (ahol "hiba™” a hibds osztdly-meghatdrozdsok
szdma), vége az eljardsnak. Killonben ¢ = uey, 1 = 1,2,...,k+1 és
folytatds a 3. pontnal.

Ha véletlenszertien vessziik el az elemeket, megfelelé ro, 1, € és v vé-
lasztdsa esetén az algoritmus konvergens lesz, és minden osztaly centruma
kiillén-killon konvergdl egy stabil értékhez. E ponton hasonldé a rendszer
miikodése a neurdlis halé tanuldsdhoz. Pl a tanuldsi rdta értékétdl fliggden
gyorsabb, lassabb lehet a konvergencia, vagy esetleg nem lesz konvergens a
tanulisi folyamat. A kiilénbdzd paraméter értékek megvilasztdsa fligg az
adott példatol. Altaldban a ro = 0.95, = 0.0005, 4 = 0.01 és v = n/10
értékek mellett konvergens a tanuldsi folyamat.

A rendszer alkalmazasa

Ha a tanuldsi folyamat befejez6dik, megjelenithetdk az eredmények, ill. Gjabb
esetek osztalyozhatdk a kész rendszerrel. Az algoritmus a centrumok, pro-
totipusok, silyszdmok ismertében minden alternativandl megéllapitja melyik
osztdly prototipusdhoz a leghasonlébb, és a prototipusdhoz tartozé osztalyt
rendeli az alternativdhoz. Ez a hozzdrendelés tartalmazhat hibdkat. Enyhitve
a hasonlésag mértékét, és pl. minden alternativandl a legnagyobb hasonlésagi
érték — 0.05 értékkel szamolva, a nagyobb hasonldsagi intervallum alapjan
egyes alternativakndl két, vagy tobb osztélyt is megadhat a rendszer mint le-
hetséges osztélyt. Természetesen a hasonlésdg tetszélegesen tovabb enyhithe-
t6. (Egy osztaly alternativdihoz rendelt hasonldségi értékek olyan fiiggvényt
képeznek, amely egy osztdly tartalmazési fiiggvényéhez hasonléan értelmez-
hetd).
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4. Fuzzy klaszter algoritmus

A fuzzy ossztélyozd algoritmus természetes kiterjesztéseként adddik a lehet-
ség, hogy osztdly kialakitdsra, klaszterképzésre is alkalmassd tegyiik az algo-
ritmust. Klaszter kialakitds esetén a fuzzy rendszernek k darab kiilénbozd
osztélyba, klaszterbe kell sorolnia az alternativékat tgy, hogy a leghasonléb-
bak egy osztilyba keriiljenek.

Ha a fuzzy osztélyozd algoritmushoz hasonldan itt is egy alternativéhoz
azt az osztdlyt rendeljiik, melynek prototipusdhoz a leghasonlébb, az el$z6 fe-
ladatra visszavezethetd a probléma. Ellentétben az osztdlyozéssal, az osztdly
hozzarendelés helyességét nem tudjuk ellendrizni. Ellenérizhetd viszont most
is barmely két elemhez rendelt fuggvényértékének sorrendje a hozzdjuk ren-
delt osztdlyok centrumai alapjan, valamint az egyes alternativdk és a pro-
tot{pusok hasonlésédga. Ha a pillanatnyi sorrend hibds, allkalmazhaté az el6z6
stulymddosité szabdly éles, vagy fuzzy viltozata.

Ha véletlenszertien vesszitk el6 az elemeket, ez a heurisztikus algoritmus
is konvergens lesz és folyamatosan mddositja az egyes osztdlyok elemeit, pro-
totipusait, centrumait mindaddig, amig a centrumok stabilld nem vdlnak.

Az algoritmus lépései
1. Definidljuk az osztdlyok (ill. csoportok) induld iires halmazait ¢ =

{C.}, i = 1,2,... k. Legyenek cj,cy,...,cp, valamint py, py, ..., ok .
az osztalyok centrumai, valamint prototipusai. A C; halmazhoz tar-

tozd centrum és prototipus legyen c¢;, p;. Legyen ¢, = 0, p; = 0
(i=1,2,...,k).
2. Valasszunk véletlenszerlien egy w,, wy, ..., w,, silysziam sorozatot.

Vilasszunk véletlenszertien két indexet: i, j-t. Legyen az els6 a; elem
nulla. Az indulé par (a,, a;).

3. Legyen FRM: a; — y;

4. Hasonldsdg vizsgalat. Ha H(aj,p.) = max, H(aj,p,) (alkalmazva az
(1) képletet éles, vagy fuzzy esetben), ahol ¢,z € [1,k], akkor legyen
a; € C,. Legyen FRM: p, — y.

5. Prototipus moddosités.

Ha (c2 # 0) A (cz ~ yj < ez —y) akkor p; = a;, és ha a; = p, (v =
L,2,...,z2=1,2+1,...,k), akkor ¢, = 0. Kiilénben, ha (3z)(c, = 0),
akkor p, = ay, és c; = y;.
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6. Sulymddositas.
a) Ha (oc < ¢, Ay, > yj)V (0c > c Ay; < yj), akkor éles kritériumoknal
a (2), fuzzy esetben a (3) silymddosité képletet alkalmazzuk.

7. Sulyok normalizilasa.

.
P w; .
W) = w; és w,=——, i=1,2,...,m.
=2 =Wl

8. i = 4, oc = c, és vdlasszunk véletlenszerilen Ujabb a; elemet. Az 1j
pér ismét (ai,a;).

9. Ellendrizziik az eredményt az iterdcié minden k-dik 1épésében. Szdmol-

juk djra a centrumok értékeit: ucy, ucy, ..., uck,
1 oy
uep = — Ys
db; Ys s
a=1

ahol db; az l-edik osztdly elemeinek szdma, és FRM: a, — y, az osztaly
elemeihez rendelt értékek. Ha a

ks
Z|c,, —ugy| <€
I=1

hibafiiggvény értéke igaz, vége az eljarasnak. Kiilonben ¢ = ucy, | =
1,2,...,k, és folytatds a 3. pontndl.

Megjegyzés: Felvethetd az algoritmus olyan tovdbbfejlesztése, amely osz-
tdlyonként tobb prototipust alkalmaz. Ennek el6nyei csak tovabbi teszteléssel
mutathatdk ki.

A rendszer alkalmazasa

Ha a tanuldsi folyamat befejezddik, a kész rendszerben az eredmények az
osztalyozé algoritmushoz hasonléan jelenitheték meg, ill. jabb alternativdk
osztalyozhatok. Az algoritmus minden alternativdndl megdllapitja melyik
osztaly prototipusdhoz a leghasonldbb az alternativa és a prototipushoz tar-
tozé osztdlyt rendeli hozzd. Enyhitve a hasonlésdg mértékét, nagyobb ha-
sonlésdgi intervallum alapjdn médr az egyes alternativdkhoz két, vagy tobb
osztalyt is megadhat a rendszer, mint lehetséges osztélyt. (Egy osztdly al-
ternativaihoz rendelt hasonlésdgi értékek most is olyan flggvényt képeznek,
amely egy osztdly tartalmazdsi fiiggvényéhez hasonléan értelmezhetd).
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5. Mintapéldak, tesztelés

Fuzzy osztilyozd algoritmus alkalinazasa

Elsé példa. Osszehasonlitdsképpen a tébbek Altal benchmark-ként alkalma-
zott IRIS adatsort vdlasztottam teszt adatsornak, és eredményemet a NEF-
CLASS, valamint FuNeGen I. newo-fuzzy osztdlyozé programokkal [Nauck
1995, Halgamuge 1994] is 6sszevetettem (A programok szabadon elérheték
az interneten).

A 150 elemii IRIS adatsor, melyet Fischer (1934) publikélt elészor, az
irisz virag 3 tipusat, osztalydt irja le 4-4 adat alapjan. E feladat dsszetettebb
osztdlyozési problémadt jelent, mivel két osztdlya linedrisan nem szepardalhatd.
Az adatsor egy részlete:

51 35 14 0.2
49 3.0 14 02
4.7 32 13 02
46 3.1 15 02

ahol az elsd k1 kritérium a [4,8], k2 a [2,5], k3 az [1,7] és k4 a [0.3] in-
tervallumban veszi fel értékeit. Mivel a példdhoz kapcsolddd fuzzy halma-
zokra nincs semmilyen megkotés, kiilon-kiilon a [0, 5] intervallumra transz-
formaltam az adatokat és minden kritérimndl a nyclvi valtozok értékeit,
mint "osztélyzatokat” az [i—1,i+1] (1 = 1,2, ...,5) intarvallumok felett szim-
metrikus hdromszdg alaku tartalmazdsi filggvényekkel adtam meg. Fuzzy
rendezd maédszernek az ”osztalyozd”-mddszert védlasztottam.

Az adatsor két egyenlé részbdl: IRIS1 és IRI1S2 all (IRIS1: 75 elem,
melyben 25 elem tartozik minden osztdlyhoz, és TRIS2: 75 elem, melyben
szintén 25 elem tartozik minden osztdlyhoz). Training-re az adatsor elsé felét
vélasztottam és az adatsor masodik felével teszteltem a kész fuzzy rendsz-
ert. A silymdédositdson alapuld osztélyozd médszer (jeloljik FCW-vel) szinte
azonos pontossdgli eredményeket adott a masik két médszerrel (1. abra):

IRIS1 | IRIS2
FuNeGen I. | 99.0% | 99.0%
NEFCLASS | 96.0% | 97.3%
FCW 97.3% | 97.3%

1. dbra IRIS adatsor ésszehasonlité eredményei § prototipus esetén
(a szdzalékok a helyes osztdlyozdsokat jelentik).

Ha enyhitjiik a hasonlésdg mértékét és minden alternativandl a kapott
maximalis hasonldsdgi értéknél (MHi) 0.05-el kisebb értékeket is elfogadunk,
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a hibds osztdlyozdsok szdma hdromrdl kettére csékken és a kordbbi tévesen
osztdlyozott alternativdhoz két osztdlyt fog rendelni. Ha a hasonlésdgot
tovdbb enyhitjiik, csak a [MHi-0.3, MHI intervallumba esé értékeknél tiinnek
el a téves osztdlyozdsok, viszont ekkor az alternativdk 49%-dndl (37-nél) 2,
vagy 3 osztdlyt rendel mar minden alternativahoz. A hasonldsdg mértékétdl
filggden tehdt a hibds osztélyozdsok, ill. egy alternativihoz rendelt osztélyok
szama véltozd (2. dbra):

Hasonldsag mértéke > MHi — &
6=0]6=005|6=01]6=02]6=03

téves osztalyozas 3 2 2 2 0
tabb osztdly hozzarendelés 0 3 9 23 37

2. dbra Az eredmények és o hasonldsdg kapesolata (i =1,2,...,75.)

Az eljdras konvergencidjdt a 3. dbra szemlélteti, amely killénbozo paramé-
ter értékek esetén mutatja a konvergencia gyorsasdgét (iterdcidk széma) és az
osztdlyozdsok helyességét (szdzalékok). A ++ + jelolés az acdott paraméterek
mellett nem konvergens tanuldst mutatja (ebben az esetben egyéhként a pon-
tossdg kb. 75%-0s).

{. rata | 10 Prototipus | € Kritérium | IRIS1 | IRIS2 | Iteracio
SZAM
0.0005 | - 3 0.001 | Fuzzy 97.3% | 97.3% 6751
0.05 0.85 5 0.001 | Fuzzy 96.0% | 96.0% 2326
0.05 0.9 5 0.001 | Fuzzy 80.0% | 80.0% 885
0.005 0.85 5 0.001 | Eles 98.5% | 98.5% 5116
0.0005 | 0.9 5 0.1 Eles 98.5% | 98.5% 976
0.0005 | 0.95 11 0.1 Fuzzy 98.5% | 100.0% 724
0.0005 | 0.9 5 0.01 Fuzzy + + +

3. dbra Paraméterek és a konvergencia dsszefiiggése

Masodik példaként allattartasi peresetek osztdlyozdsiat nézziik, L. Philipps
(1994) szamol be arrdl, hogy allattartdssal kapcsolatos birdi déntéseket vizs-
gélva, az dllattartd érdekei és felel6ssége alapjdn hat jellemz6 tulajdonsdggal,
kritériummal {rhatdk le az esetek. A hat tulajdonsdg (k1,k2,...,kG) értékeit
fuzzy értéknek tekintve, fuzzy logika miiveletekkel dllitotta elé a birdi dontést.
18 eset adatait felhasznédlva csupdn 3 esethen tért el az eredmény a birdi
dontéstol.
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Ezen adatok (4. dbra) osztalyozhatdk is, bar lényegesen Osszetettebb osz-
talyozdsi problémét jelentenek, mint az IRIS adatok osztdlyozdsa.

Fuzzy

osztalyozé moédszerekkel a birdl igen/nem dontésnek megfeleléen pontosan

besorolhatdk két osztilyba az esetek.
Tekintsiik most is az adatokat osztalyzatoknak, és alkalmazzuk az elébbi

példa fuzzy halmazait. A kritérium értékekre a kovetkezé megfeleltetéseket
fogadjuk el: null =0; nagyon csekély=0.5; csekély=1; kézepes = 2.5; magas
= 3.75; nagyon magas =4.5; teljes = 5. Osztdlyozva az eseteket mind a
FCW, mind a FuNeGen I. és a NEFCLASS osztdlyozé programokkal, az
eredmények jobbak lettek, mint a fuzzy logika muveletekkel kapott értékek.
A Dbirdi dontést nulla, vagy egy hibaval reprodukéltdk (5. dbra).

k1 k2 k3 k4 k5 k6 birdi d.
1. | n.csekély | csekély csekély null teljes kozepes nem
2. | teljes null csekély magas null magas igen
3. | csekély kizepes kizepes kézepes teljes kdzepes. igen
4. | teljes csekély teljes teljes null magas igen
5. | null 1n.magas kizepes magas n.1magas n.magas igen
G. | teljes n.csekély | kizepes csekély n.csekély | n.csekély | igen
7. | nuall null koézepes csekély n.csekély | kizepes nem
8. | kozepes magas csekély magas teljes kizepes igen
9. | csekély kozepes teljes null teljes null nem
10, | Lleljes teljes magas magas null teljes igen
11. | csekély kozepes null n.csekély | teljes n.csekély | nem
12. | teljes teljes teljes teljes teljes teljes igen
13. | uull kizepes csekély teljes teljes null igen
14. | teljes kizepes magas null null teljes igen
15. | null kizepes n.csekély | magas csekély teljes igen
16. | null csekély kizepes n.csekély | kozepes csekély nem
17. | csekély magas n.csekély | kozepes teljes kozepes igen
18. | teljes teljes teljes teljes kizepes teljes igen

4. dbra. Jogesetek adatai

Helyes osztalyozdsok

szdma szazaléka
FuNeGen 1. (10 generdlt szabdllyal) 17 94.4%
NEFCLASS (18 generalt. szabéllyal) 18 100%
FCW 18 100%

4. abra Jogesetek osztdlyozdsa
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(A hasonldsdg mértékét e feladatnal nem kell enyhiteni, minden osztaly
besorolds helyes). A 100%-os pontosségot 0.0005 tanuldsi rdta, 2 prototipus,
fuzzy kritériumok alkalmazdsdval, v = 1 esetén 1218 iterdcié utdn kaptuk.

Harmadik példaként nézzink egy olyan feladatot, amely csak plusz pro-
totipusok alkalmazdsdval oldhaté meg elfogadhaté pontossdggal. Vélasszuk
a relative magas belsd szérdsi osztdlyokat tartalmazd kovetkezd feladatot:
két éles kritériuinmal adott elemeket kell két osztdlyba sorolni, ahol az ele-
mek: C) = {(0,6), (12,0),(1,8), (1,10), (14,4)}; C» = {(3,12), (15,6), (16, 8),
(5,16),(17,10)}

Az osztélyozd algoritmus a prototipusok szdmatdl fiiggéen killénbozé gyor-
sasdggal, pontossdggal oldotta meg a feladatot. A 100%-0s megolddst mar 4
prototipus alkalmazdsa mellett nydjtotta (6. dbra)

t. rata | ro Prototipus szam | Pontossdg | Iterdcid
0.005 | - 2 80% 2400
0.0005 | 0.6 4 100% 55
0.0005 | 0.9 5 90% 310
0.05 0.8 5 80% 1160
0.0005 | 0.8 6 100% 55
0.0005 | 0.95 9 90% 2060

6. dbra Kiilonbézd paraméterértékeknél kapott eredmények (e = 0.01, y =2),

Fuzzy klaszter algoritmus alkalmazasa

Osztély kialakitdsdra nézziik elészor ismét az IRIS adatsort. Ha az el8z6
megkozelitést vélasztjuk: azaz a [0, 5] intervallumra transzforméldsdt a kyi-
térium értékeknek, akkor alkalmazhatjuk az osztdlyképzé algoritmust. Mivel
az IRIS adatsor osztdlyozdsat ismerjik, utdlag ellenérizhetjitk az osztdlyok
megfelels kialakitdsat.

Ismét az ,,082tdlyoz6” fuzzy rendezd mdédszert vilasztva az algoritmus
mind a training-halmazndl (IRIS1), mind a teszthalmaznal (IRIS2) azonos,
95%-0s pontossdggal az ismert osztdlyozdst adta vissza. A hasonldéség mérté-
kének enyhitésével, [M Hi—0.05, M hi] intervallumbeli hasonlésdgi értékeknél
mdr eltiintek a hibdk, és 7 alternativét 2-2 osztdlyba sorolt (Gsszehasonlitdsra
més fuzzy klaszterez6 szoftverek nem &lltak rendelkezésre).

Osztaly kialakitdsra mdsodik példaként nézziink egy szokvdnyos, valds
szdmokkal adott feladatot (éles véltozat). Legyen adott 25 orszdg néhdny
statisztikai adata (7. dbra), és soroljuk b osztdlyba az orszdgokat.
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ki k2 k3 k4 k5 k6 k7
Afganisztéan 40,4 | 18,7 21.6 | 1881.6 41.0 42.0 7.6
Bangla-desh 42,2 [ 15,5 | 26.7 | 119.0 | 569 55.9 | 5.53
Kambodzsa 41.1 | 16.6 24.8 130.0 | 47.0 | 49.9 | 4.71
Kina 21,21 6.7 | 145 320 | 68.0 70.9 | 2.45
Ciprus 1886 | 8.2 10.4 12.0 | 739 783 | 2.33
Fgy. Arab IS, 22.8 | 3.8 19.0 26.0 [ 68.0 72.9 | 4.82
Hong-Kong 11.7 | 4.9 6.8 6.1 68.6 80.0 | 1.23
India 30.5 | 10.2 20.3 91.0 [ 525 52.1 4.2
Indonézia 286 | 94 19.2 75.0 | 585 | 62.0] 3.48
Tran 42.5 | 11.5 31.0 108.1 | 55.75 | 55.04 | 5.2
Trak 42.6 | 7.8 34.8 69.0 | 63.0| 64.8] 6.35
Izrael 2231 6.3 16.0 9.7 | 73.87 | 77.44 | 3.03
Japan 9.9 6.7 33 4.5 75.9 | 81.77 | 1.54
Kuvait 268 | 22| 246 15.6 71.2 | 754 | 4.03
Mongdlia 30.1 88| 273 68.0 | 60.0 | 625 5.0
Nepal 39.6 | 14.8 | 24.8 128 | 50.88 | 48.1 | 5.94
Pakisztan 303 8.1 22.2 107.7 | 59.04 59.2 | 6.48
Filop-sz. 332 77| 255 45,0 | 62.5 | 66.1 | 4.33
Szaud-A, 42.1 7.6 | 345 71.0 | 617 652 | 717
Szingapir 17.8 5.2 12.6 7.5 68.7 74.0 | 1.97
Sri-L. 21.2 | 6.2 1251 194 | 67.78 | 71.6 | 2.96
Sziria 446 | 7.0 376 48.0 | 64.42 | 68.05 | 6.76
Thaifold 223 77| 153 28.0 | 63.82 | 68.05 2.6
Toroko. 292 | 84 20.8 76.0 | 625 65.8 | 3.69
Vietnam 318 95| 223 64.0 | 63.66 | 67.89

7. dbra. Orszdgok adatai (ahol k1: élvesziletési rdta, k2: haldlozdsi réta,
k3: természtes novekedést rdta, kf: csecsemdhalanddsdgi rdta, k5: férfiak
vdrhato élettartama, kG: nék vdrhatd élettartama, k7: termékenységi rdta)

Béar most az adatokat nem tekintjiik fuzzy értékeknek, az algoritmusndl
felhaszndlt fuzzy rendezd mddszerhez tovdbbra is sziikséges a fuzzy értelmezés.
Akdrcsak az eléz6 esetekben, alkalmazzuk most is a fuzzy ”osztdlyzatokat”
és transzformdljuk a Lkritériumok értékét a [0,5] intervallumra. Az osztdly
kialakits algoritmus éles tavolsdgokkal fog szamolni, de a fliggvényértékeket
tovdbbra is a FRM hatdrozza meg.

Az eredmény ellen6rzéshez két killonhozd mddszerrel is készitettem osz-
talyokat. A statisztika egyik hierarchikus klaszteranalizis programjdval, va-
lamint egy neuralis hélé moédszerrel, Kohonen 6nszervezd térképével (SOM).
Mind a hdrom eredmény hasonld lett, de a fuzzy kluszterek tértek el a legjob-
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ban a tobbit6l. A fuzzy kluszter algoritmus eredménye egyébként legjobban
a statisztikai médszer eredményéhes hasonlithaté (8. dbra).

Ez az eredmény mar nem olyan j6, mint az osztdlyozds eredményei. A
fuzzy algoritmussal csak 75-80%-ban kapunk azonos eredményt az éles maod-
szerek eredményével. Ha dtfed6é osztdlyokat alkalmazunk, és a hasonlésdg
mértékét enyhitjik, a [MHi-0.15, Mhi] intervallumbeli értékekre mér 12 or-
szdgot két, esetleg hdrom osztdlyba sorol és a kritikus, kordbban eltérést
mutaté helyeken "megfelel6” osztdlyt is vdlaszthatunk. (Az algoritmus most
is hasonld konvergencidt mutatott a fuzzy osztdlyozdé algoritmuséval: 0.0005
tanuldsi rdta és 1 = 0.001 mellett 1024 iterdcié utdn stabilizdlédtak a cent-
rumok.)

klaszteranalizis | neuralis halé | fuzzy klaszter
AAABC AAABC AAACC
BCDDA BCADA CCDDA
DCCBD DCCCD BCCCD
AAEDC AAEDC ADEBC
BEBDD CEBDE CECDD

8. dbra. Osztdlyozds eredményei

5. (")sszefoglalés

A bemutatott két heurisztikus algoritmus kozés jellemzéje, hogy a rendezni
kivant alternat{vikbdl a neurdlis hdldk tanuldsdhoz hasonlén hatérozza meg
az osztdlyozds, vagy klaszterezés alapjit képezd informdcidkat. Az osztdlyozds
helyességét olyan hibafiiggvénnyel ellenérzi, amely egy fuzzy rendezé médszer
eredményeit is felhasznalja. A helyes osztdlyozds kialakitdsa érdekében a
kritériumok stilyait, melyek altaliban a fuzzy rendezé médszer szabdlyinak
stlyai is egyben, a neurdlis hdlézatok delta szabdlydhoz hasonld képlettel
valtoztat egy iterat{v folyamatban.

A tanuldsi folyamat végén minden osztdlyhoz egy centrumot, az osztdlyra
Jellemz8 prototipust, ill. a fuzzy rendezd mddszer szabélyainak siilyait ha-
tdrozzdk meg az algoritmusok. A fuzzy osztdlyozdé algoritmms egy osztdlyon
beliil tobb csoportot és csoportonként killon centrumot, prototipust is értel-
mezhet; ezzel a nagyobb bels6 szérdsi osztalyok helyes felismerésére is képes.
A tanulds konvergencidja a neurdlis hdlézatokhoz hasonlé tulajdonsdgt.

Egy kész rendszer az éles, vagy fuzzy kritériumok ismeretében, valamint a
kapott prototipusok, silyok felhasznéldsdval a tovdbhiakban énélléan képes
osztélyozni az elemeket. A tesztek eredmeényei alapjin a fuzzy osztalyozdst,
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klaszterképzést 97-100%-o0s pontossdggal valositjdk meg, lehetévé téve dtfeds,
fuzzy osztdlyok értelmezését is. Ezen eredmények pl. a neurofuzzy osztilyozé
médszerekkel hasonlé pontossdgriak.
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TWO FUZZY CLASSIFICATION METHODS

Two heuristic fuzzy algorithims ave shown in this paper: a luzzy classification and
a Tuzzy cluster algorithm. The algorithms classify maltiple-erileria fuzzy or crisp
alternatives and the task of the classification is traced back to ranking of alterna-
tives, as well as to learning weight numbers of eriteria similarly to neural networks.
The algorithm is suitable to separate classes with relatively high intrinsic scatter,
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INSTABILITAS ES KAOTIKUS VISELKEDES MOLNAR
ES SZIDAROVSZKY DISZKRET DINAMIKUS
FOGYASZTOI-TERMELOI MODELLJEBEN!

BACSI ZSUZSANNA
Pannon Agrdrtudomdnyi Egyetem

A jelen dolgozat a Szidarovszky és Molndr (1994) altal definidlt diszkrét di-
namikus termeléi-fogyasztdl modell viselkedését vizsgdlja az instabil tarto-
médnyban, adaptiv és extrapolativ termeldi varakozdsok esetén, feltételezve,
hogy a piaci 4r a piaci kereslet kinalat egyensilytalansdgdnak mértékével
ardnyosan véltozik. A modellt kiegészitettiik a piaci &r nemnegativitdsat biz-
tositd alsé korldttal. Az {gy linedrisbdl szakaszonként linedrissd tett, de még
mindig viszonylag egyszeri modellszerkezet rendkiviil véltozatos viselkedést
tesz lehetvé, tobbek kozott kaotikus viselkedés elGdllitdsdra is képes, és
a piaci egyensilytalansdgra reagdlé K paraméter értékére igen érzékenyen
reagdl, ami ezen paraméter megvalasztdsdnak fontossdgéat hangsilyozza.

1. Bevezetés

Determinisztikus kdosz alatt mindig olyan jelenséget, illetve folyamatot ér-
tiink, ami sztochasztikus hatdst nem tartalmaz, de hosszabb tdvon nem je-
lezhetd elére. A kaotikus jelenségek ugyanakkor tobbnyire bizonyos hatérok
kozott maradnak. E kettébdl kdvetkezik, hogy a kaotikus jelenség az adott
hatdrok kozott viszont szélsdségesen védltozhat (Benhabib, 1992). Ez egy piac
esetében azt jelenti, hogy a termék édra szabdlytalanul ingadozhat, ami a ter-
melé szemszogébdl erdsen veszteséges és erésen nyereséges idészakokat jelent.
Az eldrejelezhetetlen, szeszélyes drak novelik a termeldk kockdzatdt, és hosszii
tavon gyakran jelent6s koltségnovekedést okoznak. A kaotikus viselkedés a
gazdasdgi modellezésben nem ritka jelenség, azonban eléforduldsa csak nem-
linedris modellekben tapasztalhaté. Megmutatjuk, hogy jelen esetben egy
linedris modellben a vizsgdlt jelenségre természetesen adddé nemnegativitdsi
feltétel mér elegendd nemlinearitdst visz a modellbe a kaotikus viselkedés
eléfordulasdahoz.

1 Beérkezett: 1998. marcius 20.
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2. A matematikal modell

A Molndr és Szidarovszky (1994) dltal kidolgozott egytermékes piacmodellt
vettitk vizsgdlat ald. A modell lehetdséget biztosit tobb termeld szerepelte-
tésére a piacon, és figyelembe veszi ezeknek az aktudlis piaci drra vonatkozd
vérakozdsait. A modellnek azon véltozataval dolgoztunk, amely a piac egyen-
siulytalansdgdt tételezi fel. (A piaci egyensilyt feltételez6 modellvdltozat
kaotikus viselkedés szempontjibdl valé elemzését 1d. Vizvdre et al, 1997.).

A tényleges piaci 4r alakuldsdnak vizsgdlata sordn feltettiik, hogy a piaci
ar kizdrdlag nemnegativ lehet, azaz a zérd érték egy alsé korldt. Lehetséges
lenne egy felsé korldt bevezetése is a piaci drra, azonban a nulla alsé korlat
alkalmazdsa lényegében ugyanolyan jellegli eredményekhez vezet.

Jelolések:
N a termel6k szdma a piacon
Dl a k termel dltal a t idépontra becsilt dr
. rogzitett paraméter, amit k termeld a becsiilt ar

meghatarozdsdhoz haszndl (0 < ap.)
puwin =0 az ar alsé korldtja, azaz az alsd intervencids ar

Drax a fels6 intervencids 4r (a jelen vizsgdlatokban nem haszndljuk)
T a k termel6 altal termelt mennyiség a t idépontban

DL a piaci ar a t idépontban

d, a t idGpontbeli teljes keresett mennyiség

>0 a placi egyensulytalansdgra vald reagdlds mértéke

D.d a keresleti fliggvény paraméterei

Cia a k termeld koltségfiiggvénye a ¢ idépontban

By, bi e, ak termeld koltségfiiggvényének paraméterei
A koltségfiigevény kvadratikus, tehdt
CI-:L = BI.:mf:[, + bl\'l'l.:l. + cy

ahol By, > 0, mert ez biztositja, hogy egy bizonyos mennyiség felett a koltség
mér a linedrisndl gyorsabban nd. Mivel minden termeld a haszndt kivdnja
maximalizdlni, ezért

T, = argmax{p}, v — Cu} k=1,...,N.

azaz ) b
p;,:[_ — Uk
Tpy = ——— k=1,...,N.
Tt 9By ) N
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Tehat lathatd, hogy a piacra vitt mennyiség a becsiilt drral linedrisan
né. Feltételezziik, hogy a fogyasztdk ismerik a mindenkori piaci 4rat, és a
keresleti fiiggvény linedris, azaz valamely D < 0 mellett

d, = pD+d.

A piaci 4r a piaci egyensilytalansdg mértékével ardnyosan valtozik, azaz

N

vy = pD+d~ zﬂsm.
=1

o= pi—t + Ky,

A termelSk a piaci ar becslésére kétféle modszert alkalmaznak., Az adaptiv
modell szerint:
VE: 0<a <1

esetén
Vk: py = agpi—i + (11— QA-.)P;.':,/.A-

Egy maésik lehetdség az i.n. eztrapolativ modell alkalmazdsa:
VEk: 0.< ay

esetén
Yk phy = ogpio + (1 — ap)pi—a.

Itt tehdt oy értéke nagycbb is lehet, mint 1. Ha «y = 2, akkor pj, =
Pi—1 + (P—1 — pi—2), vagyis a médszer az utolsd drvéltozédst extrapoldlja a
kodvetkezo évre is, innen a neve.

3. A modell illesztése a magyar burgonyapiacra

A szamitdsok alapjaul a magyar burgonyapiac esetét vizsgéltuk. MNindodssze-
sen két termeld szerepel, az egyik a nagytermelk, a mdsik a kistermeldk
csoportjat reprezentdlja. Ezek koltségfiiggvényeinek paramétereit az aldbbiak
szerint becsliltiik meg: a nagytermeld esetén: By = 0.014, b; = 3200, ¢; =
20 000 000, a kistermeld esetén: By = 0.0058, by = 4000, ¢y = 20 000. Végiil
a; =0.6, ay =0.5.

Statisztikal adatokra tdmaszkodva a d értéke 2 millié tonndnak vehetd.
Ezzel szemben D erfsen véltozik, annyi dllithaté biztonsdgosan, hogy értéke a
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[-100, 0] intervallumba esik (mértékegysége t2/Ft). A paraméterek becslésé-
re vonatkozéan 1d. Vizvdri et al. (1997).

Molndr és Szidarouvszky (1994) megadja mind az adaptiv, mind az extra-
polativ modell esetében a stabilitds feltételeit, amennyiben az aj paramé-
terértékek azonosak minden termeld esetében. Bessenyei (1996) a modell
olyan véltozatit elemazi, amelyben a piacon 4 termeld van jelen, azonos kolt-
ségfilggvénnyel, de kiildnbozd drbecslési médszerrel (azaz teljes informdcids,
naiv, adaptiv, illetve extrapolativ becsléssel).

A jelen dolgozat a modell egy olyan specidlis esetét vizsgilja, amelyben
a piacon két termeld van jelen, eltérd koltségfiiggvénnyel, azonos drbecslési
mdédszerrel, de eltérd silyokkal. Ezenkivill a piaci drra explicit alsé korlatként
bevezettik a zéré értéket, azaz feltettiik, hogy a piaci ar sohasem lehet
negativ. A fenti médon meghatdrozott modellvéltozat viselkedését vizsgaljuk,
Gilénos tekintettel az instabil viselkedés eléforduldsdnak lehetéségére, és az
esetleges kaotikus viselkedés el6forduldsdra. Megmutatjuk, hogy az alsd korldt
bevezetése jelentésen megvdltoztatja a modell viselkedésének jellegét, és a-
mellett, hogy csakis a valésdgban is értelmezheté nemnegativ értékeket ered-
ményez, a korldtozds nélkiili modellvdltozatndl jéval gazdagabb dinamikédval
rendelkezik.

3.1 Az adaptiv modell esete

Két termeld esetén az dralakuldst a kovetkezo egyenletrendszerrel irhatjuk le:

K . b by
7 == 1+ KD)— —1p K{d+ — + —
prar = pu(1+ ) 2BIP11 B P21+ ( + +2B (1
p;::,l.Jrl = aup+ (1 - a’l-:)P;\':,L k=12 (2)

A rendszer métrixa és sajatérték-egyenlete felirhaté hasonléan a Molndr
és Szidarovszky Altal kozoltekhez, igy némi szdmolds utdn a kévetkezd egyen-
let adddik: .

Mra 2 +agr+a3=0 (3)
ahol

ay=a +ay—3—-KD (4)
@) ey
2B, * 2By
Kalaz 1 1 K Q) (D)

(F+5)- 55+ ©

2 By By 2'B; By
Molndr és Szidarovszky emlitett dolgozatdban kozli a rendszer stabilitdsdnak
sziikséges és elégséges feltételeit, eszerint:

K
ay =3 —2(a; + ay) + ajay + 9( Y= KD{a; +ay—2) (5)

azy = (KD +1)(a1+az—1—ajaz)+
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Lemma. Az (1) és (2) dltal meghatdrozott rendszer pontosan akkor sta-
bil, ha (3) karakterisztikus egyenlet egyitthatéira vonatkozd aldbbi (7)-(11)
egyenlétlenségek egyszerre teljesilnek:

1+a+azy+az >0 (7
l—a;+ay—ay3>0 (8)
34+a; —ay—3a3 >0 (9)
3—a)—ay+3a3 >0 (10)
1-a§+a-10,3-0:2>0 (11)

Némi szdmolds utdn a (7) egyenlStlenség a kovetkezd ekvivalens alakra

hozhaté: 1 1
‘oyop(— +——-D
Iﬁalag(2Bl +2B2 )>0

amirdl lathatd, hogy D < 0 és K > 0 miatt mindig teljesiil, azaz nem jelent
korldtozdst.
A (8) egyenlétlenség a kovetkez6 alakban irhaté:

20 a9 —day — 4oy + 8 ooy, 1 1

Do 5 =
K + Dajay ) (Bl+Bz)>0

A (9) egyenlStlenség a kévetkezd alakban irhaté:

@ Q 3ajay 1 1
+D(3a1a2—2a1—2a2)+_1+_1_ 102

200 vy e L
Bl Bz 2 Bl B2

K

1> 0

ami az adott «y és B, paraméterértékek mellett minden K > 0, D < 0
mellett teljesiil. A (10) egyenlStlenség a kovetkezd alakban {rhaté:

3 ) Jajay, 1 1
+D(a1+a2—1——a1az)—i—ﬂ+ Gl

a) + oy — oy 1 1
4 2B, 2By 8 "By By

K

)>0

Hasonldéan feirhaté a (11) egyenlétlenség is, ennek kozlésétbl az dltaldnos alak
bonyolultsdga miatt eltekintink.

A kordbban meghatérozott paraméterértékekkel a (8), (10) és (11) egyen-
18tlenségek a kovetkezéképpen {rhatdk fel:

14
0<f+D_121'92

0.8
0< T 0.125D — 37.097
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0 < (0.16K%)D? + (16.773K? — 0.4K)D + 0.24 — 22.598K — 781.538K >

Az els6 két egyenlStlenségbdl D-re alsé illetve fels§ korldt adédik, amelyek
egyidejtleg pontosan akkor allhatnalk fenn, ha

20.4

K < 1869

= 0.04872

Numerikusan megvizsgdltuk a rendszer viselkedését a I{ < 1 tartomdnyban,
—100 £ D < 0 mellett, egyelére még a nulla alsé korldt bevezetése nélkiil.

A modellezett piaci dr-idésor K = 1.0 mellett D teljes tartomanydban
széttartd oszcilldldst mutat, igen nagy abszolut értéki, 10° nagysdgrendii
pozitiv és negativ értékekkel. K csokkentésével a modell viselkedésének jel-
lege véiltozatlan marad, csupdn annyi a véltozds, hogy kisebb K értékeknél
a pozitiv és negativ értékek tdvoloddsa valamivel lassabb.

A viselkedés jellegében az elsd véltozds K = 0.02 mellett észlelhetd,
ahol a legnagyobb D értékek mellett a divergens viselkedés D > —2 mel-
lett egyre kisebb oszcilldcidkat kezd felvenni. Ezutdn K tovdbbi cstkkentése
hatdsdra az oszcilldcié tdvolsdgdnak csokkenése egyre kisebb D értékek mel-
lett elkezdddik, és a 0-hoz kozeli értékek esetén a rendszer konvergenssé valik.

Az 1. dbra K = 0.015 és D = —90 mellett mutatja az 4r idésor alakuldsit.
Jol lathatd, hogy az ar mintegy 100 id8periddus eltelte utdn a +30000 és a
—30000 értékek kozotti oszcilldldsra dll be. Ugyanez a K érték D = —80
esetén mér konvergens viselkedést eredményez, ahogyan az a 2. dbrdn ldthatd,

A 3. dbra a I{ = 0.02 értékhez tartozd bifurkdcids diagramot? mutatja,
amelyen jol ldthatd, hogy D < —56 mellett a rendszer oszcilldl egy pozitiv és
egy negativ érték kozt, D > —56 mellett viszont a fixponthoz kouvergal.,

I tovdbbi csOkkentésével egyre kisebb D-t8l kezdSdéen konvergens a
rendszer, és K = 0.01 esetén mér a teljes —100 < D < 0 tartomédnyban
konvergenssé vélik (4. dbra).

Ezek utdn megvizsgdltuk a rendszer viselkedését a nulla alsé korldt beve-
zetése mellett is. A Lkorldt bevezetésének sziikségességét az indokolja, hogy
azon I és D értékparok esetén, amikor a rendszer oszcilldlt, az alsd felvett
érték mindeniitt negativ volt, ami piaci drak esetében nehezen értelmezhetd.

2A bifurkdcids diagram az az 4bra, amely megmutatja, hogy a paraméter kiilonbzd
értékei mellett hosszabb tdvon, masképpen fogaliazva, egy kezdeti dtmeneti szakasz utdn
hogyan viselkedik a rendszer. Ugy késziil, hogy azt a szakaszt, amelyben a paraméter
lehetséges értékei véltozhatnak, egyenletesen felosztjak nagyon sok részre. Minden osztd-
pontban kiilon-kiilon elvégzik a kovetkezéket. A dinamikus rendszerrel megtesznek egy
bizonyos szdmu 1épést, elegendden sokat ahhoz, hogy az emlitett 4tmeneti szakaszt biztosan
tilhaladjdk. Majd megtesznek Gjabb & 1épést, és a rendszer itt elért értékeit rajzoljak ki
pontokkal a stkon tigy, hogy ha a paraméter értékét a vizszintes tengelyen 4brédzoljak, akkor
a meglrzitt k pontot az adott paraméterértékhez tartozé fiiggileges egyenesre teszik. k
megviélasztasa attdl fiigg, hogy mennyire finom részleteket lehet kinyomtatni.
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Az alsé korldt bevezetése a korldtok nélkiili modellvaltozathoz képest jéval
komplexebb viselkedést mutatott, Ismét K = 1.0 volt a vizsgalatok kiin-
dulépontja. Ezen értéknél a teljes —100 < D < 0 tartoméanyban kaotikus
viselkedést mutatott a rendszer (5. dbra), és K cstkkentése mellett is meg-
maradt ez a jelleg, csupdn az 4r értéke két egyre jobban elkiilonithetd sdvra
vélik szét (6. dbra). K = 0.08 alatt azonban a kaotikussdg megsziinik, és egy
kettes ciklus alakul ki, amelynek alsé értéke maga az el6irt nulla alsé korlat
(7. dbra). K tovdbbi csdkkentésével aztdn el6szor a 0-hoz kozeli D értékeknél,
majd késébb egyre kisebb D-nél is megjelenik ismét a kaotikus viselkedés
(8. dbra), majd miutdn a teljes D vizsgilati tartomdny kaotikusséd valt, JC
tovabbi csokkentése a kaotikus ar idésor értékek hatdrozott siavokra valé
szétvildsit okozza (9. dbra). Ezek a sdvok aztdin K tovdbbi csoklentésével
egyetlen ponttd olvadnak Ossze, azaz a kaotikus jelleg ciklikus viselkedéssé
valik (10. dbra).

A 11. dbra a bifurkéciés diagramok mellett egy példdt mutat a tényleges,
kaotikus idésor menetére is, K = 0.05, D = —50 mellett.

3.2 Az extrapolativ eset

Az extrapolativ modell alapegyenlete a kovetkezd lesz:

Ay N oK N — K
, - K(d kRN (14 KDYp, — T Ny — A Sl 75t P
Ditl (a +; 2Bk)-l-( +KD)p, (/.Z:; 2B, i1 (g 3B, JpL—2

(12)
A megfeleld karakterisztikus egyenlet:
N N
‘ . v K (1—ap)K
N — (1 + KD)A? e P R
o e (A::J ZB") ’ k=1 2By, . Y

A stabilitds feltételei az adaptiv esethez hasonléan irhatdk fel itt is, az ott
kozolt 6t egyenldtlenséggel. Ezek a kovetkez8képpen alakulnak:

N

1
KD+ KS —
0< + A; T (14)
N
2ay, — 1 2
D Skl
> 2B, K 02
A=1
N
2 3= 2qy.
D < E — Z QB[,, (16)
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—4 -3 + 2ay.
D> — ]
> K T2, (17)
v=1
A 1—q N 1
KZE 2 DY ) 2K — -
( 3 ) + 2K (k:l B, )+ ]{Acle‘“ 4>0 (18)

Lathato, hogy a (14) feltétel minden D < 0 és K > 0 esetén teljesiil. Egyszeril
szdmoldssal az is ldthats, hogy a (15) egyenlStlenség mindig erésebb alsé
korldtot ad D-re, mint a (17). Eszerint rendszeriink pontosan akkor ren-
delkezik stabil fixponttal, ha (15), (16) és (18) egyenlStlenség teljesiil. (15)
és (16) Gsszevetésébdl azonnal adodik K-ra egy sziikséges feltétel, eszerint:

N
4 1

4
(e (19)

ko1

k=1 13

Az adaptiv esethez hasonldan itt i1s a két termeld esetét vizsgdljuk. Vezessik
be az egyszerlibb kezelésmdd érdekében a kovetkezd jeloléseket:

azaz

ay

-

31 Lt By

1 1

B= il

B, u By

A (18) egyenl6tlenség kis dtrendezésével:

2 B 1

P> RE-A 2

Ezt tsszehasonlitva (16) dltal D-re ad6dd felso korldttal a kivetkezd szitkséges
feltétel adédik:

: ___B 1 _2_ 3B
KX B-A) (B—AK 2 K 2

+A

ahonnan kis dtalakitdssal az aldbbi szitkséges feltételt kapjuk:

2B 4

B A B_4 (20)

0<K%(24-3B+1)+K(4-+

Konkrét szdmpéldénk adatait behelyettesitve:

0 < —474.399K% + 8.249K — 0.0348
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A jobboldalon 4ll6 méasodfok fiiggvény pontosan a gydkei kozt lesz pozitiv.
Ezek: K; =0.0102 és Ky = 0.0072 lesznek. Eziltal K-ra egy erds sziikséges
feltételt kaptunk, melyre ellenérizhet6, hogy teljesiilhet-e valamely negativ
D-re a tobbi feltétel, azaz lehet-e a rendszernek stabil fixpontja.

Szintén numerikus vizsgdlatokkal elemeztitk a modell instabil viselkedését,
elészor a nulla alsé korlat bevezetése nélkiil. Ismét K = 1-t8] kezdtiik a
vizsgalatot, és az adaptiv esettdl eltéré mddon itt minden K < 1 mellett
oszcilldls viselkedést tapasztaltunk. Az oszcillilds azonban nem két érték,
hanem tObb pozitiv és tdbh negativ érték kozt jatszédott le (12, és 13. dbra).

A nulla alsé korlattal kiegészitett modell itt is rendkiviil valtozatos visel-
kedést produkélt. A 0.04 < K < 1 tartomdnyban mindeniitt a nulla és egy
pozitiv érték kozt oszcillalt a rendszer (14. dbra). K = 0.039 esetén D = —5
értéknél bifurkdcié torténik, és —5 < D < 0 esetén hdrom érték kozt oszcilldl
az id8sor. (15. dbra). I tovdbbi cstkkentésével a 0-hoz kdzeli D értékeknél
kaotikus sdv jelenik meg, ami egyre kisebb D értékekre is dtterjed (16., 17.,
18. dbra). Aztdn a kaotikus sdv szélessége csdkkenni kezd, majd K = 0.0174
és K = 0.0173 kozt a még kaotikus viselkedés stabil fixponttd valik (19. és
20. dbra). Ilusztracidképpen ismét megmutatjuk, milyen az id@sor menete a
még éppen kaotikus K = 0.0174 mellett D = —63 esetén (21. dbra).

4. Kovetkeztetések

A fentiek szerint Osszességében megallapithatd, hogy:

e A 0 alsé korlat bevezetése a viselkedést megvéltoztatta, biztositotta az
arak nemnegativitdsit, de egyuttal kaotikus viselkedést 1s okozott.

e /{ > 1 mellett az arak gyakran irredlisan magasak, nemcsak a divergens
iddsorokban, hanem a kettes ciklusos oszcilldcidk mellett is (esetenként
1 millié Ft/t értéket meghaladd drak sem ritkdk).

o K < 1 mellett K értékének igen kis megvaltoztatdsa alapvetden meg-
valtoztatja a modell viselkedésének jellegét (ahogy azt a 19. és a
20. 4bra mutatja,); hasonld érzékenységet tanisit a modell a D értékének
valtoztatdsdra is.

e Az adaptiv modellvédltozat és az extrapolativ modellvaltozat viselkedése
lényegesen eltért, ami a termel8i drbecslési madd helyes megvalasztdsé-
nak jelentdségét huzza ald. Ilyen lényeges eltérés volt példdul, hogy
a nulla alsé korldtba az adaptiv modell minden olyan esetben beletit-
kozott, amikor a rendszer nem fixponthoz konvergélt, mig az extrapo-
lativ modellben kaotikus viselkedés is eléfordult csupa pozitiv drakkal
(19. dbra).
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Mindezek alapjan megdllapithaté, hogy az alkalmazott, a gyakorlat szem-
pontjdbdl realisztikus feltételezésekkel élve, a statisztikailag becsiilt, és gy a
valésdgtdl nem tul eltérd paraméter-értékek mellett a piac viselkedése mind
az adaptiv, mind az extrapolativ viselkedést feltételezve kaotikus is lehet.
Mindez alapvetéen eltér a nulla alsé korldt bevezetése nélkilli valtozattdl,
ahol fixpont és oszcillald divergencia volt a két jellemzé viselkedési forma, és
a linedris dinamikus rendszerek elméletébdl ismeretes, hogy nem is fordulhat
elé kaotikus viselkedés.

Szukségesnek tartjuk kiemelni, hogy az alsé korlattal ellatott moclell kao-
tikus, illetve fluktudld jellege nem valamely kiils6 sokkhatds, vagy szokatlan
kornyezeti kortilmény miatt alakul ki, hanem a piac bels§ jellegzetessége,
alapvetd tulajdonsdga. Emiatt a burgonyapiac stabilizdldsdra torekvd intéz-
kedéseknek is igen koriiltekintéen kell vizsgdlniuk ezen piac belsé szerkezetét
és dinamikdjat. Feltiinden érzékenyen reagdlt a modell viselkedése a K pa-
raméter értékére, ami jelzi ezen paraméter helyes és minél pontosabb meg-
hatdrozdsdanak fontossdgat. Tovdbbi lehetdségként vetédik fel, hogy a K
paraméter esetleges kiilsd befolydsoldsdval a kaotikus, vagy erdsen oszcilldld
viselkedés szabdlyozhatd, a kilengései mérsékelhetdk, ha teljesen meg nem is
szlintethet6k. Windez a termel6k szempontjdbdl igen jelentds lehet, hiszen
a bevételekben varhatd szélsGséges ingadozédsok helyett kedvezébh, kiszdmit-
hatébb bevételt érhetnek el, ami az idGjards bizonytalansdginak amugy is
kitett termelSk pazddlkoddsi feltételeit javithatja.

A fent bemutatott elemzés matematikai érdekessége, hogy egy alapvetden
linedris modellszerkezet minimalis megvaltoztatdsa, jelen esetben a nulla alsé
korldt bevezetésével szakaszonként linedrissa tétele alapvetfen megvéltoztat-
hatja a modell viselkedését, azaz elégséges feltétel lehet kaotikus viselkedés
kialakuldsara is.
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1. dbra: Adaptiv modell korldt nélkiil,
K=0.015, D=-90, dr az idd fiigguényében
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2, dbra: Adaptiv modell korldl nélkil, 3. dibme Adaptin modell, korlal néthil,
K=0.015, D=-80, dr ax 1do fiigguényében K=0.02, bifurkicids diagram
by v i, it 2 A Al v
g
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4. dbra: Adaptiv medell, korldt néthal, 5. dbra: Adaptiv modell, alsé korlittal,
£=0.01, bifurkdcids diagram K=1.0, bifurkicids diagrmm
(g b A, i A by ki
A R AN LR A
T W
6. dlra: Adaptiv modell, alsé korlittal, 7. dbra; Adaptiv modell, alsé korldttal,

K=0.08, bifurkdcids diagram K=0.075, bifurkdcids diagram
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8 dibra: Adaptin modell, ulsé korldtial,
K=0.05, bifurkdeiés dingrom

9. dbra: Adaptiv modell, alsd borldttal,
=0.04 1, Wfurkdeids dingram,
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10, dbra: Adaptin modell, alsa korldtial,
K=0.015, bifurkdcids diagram

11, dbra: Adaptiv modell, alsé korldttal,
K=0.05, D=-50), dr az idd fuggninyében

12, dbra: Batrapolativ modell korldt nélkiil,
=01, bifurkdeids dingram
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19. dbraz Batrapolativ modell korlil nélkil,
K=0.1, D=-15, dr az idd fiigguényében
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14. dbrr Brtrapolativ medell alsé kevlittal, 15, dbra: Fetrapolativ niodell alsé korldttal,

K=0.1, Wfurkicids diagram K=0.039, bifurkicids diagram
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16. dbra: Frtrapolatin modell alsé korldttad, 17, dbra: Fatrapolatin madell alsé korlittal,
K=0.035, bifurkdcios diagram K=0.03, bifurkdcios diagram
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18. dbra: Bxtrapolativ mnodell olsé korldttel, 19, dbra: Betrapolutfv mmodell alsé Korldttal,
K=0,02, bifurkiciés diagram K=0.0174, bifurkicids dragram
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20. dbra: Bztrapolativ modell alsé korldttal,  21. dbra: Extrapolativ modell alsé korldiial,
K=0.0178, bifurkdcids diagram K=0.0174, D=-68, dr az idé figguényében
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INSTABILITY AND CHAOTIC BEHAVIOUR IN A DISCRETE DYNAMIC
PRODUCER-CONSUMER MODEL BY MOLNAR AND SZIDAROVSZKY

The present paper analyses the behaviour of a discrete dynamic producer-consumer
model defined by Molndr and Szidarovszky (1994), and focuses on the unstable re-
gion of the adaptive and the extrapolative model versions, assuming that the market
price changes proportionally to the level of disequilibrium, that is, the difference be-
tween the demanded and the supplied product amount. A lower limit, was attached
to the market price in the model, namely, the price was limited to nonnegative val-
ues. Due to this limit. the model structure becomes nonlinear instead of the original
linear structure. This simiple structure generates very complicated behaviour, in-
cluding chaotic behaviour, and shows great sensitivity to the parameter value K,
which is the coellicient associated with the supply-demand difference in the price
formation.
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EGY IMPLICIT LESZAMLALASON ALAPULO UJ
EROFORRAS KIEGYENLITO ELJARAS!

CSEBFALVI GYORGY - PETROS KONSTANTINIDIS
Jans Pannonius Tadonwnyegyeltean  Techiological Educational Tnstitnison
of Athens

Dolgozatunkban egy 0j implicit leszamlalason alapulé egzakt erdforrds ki-
egyenlitd eljardst ismertetink. Az eljards tevékenységek tartalékiddn beliili
késleltetésével olyan tUtemtervet keres, amelyben az eréforrds hisztogramok
alakja megfelel a kivdnatos konkdv alaknak. Az eljards kiinduldsi adatait
a kritikus it moédszere szolgaltatja. Tapasztalataink az mutatjak, hogy kis
és kozepes méretii problémak esetében az egzakt megolddsok eldédllitdsa nem
igényel komolyabb szamitdstechnikai hétteret.

1. Bevezetés

Projektek eréforrds felhasznéldsdval kapcsolatos fitemezési problémdk két
alapveté csoportba oszthatdk, ennek megfeleléen erdforrds hozzarendelési,
illetve er6forrds kiegyenlitési problémardl beszélhetink., Mindkét probléma
kiinduldsi alapjat a kritikus it mddszerével kapott legkordbbi tevékenység
iitemezésnek megfelelé itemterv alkotja.

Hozzdrendelési problémérdl van szé, ha a rendelkezésre allé eréforrdsok
korldtozottsaga miatt a kritikus it mddszerével kapott legkordbbi titemterv
nem valésithaté meg. Ekkor az eréforrds felhaszndldsi konfliktusok felolddsé-
val, vagyis a kritikus és a nem kritikus tevékenységek litemezésének késlelte-
tésével olyan titemtervet kell kerestink, amely kielégiti az eréforras korldatokat
és amely a kritikus it mddszerével kapott befejezési iddpontot minimalis mér-
tékben noveli. A jél ismert nehéz probléma szakirodalma igen széles kord,
szamtalan heurisztikus és j6 néhdny egzakt mddszert dolgoztak ki a probléma
megoldésdra.

Az er6forrds kiegyenlitési probléma esetében a kritikus Ut mddszerével
kapott utemtervek megvaldsitdsat eréforrds korldtok nem akaddlyozzédk, de
megoldandd problémét jelentenek az erdforrds felhaszndldsban mutatkozd
ingadozdsok. Ekkor kiindulva a legkordbbi titemtervbdl, a nem kritikus
tevékenységek utemezésének késleltetésével egy olyan iitemtervet kerestnk,

M3eiemtt: 1998, felwudy 4.
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amelyben az eréforrds felhasznaldsi hisztogramok alakja a lehetd legjobban
megkozeliti a kivanatos alakot. Egy eréforrds esetében a feladat célfiiggvényct
hagyomdnyosan az erdforrds felhaszndlds szérdsnégyzeteként (az dtlag fel-
hasznaldstol valé négyzetes eltérésként) definidljuk.

A probléma megolddsdra szénios heurisztikus eljardst dolgoztak ki. Az
eljarasok kozds vondsa, hogy kiindulva a legkorabbi itemtervbdl, valamilyen
ckolszabdly alkalmazédsdval bizonyos tevékenységek litemezését késleltetik.
Két jellegzetes példaként Harris (1990) és Konstantinidis (1998) mddszerét
emlithetnénk,

A probléma egzakt megolddsdra szolgdlé mddszer szinte alig vain. Jel-
legzetes irdnyzatokat képvisel Ahuja (1976) explicit leszamldldst alkalmazé
médszere, Valadares Taveres (1987) eljdrdsa amely a kivinatos hisztogram
alakot folytonos idéfiiggvényként kezeli, Easa (1989) egész értékil optimalizd-
ldson alapuld modellje, illetve a Bandeloni és tarsai (1994) altal kifejlesztett
egy erbforrdst kezeld, dinamikus programozdson alapulé maédszer.

A cikk egy 1], az implicit leszdmldlds modszerén alapuld egzakt algorit-
must ismertet az eréforrds kiegyenlitési probléma megolddsira. Az eljdras
az elézéekben emlitett eljardsokhoz képest tovabblépést jelent azaltal, hogy
az explicit leszdmldldsndl hatékonyabb, nem koveteli meg a kivdnatos alak
folytonos iddfiiggvényként torténé megaddsit, nem igényli szamitdsigényes
egész értélci programozdsi feladat megolddsdt és semmilyen formaban nem
korldtozza az litemtervben szerepld eréforrdsok szdmdt.

Az algoritmus 1] eleme, hogy a kivénatos hisztogram alaknak a lapos
konkdv alakot tekinti, tehdt szakit a négyzetes eltérés tipusi célfiiggvények
hagyoménydval. A véltds mogott az a felismerés dll, hogy egyrészt

o a gazdasdgilag nehezen megfoghaté ingadozds minimalizdlds mogétt
lényegében mindig a jél szdmszertisithetd all4sidd minimalizdldsi t6-
rekvés hiizédik meg, annak ellenére, hogy a minimdlis ingadoz4si és a
minimalis 4llasidejli {itemezés nem azonos, masrészt

o gazdasigi szempontbdl a mesterkélt dtlagos eréforrds felhaszndldsndl
a maximélis felhaszndlds lényegesen tobbet mond, a menedzsment a
maximalis felhaszndlds minimalizdldsdban, vagyis az erdforrds hiszto-
gramok Osszelapitdsdban érdekelt.

A moédszertani felvetés lényegében a hozzdrendelési probléma. és kiegyen-
litési probléma Osszekapcsoldsdt jelenti. Régzitve a projekt befejezési id6-
pontjat, erve elméletileg hdrom lehetéségiinle van;

1. Megoldjuk a kiegyenlitési problémdt, majd a megolddsok halmazdbdl
kivdlasztjuk azokat, amelyek kielégitik az eréforrds korldtokat.
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2. Megoldjuk az eréforrds hozzdrendelési problémét, majd a megoldisok
halmazan megkerestink konkéav hisztogramokkal jellemezhetd megolda-
sokat.

3. A két problémat egyesitjiik, vagyis olyan iitemtervet keresiink, amely-
ben minden eréforrds hisztogram konkdv és a megadott korldton beliil
marad.

Azt, hogy a hiarom megkodzelités kézil melyik a legjobb, szinte lehetet-
len megvélaszolni, mivel konkrét feladatok esetében, a megolddshalinazok
fiiggvényébhen, igen eltérd feleleteket kaphatunk (Csébfalvi és Konstantinidis
(1998)). Az értékelést tovdbb neheziti, ha a kiegyenlitési problémét liberali-
zdljuk. vagyis kozelitéleg konkdy alakokat is megengediink.

Jelen keretek kozott csak az elsd esettel, vagyis a kiegyenlitési problé-
ma megolddsdval foglalkozunk. A mdsodik eset az eréforrds hozzdrendelési
probléma Osszes lehetséges megolddsanak ismeretét igényli, igy at kell fogal-
maznunk az eréforrds hozzdrendelési problémadt, hiszen ezen hagyomdnyosan
csak az elsé megoldds megkeresését értjik (Csébfalvi (1998)). A harmadik
eset, azaz a két szempont szerinti egyideju keresés, mddszertanilag teljes
egészében 1] kutatasi teriiletet jelent, azzal a kecsegtetd lehetdségeel, hogy a
keresési szempontok Osszekapcesoldsa a keresési fa méreteit csokkenti.

2. Az erdforras kiegyenlités médszere

Alljon a projekt N + 2 tevékenységbdl, és sorszdmozzuk a tevékenységeket
0-t61 N + l-ig. A szokdsos mddon jeldlje a 0-adik és az N + l-edik vn.
mesterséges tevékenység a projekt egyedi kezdetét és vépét, Jeldlje D, az
redik (z = 1,2,..., N) tevékenység id6tartamndt. A tevékenysépek kozotti
fuggbséei viszonyokat vég-kezdet tipust logikai kapcsolatokkal jellemezziik.
A projekt dbrdzoldsakor a “tevékenységek csicspontok, a kapcsolatokat élek”
konvencidt alkalmazzuk. Feltételezziik, hogy az titemezési problémea minden
adata egész értékii.

Jeldlje E,, illetve L; az i-edik (1 = 1,..., N) tevékenység legkordbbi, illet-
ve legkésébbi kezdési idépontjat. Legyen F; = L;— E; azi-edik (i = 1,..., N)
tevékenység tartalékideje. Jelolje R az erdforrdsok szdmat, (), az r-edik
(r=1,2,..., R) eréforrashbél idSegységenként rendelkezésre 4ll6 mennyiséget,
illetve Uiy (1 =1,2,...,N; r=1,2,..., R) az i-edik tevékenység id8egységre
esé eréforrds igényét az r-edik eréforrdsbdl, Legyen T a projekt rogzitett
befejezési idépontja. Jeldlje

S={{ti,s1}, {to. s}, {tavsut}h, £, € {1,2,...,N}, n<N (1)
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egy adott Utemtervhez tartozé késleltetések halmazdt, ahol ; a tevékenység
sorszdma, s; a tevékenység késleltetése idGegységekben mérve, amelyre igaz,
hogy

8 >0, 8, <F, . (2)

A késleltetés a tevékenység leghordbli kezdési idépontjdhoz képest jelent
késleltetést, igy a legkordbbi litemtervre § = {}.

Nevezziik az S halmazban szereplé tevékenységeket kotott tevékenysé-
geknek. Egy adott litemtervbél csak a szabad (nem kotott) tevékenységek
késleltetésével konstrualhatunk djabb utemterveket.

Jeldlje Cy,. = C,,.(S) egy adott S késleltetés halmazzal jellemezhetd iitem-
terv esetében a t-edik (t = 1,2,...,T) idépontban a tevékenységek egyiittes
eréforrds felhaszndldsat az r-edik (» = 1,2,..., R) er6forrdsbdl.

1. Definicid. Newezzik az r-edik erdforrds hisztogram [a, b] iddintervallum-
ba esd részhalmazdt volgynek, hab—a > 1,

Min(Cayy Cir) > Cr minden k € [a + 1,0 — 1] (3)
értélre és ahol az [a,b] iddintervallum olyan nagy, amilyen csak lehetséges.
Jellemezziik a volgyeket az{a,b,r,p} adatokkal, ahol

h—1
p= Y Max(Min(Cyy,Ch) — Cir.0) (4)
h=a+1

a volgy nagysdga, vagyis az dlldsidék Osszege.
Jellemezziik magdt az litemtervet az idétengelyen balrdl jobbra, illetve
azon bellil az eréforrasokon névekvé sorrendben haladva a volgyek

V= {{a'la bla""l,Pl}: {0’21 b27 7’2aP2}~ tey {a"l'a bt”Tmpi'}}‘ v = |V| (5)

halmazéval, illetve a

_ Y pi hawv>0;
Pi{[), hav=0 (6)

mennyiséggel, mint értékelési kritériummal.

Ha egy erdforrds hisztogram nem tartalmaz volgyeket, vagyis alakja kon-
kév, aklor az adott erbforrds igénybevételét ledlldsok nem szakitjdk meg.
Ha a kivénatos alak a tevékenységek késleltetésével elérhet8, alckor a projekt
altal nem hasznositott erdforrds kapacitds a projekt elején és végén jelent-
kezik, megteremtve a mésiranyu hasznositds lehetSségét. Tobb projektes al-
kalmazasi koérnyezetben példaul, az igy addédd kapacitdst mds projektekhez
rendelhetjiik.
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Hangstlyoznunk kell, hogy az {r,,p,} ,i = 1,2,...,v értékekbdl kiin-
dulva sokféle értékelési kritérium konstrudlhatd, azonban ezek taglaldsitdl a
jelen keretek kozott eltekintiink. A P = P(S) vdlasztds, mint az dlldsidék
Osszege, a legegyszeriibb esetet jelenti, mivel a kulénbozé eréforrdsokat dssze-
mossa. Az eréforrdsok koltségfliggvényének bevezetésével a kivdnatos cél
sokkal drnyaltabban is megfogalmazhato.

Ezen tulmenéen meg kell jegyezniink, hogy kulénodsen tobb eréforrdsos
projektek esetén a minden erdforrds dimenzidban kiegyenlitett (temezés — a
technolégiai kotottségek miatt — nem mindig érhetd el. A koézolt algoritimus,
az érdemi elemek megtartdasaval, illetve egy niegengedett P, ¢ bevezetésével
tovabbfejleszthetd. Az dltaldnositott algoritmus kidolgozésa folyamatban van
és a késébbiekben kozoljtik.

Az ismertetendd keresési eljardsban a legelsd valgy kiemelt szerepet jatszik,
mivel az algoritmus minden lépéshben a kivdlasztott legigéretesebb litemterv
legelsé volgyének feltdltésére torekszik. A legigéretesebb iitemterv alatt azt
az Utemtervet értjuk, amelynek az dlldsideje a legkisebb és ezen belill azt,
amelyben legelsd vilgy a lehetd leghésbb taldlhatd. A mésodlagos értékelési
kritérivum mogott az a feltételezés all, hogy a minimdlis dlldsidével rendelkezd
utemtervek kozul valdszinuleg az all "leghozelebh” a probléma megolddsdhoz,
amelyre vonatkozdéan a mdsodlagos értékelési kritérium fennall.

2. Definicié. Akkor mondjuk, hogy eqy S,¢, késleltetés halmazzal jel-
lemzett dtemterv legelss, az r-edik hisztogram [a,b] intervallumdba esé vilgye
feltolthets, ha van olyan

Sug = Srége U Syenana (7

késleltetés halmaz, hogy az ehhez tartozd utemterv minden erdforrds hisz-
togramja konkav az [1,0] intervallumban.

Az nplicit leszdmldlds logikdjanak megfeleléen az eljdrds egy keresési
fét épit fel, amelynek gyokerét a kritikus at mddszerével kapott legkordbbi
titemiterv alkotja, amelyrél feltessziik, hogy nem konkdv az [1,T] id8interval-
lumban. Az algoritmust az dsszes kiegyenlitett megoldas keresésére alkalmas
formdban fogalmazzuk meg.

Koztudott, hogy az implicit leszdmldlds mdédszerénck szdmitdstechnikai
hatékonysédgdt (a keresési fa méreteit) alapvetéen az befolydsolja, hogy vi-
szonylag egyszerl és gyors probak segitségével milyen mértékben sikerul a fa
bizonyos részeit a tovdbbi vizsgdlatokbdl kizdrni. Hatékony metszési szabdlyok
nélkiil az implicit leszamlédlas hatékonysdga az explicit leszdmlalds szintjén
mozZog.

A javasolt eljdrds a kiegyenlitési problémdt feltéliési problémdk sorozatdra
vezeti vissza. A lényeget tekintve, a feltoltési probléma és az eredeti probléma
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azonos. A feltdltési probléma azonban, extrém esetektdl eltekintve, jéval
kisebdb meéretii, megolddsa gyors, ezért alkalmas arra, hogy segitségével a
keresési fa felesleges dgait levagjuk.

Ha egy ttemtervhen egy volgyrdl bizonyithatd, hogy nem toltheté fel,
akkor az Utemtervet a tovabbi vizsgdlatokbdl kizarhatjuk. Meg kell jegyez-
niink. hogy a bizonyitds nem feltétleniil jelenti az Gsszes feltoltési lehet8ség
explicit leszamldldsat, mivel az esetek egy részében az explicit leszdmldlds
egy egyszeru és gyors probaval helyettesithetd.

Jelélje egy adott S késletetés halmaz esetében K. illetve U,,., ahol ¢ =
1,2,...,T és r = 1,2,... R az adott t id6pontban az r-edik erd&forrdsra
vonatkozéan a minimdlis illetve a mazimdlis igényt, ahol a minimélis (maxi-
madlis) igényt az adott idépontban lehetséges tevékenység kombindcidk dssze-
sitett igényének minimuma (mazimuma) adja.

Préba. Ha egy {a,b,r} adatokkal jellemzett vilgy esetében van olyan
hefa+la+2,...,0-1} (8)
iddpont, hogy erre az iddpontra vonatkozdan
Uy < Min(IK,,., Kpr), 9)

akkor a volgy nem tolthetd fel.

A keresési algoritmus Iényegét az aldbbiakban foglaljuk dssze. A keresési
fa csticspontjait a k = 0 értékbdl kiindulva sorszdmozzuk és az

{S(Lt)7 P(A:)’ V(k), I(Iﬁ)} (10)

értékekkel jellemezziik, ahol S™) a k-adik csicsponthoz tartozé késleltetés
halmaz, P%) az &lldsids nagysdga, V) a vélgyek halmaza, [ pedig a
csucspont indikdtor véltozdja,

1, ha a k-adik csicspont kifejtése mar megtortént;

0, ha a k-adik csucspont még nincs kifejtve;
7R — {
2, ha a csicspont optimélis.

Jelélje kiax a legnagyobb csiicspont sorszdmot (induldskor ky,. = 0). A
keresési algoritmus lépései:

1. Minden egyes 1épés a legipéretesebb, ki, sorszami estcspont kivélasz-
tasdval kezd6dik, amelynek keresési feltétele a kovetkezd:

Pl o Min,  T¢0) =0, kg, € {001, K} (11)
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Ha a keresés sikertelen, vagyis nincs olyan csicspont, amelyet még nem
vizsgdltunk meg, az eljiras befejezbdik és az

0= {{S("‘),P“’)yV“’)J“’)} | ) = 2, kc{0,1,..., ;ﬁ“mx}} (12)

halmaz adja a feladat optimdlis megolddsait. Terrhészetesen az O = {}
el8dllhat.

Ha a keresés eredményeképpen tobb csicspontot kapunk, akkor ezek
koziil vessziik azt, amelyben legelsé volgy a lehetd legkésdbb taldlhatd,
mivel feltételezziik, hogy ez a csticspont van a legkozelebb a kiegyenlitési
probléma megolddshoz.

2. A kivélasztott csticspont indikdtor viltozdjdnak értékét egyre valtoztat-
juk, vagyis T(wn) =1 és a csticspontot kifejtjiik.
A Kkifejtés sordn a kivalasztott csicspont legelsd wvolgyének feltdltési
lehetdségel adjik az

{8, PW W) Rk = Ky + 1 K+ 20+ K + By (13)

szarmaztatott csicspontokat, ahol
) _ [0, ha P >q;
= {2. ha P() =0, (14)

A feltoltési lehetdségek koziil azonnal toréljiik azokat, amelyek esetében
bizonyithaté (ldsd Préba), hogy valamelyik eréforrds dimenzidban olyan
hisztogramot eredményeznének, amelynek van olyan volgye, amely nem
t0lthet6 fel.

Az 14j csucspontok szamdnak megfeleléen médositjuk k.« értékét, va-
gYIS Enax = huax + Ko és visszatériink az 1. 1épésre.

3. Alkalmazasi példa

A javasolt 0] er6forrds kiegyenlito eljdras mikddését egy egyszer(i alkalmazdsi
példa bemutatdsaval szemléltetjitk. A példa kiinduldsi adatait, illetve a kri-
tikus tt mddszerének eredményeit az 1. tdbldzat tartalinazza. A feladat kap-
csolatokkal kiegészitett Gantt diagramjat, illetve eréforrds hisztogramjit a
legkorabbi itemezésnek megfeleléen az 1. dbra szemlélteti. A feladatban csak
egy eroforrds szerepel, amellyel kapcsolatban feltessziik, hogy igénybevétele
nincs korldtozva. A projekt régzitett befejézési idépontja T = 17 idéegység.
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A nem-kritikus, vagyis késleltethetd tevékenységek szama 5. A legkorabbi
{itemezésnek megfeleld erdforrds hisztogram hérom volgyet tartalmaz. A ki-
induldsi {itemterv esetében az értékelési kritérium értéke P =3424+2 =7.

A lehetséges litemezések szdma 1860. Explicit leszdmldlds esetén ennyi
esetet kellene megvizsgdlnnk, hogy a konkédv hisztogrammal rendelkezé ese-
teket lavalaszthassuk.

Az elsd vélgy "feltoltésében” hérom valtozd jatszik szerepet: {A02, A07,
Al10}. Az el6zdekben ismertetett vdgdsi szabdly alkalmazdsa nélkiil az elsd
volgy feltdltéséhez 105 esetet kell megvizsgdlnunk, amelyek kozil 59 eset-
ben kapunk a feltéltésre alkamas késleltetés kombindciot. A vdgdsi szabdly
alkalmazdsakor a lehetséges késleltetési kombindcidk szama 17, ezek koziil
10 alkalmas feltoltésre. Mindkét esetben a megoldédsok kozott pontosan egy
olyan késleltetés kombindcié taldlhatd, amely optimdlis megolddsa a kiin-
dulési probléménak (2. dbra).

Az alkalmazott keresési startégidnak — depth-first solution strategy —
megfelelden viszonylag kevés esetet kell megvizsgdlnunk ahhoz, hogy az op-
timdlis megoldast meglkapjuk (31 illetve 10). A tovdbbi lépések (170 illetve
151) ahhoz sziikségesek, hogy bizonyitsik, hogy az adott feladatnak nincsen
mds optimdlis megoldédsa. Az dsszes kiértékelt eset szdma 31 + 170 = 201
vagds nélkiil, illetve 10 + 151 = 161 végdssal, ami jél szemlélteti az implicit
leszamlds, illetve azon beliil a javasolt végdsi szabdly elényeit az explicit
leszdmldldshoz képest.

Megjegyezziik, hogy eréforrds korlatok beépitésével a kiértékelésre keriils
esetek szama tovdbb cstkkenthetd.

tev. megel6ézé idétartam | erdforrds | legkorabbi | legkés6bbi
tevékenység igény ltemezés utemezés

D00 1 0 0
A01 | DOO 3 3 | 1
A02 | AO1 1 3 4 9
A03 | A0l 4 3 4 4
A04 | AO7 2 4 11 16
A05 | A07,A08,A09,A10 3 3 15 15
A0G | AO3 2 4 8 8
A07 | AO3 3 il 8 12
A08 | AOG 5 2 10 10
A09 | AOG 3 il 10 12
A10 | AO2 5 2 5 10
D11 | A04,A05 1 18 18

1. tdbldzat. Kiuinduldsi adatok €s a kirikus 1t mddszerének eredinényei
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OPTIMAL RESOURCE LEVELING USING IMPLICIT ENUMERATION

This paper presents a new exact approach for resource leveling based on implicit
enunmeration. The objective of the proposed approach is to shedule all the activities
in the project to specific time periods within their loat, such that the resource
histograms meet. the desired concave shape. The model, which is applied to an
activity-on-node network, requires as input. the sheduling results computed by the
critical path method. Computational results indicate that the procedure provides
exact solutions for small to medium size problems, reguiving only modest compnting
[acilities,
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EGY UJ KULSOPONTOS ELJARAS RACSOS TARTOK
TOPOLOGIAI TERVEZESERE!

CSEBFALVI ANIKO - CSEBFALVI CYORGY

Janus Pannonius Tudomadnyegyetem.

A cikkben egy kiils6pontos eljardst ismertetiink térbeli rdcsos tarték optimalis
topoldgidjanak meghatdrozdsdra. A csomépontokbél és rudakbdl &llé térbeli
rdcsos tartd, mint szerkezeti modell szdmos tervezési probléma, épiiletszerke-
zet, hidszerkezet és repiilégép tervezési feladatok esetében fontos szerepet
Jatszik. A topoldgial optimélds sordn azt a minimalis sulyn szerkezeti elren-
dezést keressiik, amely adott terhelési viszonyok mellett kielégiti a szerkezet
viselkedésével kapcsolatos korldtozd feltételeket. Az optimélis topolégia meg-
Liatdrozdsa — a szerkezeti modellbdl fakaddan — tipikusan nagyméretii, nem-
line4ris és nemkonvex optimdldsi feladat. A médszer alkalinazisi lehetéségeit
a szakirodalom egyik kozismert teszt feladatdval szenléltet]iik.

1. Bevezetés

A topoldgiai optimdlds, amelyen beliil a csomépontok optimdlis topoldgid-
jdnak és a rmidelemek optimadlis keresztmetszeti értékeinek meghatdrozdsa
egyidejiileg torténik, az alapszerkezet — ground structure — feltételezésén
alapulé szerkezet-optiméldsi feladatok csoportjaba tartozik. A kiinduldsi
alapszerkezetet ugy dllitjuk eld, hogy a tervezési feladat fiiggvényében el6re
meghatarozott térbeli rdcspontokat, mint a racsos tarté csomépontjait, az
dsszes lehetséges modon, ridelemekkel kotjilk dssze. Az eljards sordn elimindl-
juk az alapszerkezet felesleges — gazdasdgtalan — ridelemeit. A médszer el-
méleti alapjait és alkalmazdsi lehetdségeit Rozvany, Bendsee és Kirsch (1995)
monogrifidja targyalja. Az elsd analitikus mdédszerek (Hemp (1973), Rozvany
(1989)), amelyeket a "rdcsszerit” kontinuum feladatok tulajdonsdgainak vizs-
galatira dolgoztak ki, Michell (1904) munkdjin alapulnak. Diszkrét mo-
dellek — pl. 1dcsos tartdk — topoldgial optimdldasi feladatainak numerikus
médszereit ismerteti Kirsch (1989) és Ben-Tal (1993). Az elmuilt években
dolgoztdk ki az tn. "homogenizdlé” mdédszert (Bendsee és IKikuchi (1988),
Suzuki és Kikuchi (1991)), hangsilyozva a topoldgiai optimdldsi feladatok

VA cikk a T 018324 szami OTIKA palydzat altal tdmogatott kutatds keretén beliil
késziilt. Beérkezett: 1998, janudr 20.
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gyakorlati szerepének fontossdgdt. Az a tény, hogy a topoldgiai optimélds
teriilletén még nincs akkora tapasztalatunk, mint a rogzitett elrendezés(i szer-
kezet-optimdlasi feladatok esetén, szdmos alapvetd nehézséget vet fel, bele-
értve a megoldd mddszerek sajdtossdgaibdl fakadd problémdkat is.

A térbeli rdcsos tarték topoldgiai optimdldsa sordn az aldbbi alapvet
nehézségekkel kell szembenézniink:

e a feladat tipikusan nagyméretli, mivel az alapszerkezet ridelemeinek
szdma a rdcspontok szdmanak kvadratikus fliggvénye:

o a szerkezeti modell az optimdlési eljdrds sordn valtozik, mivel a zérus
keresztmetszeti elemeket automatikusan toroljiik az alapszerkezetbdl;

e az optimaldsi feladat nemlinedris és rendszerint nemkonvex;
o a korldtozd feltételek implicit fuggvényei a tervezési valtozéknak;

o a fliggvények, illetve a fliggvény gradiensek kiértékelése — a fenti okok
miatt — rendkivil kdltséges.

A fenti nehézségek elkeriilésére, illetve részleges kikiiszobolésére az opti-
méldsi feladat megfogalmazdsa, modellezése és aunak megolddsa sordn szd-
mos olyan egyszeriisitést és kozelitést alkalmaznak (Kirsch (1993), Rozvany,
Bendsoe és Kirsch (1995)), amely az {gy kapott eredményt, mint optimdlis
megolddst kérdojelezi meg.

2. A topolégiai optimaldsi feladat

Vizsgdlataink sordn feltételezziik, hogy a tarté linedrisan rugalmas anyag-
modellel jellemezhetd szerkezet. A tarté egyensilyi dllapota, a szerkezet
geometridjdnak véltozdsa a rdcsos tarté radjaiban keletkezd fesziiltségek,
valamint a csomdponti eltoléddsok fiiggvényében meghatdrozhatok, illetve
korldtozhatSk. A topoldgiai optimdldsi feladat célfiiggvénye linedris, az egyen-
stilyi és kompatibilitdsi feltételek nemlinedrisak és implicit fiiggvényei a ter-
vezési valtozénak.

A geometriailag nemlinedris szerkezeti modellt a nagy elmozduldsok el-
méletének alkalmazdsdval, a ”Total-Lagrange” vonatkoztatdsi rendszerben
abrézoljuk. A deformdlt rdcsos tartd egy ridelemének megvéltozott hossza:

3

D= 37 (0 + s~ wa)? | (1)

=1
ahol
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19 a ridelem deformdlatlan hosszénak a koordindta-tengelyekre vetitett
képe;
w1y @ ridelem kezdépontjdnak eltoléddsa;
uyy a ridelem végpontjdnak eltolddasa.

A récsos tarté teljes potencidlis energia fliggvénye az aldbbi formédban
adhaté meg:

Ea
V (ui(ag),05) = 5 >4 (5 = 1) = pivilay) 2
=17

ahol

u, a rdcsos tartd csomdponti eltolédésait,

a; aridelemek keresztmetszeti méreteit, mint tervezési véltozdkat jeloli;
p;  a récsos tartéra hatd, kiilsé, csomdponti teher vektora;

n  arécsos tarté csoméponti elmozduldsainak szdma,;

e  aricsos tarté rddjainak szdma,

E  a szerkezet anyagdnak rugalmassdgi modulusa.

“ 2

A térbeli récsos tartd optiméldsi topoldgidjdt az aldbbi széls6érték fela-
dat megolddsdval kapjuk. Hatdrozzuk meg a térbeli rdcsos tarté ridelemeinek
azon keresztmetszeti értékeit — megengedve a zérus keresztmetszeti értékeket
is —, amelyek minimdlis silyd szerkezetet eredményeznek.

w = plf,-)aj - min, (3)

kielégitik a

V,i(ui(a;)* =0, (4)
egyensiilyi feltételeket és az
a; > 0,
u < uilay) <7, (5)
s < sj(ui(ey)) <75, (6)

i=1,2,...,n; J7=1,2,...,¢e

egyenlStlenségi korldtozé feltételeket, ahol
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plf,’aj célfiggvény a szerkezet sulya,
V =V (u,,a;j) aszerkezet teljes potencidlis energia fiiggvénye;

Vil" =0 a szerkezet egyensiilyi egyenletrendszere az adott a, helyen;

)

w a csomdponti elmozduldsok alsé korlétja,

7 a csomoponti elmozdulasok felsé korlatja,;

5; a rdcsos tartd ridelemeiben keletkezd fesziiltség;
s a feszultségek alsé korlatja;

3 a feszlltségek felsd korldt)a;

p az anyagsiirliség.

Az egyensulyi egyenletrendszerre vonatkozd (4) kifejezésben (), az u; cso-
moéponti eltolddasok szerinti parcidlis derivaltakat jeldli.

A ridelemek alakvéltozdsa és a rdacsos tarté csomopontjainak elmozdu-
ldsa kozotti kompatibilitdsi feltétel a " Total-Lagrange” vonatkoztatdsi rend-
szer alkalmazdsa miatt minden esetben teljestil. A ridelemekben keletkezd
fesziiltségek a linedrisan rugalmas anyagtorvény feltételezésével a deformélt
rid hosszdnak ismeretében az

o f'.(.r) — L (u;(ay))
= lj(u,,'(a.j))

Osszefuggés alapjan meghatarozhato.

(7)

3. A szerkezetoptimalasi mdédszer

Az ismertetendd médszer egy aktiv feltételeket kezel§ kiilsGpontos eljdrds,
amely az optimdlis topoldgidt linearizalt 1épések sorozatdval kozeliti meg.
Az egyes 7 = 0,1,2,... lépéseket az {aj,u}, s} vektorokkal jellemezziik. A
Aa',’lf keresztmetszet novekményeket — mint iranyvektort -— minden lépéshen
egy-egy linedris programozasi feladat megolddsdval nyerjiik. A linedris prog-
ramozasi feladatban a szerkezet stlynovekményét minimalizdljuk, a linearizalt
aktiv elmozdulds és fesziiltség korldtok figyelembevételével.

A kereszlmetszet novekmények claj , o < 1 nagysdgdt iterative a line-
arizdlds hibdjinak korldtozdsdval, vagyis a linedrisan becstlt és a tényleges
lehajldsok €s fesziiltségek eltérésének korldtozdsdval dllitjuk be. Az elsé lépés-
ben a bemend paraméter, ezutdn mindig az el6zd 1épés eredményét haszndljuk
induld o paraméterként.
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A keresztmetszet novekmények meghatdrozasa utdn az a‘}' B a'} + aAa
pontban Newton-eljardssal megoldjuk a szerkezet nemlinedris egyensiilyi e—
gyenletrendszerét, amely az adott pontban a szerkezet elmozduldsait, illetve
feszliltségeit adja. Az eljarast addig ismételjitk, amig el nem érjiik a megva-
16sithaté megolddsok halmazdt.
A médszer egy azonos € keresztmetszetd rddelemekbél 4lls {a“,u“ ”},
= ¢, € = 0, nem megvalésithaté alapszerkezetbél indul ki. Az irdnyvektort

ado linedris programozési feladat felépitése a kovetkezé:

plYAaj — min! (8)

w4 Aul <y ha u) > u; (9

ul 4 Aul > u; ha wf <u; (10)

si+Asi <7 ha s> 11
j i=9% ke 5

s’} + 3?’/ <sj ha sj <5 (12)

ahol

Au®’  a csoméponti eltolddds novekmény kozelitd étéke
s a fesziltség névekmény kozelits értéke.

A Au] csoméponti eltolédds névekményt az aldbbi linedris approximéacio-
val hatdrozhatjuk meg:
Au}

7

= au;jAa; (13)
1::]"2""’77’7 j:1’2|"'161

ahol u,; a rédcsos tarté Vp(u;) = 0 egyensilyi egyenletrendszere alapjén a
kovetkezd mddon szdmolhaté:

Vg + Viiwe,; =0, (14)

Wiy = Vil ™ Vg (15)

A As feszliltség névekmény kozelitd értékének meghatdrozdsa az el8z8ekhez
hasonlo mddon torténik: R

Asi = asiAaf (16)
=1=1,2,...,e

ahol:
50 = S5t (17)
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mivel

35'} S RTAY (18)
amelyb6l a (13) kifejezés alapjdn a
Eq’j =87 uiAay (19)

Osszefugeést kapjuk.

4. Numerikus példak

A médszer hatékonysdgdt és alkalmazdsi lehetéségeit az irodalombdl jél is-
mert teszt feladatokon keresztil vizsgdltuk. A szerkezeti modell geomet-
riailag nemlinedris, idedlisan rugalmas anyagi. A rugalmassdgi modulus
107 psi, anyagstirtiség p = 0.11b/in®. A szerkezetet az 1. és 2. dbran megadott
csomépontokban haté F' = 10° [b nagységi koncentralt erd terheli. A meg-
fogdsi viszonyokat ugyancsak az 1. és 2. dbrdk szemléltetik. A tervezés sordn
azt a legkisebb suilyu szerkezetet kerestiik, amely kielégiti az uy,.x = 2.0 in
lehajlds korldtot és az spux = 25000 psi fesziiltség korldtot.

Az 1. dbra szerinti alapszerkezetbdl kiindulva a 3. dbran lathaté ered-
ményt kaptuk. A 2. dbrdn egy olyan alapszerkezetet tiintettiink fel, amelyet
az el6z6 feladathoz képest "stiribb” pontrécs felvételével nyertink. Az fgy
kapott eredmény az el6z6vel megegyezd, melyet a 4. dbra szemléltet. Az op-
timalis szerkezet sulya mindkét esetben 5036.67 (b és az eredményként kapott
geometriai elrendezés is mindkét esetben megegyezik. A 3. és 4, dbrdkon
vékony vonalakkal dbrdzolt rudak keresztmetszete a vastagabb vonalakkal
Jjeldlt ridkeresztmetszetekhez képest olyan kicsi, hogy gyakorlatilag nulldnak
tekinthet6. Meg kell jegyezniink azonban, hogy az eredmény minden eset-
ben fiigg az alapszerkezet felvételétol és csak abban az esetben jutunk azonos
eredményre, azaz csak abban az esetben kapjuk az optimélis topolégiai el-
rendezést, ha az eredmény részhalmaza az el6re felvett alapszerkezetnek.
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360 in, 360 in.
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360 in. 360 in.
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360 in. 360 in.

= =
360 in.
_y
3. dbra
360 in. 360 in.
R = — ——
=
360 in.

.
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A NEW EXTERIOR POINT METHOD FOR OPTIMAL TRUSS TOPOLOGY

DESIGN

In this paper an exterior point method is presented for optimal truss topology
design using a non-linear structural model. The trusses — pin-jointed frames —
have many practical applications in building construction and bridge as well as in
aerospace engineering. The objective of optimization is the weight of the structure.
The behavior constraints for member stresses and nodal displacements are implicit.
functions of design variables. Truss topology optimization based on the assumption
of an initial ground structure and formulated in terms of member cross-sectional
arcas, member stresses and nodal displacements results a large, non-linear and non-
couvex optimization problem. The method proposed is computationally attractive
and have been tested on large number of applications, some of which are presented.
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KONYVEKROL

DANYI PAL — VARRG ZOLTAN: Operdcidkutatds tizleti dontések
megalapozdsdhoz. Pécs, 1997, JPTE Kiadd, 411 o.

Danyi P4l és Varré Zoltan tébb évtizedes oktatdi és kutatdi tapasztalatokkal a
hatuk mogott vallalkoztak egy 1j szemlélettl, az operdcickutatds fejlédésének
szdmos fontos teriiletét bemutatd egyetemi tankdnyv megirdsdra.

A tankOnyv megirdsiat tobb kériihnény is szitkségessé tette. Az egyik,
taldn legfontosabb elem, a karunkon tébb éve folyd tantdrgy-korszeriisitési
és képzés-fejlesztési program, melynek eredményeképpen lényeges tartalmi és
szerkezeti valtozdsok kévetkeztek be a Gazdasdgmatematikai Tanszék dltal
oktatott tdrgyak tekintetében. Uj felfogdsban és megvéltozott tematikdval
oktatjuk a 90-es évek eleje 6ta az alapozd matematikai tdrgyakat, illetve az
operdcidkutatdst. A koncepciondlis valtozdsok miatt a kordbban haszndlt
jegyzeteink mar nem feleltel meg képzési céljainknak, elavultak. Miutdn a
hazai piacon nem létezett képzési elképzeléseinkhez illeszkedd Operdcidkuta-
tds konyv, ezért nem volt mas vélasztds, mint ennek a konyvnek a megirdsa.

A tdrgyak egymdsra épiilésének a logikdjdbol kovetkezett, hogy el8szor
az alapozé matematikai tdrgyak szitkségleteit kielégitd tankonyvek késziiltek
el. Az optimalizdldselméletnek ugyanis szdmos olyan teriiletét, amely az
operacidkutatds megalapozasihoz elengedhetetlentil sziikséges, az dltalam irt
"Bevezetés egyensilyi és optimalizdlé modellek vizsgdlatdnak matematikai
mddszereibe” cimii tankényv részletesen targyalja. Ez lehet6vé tette bizonyos
ismétlések elkeriilését, viszont igényelte a hivatkozdsok, utaldsok pontos al-
kalmazdsdt (fejezet, tétel, esetleg oldalszam stb.)

A tankonyv nemcsak a bevezeté matematikai tdrgyakra épit nagyon di-
daktikusan, hanem szamos tovdbbi tdrgy szdmdra is ad kapcsolédasi lehe-
toségeket. Kiilondsen érvényes ez a Termelésmenedzsment cimil tdrgyra. A
tankényv szdmos fejezete j6l megalapozza a termelés-menedzsment egy-egy
fontos témakorét.

Ez a kényv folytatdsa a szerzok 1995-ben megjelent " Linedris programo-
zds" ciml tankényvének. A szerz6k szdndéka szerint a konyv nem kivan
monogrifia lenni, alapvetéen és elsGsorban az egyetemi képzésiink igényeinek
akar hosszabb tdvon is megfelelni. Ebbél eredben ez a konyv nem tartal-
mazza az 0sszes olyan témakort, amelyek manapsdg az opericidkutatashoz
tartoznak. Nem szerepelnek benne példdul a sztochasztikus problémdlk (sor-
bandlldsok elmélete, készletgazddlkodds, Markov-1dncok stb.). Ezt a hidnyt
részben Voros Jézsef "Termelésmenedzsment” cimil kényve pétolja képzé-
sunkben.



64 Kényvekrél

A kényv elsésorban kézgazddsz egyetemi hallgatdk szamadra késziilt, azon-
ban szdmos olyan modellt és megolddsi mddszert is tdrgyal, amely poszt-
gradudlis kurzus tananyagit képezheti. Ennck megfeleléen alapos ismereteket
tételez fel linedris algebrahdl, linedris programozishdl és tobbvaltozds anali-
zishol.

A konyv hét, meglehet6sen kiilonbozd hossziisdgu fejezetbdl all. Ezek nem
tukrozik vissza a bemutatott modellek és mddszerek fontossagat, inkdbb a
szerzok egyéni izlése alakitotta ki egy-egy fejezet terjedelmét.

Az els8 (kissé eklektikusra sikeriilt) fejezet a cime szerint linedris feltétel-
rendszeri matematikal progranozési modellek megoldédsi mddszereit mutatja
be. Az euklideszi terekkel kapcesolatos alapfogalmak utdn a konvex {(konkdv)
fuggvények fogalmat altaldnositja és bevezeti a kvdzikonvexitdst. A szét-
vélaszthatd viltozdji programozasi feladatok besoroldsa e fejezetbe kissé e-
setlegesnek tinik, hiszen a bemutatott mddszer a konvex, tehat altalanosabb
feltételi fliggvények esetét targyalja. Az utolsd alfejezet az LP feladatok meg-
olddsa terén elért legujabb eredményeket foglalja Ossze, majd egy affin bel-
s6 pontos algoritmussal és Karmarkar projektiv mddszerének egyszerisitett
valtozatdval is megold egy-egy LP feladatot.

A midsodik fejezet a tobhcélu optimalizdlds modszereit és a célprogra-
mozdst ismerteti meg az olvaséval. A fejezet vépén tébb rovidebb-hosszabb
gyakorlati probléma segit a célprogramozasi modellek készitésének elsajdti-
tasaban.

A hdlézati modelleket tdrgyalé harmadik fejezet a minimalis élsily feszi-
tofa problémaval, tovdbbd a minimélis kéltségli haldzati folyam probléméval
és annak specidlis eseteivel (4trakési, szdllitdsi, hozzarendelési, legrovidebb
it és maximdlis folyam probléma) foglalkozik, A szallitdsi és hozzdrendelési
feladat megolddsa a kordbbi kotetben taldlhato, azonban az utolsé alfejezet
ravildgit a magyar médszer hétterére.

A negyedik fejezet az egészértékil programozds legismertebb modelljeit és
modszereit tdrgyalja. Az elején bemutatja, hogy milyen médon lehet egész
érték(i valtozdk segitségével az LP modelleket a valdsdgot hiiebben tiikrozé
modellekké alakitani. Felhivja a figyelmet, hogy gyakran nem csupan egyetlen
helyes modell készithetd és példdkat mutat arra, hogy milyen elvek alapjan
készitheték viszonylag kis erdfeszitéssel megoldhaté modellek. Részletesen
targyalja korldtozds és szétvalasztds mdédszerét. Példakon keresztill mutatja
be a legjobb korlat és a LIFO felbontdsi stratégidkat, sét a szokdsos LP
lazitds mellett az utazd igynok problémét hozzarendelési felacat lazitdssal is
megoldja. Szdmos specidlis 0-1 értéki modell (halmazlefedési, halmazfelbon-
tdsi, halmazkitoltési és kvadratikus hozzdrendelési feladat), tovdbba halézati
modellek (parositasi, sulyozott parositasi és kinai postas ploblema) taldlha-
tok a fejezet hdtralévd részében.
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A dinamikus programozast bemutaté otddik fejezet szdmos kordbbrél is-
mert probléma ismételt mepolddsdval mutatja be a mddszer alapgondolatat.
Ismét nagy silyt fektet a kiilénb6éz6 modellek és médszerek kapcsolatéra.
A hatizsédk feladatra kétféle haldzati modellt is mepfogalmaz, tovdbba fe-
ladatként tiizi ki az utazé lgynok és az LP feladat megolddsdt dinamikus
programozassal.

Kiilon alfejezetet szentel a dinamikus sorozatnagység problémdanak. A fix
kéltséges modellre harom megolddsi lehetdséget is mutat: egy a feladat speci-
Alis struktirdjat ki nem haszndlé egész értéki modellt, Wagner és Whitin j6l
ismert dinamikus programozasi algoritmusdt, tovdbbd két olyan tanulsigos
egész értékit modellt, amelyeknek elegendd az LP lazitdsdt megoldani.

A jatékelméletrdl szold fejezet csak a mdtrixjdtékok LP megolddsdt és
a folytonos jatékok koziil az oligopol jatékot tdrgyalja. Az iizleti életben
oly fontos nem zérus dsszegi jatékok kihagydsa mindenképpen hidnyérzetet
kelthet az olvasdban.

Az utolsd fejezet a bonyolultsdgelmélet alapjaiba enged révid betekintést,
majd néhdny ismert probléma megolddsdnak legrosszabb eset elemzését végzi
el. E ropke fejezet fontossdga abban rejlik, hogy a modellalkoténak is-
merni kell a modell megolddsédhoz sziikséges erdfeszitéseket. A legrosszabb
eset elemzés alapjan alkotott kép ugyan gyakran félrevezetd a gyakorlati
megoldhatésdg szempontjabdl, arra azonban mindenképpen alkalmas, hogy
az olvasé mintegy Osszefoglaldsképpen ismét dttekintse az egyes algoritinusok
f8bb 1épéseit.

Véleményem szerint a Danyi-Varrd szerzépédr nagyon igényes, magas szin-
vonald tankonyvet frt. A feldolgozott témakorck az operdcidkutatds legfonto-
sabb teriileteit mutatjdk be. A tdrgyaldsméd vildgos, a szerzdk nagy tapasz-
talattal dontenek arrél, hogy mikor kozoljék egy-egy tétel preciz matematikai
bizonyitdsdt és mikor lehet megelégedni egy-egy szemléletes magyardzattal,
vagy egyszerten az allitds meglogalmazdsdval. Mivel nem matematikusok
részére készult a tankonyv, ez a "lazasiag” inkdbb elénye a kifejtésnek, mint-
sem hianyossdga.

Mivel a szerzék fontosnak tartjdk, hogy a megcélzott olvasdkozonség a
gazdasigi és uzleti problémdkat képes legyen matematikai modellekkel meg-
fogalmazni, ezért sulyt fektettek a modellezési készség fejlesztésére. A gya-
korlat nagymeéretii modelljeinek hatékony megolddsdhoz azonban sziikség van
a megolddsi mddszerek ismeretére is, hiszen ez nyijt tdmpontot az alkalmas
modell és algoritmus vagy szamitégépes programcsomag kivdlasztdsdban. A
szitkséges adatbézis dsszedllitdsdindl és az eredmények értelmezésénél is gyak-
ran fontos a megolddsi médszer ismerete.

A tankonyv tovabbi erénye, hogy nagyon sok feladatot kozol, melyek nagy
része "valésdgos” feladat a business, marketing és menedzsment teriiletérol.
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A tankdnyv technikai kivitelezése szinvonalas. Sok dbra, diagramm, rajz
magyardzza az egyébként nem tiil egyszer(i algoritmusokat, kénnyitve ezdltal
a gondolati feldolgozdst.

Kiilon is kiemelend§, hogy a szerzék minden fejezet végén egy rovid t6r-
téneti dttekintést adnak az éppen megtdrgyalt témakorrsl, valamint jelentds
bibliografidt is kozdlnek, mely elsésorban angol nyelvii, de a hazai szerzdk
munkdssdga is megfeleld médon reprezentdlva van.

Véleményem szerint a tankdnyv orszdgos vonatkozdsban is hidnypétlé.
Szdmos olyan uj eredményt, médszert is targyal, amely a kézelmultban szii-
letett és magyar nyelvii szakkonyvek még nem dolgoztdk fol azokat.

A tankényv tudatosan tgy frédott, Logy kiilénbézé képzési szinteken és
formidkban tanuléknak is tananyagul szolgdlhat. Bizonyos fejezetei kifejezet-
ten a Gazddlkoddstani doktori képzésiink szamidra késziilt, Meggybz8désem,
hogy akdr kotelezo, akdr ajdnlott irodalomként més felséfoki intézményben
is jol hasznosulhat ez a munka,

Komldsi Sandor
Janus Pannonius Tudoményegyetem
KTK Gazdasdgmatematikai Tanszék



