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ALTALANOSITOTT MONOTONITAS ES
ALTALANOSITOTT KONVEXITAS!

KOMLOSI SANDOR?
Janus Pannonius Tudomdnyegyetem Kézgazdasdgtudomdnyi Kar

Ma mar nem nagyon kell bizonygatni hogy a konvexitds fogalma és kiilonféle
altalanositasai milyen fontos szerepet jitszanak a matematikai kdzgazdasig-
tan, gazdasagi modellezés, operdciGkutatds legkiilonfélébb teriiletein [1, 2, 16,
21).

Ez a felismerés egyre jobban igényli az altalinositott konvexitds minél
sokrétiibb vizsgalatat. Hesszii id8n keresztiil az ezirdnyd vizsgalédasok szin-
te kizardlag a differencidlhaté fiiggvényekre korldtozédtak. Csak djabban,
a nemdiflerencidlhaté optimalizdlas 6ndllé diszciplinava vildsaval erésodtek
fel a nemdifferencialhaté (azaz nem sziikségképpen differencialhatd) fiiggvé-
nyekre vonatkozé kutatdsok.

1. Bevezetés

A nemdifferencidlhatd esetben a gradiens vektort valamilyen célszeriien meg-
valasgtott dltalinositoll derivdlt helyettesiti. A |, legklasszikusabb” dltaldno-
sitott derivalt az irdnymenti derivdlt.

Jelolion f(x) egy n-véltozds valds fliggvényt, mely legyen értelmezve
az a € IR" valamely kérnyezetében. Ha f(x) nem differencislhaté az a
helyen, akkor szdmos esetben még mindig elfogadhatéan szép és hasznos
eredményekhez juthatunk az

[(a+td) - f(a)
]

e — i
f (al d) = tl_l.rél+

irdnymenti derivdlt 1étezésének megkovetelése révén, ahol d € IR" tetsz8leges
irany.

A konvex analizisbél j6l ismert a kvetkezs, a dolgozat témdjanak kiinduld
pontjdul szolgals allitas.

1.1 Tétel Legyen az f(x) fiiggvény konver a C C IR" konver halmazon.

”

Ekkor igazak a kévetkezd dllitdsok: birmely x,y € C esetén f'(y;x — y)

1Beérkezett: 1993. januzi_r 23.
2Jelen tanulminy az OTKA 1313/1991 sz. palydzat tdmogatasival késziilt,
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létezik,

f(x) > f(y)+ f'ly;x—y)

flyix=y)+f(xy-x)<0. (1
Ha f(x) szigordan konver C-n, akkor x # y esetén (1) mindig szigord
egyenidtlenség formdjdban teljesil.

Az f'(x;d) irdnymenti derivalt (1) tulajdonsdgdt monolonitdsnak nevez-
zilk. Sajnos az f/(x; d) irdnymenti derivalt létezése nem konvex fiiggvényekre
egyaltaldn nem biztositott. Semn a lokalisan Lipschitz, sem a kvazikonvex
fiiggvények?® esetén nem garantdlt az irdnymenti derivalt létezése.

A monotonitds fogalmdnak édltaldnositdsa meglehetSsen tjkeletl. Diffe-
rencialhaté figgvények gradiensére vonatkozéan S. Karamardian vezette be
elséként a pszeudomonotonitds fogalmdt 1976-ban [7]. A. Hassouni par évvel
késébb, 1983-ban, lokalisan Lipschitz figgvények kvazikonvexitdsdnak jellem-
zésére vezette be halmazértékii fiiggvények (szubdifferencialok) kvazimonoto-
nitdsédnak fogalmdt [6]. A monotonitds kiillonboz8 dltaldnositasainak jelents-
ségére valdjdban a [8] dolgozat hivta fel a figyelmet. Azdta szdmos cikk
foglalkozott ezzel a témaval. Az érdekl6dé Olvasé szamara hasznos lehet a
kovetkezd muvek tanulmdnyozdsa is [9, 10, 11, 12, 13, 14, 17, 19, 20].

Jelen dolgozat azt kivanja bemutatni, hogy a differencidlhaté fiiggvények
gradiens leképezéseire Karamardian és Schaible dltal bevezetett 4ltaldnositott
monotonitasi fogalmakat nemdifferencialhaté fliggvények esetére is értelmezni
lehet altaldnositott derivdltak segitségével és ezek az dltalanositott mono-
tonitasi fogalmak dltaldnositott konvexitdsi tulajdonsagokat jellemeznek.

A kovetkezd részben a Diewert-féle kozépérték tételt ismertetjiik, mely
vizsgdloddsainknak fontos segédeszkoze lesz. A harmadik fejezet konvexitas
és monotonitds, a negyedik fejezet kvdzikonvexitds és kvdzimonotonitis, az
ot6dik rész pedig (szigori) pszeudokonvexitds és (szigori) pszeudomonotoni-
tas kapesolatdt vizsgalja.

2. A Diewert-féle kozépérték tétel

Jeldljén f(x) egy n-valtozds valds fiiggvényt, mely legyen értelmezve az a €
IR™ valamely kornyezetében. Ha f(x) nem differencidlhaté irdny szerint az a
helyen, akkor sok esetben még mindig hasznos informacidkkal szolgilhatnak a
Dini-féle felsd, illetve alsé irdnymenti derivaltak, melyeket a kdvetkezd médon

értelmezink: i
D* f(a;d) := lim sup —f(a i t) - f(»)
1—0+

3Mindkét fiiggvényosztdly a konvex [liggvények 4ltaldnositssa.
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e fla+td) — f(a)

Dsflasd) = imint S==—=g ===

A Dini-derivéltak nagy elénye, hogy mindig léteznek (abban az értelemben
hogy megengedjiik értékiik gyandnt a +oco-t és —co-t is). A Dini derivaltak
optimalizdlaselméletben betoltoit szerepérdl széleskorii dttekintés talalhats a
(4, 5) cikkekben.

Szdmunkra ezek koziil kiemelked$ fontossdga van a kévetkezd, alulrél félig
folytonos fiiggvényekre vonatkozd kozépérték tételnek.

A Diewert-féle kzépérték tétel [4, Theorem 1, Corollary 1). Legyen
az f(x) figgvény értelmezetl az [y, 2] szakaszon. Legyen tovibbd az s(t) =
fly +t(z— y)) figgvény alulrél félig folytonos a [0,1] intervallumon. Ekkor
létezik olyan tg € [0, 1) ériek, amelyre

Dyf(xoiz—y) 2 f(z) - f(y)

teljesil, ahol xo =y + to(z — y).

3

3. Konvexitis és monotonitds

A Bevezetésben definidltuk az irinymenti derivalt monotonitasinak fogalmat.
Ezt a tulajdonsdgot és néhany altalanositasit most altaldnositott derivaltak
esetére fogalmazzuk meg,.

Minden altaldnositott derivalt egy olyan kétvaltozés h(x;d) figgvénynek
foghaté fel, ahol az x valtozs egy IR"™-beli helyet, a d viltozd pedig egy IR"-
beli irdnyt jelent és h(x; d) minden rogzitett x esetén a d iranynak pozitiv
homogén fiiggvénye. (h(x; d) értékei gyanant a végtelenek is megengedettek!)
Jeldljon C egy tetszileges IR™-beli részhalmazt. A h(x;d) altalanositott de-
rivdltat C-n értelmezettnek mondjuk, ha h(x;d) értelmezett minden x € C
és d € IR" esetén.

3.1 Definicié A h(x;d) dltalinosfiot! derivdltal monotonnak mondjuk
6 C C IR® halmazon, ha birmely kély € C,2 € C, y # z ponira

h(y;z—y)+ h(z;y —2) <0 (2)
teljesil. Ha bdrmely kéty € C,z € C, y # z ponira
h(y;z—y)+ h(z;y —2) <0 (3)

teljesil, akkor h(x;d)-t C-n szigorian monotonnak nevezzik.

A kévetkezd tétel azt mutatja, hogy bizonyos esetben a Dini-derivaltak
monotonitdsa elegendd feltétele az adott fiiggvény konvexitdsanak.

3.2 Tétel Legyen f(x) radidlisan alulrdl félig folytonos a konver C C IR™
halmazon. Ekkor igaz a kovetkezd két dllilds:



26 Komldsi Sandor

(i) Ha D, f(x;d) az alsd Dini-derivdll (szigorian) monoton C-n, akkor
f(x) (szigorian) konvez C-n.

(1) Ha D% f(x;d) a felsé Dini-derivdll (szigorian) monoton C-n, akkor
f(x) (szigorian) konvez C-n.

Bizonyitds: (i) Indirekt médon okoskodva tegyiik fel, hogy Dy f(x;d)
monoton ugyan C-n, de f(x) nem konvex a C halmazon. Ekkor létezik olyan
[a,b] C C szakasz és azon egy olyan w € (a,b) pont, hogy

f(w) >rf(b) +(1-r)f(a), (4)
ahol
w=a+r(b—a), 0<r<l. (5)

A (4) egyenlGtlenséghdl egyszerii talakitdssal a kovetkezd két egyenlStlenség-
hez jutunk:

1) = J@) 5 1) - f(a)

100 20 fa) - f)

A Diewert-féle szepertek tételt az [a, w] és [b, w] szakaszokon az f(x)
fiiggvényre alkalmazva azt kapjuk, hogy léteznek olyan y € [a,w) és z €
[b, w) pontok, hogy

Dy f(y;w —a) > f(w) — f(a), (7

Dy f(z;w —b) > f(w) — f(b) . (8)
Tekintettel arra, hogy Dy f(x; d) pozitiv homogén a d véltozédjaban, tovibba,

hogy
w—a=r(b—a) é w-b=(1-r)(a—b),

ezért (7) és (8) a kovetkezdképpen is irhaté:

Dyf(y;b—a)> LW =T ~ fa)

Dyf(z;a—b)> LM =)

1—r

Felhaszndlva a (6) egyenlétlenséget

Dif(yib—8)> f(b) - f(a) é Dyf(zia—b)> f(a) - f(b)
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adddik. Ezen két egyenldtlenség Ssszeaddsdval a
Dy f(y;b—a)+ Dy f(zia—b) >0

Osszefiiggésre jutunk, mely ekvivalens a Dy f(x; d) monotonitdsdnak ellent-
mondé

Dyfly;z—y)+ Dyflz;y —2) >0

feltétellel. Ez az ellentmondds bizonyitja az (i) éllitds helyességét. A szigord
monotonitas esete teljesen hasonldéan targyalhato.

A (ii) &llitds helyessége az imént bizonyitott (i) 4llitdsbdl, valamint a
kovetkezs lemmabdl kozvetleniil adédik, tekintettel a Dy f(a; d) < Dt f(a; d)
relcidra.

3.3 Lemma Legyenek h(x;d) és g(x;d) a C C R" halmazon érielmezett
dltaldnosilott derivdltak. Tegyik fel, hogy h(x;d) majordlja g(x;d)-t a C
halmazon, vagyis minden x € C és d € IR" esetén fenndll a kovelkezd
egyenlotlenség:

g(x;d) < h(x;d) .

Ekkor, ha h(x;d) (szigordan) monoton C-n, akkor g(x;d) is (szigorian)
monoton C-n.

A bizonyitds nagyon egyszerii, végiggondolasat a Tisztelt Olvasdra hagyom.
A fenti lemma és az azt megel6zs tétel tovdbbi érdekes kovetkezménnyekkel
jar.

Ismert dolog, hogy lokalisan Lipschitz figgvényekre a Clarke-derivalt
szamos j6 tulajdonsaggal rendelkezik (véges és az irdnynak pozitiv homogén
konvex fliggvénye). A Clarke derivélt definicidja a kovetkezs:

fla+td)— f(z)

f(a,d) = limsup ,

t—0+t

Koénnyen ellenérizhetd a kovetkezs relacidk helyessége:
D+f(x,d)§D+f(x,d)§fc(x,d). (9)

A 3.3 Lemma, a 3.2 Tétel valamint (9) alapjan konnyen igazolhaté a
kovetkezd tétel, mely lokalisan Lipschitz fliggvények esetére F. Clarke-tdl
szarmazik [3]. (F. Clarke-ndl a lokalisan Lipschitz fiiggvényekre vonatkozd
Lebourg-féle kozépérték tétel jatszotta a f6 szerepet.)

3.4 Tétel Legyen f(x) radidlisan alulrél félig folytonos a konver K
halmazon. Ha az f€(x,d) Clarke-derivdll (szigorian) monoton K-n, akkor
maga az f(x) figgvény (szigorian) konver ugyanotl.
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4. Kviazikonvexitds és kvdzimonotonitds

Ebben a részben a kvazikonvexitdst fogjuk jellemezni dltaldnositott derivaltak
kvizimonotonitdsival.

Emlékeztetdiil felidézziik a kvazikonvexitds fogalmdt: az f(x) fiiggvényt
a C C IR"™ konvex halmazon kvdzikonvernek nevezziik, ha rendelkezik a
kovetkezd tulajdonsiggal:

minden x,y € C ést € [0,1] esetén
(QCX) fx + (1 -t)y) < max{f(x), f(y)} .

A definici6 kozvetlen kovetkezményeként adéddnak a kovetkezd allitasok:

4.1 Tétel Legyen f(x) kvdzikonver a konvez C halmazon. Ekkor f(x)
C-n a kovetkezd két tulajdonsdg mindegyikével rendelkezik:

QCX(UDini) : xy€C, f(x)<fly) = D*f(y,x—y)<0,
QCX(LDini) : xy€C, f(x)<fly) = Dif(y,x-y)<0,

Altaldban a QCX(UDini) és QCX(LDini) feltételek nem elegends feltételei
f(x) kvazikonvexitdsinak. Igazolhaté azonban a kovetkezd allitas [4].

4.2 Tétel Legyen f(x) alulrdl félig folytonos a konver C halmazon. Ekkor
(QCX) <= QCX(UDini) <= QCX(LDini).

Most bevezetjilk a kvazimonotonitds fogalmdt és rdtériink a kvizikon-
vexitassal valé kapcesolatdnak vizsgdlatara.

4.3 Definicié A h(x;d) dltaldnositolt derivdliat kvdzimonotonnak mond-
juk a C C IR halmazon, ha bdrmely kéty € C, z € C, y # z ponira leljestl
a kovetkezd implikdcid:

(QM) : h(z;y —2) >0 = h(y;z2—y)<0.

A kovetkezd tételek mutatjak, hogy kvazikonvex fiiggvények bizonyos
altalanositott derivéltjai rendelkeznek a most bevezetett tulajdonsiggal.

4.4 Tétel Legyen f(x) kvdzikonver a C C IR™ konver halmazon. Ekkor
igaz a kovetkezd két dllitds mindegyike:
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(i) a D* f(x;d) Dini-derivdll kvdzimonoton C-n,
(i) a Dy f(x;d) Dini-derivdlt kvdzimonoton C-n.

Bizonyitds: (i): A 4.1 Tétel szerint f(x) rendelkezik C-n a QCX(UDini)
tulajdonsdggal. Tegyik fel, hogy x,y € C-re Dtf(y;x —y) > 0 tel
jesil. A QCX(UDini) tulajdonsig szerint f(x) < f(y) nem lehetséges,
kovetkezésképpen f(y) < f(x). A QCX(UDini) tulajdonsag szerint azon-
ban ez csak tigy lehet, ha Dt f(x;y — x) < 0.

(i1): Mivel Dy f(x;d) < D*f(x;d) minden x € C és d € IR" esetén,
ezért a (ii) dllitds helyessége kozvetleniil kovetkezik (i)-bél és a kdvetkezd
lemmabdl.

4.5 Lemma Legyenek h(x;d) és g(x;d) a C C IR™ halmazon értelmezet!
dltaldnositott deriwvdltak. Tegyik fel, hogy h(x;d) majordlja g(x;d)-t a C
halmazon, vagyis minden x € C és d € R" esetén fenndll a kévetkezd
egyenldtlenséyg:

9(x;d) < h(x;d) .
Ekkor, ha h(x;d) kvdzimonoton C-n, akkor g(x;d) is kvdzimonoton C-n.

A bizonyitds nagyon egyszerli, végiggondolsit a Tisztelt Olvaséra hagyom.
A 4.4 Tétel allitasa bizonyos esetben megfordithatg.

4.6 Tétel Legyen f(x) radidlisan alulrél félig folytonos a C C IR™ konver
halmazon. A kovetkezd feltételek barmelyike biztositja f(x) kvdzikonvezildsdl
C-n.

(i) Dy f(x;d) kvdzimonoton C-n,
(11) D f(x;d) kvdzimonoton C-n,
(ii1) f€(x;d) kvézimonoton C-n.

Bizonyitds: (i) Legyen Dy f(x;d) kvdzimonoton C-n. Indirekt médon
okoskodva tegyiik fel, hogy f(x) nem kvdzikonvex C-n. Ez azt jelenti, hogy
létezik harom olyan kiilonbdz6 pont C-ben, a, b és ¢, hogy ¢ belsd pontja az
[a, b] szakasznak és

f(e) > max{f(a), f(b)} . (10)

A Diewert-féle kozépértéktétel szerint létezik az [a, ¢) szakaszon egy olyan
u pont és a [b, ¢) szakaszon egy olyan w pont, hogy

Dy f(uic—a) > f(c) - f(a) > 0,

Dy f(wie=b) > f(e) - £(b) > 0.
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Tekintettel arra, hogy a Dini-derivalt az irany valtozéjaban pozitiv homogén,
ezért a fenti egyenlStlenségekbdl kézvetleniil kapjuk, hogy

Dyf(luyw—u)>0 é Dif(wu—w)>0.

Ez azonban ellentmond a kvazimonotonitasnak. Ez az ellentmondds az (i)
allitas helyességét igazolja.

A (ii) és (iii) allitdsok a Dy f(x;d) < D* f(x;d) < f€(x;d) reldcidk, a
4.5 Lemma és az imént bizonyitott (i) rész kozvetlen kovetkezményei.

5. Pszeudokonvexitds és pszeudomonotonitds

A kvazikonvexitds figgvénytulajdonsdg szerencsés médon érzi a konvex fligg-
vények azon nevezetes tulajdonsagat, mely szerint ha az f(x) figgvény kon-
vex a C C IR" konvex halmazon, akkor az

{xeC f(x)<a}

alsé nivéhalmaz barmely o € IR esetén konvex. A kvdzikonvexitds azonban
sajnalatos médon nem 6rzi azt a differencidlhaté konvex fiiggvényekre jellem-
28 j6 tulajdonsagot, mely szerint a stacionaritds a globalis minimum létezésé-
nek elegendé feltétele. Ennek a hidnyossignak a korrigdldsdra vezette be O.
L. Mangasarian a pszeudokonvexitds fogalmat differencialhaté figgvényekre
[15]). Tobb probalkozas is tortént, hogy ezt a fogalmat tetszéleges fiiggvé-
nyekre is kiterjesszék. A legkevésbbé restriktiv definicid W. E. Diewertt6l
ered [4].

5.1 Definicid Legyen az f(x) figguény értelmezett a C C R™ konvez hal-
mazon. f(x)-et C-n (szigorian) pszeudokonveznek nevezzik, ha rendelkezik
a kévetkezd tulajdonsdggal:

(PCX): x,a€C, f(x})< f(a) = Dyf(a;x—a)<0.

(SPCX) : x,a€C, x#a, f(x)< f(a)=> Dy f(a;x—a)<0.

Ellentétben a differencialhaté fiiggvények esetével, tetszéleges fiiggvények-
re a pszeudokonvexitas nem feltétleniil biztositja a kvdzikonvexitdst. Az alul-
o] félig folytonos figgvények osztalyaban azonban sokkal kedvezébb a kép
(4]

5.2 Tétel Legyen f(x) radidlisan alulrdl félig folylonos a C C IR™ konvez
halmazon. Ekkor teljesilnek a kovetkezé implikdcidk:

(SPCX) = (PCX) = (QCX).



Altalinositott monotonitds és dltaldnositott konvexitds 3l

A tovdbbiakban azt vizsgaljuk, hogy (szigorian) pszeudokonvex fliggvé-
nyek bizonyos ltaldnositott deriviltjai milyen monotonitasi tulajdonsagokkal
Jellemezheték. Ehhez sziikségiink van a kévetkezd fogalmakra.

5.3 Definicié A h(x;d) dllaldnositoit derivdltat (szigorian) pszeudomo-
notonnak mondjuk a C C R™ halmazon, ha bdrmely kély € C, z € C,y#tez
ponira teljesil a kdvetkezd implikdcid:

(PM) h(z;y —2) >0 = h(y;z-y) <0,
tletve
(SPM) : Mziy —2) 20 = h(yjz—y)<0.

A kovetkezs tételek mutatjdk, hogy pszeudokonvex fiilggvények bizonyos
altaldnosilolt derivéaltjai rendelkeznek a most bevezetett tulajdonsdgokkal.

5.4 Tétel Legyen f(x) radidlisan alulrél félig folylonos és (szigorian)
pszeudokonver a C C IR" konver halmazon. Ekkor igaz a kivetkezd dllitds:
a Dy f(x;d) Deni-derwdll (szigordan) pszeudomonoton C-n.

Bizonyitids: (i): Tegyik fel, hogy f(x) rendelkezik C-n a (PCX) tu-
lajdonsaggal, tovabba, hogy x,¥y € C-re Dy fly;x —y) = 0 teljesiil. A
(PCX) tulajdonsig szerint f(x) < f(y) nem lehetséges, kovetkezdsképpen
S(y) £ f(x). Az 5.2 Tétel szerint esetiinkben f(x) rendelkezik C-n a (QCX)
tulajdonsiggal is, mely szerint az f(y) < f(x) relaciébdl Dyflx;y —x) <0
kavetkezik. A szigori pszendokonvexitds esete teljesen hasonléan tdrgyalhato.

A (szigord) pszeudomonotonitds esetében is egyszeriien igazolhatd a ko-
vetkezs ,,6sszehasonlité kritérium”.

5.5 Lemma Legyenek h(x;d) és g(x;d) a C C IR™ halmazon érielmezeti
dltaldnositott derivditak. Tegyik fel, hogy h(x;d) majordlja g(x;d)-t a C
halmazon, vagyis minden x € C és d € IR™ esetén fenndll a kévetkezd egyen-
16tlenség:

g(x;d) < hix;d) .
Ekkor, ha h(x;d) (szigorian) pszeudomonoton C-n, akkor g(x; d) is (szigo-
rian) pszeudomonoton C-n.

A kovetkezdkben az el8z8 tétel allitdsanak megfordithatésagdt mutatjuk

meg.

5.6 Tétel Legyen f(x) radidlisan alulrél félig folytonos a C C IR™ konver
halmazon. A kévetkezd felictelek bdrmelyike biziositja f(x) (szigord) pszeu-
dokonvezitdsdl C-n.
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(1) D4 f(x;d) (szigorian) pszeudomonoton C-n,
(ii) DY f(x;d) (szigorian) pszeudomonoton C-n,

(iti) f€(x;d) (szigorian) pszeudomonoton C-n.

Bizonyitds: (i) Legyen Dy f(x;d) pszeudomonoton C-n. Indirekt mé-
don okoskodva tegyiik fel, hogy f(x) nem pszeudokonvex C-n. Ez azt jelenti,
hogy létezik két olyan kiilonboz6 pont C-ben, a és b, hogy

f(a) < f(b) és Dif(bja—b)>0. (11)

A Diewert-féle kozépértéktétel szerint Iétezik az [a, b) szakaszon egy olyan ¢
pont, hogy
Dy fle;b—a) > f(b) = f(a) > 0. (12)

Tekintettel arra, hogy a Dini-derivalt az irdny valtozdjaban pozitiv homogén,
ezért a (11) eés (12) egyenlStlenségekbdl kozvetlentl kapjuk, hogy ¢ # b és

Dyf(bje—b)>0 és Dyf(e;b—c)>0.

Ez azonban ellentmond a pszeudomonotonitdsnak. Ez az ellentmondds az (i)
allitds helyességét igazolja. A szigord vdltozat bizonyitdsa teljesen hasonldan
torténik.

A (ii) és (iii) allitasok a Dy f(x;d) < DF f(x;d) < fC(x;d) relacick, az
5.5 Lemma és az imént bizonyitott (i) rész kozvetlen kovetkezményei.

Zar6 megjegyzések

Ebben a dolgozatban kizardlag csak altaldnositott derivaltak éltalanositott
monotonitasi tulajdonsdgaival foglalkoztam. A Hassouni éltal szubdifferen-
cial leképezésekre (halmazértékii fliggvényekre) bevezetett kvazimonotonitds
mellett értelmezni lehet szubdiflerencial leképezések pszeudomonotonitasat
és szigoni pszeudomonotonitdsat is. [10, 13, 14].

Ezek az 1j fogalmak hasznosak lehetnek egyensiilyi modellek, komple-
mentaritdsi-modellek és varidcids egyenlStlenségek egzisztencia problémainak
vizsgilataban. Ezt a kérdéskort egy kés6bbi dolgozatomban széndékozom be-
mutatni.
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GENERALIZED MONOTONICITY AND GENERALIZED CONVEXITY

Generalized monotonicity of generalized derivatives is a rather new concept in op-
timization and nonlinear analysis. It is shown in the present paper how convex-
ity, quasiconvexity, pseudoconvexity and strict pseudoconvexity can be character-

ized

via the monotonicity, quasimonotonicity, pseudomonotonicity and strict pseu-

domonotonicity of the lower and upper Dini derivatives and the Clarke derivative.



