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M. KALECKI KONJUNKTfIRAQIK]..US-MODELLJENEK
MATEMATIKAI BIRALATA!

FULOP PETER
egyetemi hallgatd, Budapesti Kozgazdasdgtudomdnyi Egyetem

Dolgozatomban Michal Kalecki ,,A Konjunkturaciklus” c¢imt tanulmanyaban
(13sd Kalecki (1980) 184-200. 0.) megfogalmazott konjunktiraciklus-modellel
foglalkozom. A probléma megkozelitésénél, az alkalmazott vizsgalati moédszer-
nél irdnyadsd volt szimomra R. Frisch tanulmanya (Frisch (1935)), valamint
G. Gandolfo konyve (Gandolfo (1980)). Ennek a megkézelitésnek a lényege
az, hogy a modell miikdésének a matematikai alapjait vizsgalja, és ebbél von
le bizonyos kévetkeztetéseket a modell egészére vonatkozélag. Igy {rdsom is
féleg a modell matematikai részével, ill. az eredményekbdl lesziirhetd ko-
vetkeztetésekkel foglalkozik. A modell kozgazdasagi részét ismertnek téte-
lezem fel, és csak a vizsgdlat szempontjdbdl legsziikségesebbet targyalom a
bevezetés utani részében. A modell kozgazdasigtani alapjaival részletesen
foglalkozik Kalecki (1980), Kalecki (1954) és Feiwel (1975). Annak ellenére,
hogy els6sorban matematikai eszkdzoket hasznalok, igy gondolom, a vizsgélat
messzemenden kozgazdasdgtani vonatkozdsi. Segit ugyanis valamelyest mé-
lyebben feltarni egy kozgazdasdgtani modell belsd Gsszefiiggéseit, és ezltal
talan segithet megtaldlni helyét a kozgazdasigtani gondolkoddsban.

Néhdny széval megelSlegezve a végkovetkeztetést, a dolgozat a kdvetkezs
dllaspontot kivdnja igazolni: a modell nemcsak, hogy nem stabil ~ fiiggetleniil
a paraméterektdl és a kezdeti fliggvénytdl, hanem még a megoldds expo-
nencidlis korldtossaga is nagyon nehezen érhets el. Mads szavakkal: nem
tudjuk igy megadni a rendszer paramétereit, hogy a rendszer — minden kiils§
hatastol fiiggetlenitett — mozgasa csillapitott legyen.

Itt szeretnék koszonetet mondani Elbert Arpédnak, aki vallalva a firadsa-
gos és nagy tiirelmet igényl6 tanitdsomat lehet8vé tette a dolgozat megsziile-
tését. Mig az esetleges eredmények az 6 segitségének tudhatdk be, addig a hi-
anyossigok és hibdk természetesen engem terhelnek. Meg szeretném kdszdnni
csoporttarsamnak, Fabidn Attildinak az eredmények ellenérzésében villalt
kozremiikodését. Koszonettel tartozom a dolgozat ismeretlen biraldjanak is.
Véleményének figyelembe vétele tobb hibat, pontatlansagot és félreértési le-
hetSséget kiiszobolt ki.

1Beérkezett: 1993. januir 23.
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A modell alapjai

Mint ismeretes, Kalecki munkdssdga sordn harom konjunktiraciklus-modellt
dolgozott ki. (Mindharom megtaldlhaté Kalecki (1980)-ben.) Az elsét 1933-
ban, a méasodikat 1943-ban, ill. 1954-ben, a harmadikat 1968-ban publikalta.
Mindhédrom modellben koz0s, hogy a gazdasdgi tevékenység szintjét — végsd
soron — a beruhazésokra vezeti vissza. Mig az elsé két modell lényegében egy
trendekté] mentes gazdasdgot vizsgél, a harmadikba be van épitve a gazdasag
hosszd tavi novekedése is. (A trendet Kalecki mar a ,,Konjunktiraciklus”
cimd tanulmdnydban megemliti, itt azonban — gy vélem — az elemzés jellege
alapvetden staciondrius.)

Ez a dolgozat Kalecki mdsodik — azaz a ,,Konjunktiraciklus” cimi tanul-
manyaban megjelent — konjunktiraciklus modelljével foglalkozik. Termeésze-
tesen a modell nem értheté6 meg egyediil ez alapjdn a tanulmdny alapjan,
szilkséges hozzd egyéb irdsok ismerete is (Kalecki (1980), Kalecki (1954)).

A kiindulé feltevés alapjan a kiilkereskedelem és a koltségvetés kiegyen-
sulyozott, valamint a munkdsoknak nincsenek megtakaritdsaik. Ilyen feltételek
mellett a gazdasigi tevékenység szintjét meghatarozé beruhdzasokra — Kalecki
szerint — egy bizonyos id6késedelemmel, az alibbiak hatnak:

- megtakaritdsok és ezen keresztill a beruhazasok (hisz a feltételek alapjén
a kettd megegyezik egymadssal);

— az addzas utani profit, melyet a beruhazéasok, a tékések fogyasztdsa és
a profit valamint a fogyasztds fennallé ardnya hataroz meg;

— a maganszektor brutté terméke, melyet befolyasol az adék rendszere és
az egyéb, a Jovedelem elosztasit befolydsolé tényezd, valamint maga a
jovedelem.

Mivel mindhdrom tényezd kifejezhetd a beruhazasok segitségével, azt kap-
juk, hogy a gazdasdgi tevékenység szintjét a beruhazasok hatdrozzdk meg.
Bizonyos egyszeriisitd feltevéseket alkalmazva, valamint bevezetve a nettd
beruhdzast (i), mely a beruhdzds és az értékcsokkenés kiilonbségeként van
értelmezve, a kovetkezs egyenlethez jutunk:

a

i(t+0) = 7o

i(t) + pi'(t —w)

ahol tehat 7 a nettd beruhdzds, a, ¢ és u a modell egytitthatdi, § és w az 1d6
siettetési és késleltetési adatai, / pedig az id8 szerinti differencidlds operétora.

Ebben a modellben ez az egyenlet az, amely meghatirozza a gazdasagi
tevékenység szintjét. Részletesebben lasd errsl Kalecki (1980), Kalecki (1954)
és Feiwel (1975).
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Ennek az egyenletnek a vizsgédlata soran Kalecki a kévetkezs két kovet-
keztetésre jut:

~ ha p nd - a tobbi paraméter véltozatlansigat feltételezve, az ingadoza-
sok robbandsszeriikké, ill. ha p csokken, csillapitottakkd valnak (Kalecki
(1980) 195. 0.);

- a rendszer alapmechanizmusitdl elvdlaszthatatlan a csillapodds (uo.
197. 0.).

A dolgozat ennek a két allitisnak a cafolatdval foglalkozik.

Az egyenlet megolddsa

Tekintsik tehadt az
i(t 4+ 0) = ni(t) + 't — ) (1)

in. ,eléresiet6” (advanced) tipust differencidl-differencia egyenletet, ahol
n=a/(1+4c), valamint 0 < 5 < 1és u > 0. Az ilyen egyenletek megoldésat
altaldban az

y(t) = et

alakban szokas keresni. Ekkor (1) a kdvetkezéképpen irhaté fel:
e,\(t+9) = T’CM + “/\ea\(t—w) (2)
azaz:
M — n +”,\e—z\w (3)

A (3) egyenlet megolddsit a komplex szamsikon az
F(X) = n+ pre™ v — e?f (4)

komplex valtozds valds egyiitthatos fiiggvény gyokei adjik, és attdl fiiggéen,
hogy (4)-nek véges vagy végtelen sok gycke van, a

Z crets! (5)
k

alakban felirt altalanos megoldas egy véges vagy végtelen tagi szumma.
Ugyanakkor, mivel (4) valds egyiitthatds, barmely megoldasanak konjugiltja
is megoldas. Elég tehdt csak a pozitiv el8jelii képzetes résszel rendelkezd
megoldasokat vizsgalnunk.

Az (1) egyenlet megoldasa sordn kiilon figyelmet érdemel az, hogy mi-
lyen egyiitthaték mellett tudunk olyan kezdeti fiiggvényt megadni, hogy a
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1. dbra: Az f(X) fiigguény és szélséértékei

megoldas ne ciklikus jellegli mozgdst eredményezzen. Mivel az ilyen jellegli
mozgasok a (4) fliggvény valds gyokeihez kapcsolédnak, a valds és a komplex
gyokoket kilon vizsgaljuk.

Még mieldtt ezt megtennénk, az (1) egyenlet bizonyos paramétereinek
értékeket kell adnunk. Kalecki 1, w és 8 értékeire becsléseket ad. Valasszuk
kiazn =10,634, w =0,25és a f = 1 értékeket. (Kalecki [1980] 57. o., ill.
111-112. 0.)

A valds megolddsok

A (8) egyenletbdl dtrendezéssel kapjuk az
(X049 pe)/x = (®)
egyenletet. Az egyenlet valds megoldasait nyilvanvaldan az
J() = (X4 —perwy /A

valds fliggvény és a A tengelytSl p tdvolsdgra 1év6 a A tengellyel parhuzamos
egyenes metszéspontjai adjak. Az f()) fiiggvényt a fentebb megadott egyiitt-
haték mellett az 1. dbra szemlélteti.

Az dbrén j6llathatd, hogy 0 < p < 0,2081 és u > 2,293 esetén vilaszthat-
juk meg gy a kezdeti fiiggvényt, hogy a rendszer mozgdsa ne legyen ciklikus.
Az elsd esetben exponencidlisan csokkend, a masodik esetben exponencilisan
novekvé megoldast dllithatunk eld a kezdeti fliggvény megfeleld megvalasz-
tasaval. Ez a lehetdség azonban csak elvi, hisz a rendszer — a késébbiekben
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igazolt — instabilitdsa lehetetlenné tesz barmilyen, a kezdeti fiiggvényhez ha-
sonlité megoldést. A 7. és a 8. dbra két exponencialis kezdeii fiiggvénnyel
inditott futtatast szemléltet.

Komplex megolddsok

A minket igazan érdeklé ciklikus mozgésokat a (4) komplex valtozés, valds
egyiitthatds fiiggvény komplex gy6kei adjdk. Elészor a 0,2081 < u < 2,293
értékekre egy-egy komplex megolddst (1dsd a pont), majd egy konkrét u-hoz
kiszamitjuk az osszes megoldast (lasd b pont).

(a)
Legyen tehat A = B+ ia. Ekkor felhasznalva Euler képletét
P+t = e (cos(at) + isin(at)) ,
és elvégezve a sziikséges dtalakitdsokat, (4) figgvényre a kovetkezdt kapjuk:

F(B+ia)= 71+ pfe=P¥ cos(aw) + pae~P¥ sin(ew) — P ros(fa) + (7
i(pae=Pv cos(aw) — pfe? sin(ow) — 0 5i1(9)
Legyen 0 = éw, u = fw, v = aw. Ekkor a &(u + iv} = p + ir valds
és képzetes részét eldallité p = fr(u,v) és r = f,(u,v) valss fiiggvények a
kovetkezbk:

1 1 .
fr(u,v) =10+ ;pue"" cosv + ;ye'“usm v~ ef* cos(§v) (8)

1 1 . .
fr(u,v) = ;ue"“v cos v — ;/we‘ “ sin v — ef¥ sin(£) (9)

A kiilonbozd p értékekhez tartozé gyokoket iterdcids eljardssal keressiik
meg. Tudjuk, hogy p1 = 2,293 és 3 = 0,2081 esetén a B; = 0,548 és a
P2 = —1,0665 felfoghato olyan komplex szdmnak, amelynek képzetes része
nullival egyenlS. Ebbél indul ki az iterdcids eljdrds. A p ériékét a uy értékénél
egy tizeddel kisebbre vélasztottuk és a f;-hez tartozd u;-gyel kiszamitottuk —
az fr(u,v) = 0 alapjdn — a vi-et. Ezt a vy-et helyettesitettiik be (9)-be és az
fr(u,v) = 0 egyenlSség alapjan hatdrozzuk meg az u; egy pontosabb értékét.
Ezt az iteraciot alkalmazva hatdroztuk meg a kiilonb6z6 i ériékekhez tartozd
u, v, ill. B, a értékeket. Az eredményeket az 1. tdbldzatban foglaltuk ossze.

A médszer elég gyorsan konvergilt, dltaldban a harmadik iterdcids iépésnél
mar 4 tizedesjegyre megegyeztek az eredmények. Ez virhato is, hisz mindkét
fiiggvény differencidlhatd és mivel p-t mindig csak kis mértékben valtoztattuk
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u u v 8 [+
2,293 0,1317 | 0,0000 | 0,5480 | 0,0000
252 0,1305 | 0,0458 | 0,5220 | 0,1832
2,1 0,1237 | 0,0662 | 0,4948 | 0,2648
2,0 0,1166 | 0,0820 | 0,4664 | 0,3280
1,9 0,1091 | 0,0953 | 0,4367 | 0,3812
1,8 0,1011 | 0,1071 | 0,4044 | 0,4284
1,7 0,0929 | 0,1179 | 0,3716 | 0,4716
1,6 0,0835 | 0,1279 | 0,3340 | 0,5116
1,5 0,0738 | 0,1372 | 0,2952 | 0,5481
1,4 0,0634 | 0,1459 | 0,2536 | 0,5836
1,3 0,0521 | 0,15641 | 0,2084 | 0,6164
1,2 0,0397 | 0,1618 | 0,1588 | 0,6472
1,1 0,0262 | 0,1689 | 0,1048 | 0,6756
1,0 0,0112 | 0,7016 | 0,0448 | 0,7016
0,9 -0,0054 | 0,1811 | -0,0216 | 0,7244
0,8 -0,0244 | 0,1857 | -0,0976 | 0,7428
0,7 -0,0463 | 0,1889 | -0,1852 | 0,7556
0,6 -0,0721 | 0,1897 | -0,2884 | 0,7588
0,5 -0,1033 | 0,1865 | -0,4132 | 0,7460
0,4 -0,1427 | 0,1755 | -0,5708 | 0,7020
0,3 -0,1955 | 0,1452 | -0,7820 | 0,5808
0,2081 | -0,2665 | 0,0009 | -1,0660 | 0,0036

. tabla: A kiilonb6zé p értékekhez tartozd gyokok
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Qs

meg, nem keriiltiink til messze a gyokoktdl sem. Ha az eredményeket a
(B, o) szamsikon dbrdzoljuk, a 2. abrat kapjuk. Ugy tiinik tehdt, hogy —
mivel 1 kiilonboz6 értékeibez mas-mas -t és a-t kaptunk — p valtoztatdsaval
és megfeleld kezdeti figgvényt vélasztva — elvileg — meg tudjuk hatdrozni
a rendszer mozgdsanak a jellegét. MielStt azonban erre a kérdésre végleges
vélaszt adndnk, nézzilk a megolddshoz tartozé tobbi komplex gyokot.

(b)

A médszer a kévetkezd: Vilassaunk ki egy p értéket. Legyen p = 2. El8saor
numerikusan meghatdrozunk néhdny tovabbi gyokét, majd az eredmények
alapjdn levezetjiik az u és a v kozotti aszimptotikus kapesolatot, Mivel A és a
ezeknek csak konstansszorosa, ezzel meghatdroztuk a (4) fiiggvény gydkeinek
a szdmél és a gyokdk valds () és képzetes (a) része kozotti aszimptotikus
fiiggvénykapcsolatot is. A gySkok megkeresésénél az tn. argumentum-elvet
és a kétismeretlenes egyenletrendszerekre vonatkozé Newton-médszert alkal-
mazzuk. Néhany sz6t a médszerek alkalmazhatésagrol. Mivel (4) a komplex
szamsikon differencidlhaté fiiggvények dsszegeként dllithaté els, maga is dif-
ferencidlhaté (analitikus) a komplex szdmsikon. Ez azt jelenti, hogy nincs
polusa, kdvetkezésképp az F(A) argumentuminak a valtozdsaval kifejezhetd
egy zart gorbén beliili gy6kok szdma. Részletesebben lisd Duncan (1974)
207. 0. 8.41 tétel. A Newton-médszer alkalmazhatdsiga (8) és (9) fiiggvényre
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kovetkezik abbél, hogy egyrészt a parcialis derivaltak, tehat az
fru(w,v) = (1/w)pe ™ (cos v — ucosv — vsinv) — £eb¥ cos(€v)

fro(u,0) = (1/w)pe™"(sin v + v cos v — usin v) + £ef¥ sin(£v)
fru(u,v) = (1/w)pe™"(usinv — sin v — v cos v) — £ef" sin(£v)
fro(u,v) = (1/w)pe™(cos v — vsinv — u cos v) — £ef¥ cos(Ev)

fiiggvények folytonosak, masrészt az argumentum-elv segitségével kivalasztott
tartomdnyon beliil (8) és (9) fiiggvénynek van gydke, tehat az

fr(u,0) =0
fr(w,v)=0

kétismeretlenes egyenletrendszer Jacobi-matrixdhoz az adott tartomanyon
belil taldlunk olyan (u, v)-t, hogy a determindns ne legyen egyenld nulldval.
Részletesebben lasd Henrici (1985) 104. o. 2.5 tétel.

A gyokkeresés konkrét mddszere tehdt a kovetkezs: az F()) fiiggvény
targysikjdn kijeloliink egy zdrt gorbét (esetiinkben egy négyzetet), és megnéz-
ziik, hogy a megfeleld képsikbeli gorbe korbejarja-e az origot, Ha igen, akkora
targysikon kijelolt zdrt gorbén beliil F(A)-nak van gyke. Ekkor egy, a gorbén
beliili pontbdl kiindulva alkalmazzuk a Newton-médszert. Mivel kellden kézel
vagyunk a gyckhéz, a médszer gyorsan konvergal. Altaliban a harmadik
iterdcids lépésnél mdr megegyeztek a gyokok. A 3/a ill. a 8/b dbra egy-egy
ilyen vizsgalatot szemléltet. Az elsd esetben a vizsgélt tartomanyon beliil van
gyok, a médsodik esetben nincs.

Az igy megkapott numerikus eredményeket a 2. tdbldzat mutatja be.

A numerikus eredményekbdl mar sejthets, hogy végtelen sok pozitiv valds
részil megoldas van. Probaljuk ezt elméletileg is beldtni! Nézziik meg, hogy
(8) és (9) milyen tagok Gsszegeként irhatd fel. Legyen:

fri(u,v) =+ (1/w)pue™™ cosv (10.1)
Fr2(u,v) = (1/w)pe Y vsinv (10.2)
fra(u,v) = —ef¥ cos(€v) (10.3)
fri(u,v) = (1/w)pe v cos v (10.4)
fra(u,v) = —(1/w)pue™" sinv (10.5)
fra(u,v) = —ef¥ sin(€v) (10.6)

Mivel a megolddsok konjugiltja is megoldas, az aszimptotikus viselkedést
két esetre elegend8 megnézniink.,
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Uu v
0,1166 | 0,0820
0,5207 | 1,5080
0,6278 | 2,7930
0,6918 | 4,0540
0,7470 | 5,3085
0,7959 | 6,5684
0,8335 | 17,8332
08593 | 9,0057
0,8809 | 10,3520
0,9042 | 11,6060
0.9284 | 12,8630
0,0487 | 14,1240
0,0636 | 15,3810
0,9764 | 16,6400
0,9912 | 17,8950
1,0319 | 21,5090
1,0639 | 25,4370

2. tdbla: A ®(})) néhdny gySke p = 2 mellett

(a) u = —00, v — 0

Ekkor (10.3) és (10.6) a nulldhoz tart. Ahhoz, hogy F(A)-nak legyen gyoke,
a kovetkezd egyenldségeknek kell aszimptotikusan fennallnia:

fﬂ’l(u:v) ~ _f1r2(u)v)
Fri(u,v) & fra(u,v)

Az egyszerlisitéseket elvégezve, kizdrva a sinv = 0 és a cosv = 0 eseteket,
(ezt megtehetjiik hisz ezek egyrészt egyszerre nem allhatnak fenn, mdsrészt
barmelyik fennélldsa esetén a fenti egyenldségek aszimptotikusan nem tel-
jesiilnek) a kdvetkezdt kapjuk:

tg?v = -1
Erre pedig nincs valds megoldas.
(b) u — 00, v = 0

Ekkor (10.1) és (10.5) nulldhoz tart. Ahhoz, hogy F()) fiiggvénynek legyen
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gyoke, a kivetkezs egyenlStlenségeknek kell aszimptotikusan fenndllnia:
f1r2(”1 1}) A _fa'S(uy 1))
fer(u,v) = fra(u,v)

Ezt rendezve:
(1/w)pe "€ty giny = cos(£v) (11)

(1/w)pe " E+Vy cos v = sin(Ev) (12)
Négyzetre emelve és Osszeadva a két egyenletet:
v = (w/p)edE+D)
Helyettesitsiink be (11)-be és (12)-be:
sinv = cos(€v) (13)

cos v = sin(£v) (14)

(13) egyenletet cos v-vel, (14) egyenletet sin v-vel beszorozva, (13)-bél (14)-t
kivonva:
cos(év) cos v — sin(év)sinv =0 ,

tehdt
cos(v(€ +1)) =0.
Ebbél
v = (2k + )2(“_1) (15)
Maisrészt (13) alapjan teljesiilnie kell a
sinv = cos(év)
egyenloségnek. Tehat:
v+év=v(+1)=7/2+ 2k
amibdl
vk_(4k+l)2(E+l) (16)
(15) és (16) alapjdn
v = (4k + 1)2(£ ey (17)
és igy
Up = Mw)_vi (18)

E+1
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)

o a2 a3 04 as 813 a7 as al) 1 u

4. dbra: Az F()X) gyokeinek valds (u) és képzetes (v) része kozotli
(a) valddi, (b) aszimplotikus kapcsolal

Az eredményekbdl egyrészt az sazlirhetd le, hogy F(A)-nak végtelen sok
gyoke van, mdsrészt ezek koziil legfeljebb csak véges sok rendelkezik negativ
valés résszel. A numerikus mddszerrel kiszamitott és (17) és (18) alapjin
kiszamolt gyckok kozott meglévd konvergenciat jol mutatja a 4. dbra.

A megoldds korldtossdga

Eddigi eredményeink tehat a kovetkezéképpen foglalhatdk Ossze:

— F(X)-nak végtelen sok pozitiv valds részii gyGke van;
— F(A)-nak csak véges sok nempozitiv valds részii gydke van;

— a pozitiv valds részli gyckoknek nincs felsé korldtja.

Az eredmények koziil ez utébbi tehdt azt jelenti, hogy nines olyan ¢ > 0,
amelynél nagyobb valds részii megoldas ne lenne. Milyen kovetkezménnyel
jar ez az (1) egyenlet y(t) megoldasira nézve?

Tudjuk, hogy ha y(t) legaldbb szakaszonként folytonos ¢ > 0 tartominy
minden véges szakaszdban, és teljesiil 14 az

ly(t)] < cre c1,c>0 (19)
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elegendd nagy t-re, akkor az y(t) Laplace-transzformaltja létezik, és konver-
gens. (Lésd példdul Bronstejn (1980) 565-566. 0.) Vegyiik (1) mindkét olda-
linak a Laplace-transztormaltjit. Ha elvégezziik a sziikséges dtalakitdsokat,
és helyettesitéssel integrdlunk, a kovetkezét kapjuk:

+00
e _p— /,t/\e_’\“’/ y(t)e=dt =
o ® o (20)
er/ y(t)e Mdt +;u\e"“"/ y(t)e=dt — uy(—w)
0 -—w
Jél ldthatd, hogy az egyenlet bal oldalan y(t) Laplace-transzformaltja van
megszorozva (1) karakterisztikus fiiggvényével, F(X)-val. Mivel F()) pozitiv
valds részii gyokeinek nincs fels korldtja barmekkora cy esetén az 1/F())-
nak végtelen sok szingularis pontja lesz. Ahhoz, hogy (20)-on el lehessen vé-
gezni az inverz Laplace-transzformaciét, az kell, hogy (20) jobb oldalan 1évé
fiiggvény és az F'(A) hanyadosaként felithaté fiiggvény analitikus legyen. Ez
csak akkor fordulhat el8, ha a szamlalét alkotd fiiggvénynek az F(X) fiiggvény
gyokei szintén gyokei. Ha ez nem teljesiil, y(t) Laplace-transzformaltja sem
irhaté fel, kovetkezésképp y(t) exponencialisan nem korldtos, azaz (19) nem
teljesiil. Hasonlé gondolatmenet részletesebben Bellman (1963) 85-67. o.
taldlhato,

Kovetkeztetések

Milyen kévetkeztetések vonhatdk le ezekbé] az eredményekbsl? A megoldasok
ismeretében most meg kellene tudnunk hatdrozni olyan p értéket és kezdeti
fiiggvényt, melyre a rendszer mozgésa csillapodé lenne. A megoldas korldtos-
sigaval kapcsolatos vizsgaloddsunk azonban arra enged kévetkestetni, hogy
a belsd struktirabél adédéan ilyen értékeket nem tudunk megadni. Hidba
valasztunk ugyanis ki egy csak negativ valés résszel rendelkezé megolddst;
gyakorlatilag lehetetlen lesz biztositani az ehhez a megoldashoz tartozé Lap-
lace-transzformalt. konvergencidjdt és igy a megoldds exponencialis korlitos-
sagit. Ami mds szavakkal azt jelenti, hogy nem tudunk megadni egy olyan
exponencidlis fiiggvényt, mely minden t-re felsS korlitja lenne a megoldasnak.
Ha még sikeriilne is elvileg biztositani a Laplace-transzformaltnak a kon-
vergencidjat a kezdeti fiiggvény nagyon kis megviltoztatasa mar felboritans
ezt. A kiilsnbozé kerekitési és abrazolsi hibdk miatt az ilyen helyzeteket Jjol
tudjuk a rendszer szimuldcids futtatdsaival szemléltetni.

Szemléltetésiil kivdlasatottunk harom, elvileg csillapodé mozgast eredmé-
nyez6 partikularis megoldast. Ennek alapjin megadtuk a kezdeti fliggvényt
¢és megnéztiik azt, hogy a rendszer mennyiben kéveti a partikularis megoldést.
Nézziik az eredményeket.
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5. dbra

(a) p = 0,9, és vélasszuk 1gy a kezdeti feltételeket, hogy
y(t) = e 902181 ¢05(0, 72441) .

A rendszer mozgdsat mutatja az 5. dbra. Az dbraat = 2,ill. t = 4
idépontig mutatja e rendszer mozgasat.

Az 3brabdl jol lathatd, hogy a rendszer egy bizonyos id6 utdn men-
nyire nem koveti y(2)-t, ami egyrészt a szamitdsi pontatlansigok, mdsrészt
a rendszer ,instabilitasinak” a kovetkezménye. Azt a tényt, hogy a rend-
szer mennyire érzékeny a kezdeti értékekre, j6l mutatja a 6. dbra. Itt 0,01-el
megndveltem a kezdeti értékek ¢t = —1,25 és t = —0, 75 kozdtti értékeit. Jol
lathatd, hogy mar az eredeti futtatashoz képest is milyen zavarok lépnek fel.

A kovetkezd dbrak hasonlé futtatdsok eredményeit mutatjak

(b) p=0,2081 és y(t) = e~1 95661 cos(0t)-re, valamint
(c) n=0,25és y(t) = e~ 092161 c0s(0, 4364t)-re.

Kilonosen érdekes a 7. és a 8. dbra. Lathatd, hogy annak ellenére kaptuk
a fentl mozgast, hogy y(t) egy exponencialisan cs6kkend figgvény volt. Az is
j6l 1dthatd, hogy a kezdeti értékek kis megvaltozasa rovid idén belill milyen
nagy kilengéseket okoz. Termeészetesen a szamitasi pontossag novelésével egy
ideig lehetne csokkenteni a kilengéseket. Esetunkben a kiértékelés 0, 05-ként
tortént. Ennek finomitdsaval javithatnank némileg a helyzeten, de a rendszer
aszimptotikus viselkedését ez nem valtoztatna meg.
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7. dbra: Fullatdsok (b) alapjdn.
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8. dbra: Fullatdsok (b) alapjin.
A kezdeti értékek t = —1,52 és t = —0,75 kozdtt 0,01-el nagyobbak.

ms
o

0
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9. dbra: Futlatds (c) alapjdn.
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10. dbra: Futlatds (c) alapjdn.

A kezdeti értékek t = —1,25 és t = —0, 75 kozott 0,001-el megnoveltek.,

Osszefoglava eredményeinket: az (1) dital leirt modelliél csak nagyon
ritka esetben, és akkor is a kezdeli ériékekre nagyon érzékenyen vdrhatunk
el korldtos mozgdst.

Ez nyilvdnvaldan annak koszonhetd, hogy a megfeleld karakterisztikus
fliggvénynek végtelen sok és nem korlatos pozitiv valds részii gyoke van.
Minthogy az iin. ,,cléresiets” (advanced) tipusii differencidl-differenciaegyen-
leteknél 4ltaldban ez a helyzet, az ilyen egyenletek segitségével felirt kon-
junktdraciklus-modellekts] nem sok ,jét” varhatunk. Erdemesebb masfajta

(pl.

Iro

1.

retardalt vagy neutrdlis) egyenletekkel prébalkoznunk.

dalom

Bellman, R. - Cooke, K. (1963): Differential-Difference Equations. Academic
Press, London.

. Bronstejn, [. N — Szemengyajev, K. A. (1980): Matematikai zsebkonyv. Mii-

szaki Kiadd, Budapest.

. Duncan, J. (1974): Bevezetés a komplex fiiggvénytanba. Miszaki Kiadé, Bu-
dapest.

. Ferwel, R. G. (1975): The Intellectual Capital of Michal Kalecki. The Uni-
versity ol Tennessee Press, Knoxville.

. Frisch, R. - Holme, H. (1935): The Characteristic Solution of a Mixed Differ-
ence and Differential Equation Occuring in Economic Dynamics, Economet-
rica, 1935/3, 225-239. o.



80 Fiilop Péter

6. Gandolfo, G. (1980): Economic Dynamics: Methods and Models. North-Hol-
land Publishing Company, Amsterdam.

7. Henrici, P. (1985): Numerikus analizis. Mdszaki Kiadé, Budapest.

8. Kalecki, M. (1954): Theory of Economic Dynamics. George Allen and Unwin
Ltd, London.

9. Kalecki, M. (1980): A t8kés gazdasig miikddésér6l. Kozgazdasigi és Jogi
Konyvkiads, Budapest.

THE MATHEMATICAL CRITICISM OF KALECKI'S BUSINESS CYCLE
MODEL

The paper discusses Kalecki’s second business cycle model. This model is founded
on a mixed differential-difference equation of advenced type. It is elucidated that
this model does not dispose of property expected by Kalecki. The solution of this
model is bounded only in a special case.



