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EGY KLASZTEREZO GLOBALIS OPTIMALIZALASI MODSZER
A PARAMETERBECSLESI FELADAT MEGOLDASARA"

CSENDES TIBOR
Jozsef Atlila Tudomdnyegyetem, Kalmdr Laboratdrium

1. A paraméterbecslési feladat

A természettudomanyok gyakori mdédszere, hogy a vizsgalt rendszert egy mo-
dellel kozelitik. Az illeté rendszer miikodésének megértését az jelzi, ha viselkedését
j6l lehet leirni, josolni a modell viselkedése alapjan. A paraméterbecslési feladat
fiiggvény formdjaban adott modelleknek a mérési adatokhoz vald illesztését és a
paraméterek meghatarozasat tiizi ki célul.

A paraméterbecslési feladatot a numerikus matematikdhoz, és azon beliil az
optimalizdldshoz, vagy mds megkozelitésben az operacidkutatdson belil a matema-
tikai programozashoz szokds sorolni. A paraméterbecslési feladat gyakorlati alkal-
mazasarél megemlitiink néhdny olyan kozleményt, amely a dolgozatunkban szerep-
16 eredményekhez kotédik, illetve valamely vizsgalt algoritmus hasznalataval elért
eredményt tartalmaz: [9,12,14.17.18.19,22,34,35,36].

A paraméterbecslési feladat fontossdgat az is jelzi, hogy a 100 legtobb hivatko-
zast kapott természettudomanyi kozlemény kozott az egvetlen matematikai cikk
D. W. Marquardt publikdciéja a nemlinedris paraméterbecslésrél [23). A feladat
nehézségét pedig az jellemzi. hogy példaul a Fermat-sejtést 1s meg lehet fogalmazni
paraméterbecslési feladatként (23]

E dolgozatban kizarélag a determinisztikus esettel foglalkozom. amikor tehat a
statisztikai jellegd megkozelitéssel szemben egy konkrét adatsorhoz legjobb illeszke-
dést biztosité modellparametereket keressiik. A dolgozat egy klaszterezd globalis
optimalizalds: médszert ismertet, és teszteredményeket tartalmaz annak numerikus
hatékonysdgara vonatkozoan.

A paraméterbecslési feladat szokasos alakja a kovetkezd:

min f(zr) (1)

TEX

ahol f(z) R — IR
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2A kutatdsok anyagi feltételeit részben az 1074/1987 és 2879/1991 sz. OTKA palyazat és a
314/108/004/8 sz. DAAD 6sztondi) biztositottdk
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)= \| S0 = fmeatoi, )

fi € IR adatpont; fmoe4(s,z) pedig a modell-figgvény, s annak véltozdja, si-k az
alappontok, i = 1,2,...,m; m > 0 egész. X C IR" kompakt halmaz, a lehetséges
megoldasok halmaza. X a legtobb esetben egy n-dimenzids intervallum: X = {z €
R" : a; < zj < bj}; a;,b; € R;j = 1,2,...,n. Ebben az esetben a lehetséges
megoldasok halmazat megadé feltételek egyszerii korldtok a paraméterckre. Az
(1) feladat célfiiggvénye a modellfiiggvény optimdlis legkisebb négyzetes értelmii
illesztését adja meg az f; adatpontokhoz.

Az (1) feladat megolddsa soran gyakran feltételezik [13], hogy f(x) nem multi-
extremalis, azaz csak egy helyi minimuma van, vagy hogy legaldbbis egy megfelel
kezdSpont all rendelkezésre a helyi keresd algoritmus szamara. Mivel szamos olyan
gyakorlati paraméterbecslési feladatot taladltunk, amelynek célfiiggvényének tobb
helyi minimumpontja volt, ezért megvizsgiljuk az Gsszefiiggést az (1) nemlinedris
paraméterbecslési feladat és a globdlis optimalizdlasi feladat kozott. Ez utdbbit a
kdvetkezd mddon szokds definidlni:

Tekintstink egy X kompakt halmazt az n-dimenzids valds térben, és egy g(z) :
IR" — IR esetleg multiextremdlis fuggvényt. A feladat a g(x) egy z* € X globdlis
minimumpontjdanak megkeresése, amelyre g(z*) < g(z) teljesiil minden z € X
pontra.

Azt taldltuk, hogy az (1) feladat célfiiggvényének szerkezete csak f(z) nem-
negalivitdsat biztositja, pontosabban érvényes a kévetkezd

1. ALLftAs. Minden nem-negativ g(z) : R® — IR valds fiiggvényhez, m egészhez
és fi € R, 1=1,2,...,m valds szamokhoz Iétezik olyan fm.a(s,z) vaios fliiggveny,
hogy

m

9(2) = f(z) = || D (fi = fmoa(si, 2))?

i=
minden z € IR" pontra

BizoNY(TAs. Legyenek példaul g;(z) : IR® — IR valds, nem-negativ fliggvényelk
(i=1,2,...,m) tgy, hogy

m
9(z) = gilz).
ai=n!
Ilyen fiiggvények léteznek, mivel példdul a g;(z) = g(z)?/m fiiggvények kielégitik

ezt a feltételt. Ezutdn az az f,nad(s,z) modell-fliggvény, amelyre fuoa(si,z) =
9i(2)M? + fi, eleget tesz az 1. Allitdsnak. m]
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Vegyiik észre, hogy a g;(z) fiiggvények csaknem teljesen szabadon vélaszthaték
meg, és ezen a médon tovdbbi tulajdonsigokat tudunk biztositani az Fmod(s, )
fiiggvényekre. Példaul, ha g(z) folytonos, akkor fmod(s,z) is vélaszthatd folytonos-
nak.

Az 1. Allitds szerint egy nemlinearis paraméterbecslési feladat célfiiggvénye
barmely nem-negativ valés fiiggvény lehet. Tehdt egy nemlinearis paraméterbecslési
feladatnak lehet akarhany (s6t akar kontinuum sok) helyi minimumpontja. Az f(z)
szerkezete, azaz a legkisebb négyzetes alak csak f(z) nem-negativitdsit biztositja,
semmi mas szabalyossigot nem eredményez. Ez indokolja altalinos globalis opti-
malizaldsi médszerek alkalmazdsit olyan specidlis szerkezetii feladatokra is, mint

(1)-

2. Klaszterezd globdlis optimalizdldsi médszer

Itt egy olyan algoritmust targyalunk, amely az el6z6 szakaszban definialt globalis
optimalizalisi feladat megolddsara szolgal. Ez a mddszer csak a célfiiggvény értékét
tetszSleges pontban kiszdmité szubrutinra tdmaszkodik. Ebben az értelemben ne-
vezziik hagyomanyosnak. Az ilyen eljdrastol nem varhatjuk, hogy garantdlt meg-
bizhatésdggal mindig megtaldlja a globalis minimumot, de azt igen, hogy nagy
valdsziniséggel jé becslést adjon ra.

A globalis optimalizdldsi feladat nehézségének egyik oldaldt mutatja az, hogy
még egy pont helyi minimumpont voltnak ellendrzése is NP-teljes feladat [25].
A mésik gyakran idézett tétel az, hogy nem létezik olyan determinisztikus algo-
ritmus, amely csak a célfiiggvényt és annak derivaltjait kiértékelS szubrutinhivasok
segitségével meg tudna hatdrozni véges szimu lépésben barmely globalis optimalizd-
lasi feladat megoldasit [38]. A hagyomdnyos mddszerek fejlesztésének célja igy az
marad, hogy minél hatékonyabb és megbizhatébb mddszert taldljunk. Amint latni
fogjuk, a gyakorlati feladatok nagy részére létezik kielégité megolddst nyijto eljaras.

A globalis optimalizdldsi mddszereket célszerti a felhasznalt informacié jellege
szerint osztalyozni. A mir emlitett hagyomdnyos algoritmusok csak a célfliggvény
és esetleg annak derivaltjai értékét haszndljék. Ez az osztaly sok érdekes modszert
tartalmaz, mint a tobbszors helyi keresés mintavétel utan (multistart) [38], a nem-
lineéris szimplex médszer [30], trajektéria-kovetés [10], vagy az alagiit-modszer [38].
A Lipschitz konstans ismeretére tdémaszkodd algoritmusok [20,28,29] elészér egy-
dimenzids feladatokra voltak alkalmazhatck, ezeket a korldtozds és szétvilasztas
médszerével illetve térkitéltd gorbékkel altalanositottak. Az utébbi években az in-
tervallum-aritmetikaval meghatarozott befoglald fiiggvényre [7,8,15,24,31] alapozd,
és a célfiiggvény képletét szimbolikus manipuldciéval kezeld [16] eljdrasok is elter-
jedtek.

A kordbbi kiterjedt alkalmazdsi tapasztalatok és a szakirodalom alapjan Boen-
der és munkatdrsai algoritmusét (4,32,33,37) implementaltuk két verzidban, kisebb
valtoztatasokkal. A két valtozat kozotti kiilonbség az, hogy az egyik egy kvazi-
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Newton eljarast [13], a masik egy ,véletlen séta” tipusi helyi keres§ modszert
(UNIRANDIT [21,38]) haszndl. A kévetkezdkben ezeket A, ill. B algoritmusnak
fogjuk nevezni. Mindkettd derivaltmentes, tehat a megoldashoz nem hasznaljik a
célfliggvény parcidlis derivéltjait. Ez utobbiak meghatarozasa ugyanis nehéz, illetve
lehetetlen szdmos paraméterbecslési feladat esetén [18,19]. UNIRANDI robusz-
tus, de rossz hatékonysdgi helyi keresé mddszernek bizonyult, mig a kvazi-Newton
mddszer érzékeny volt az indulépontra, de pontosabbnak mutatkozott, [5]. A globalis
optimalizalasi mdédszer és az UNTRANDI helyi keres$ eljaras implementdldsanal csak
az emlitett publikdcidkra tdmaszkodtunk.

Az algoritmus fontos része az alkalmazott klaszterezési eljaras. Ennck elhagyésa-
val egy egyszerii multistart modszert kapndnk. A klaszterczés célja az, hogy a gyj-
tott informaciok alapjdn statisziikai jellegli eszkbzokkel hatdrozza meg és kiilonitse
el a helyi minimumpontok vonzdskorzetét (azon globalis minimumpontban végzéds
It"-beli folytonos gorbék pontjai halmazat, amelyek mentén a célfiiggvény szigordan
monoton csokkend). Ez teszi aztdn lehet8vé, hogy csak a feltétleniil sziitkséges szamu
helyi keresést hajtsa végre algoritmusunk, és egy elére adott szintii megbizhatosig
fenntartdsa mellett az algoritmusunk a lehetd legkevesebb iteracids 1épést tegyen.

A téargyalt globalis optimalizdlasi algoritrmus roviden a kovetkezd:

1. 1épés: Generdljunk N darab mintapontot egyenletes eloszlissal az X halmazon,
és adjuk Sket a C aktudlis mintdhoz. Allitsuk el§ a 7' transzformalt mintat
gy, hogy vessziikk a C-ben lévé pontoknak a legkisebb célfiiggvényériékkel
rendelkezd v szazalékat.

2. 1épés: Alkalmazzuk a klaszterezési eljardst a 7" ponthalmazra. Ha T minden
ponlja hozzdrendelhetd valamely klaszterhez, akkor folytassuk a 4. 1épésnél.

3. 1épés: Inditsunk helyi keresést azokbol a T-beli pontokbdl, amelyek nincsenek
valamely klaszterhez rendelve. Ha taldltunk 1j helyi minimumpontot, akkor
folytassuk az 1. 1épésnél.

4. 18pés: Hatdrozzuk meg alegkisebb helyi minimumot, ez lesz a globalis minimum
kozelitése.

Az itt emlitett helyi keresés vagy a kvazi-Newton mddszer, vagy az UNIRANDI
eljards volt. Az credeti kozleményben ([4]) vizsgalt két klaszterezési médszer koziil
a single linkage eljardst vélasztottuk, mint fgéretesebbet. A klaszterezés célja azon
mintapontok megtaldldsa, amelyekbdl indulva a helyi keresés valésziniileg egy mar
ismert helyl minimumponthoz vezetne. A klasztercket tigynevezett magpontok
(helyl minimumpontok, és olyan mintapontok, amelyckbdl a helyi keresés egy mar
ismert helyi minimuinponthoz vezetett) koré ¢épitjuk. Két pont d(z, 2') tavolsagat
az z* helyl minimumpont kornyezetében a kévetkezd képlettel definialjuk [4]:

d(z,2') = \/(:c —z)TH(z*)(x — z').
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A kvazi-Newton mddszer az A algoritmusban megfelels becslést ad a célfiigg-
vény H(z*) Hesse-métrixdra. Az UNIRANDI esetén pedig az egységmalrix pétolja
a H(2*) matrixot (v6. [4]). Egy uj z pontol akkor adunk egy klaszterhez, ha annak
egy ¢’ pontjira

1/n

< 1+ %n)lH(z*)IIIZm(X)(l _ at/-1)y

d(z,x') < e

teljesiil, ahol |H(2*)| a H(2*) mdtrix determindnsat jeloli, m(X) az X halmaz egy
mértéke, N’ az Gsszes generalt mintapont széma, és 0 < o < 1 a klaszterezési eljaras
paramétere [4].

Az eredeti algoritmuson végrehajtott két legfontosabb mdédosités a kdvetkezs:

1. Nem hasznalunk "legmeredekebb lejt8” szerinti lépést az aktudlis minta transz-
formdlasara; ennek hatékonysigat megvizsgaltuk az implementdlds sordn, és
elhagyhaténak bizonyult.

2. A célfiiggvény valtozdit a globalis optimalizdlasi rutin skdldzza [13] a kévetkezd
képlettel:
I;:hf“—“"_bi i=1,2,...,n.
bi — a;
Ezt természetesen a célliiggvény alakjatol fiiggetleniil is meg lehet tenni. A
skdldzdsnak ugyan nem volt kimutathatd hatdsa a tesztfiggvények megolddsa-
nak hatékonysdgdra, gyakorlati problémak esetén viszont nélkiilozhetetlen.

Az implementalas eredményeként egy valamivel t6bb mint 400 soros FORTRAN
szubrutint kaptunk, amely 44 kilobyte memdridt igényel (a helyi keres§ rutinok
nélkiil). Legfeljebb 15 paraméteres globalis optimalizdldsi feladatok megoldasara
szolgdl, de egyszeriien bévitheté nagyobb feladatokhoz. A globalis optimalizdls
rutin tarigénye linedrisan nd a véltozészdmmal, az UNIRANDI-€ szintén, de nem
szdmottevd, a kvdzi-Newton eljardsé pedig n(n + 1)/2-vel ardnyos. A globélis op-
timalizdlé szubrutin a felhasznéald altal megadott I/O utasitdsokon feliil 6nalléan
dokumentdlja elérehaladdsat, és listat ad a novekvd sorrendbe rendezett helyi mi-
nimumokrdl.

3. Numerikus eredmények standard globdlis optimalizgldsi
tesztfeladatokon

A numerikus tesztelést ROBOTRON R55M szdmitdgépen végeztiikk. A prog-
ramokat szimpla pontossdggal kédoltuk (ez 7 értékes tizedesjegyet biztositott). A
késSbbiekben hasznalatos standard id8egység, azaz az S5 tesztfiiggvény 1000 ki-
értékeléséhez sziikséges id6 az = = (4,0,4,0,4,0,4,0)7 pontban [10,38), tiz mérés
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1. T4bldzat. A tesztfiggvények globalis minimumai és globalis minimumpontjai

Teszt-

faggvény f(z") 3 3 3 £ z3 g
S5 -10,153206 3,99995 4,00014 4,00011 4,00016
S7 -10,402947 4,00061 4,00072 3,99945 3,99958
S10 -10,536416 4,00075 4,00061 3,99967 3,99948
H3 -3,8627815 0,1146 0,5557 0,8525
Hé6 -3,3223667 0,201536  0,149909 0,476906 0,27524 0,31160 0,65735
GP 2,9996490  0,000068  -1,0001

RCOS | 0,39788723  -3,1416 12,275
0,39788723  3,1416 2,2750
0,39788723 9,425 2,4750
SHCB | -1,0316286  0,0899  -0,7126
-1,0316286  -0,0899  0,7126
RB 0,0 1,0 1,0

dtlagaban 2,0 masodpercnek adédott (a standard szérds 0,15 volt). A standard
globalis optimalizdlasi tesztfeladatok [10,38] részletes leirasat a Fiiggelékben adjuk
meg. Ezek a feladatok f6leg a globélis optimalizdldsi mddszerek hatékonysiganak
mérésére alkalmasak, mivel a globdlis minimum elkilonitése a nagyobb helyi mini-
mumoktdl ezekben a feladatokban nem nagyon nehéz. A hatékonysdg fogalmanak
hasznilata az optimalizdlisban nem egységes. Dolgozatunkban is kiilonféle haté-
konysigi mutatékat hasznalunk, ezek viszont valamilyen értelemben mindig a kozel
azonos min&ségi megoldds eléréséhez szikséges szamitasi raforditast jellemzik. Az
osszehasonlité tabldzatokban, ahol lehetséges, az eredeti cikkek adatait adjuk meg
— ezek esetenként némileg eltérnek a [4,10]-ben megadottaktdl. Az A és B algorit-
musokkal minden tesztfeladatot tizszer oldottunk meg. Mindegyik feladatra azonos
eljards-paramétereket (N,v,a) haszndltunk, gy bedllitva, hogy minden feladatra
mindkét eljaras mind a tizszer megtaldlta a globalis minimumot.

Ugy talaltuk, hogy a szamitogépes raforditds (a sziikséges CPU-id6 és a fiiggvény-
hivasok szdma) aranyos a helyi minimumok igényelt pontossagaval. Eszerint kiilon-
bozé globélis optimalizaldsi médszerek osszehasonlitdsakor figyelembe kell venni
azok pontossagat is. Ehhez elészor is meg kell hatarozni a globalis minimumok pon-
tos helyét és értékét. Az 1. Tdblazat adja meg a standard globalis optimalizdlasi
feladatok ilyen adatait, jé egyezést mutatva Price eredményeivel [30]. Meg kell
jegyezni, hogy mds szamitégépes pontossiggal persze némileg eltérd értékeket is
kaphatunk. Néhany globalis minimumpontot csak 4-5 értékes jegyre adtunk meg:
ezek esetén a célfiiggvény az optimalis értéket a megadott pont kis kornyezetében
is felveszi.

Meghatdroztuk a [10]-ben hivatkozott globalis optimalizdldsi médszerek eredmé-
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2. Téabldzat. Az értékes jegyek szama a globalis minimum becslésében

Madszer TesztRiggvény

55 ST S10 H3 Hé6 GP RCOS SHCB RB
Branin - - - - - - - - -
Torn* 3,0 2,9 3,2 4,3 2,6 3,9 4,5 - -
Price* 6,2 5,3 5,8 6,4 6,0 3,9 6,3
De Biase | 2,9 34 2,0 4,7 4,7 4,8 - 6,4 -
Boender - = - - - = - - -
A* 7,0 6,8 6,7 6,8 6,9 4,3 7,2 7.1 10,1
B* 4,9 4,0 5,2 43 4.3 4.4 4,1 45 4,7

* Ezek a mddszerek nem haszndljdk a célfiggvény derivaltjait.

nyeinek pontossigit, ahol ez lehetséges volt. A globalis minimumn értékes jegyeinek
szamat a

f=) - f(=*)
£ (z*)l

képlettel definidljuk [3], ahol f(z*) az adott tesztliiggvény globalis minimuma, és
f(z') ennek a program éltal adott becslése. A Rosenbrock (RB) fiiggvény esetén a
globalis minimum nulla, ekkor a —log f(z') képletet hasznaltuk.

A globdlis minimumok becslései értékes jegyeinek szamdt a 2. Tébldzat foglalja
Ossze néhany globalis optimalizdlasi mddszerre. Az A és B eljardsok helyi keresd
rutinjainak parameétereit ugy probaltuk bedllitani, hogy azok hasonlé pontossagot
érjenek el a kiilonboz6 tesztfuggvényeken. Médszeriinknél a pontossdg és a megbiz-
hatésdg csaknem fiiggetlenil volt hangolhatd.

—~log

A globalis optimalizdlasi médszerek dltal a tesztfeladatok megoldasihoz igényelt
figgvényhivasok szamat tartalmazza a 3. Tabldzat. Mivel azok a helyi keresd
eljarasok, amelyek nem hasznaljak a célfiiggvény derivéltjait, rendszerint gyengébb
hatékonysdagliak, ezért az A és B moddszerek inkdbb csak a tobbi derivaltmentes
modszerekkel vethetSk Ossze. Azokat a mddszereket, amelyekrdl ismert, hogy de-
rivaltmentesek, csillaggal jeloltik meg a 2-4. Tablazatokban. Az adatok egy-
egy futdsra vonatkoznak az elsé négy médszer esetén, a Boender és munkatdrsai
moédszerére vonatkozd értékek négy futds atlagaként, az A és B moddszerhez tar-
tozok pedig tiz fiiggetlen futds dtlagaként adodtak. A 3. Tabldzat szerint Boender
és munkatdrsai médszere [4] a leghatékonyabb, mig Torn [38] és Price [30] eljdrdsa
gyengébb hatékonysdgi, mint az A és B algoritmus.

A 4. Téblazat a tesztfeladatok megoldasahoz szitkséges CPU-1d8t adja meg stan-
dard idSegységben. Ezen adatok alapjan az A és B algoritmusok hatdrozottan
gyorsabbaknak mutatkoznak, mint a tobbi derivaltmentes médszer, és az A eljaras
koriilbeliil olyan gyors, mint Boender és munkatdrsaié. Gyakorlati feladatokban
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3. Tabldzat. A fuggvényhivisok szama

Mddszer Teszthiggveny
S5 87 S10 H3 H6 GP RCOS SHCH RB
Branin 5500 5020 4860 = = - = -
To6rn* 3649 3606 3874 2584 3447 2499 1558 - -
Price* 3800 4900 4400 2400 7600 2500 1800 = =
De Biase 620 788 1160 732 807 378 597 717 -
Boender 567 624 755 235 462 398 235 - -
A* 990 1767 2396 216 1446 436 330 233 410
B* 1083 1974 2689 697 2610 386 464 267 1524
* Ezek a mddszerek nem hasznaljak a célliiggvény derivaltjait.

azonban rendszerint tobb CPU-id6 sziikséges a célfiiggveény kiértékeléséhez, mint
a tesztfeladatok esetén, tehat a 4. Tablazat inkabb az egyes mddszerek admi-
nisztracios (overhead) szamitdsi igényeit jellemnzi.

A hagyomanyos, csak figgvény-kiértékelésekre épiilé mddszerek heurisztikus jel-
legliek, igy a numerikus teszt latszik az egyetlen Osszevetési lehetéségnek. A 3.
és a 4. Tédblazat alapjan torténd osszehasonlitds akkor megalapozott, ha az egyes
modszerek azonos megbizhatdsagiak (nagyszamu fliggetlen futds hasonld szdmni e-
setben adja a globdlis minimumot), és azonos pontossigy eredményt szolgaltatnak
(I. 2. Tablazat). Sajnos ezek a kovetelmények ritkan teljesiilnek, sét, a személyes
tisztazasi kisérletek is ellentmondd informacidkat eredményeztek. Mindenesetre, az
A algoritmus mind megbizhatdsiag, mind pontossdg szempontjabdl kimutathatdan
jobb, mint az Osszehasonlitasban szereplé tobbi algoritmus. Ez alapozza meg a
hatékonysdgi Gsszevetést.

(")sszegezve a numerikus tesztek eredményeit megallapithatjuk, hogy Boender
és munkatarsai mddszerének itt vizsgalt két derivaltmentes valtozata hatdrozottan
jobb, mint a tobbi derivaltmentes eljaras. Az A algoritmus hatékonysdga megkoze-
liti az eredetiét. Ez a kvazi-Newton helyi keresdvel elldtott globalis optimalizdlasi
eljaras jol haszndlhatd sima globalis optimalizélasi feladatokhoz, amelyekben a cél-
fliggvény parcialis derivaltjai nem al'nak rendelkezésre, vagy nehezen szamithatdk.
Ugyanez a globalis optimalizalasi kereteljaras az UNIRANDI direkt keresé mddszer-
rel hatékony eszkoz lehet nem-sima, vagy nem-differencidlhato célfiiggvényekhes.

4. Globdlis optimalizdldsi médszerek megbizhatdsdga

Szinte mindegyik globalis optimalizdldsi médszer csak helyi informaciot hasznadl,
tehat a célfiggvény és annak els6- és mdsodrendil parcidlis derivaltjai értékét bi-
zonyos pontokban. Konnyd megmutatni [38], hogy nem létezik olyan determi-
nisztikus algoritmus, amely véges sok ilyen fliggvényhivds révén minden globalis
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4. Tablazat. A standard idSegységek szama

Moédszer Teszthiggvény

S5 ST S10 H3 H6 GP RCOS SHCB RB
Branin 9,0 8,5 9,5 = - - - - -
Torn* 100 124 144 80 156 41 3,7 - -
Price* 139 200 197 75 47,5 28 4,4 - -
De Biase | 26,1 230 33,7 176 231 168 15,2 23,2 -
Boender 35 45 70 1,7 43 15 1,0 - -
A* 30 49 70 1,2 42 13 1,4 1,2 1,0
B* 35 60 88 19 142 1,5 1,6 1,3 1,5

* Ezek a mddszerek nem hasznaljak a célfiiggvény derivaltjait.

optimalizalasi feladatot meg tudna oldani. Emiatt a globalis optimalizdlasi ku-
tatasok az egyre hatékonyabb és megbizhatdbb heurisztikus eljarasok fejlesztésére
koncentralédtak.

A globalis minimum vonzdskorzetének mértéke jellemzi az adott feladat nehéz-
ségét. Ennek az a magyardzata, hogy az olyan hagyomdnyos globalis optimalizdlasi
médszerek, mint amilyent dolgozatunkban is ismertettink, a kisebb vonzdskorzetii
helyi minimumot kisebb valdszintiséggel taldljak meg. Ebbél a szempontbdl a leg-
gyakrabban hasznalatos tesztfeladatok meglehetdsen konnytek, inkdbb csak az al-
goritmusok hatékonysdga vizsgalhatd veliik.

Az alabbiakban egy olyan tesztfeladatot tdrgyalunk, amely az algoritmusok
megbizhatésdgat méri, azaz meghatdrozza azt a nehézségi szintet, amelyhez tar-
tozé globalis optimalizdldsi feladatot az illeté algoritmus még meg tud oldani. A
javasolt n-dimenzids fiiggvény egyszeriien szamithato:

flz) = filz) (2)
i=1
ahol minden i = 1,2,...,n-re:
fi(zi) = z{(sin(1/z:) + 2)
ha z; # 0, és fi(0) = 0. Ha z; # 0, akkor f(z) gradiense
gi(z) = 623 (sin(1/zi) + 2) — zf cos(1/x;),

Hesse-matrixa pedig

Hij(z) =0 (i#7)

Hii(z) = 30zi(sin(1/2;) + 2) — 10z cos(1/z;) — z2sin(1/z;)
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minden i,j = 1,2,...,n-re. Kiilonben g;(z) és H; j(z) nulla (i,j = 1,2,.. Ln). A
gradiens és a Hesse-matrix mindeniitt folytonos IR™-ben. Mivel nyilvanvaldan

n n
Y2l < f(a) <3 zf,
i=1 i=1

ezért f(z) globdlis minimuma JR"™-ben zérus, és ezt az értéket csak az origéban veszi
fel.

1. TETEL. Az f(z) fiiggvénynek megszamlalhatdan végtelen sok helyi minimuma
és maximuma van az n-dimenzids valés térben, és minden extremdlis pontja a

-1<z; <1 i=1,2, sym (3)
n-dimenziés intervallumban van.

BrzonyiTAs. Tekintsiik elészdr az n = 1 esetet. Tegyiik fel, hogy az els§ derivalt
nulla, és 2 # 0. Ekkor érvényes, hogy

6z(sin(1/z) +2) = cos(1/x). (4)

Ezen egyenlet jobboldala -1 és 1 kozolt valtozik, mnig a baloldal 6z és 18z kozott,
az elsd derivalt tehdt csak a (-1/6, 1/6) intervallumban lehet nulla, A (4) egyenlet
jobboldala felveszi a -1 és az 1 értékeket a

[(1/2k7), 1/(2(k + 1)7)) k=3 44, ... (5)

intervallumok mindegyikében, mig ugyanezen intervallumokban

— 1< 6z(sin(l/c) +2) < 1. (6)

Ez azt bizonyitja, hogy az f(z) fiiggvénynek legalabb egy helyi minimuma és maxi-
muma van minden ilyen intervallumban, mivel az elsé derivalt folytonos fiiggvény.
Ezen extrémumpontok kiilonbozdek, mert mind az (5) intervallumok belsejébe es-
nek. Ebbél kévetkezik, hogy legalibb megszéamldlhatéan végtelen sok szélsérték
van a (3) intervallumban.

Konnyen belathaté, hogy f(x) elss és masodik derivaltja nem lehet nulla ugyana-
zon helyen. Mivel a mdsodik derivélt folytonos, ezért minden szélsBértékhez tar-
tozik egy nyitott intervallum IR-ben, amelyben az az egyetlen szélséérték, Ebbél
kovetkezik, hogy f(z)-nek nem lehet JR-ben kontinuum sok helyi extrémuma.

Az f(z) figgvény szepardlhatosdga miatt az elSbbi érvelés nyilvanvaldan kiter-
Jjeszthetd barmely pozitiv egész n-re. m]

Ezek szerint a feltétel nélkiili feladat helyi minimumainak halmaza nem csokken
a (3) korldtok alkalmazdsival. A globdlis minimumpont nem-izolalt (1] abban az
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értelemben, hogy el8all helyi minimumpontok torlédasi pontjaként (és most ez az
egyetlen torléddsi pont). A globdlis minimum vonzdskdrzete nyilvdnvaldan nul-
lamértéki. Az f(z) figgvény legfontosabb tulajdonsiga, hogy minél kisebb helyi
minimumrdl van szd, annal kisebb annak vonziskorzete; ezt a tulajdonsdgot a
globalis optimalizdlasi modszerek megbizhatdsiganak mérésére lehet hasznalni.

Az egydimenzids viltozat helyl minimumpontjait a célfiiggvény értéke szerint
csokkend sorrendbe lehet rendezni, Az £ helyi minimumpont N sorszdma a kovet-
kez& képlettel szamithaté:

N, = 2[|1/z]/2x] — 1+ (sgn(z) — 1)/2,

ahol |.} a legnagyobb, az argumentumndl nem nagyobb egészt, sgn pedig a signum-
fliggvényt jeloli. Az egydimenzids esetben az z helyl minimumpont vonzaskorze-
tének A, méretét jol lehet becsiilni a (4) egyenlet segitségével, ha z abszolit értéke
kicsi. Ekkor a (4) egyenlet baloldala kozel nulla, és A, kozelitéleg a jobboldal z-szel
szomszédos két zérushelyének tavolsdga:

2m

—
=T

A =

Az f(z) fiiggvény numerikus, szamitdgépes valtozata természetesen kiilonbozik
az analitikustol, kilondsen az origd kozelében. Emiatt fontos a tesztfuggvény gon-
dos programozasa.

A javasolt tesztfiiggvény gyorsan szamithaté: az egydimenzids esetben f(x) 1000
kiértékeléséhez 0,306 + 0,006 (SD) standard id8egységre volt sziikség, mig n = 4
esetén a megfeleld érték 0,829+0,001 (SD). Eszerint, még a négydimenzids valtozat
kiszamitasa is valamivel kevesebb CPU-idSt igényel, mint az S5 tesztfuggvényé. A
(2) tesztfiiggvény numerikus valtozatanak értéke az z; € (—1,0-10713,1,0.10713),
i = 1,2,...,n intervallumban volt nulla. Ennek ellenére a szamltogepes abrazolas
elég ﬁnom volt ahhoz, hogy tobb mint egymillié olyan helyi minimuma maradt,
amelynek vonzdskorzete legalabb szdz numerikusan megkilonboztethetd pontot tar-
talmaz.

Az A algoritmust tiz fliggetlen futdssal teszteltilk a (2) feladat egy- és négydimen-
zids valtozatdval a (3) korldtokkal megadott tartomanyon. Az eljards paramétereit
gy 3llitottuk be, hogy a globalis minimumpont becslése minél kézelebb legyen az
origdhoz (igy ezek a paraméterek eltértek a kordbban hasznaltaktol). A megbizhato-
sagi teszt szempontjabdl a helyi keres6 vélasztdsa kozombosnek bizonyult.

Az egydimenziés feladatra a legkisebb talalt helyi minimum 0,523449 - 10~52
volt a 0, 193281 - 108 pontban. Ez az el6bb emlitett sorrendben a 164 687 623. helyi
minimumpont, és vonzdskorzetének nagysaga a képlet alapjdn A; = 0,23472 - 10~16,
A globalis minimumra kapott legrosszabb becslés 0,319144 - 10~23-nak adédott a
—0,119009 - 10-3 pontban; ez a 2673. helyi minimum és A; = 0,88989 . 107,
Az atlagos futds 33,5 standard idSegységet és 22 137 fiiggvényhivdst igényelt.
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A négydimenzids feladatra a globalis minimum legjobb és legrosszabb becslése
0,272099 - 1078, illetve 0,598347 - 10~5 voll. Az atlagos futds 46,1 standard
1dBegységet és 22 020 fliggvényhivast hasznalt.

Ezen eredmények alapjin megéllapithatjuk, hogy a vizsgalt globalis optimaliza-
lsi médszer hangolhaté vigy, hogy alkalmas legyen a legtobb gyakorlati feladat
megbizhaté megolddsara.

5. Numerikus tesztelés légzésmechanikai modell illesztési feladatokkal

Az el8z8ekben targyalt numerikus vizsgilatokon tiil paraméterbecslési médsze-
rink hasznalhatésigat viligitja meg a gyakorlati feladaton végzett tesat is. A lég-
zésmechanikai modellek illesztésére az

f(z) = %Z'Z(wt)—zmod(‘“hr)'z’ (™)

célfliggvényt haszndltuk, ahol z a modellparaméterck vekiora, m az adatpontok
szama, =(wy) az w; valds korfrekvencidn mért komplex impedancia, és Zmod{wi, )«
R — € pedig a vizsgalt modellfiiggvény [5,18,19]. Konnyii megmutatni, hogy a
(7)-ben szerepls komplex eliérések ellendre f(z) felirhaté olyan tisztan valds fiigg-
vényként, amely beillesztheté az (1) feladatba, Tesztiinkben a talan leggyakrabban
tanulmanyozotl légzésmechanikai madellt, a Mead-modellt alkalmaztuk (L. Model 1
a [2)-ben):

_ LR2CiCos® + (1(CrL 4+ C2) + R RyCiCa)s? + (Re(Cr + Ca) + R Co)s + 1

B RaCyCra? 4 (€ + Cy)s !
(®)

ahol s = wv, 1 a képzetes egység, R,, I., Ry, C1, Co pedig pozitiv valés modell-

paraméterek. Ez a feladat mért adatok felhasznildsaval gyakran vezetett tobb,

lényegesen kiilonbozé helyi minimumhoz.

A jelen tesztben médszeriink pontossdgat és hatékonysdgat vizsgaltuk. A korab-
ban emlitett UNIRANDI és kvdzi-Newton helyi keresd eljarasok mellett a kife
Jezetten a legkisebb négyzetes alaki célfiiggvényekhes kifejlesztett Levenberg — Mar-
quardt algoritmust is implementdltuk. A teszthez az adatokat az 5. Tablizatban
megadott paraméterértékekkel szamitottuk a (8) modellfiiggvénnyel a 2,5, 30,...,
10,5 Hz frekvencidkon, (azaz a szokasos alacsonyfrekvencids mérésck w; értékein).
Mivel globélis optimalizdldsi médszeriink sztochasztikus, ezért minden helyi keress-
vel hétszer futtattuk ngyanazon a feladaton. A globalis minimumot minden esetben
megtaléltdk az egyes eljardsok. Az 5. és 6. Tabldzatban 1évé adatok ezen futdsok
atlagaként értelmezenddk.

zmod(s)

Az 5. Téblazat az egyes helyi keresékkel kiegészitett globalis optimalizdlasi al-
goritmus laldlt optimalis paraméter-értékei dtlagat és varidcics koefficiensét (szdras
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5. Tabldzat, A hdrom helyi keresS eljirds hatdsa a modellparaméterek repro-
dukélasdnak pontossigara

Helyi keresd Paraméler
i, I, ) Ity Cy
Eredeti értékek: | 4,00 0,02 0,005 7,00 0,1

UNIRANDI atlag | 4,0335 001944 0,005082 6,9738 0,1105
c.v. 0,0041 0,0144 0,0092 0,0019 0,0760

Levenberg- dtlag | 4,0195 0,01969 0,005055 6,9838 0,1044
Marquardt Cc.V. 0,0128 0,0381 0,0218 0,0044 0,1073

kvdzi-Newton dtlag | 4,0003 0,02000 0,005001 6,9998 0,1001
c.v. 0,0003 0,0007  0,0004 0,0001 0,0023

osztva az atlaggal, jeldlése c.v.) foglalja 6ssze. Bar mindegyik mddszer pontossiga
kielégitd, a kvazi-Newton eljardssal kiegészitett messze a legpontosabb. Meg kell
jegyezni, hogy a kis c.v. érték csak akkor mutatja az illeté modszer pontossagat,
ha csak egyetlen globdlis minimumpont van, és az szeparalt; mig ha a globalis mi-
nimumpontok egy alteret alkotnak, akkor a kis c.v. érték azt jelzi, hogy a vizsgalt
algoritmus nem képes ezt a redundanciat tiikrozni (vo. [2]). Az 5. T4ablazatban a C,
paraméterre kozel egy nagysdgrenddel nagyobb varidcids koefficiensek adédtak, mint
a tobbi paraméterckre. Ez arra utal, hogy a célliggvény kevéshé érzékeny erre a
paraméterre, ami osszhanghan van mérési adatokkal végzett hasonld vizsgalatokkal
[2].

A 6. Tdblazal a hdrom cljdrdsra vonatkozd hatékonysdgi eredményeket foglalja
ossze. Ebben f* jeldli a taldlt globalis minimumot, CPU a megoldashoz hasznalt
CPU-idot masodpercben, NFE pedig a sziikséges fiiggvényhivdsok szamat. Az elsd
hdrom oszlopban szerepl értékek ugyanarra a hét futdsra vonatkozd atlagértékek,
mint amelyek az 5. T4dbldzat adalait szolgaltattik. Az els6 harom oszlop alapjan a
kvazi-Newton mddszer a leghatékonyabb, de az elsé két médszert nehéz osszevetni.
Ezért az utolsé két oszlopban olyan mutatdkat szerepcltetiink, amelyek jellemzik az
illeté cljards hatékonysdgdt: a nagyobb érték nagyobb hatékonysdgot jelez. Ezek
a mutatok is megerdsitik a kvizi-Newton médszer kiemelked§ voltdt, valamint azt,
hogy feladalunkon a Levenberg-Marquardt médszer valamivel jobb hatékonysagu,
mint az UNIRANDI.

Ezek az eredmények némileg meglepSek, hiszen a feladat szerkezete alapjan a
Levenberg-Marquardt mddszernek kellenc a leghatékonyabbnak lennie. Valosziniileg
a viszonylag kevés mintapontra vald illesztés és a célfiiggvény simasiga miatt bi-
zonyult a kvazi-Newton mddszer hatékonyabbnak. A teszteredmények 6sszhangban
vannak az ilyen modellillesztési feladatokra vonatkozd numerikus tapasztalatokkal
(pl. [2.12,26,27]). Egy cikket talaltunk [11], amelyben 8sszchasonlitdsra alkalmas
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6. T4bldzat. A harom paraméterbecslési eljards hatékonysiga

Helyi keresS | 100 f* CPU NFE slr AT
UNIRANDI | 0,8100 646,7 10957 0,00191 0,000113
Levenberg- 1,2676 2090 3632 0,00377 0,000217
Marquardt
kvézi-Newton | 0,0219 1247 2324 0,36690 0,019693

adat van légzésmechanikal modellillesztési eljards hatékonysdgardl. Ott tobb mint
47 000 fiiggvényhivdsra volt szitkség a (8) modell azonositdsahoz 31 impedancia-
adat alapjan. Ezzel szemben globdlis optimalizdlasi mddszeriink a kvdzi-Newton
eljarassal ugyanilyen feladatot mért adatokon az esetek nagy tobbségében 10 000-
nél kevesebb fiiggvényhivassal oldott meg, és tesztinkben atlagosan csak 2324
fiiggvényhivédsra volt szitkség. Eljarasunkat [5,6,18] publikdldsa 6ta szdmos neves
kutatSesoport hasznalja (pl. [12,14,22,26,27,38]).

Fiiggelék: Standard glob4dlis optimalizdlasi tesztfeladatok

Ebben a fiiggelékben a dolgozatban tobb helyen is emlitett standard globalis
optimalizdlasi tesztfeladatokat ismertetjik. Ezeket a szokdsos nemlinedris opti-
malizalasi tesztfeladatoktdl az kiillonbdzteti meg, hogy a lehetséges megoldédsok hal-
mazan rendszerint tobb helyi minimumpont van, és igy egy helyi keresS eljards
nem feltétlenill tudja a globalis minimum helyét meghatdrozni. A tesztfelada-
tok haszndlata tipikus [4,6,8,10,24,32,33,37,38]; inkabb kivételnek szdmit, ha egy
globélis optimalizdlasi médszer numerikus vizsgalatat mds feladatokon végzik el
[39].

A dolgozatban térgyalt algoritmusokhoz jobban kot8d8 adatokat (a globalis
minimum értéke és helye) osszefoglaltuk az 1. Tablzatban, itt az egyes feladatok
leirasat adjuk meg.

1. Shekel feladatok. A célfliggvény 4-véltozds:

= 1
flz) = ‘Zl G_a)l(z_a)+d

ahol a' valds vektor, ¢ valds szam (i = 1,...,m), a lehetséges megoldasok halmaza
0<z; <10(j =1,2,3,4). A feladathoz tartozé adatok:
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1 2 3 4 5 6 T 88 9 10
aj [ 4 I 8 6 3 2 5 8 6 10
ay |4 1 8 6 7 9 5 1 2 36
ah | 4 1 8 6 3 2 5 8 6 7,0
ay |4 1 8 6 7 9 5 1 2 36
¢ |01 02 02 04 04 06 03 0,7 05 05

Az m = 5,7, 10 eseteket az S5, S7, S10 roviditésekkel szokas jeldlni. Ezek rendre 5,7,
illetve 10 helyl mmlmumponttal rende]keznek amelyek helyét kozelitsleg az af vek—
torok adjak meg, az egyes helyi minimumok értéke pedig ~1/¢t kériil van. A felada-
tok jellemzdje, hogy (kiilonosen nagy m esetén) a globalis minimum vonziskorzete
kicsi a lehetséges megoldasok halmazahoz képest, ezért az egyes médszerek gyakran
nem taldljak meg a globdlis minimumot.

2. Hartman feladatok. A célfiggvény alakja:

m n

fm) ==Y ciexp(= Y aij(z; —piy)?)

i=1 j=1

ahol p;,. kozelitdleg az i. helyi minimumpont, és ¢; kozelitbleg a mnge]e]o helyi
minimum. A lehetséges megoldasok halmaza 0 < z; < 1, ahol 7 = 1, 2,...,n. A
feladathoz tartozd adatok n = 3 esetén:

ai j Ci Mg
3,0 10, 30,] 1,01 0,3689 0,1170 0,2673
0,1 10, 35,12 | 04699 0,4387 0,7470
3,0 10, 30, (3,0 0,1091 0,8732 0,5547
0,1 10, 35, 3,2 | 0,03815 10,5743 0,8828

L B = =

Az n = 6 esetre az adatok:

ai C,
10, 30 17, 35 1.1 8 |10
0,05 10, 17, 0,01 80 14| 1.2
30 35 L,7 10, I7
17, 80 005 10, 01 14]32

EESARE SR




32 Csendes Tibor

Pij
0,1312 0,1696 05569 0,0124 0,8283 0,5886
02329 04135 0,8307 0,3736 0,1004 0,9991
02348 0,1451 0,3522 0,2883 0,3047 0,6650
0,4047 0,8828 0,8732 0,5743 0,1091 0,0381

PN N

A globalis minimumpontok koriil a célfiiggvény rendkivill lapos, és ez nem kedvez az
intervallum-aritmetikan alapulé médszereknek. A Hartman feladatok rovid jeldlése
H3, illetve H6.

3. Goldstein-Price feladat. A kétvaltozds célfiggvény

f(z) = [+ (z1+z2+ 1219 — 142y + 322 — 14z, + 62,75 + 322] x
[30 + (221 — 322)2(18 — 322y + 1227 + 481y — 36z 2y + 2722)].
és a lehetséges megoldasok halmaza —2 < z; < 2 (i = 1,2). Ezen négy helyi mini-
mumpont taldlhaté. A célfuggvény bonyolultsiga miatt a természetes intervallum-

kiterjesztésen alapuld befoglald fluggvény altaldban tobb nagysagrenddel szélesebb,
mint a megfeleld értékkészlet. Jelolése GP.

4. Branin feladat. A kétvaltozos célfiiggvény alakja

= = 2
B 1
f(z) = <:2— j?:ﬂ %:1 —6) +10 (1 - g) coszy + 10,

a lehetséges megoldasok halmaza —5 < ry <10, 0 € 7, < 15. Ezen hdrom globalis
minimumpont van. Jelolése RCOS

5. Six-hump-camel-back feladat. A célfiggveny ismét kétvaltozos:

9 1 a2
flry=4ri -2.1r1 + 5:? + Iyry — 413 + 413,

a—5 < r, <5 lehetséges megaldasi halmazzal. A fuggyény szimmetrikus az origéra,
és harom par helyl mimmumpontja van. Jelolése SHCB.

6. Rosenbrock feladat. Az

flz) = 100{zr} — r2)* 4+ (1 — 1y)?
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fliggvényt globalis optimalizaldsi tesztfeladatként a —1 < 2; < 5 korldtokkal szokds
hasznélni. Roviditése RB.

10.

11.

12.
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A CLUSTERING GLOBAL OPTIMIZATION METHOD
FOR PARAMETER ESTIMATION PROBLEMS

In this paper we first show that the objective function of a least squares type nonlinear
parameter estimation problem can be any non-negative real function, and therefore this
class of problems corresponds to global optimization. Two non-derivative implementations
of a global optimization method are presented; with nine standard test functions applied
to measure their efficiency. A new nonlinear test problem is then presented for testing the
reliability of global optimization algorithms. This test function has a countable infinity
of local minima and only one global minimizer. The region of attraction of the global
minimum is of zero measure. The results of efficiency and reliability tests are given, and
three local search procedures are compared by means of a real life problem.
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