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A tobbtermékes oligopol probléma stabilitisarol

1. Bevezetés

TurocHaris [1959] klasszikus dolgozata 6ta az egytermdkes oligopol jaték
Cournot-féle egyensilypontjinak stabilitdsdrol szamos cikk jelent meg. Ebben a
dolgozatban néhény klasszikus eredményt éltaldnositunk a tobbtermékes eset-
re. Feltessziik, hogy az ar- és koltségfiiggvények valamennyien linedrisak. Az
egyensilypont létezdsének bizonyitdsa utdn egy idében diszkrét dinamikus
jitékot fogalmazunk meg, és megadjuk stabilitasdnak sziikséges és elégséges
feltételét is. Majd az idében folytonos dinamikus modellt ismertetjiik és ennek
stabilitdsat elemezziik. Létni fogjuk, hogy a stabilitdsi feltételek lényegesen
kiilonboznek a két esethen. Métrixok S-stabilitdsdnak néhény eredményét
(ArrOW és MoMaNuUs, 1958) hasznéljuk fel a folytonos modell stabilitdsi vizs-
galataindl.

Jelolje n a termelGk (jatékosok) szamédt. Legyen m a killonféle termékek
szdma. Az egyes termeldk stratégidit a kiilonféle termékekbél gyértott mennyi-
ségek jelentik. A £-adik (1< k< n) termeld stratégidja tehdt egy m — dimen-
7168 X = [@4y, Ty, - - ., Xy ] vektorral irhaté le, ahol z;, jeloli az l-edik ter-
mdékbdl gyartott mennyiséget.

Feltessziik, hogy koltségfiiggvényének alakja

m

(J'k(x,}) = 21);([ l'/_-l '+'("/n (]C = l, 2, gt by n), (1)
I=1

ahol by, >0, ¢, 0. Az l-edik (1 < | <" m) termék egységararol is feltessziik,
hogy az Gsszes termeld dltal elGéllitott teljes termékmennyiségek linedris fiigg-
vénye:

m
n= Dy X; + d, (2)
j=1
ahol
n
‘\j = 2 x,‘,j.
k=1
Képezziik az a;, egyiitthatokbdl az m X m tipusi A métrixot. Tegyiik fel a
kivetkezit:
(A) Az A + AT métrix negativ definit.

Ez a feltétel kozvetleniil nehezen ellendrizhets, azonban a kovetkezd esethen
automatikusan teljesiil, amikor az «;; métrixelemekrdl feltessziik, hogy

ay < 0,a; <05 =1). (3)
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|ay| > 3| ay (4a)
J#l
és
lay| > > aul. (4b)
J#l
Ekkor (3), (4a) és (4b): alapjan
2|ay| > Fa; + ayl. (5)

J#
Tehdat A + AT negativ dominéns diagondlis elemekkel rendelkezik, azaz nega-

tiv definit.
A k-adik termel§ kifizetsfiiggvénye ekkor

i (x) = 2’"; Ty Pi(x) — Cp(xy) (6)
=1

Tegyiik fel tovabba a kovetkeziket:

(B)k—=1,2,...,nesetén a k-adik jatékos stratégiahalmaza D, c R™ kor-
latos, zart, konvex. Az irodalomban a D, stratégiahalmazokroél dltalaban azt
teszik fel, hogy

m
Dy = X [0, L],
I=1

ahol L, a k-adik jatékosnak az [-edik termékbdl valé kapacitdsat jelenti. Nyil-
vanvald, hogy az L, szamok végessége esetén a (B) feltétel automatikusan
teljesiil.

A fentiekben a I'={n; D, ..., D,; =, ..., m,} jitékot definidltuk, amelyet
tobbtermékes oligopol jatéknak neveziink.

Ismeretes, hogy az (A) feltétel fennallasa esetén (Id. Sziparovszky, 1978)
7, konvex x;-ban, igy (A) és (B) teljesiilése esetén a Nikaido-Isoda tétel (Id. Szip
és Forao, 1972) alapjan a jatéknak létezik egyensilypontja, azaz létezik olyan
x* = (xF,...,x%€D, X ... XD, vektor, hogy tetszbleges k (1 < k < n) in-
dex és x,€D, mellett

n/f(X*) = ﬂ!{(x’h o »Xz SR xi/t'{» IE Xﬁ)

Ez a klasszikus egyensilypont-probléma statikus, nincs tekintettel a jaté-
kosok dinamikus viselkedésére. A kovetkezd két pontban két modellt muta-
tunk be, amely még a jaték dinamizmusat is figyelembe veszi.

2. A diszkrét modell

Tegyiik fel, hogy a ¢ — 0idSponthan valamennyi jitékos szdmédra adott
valamilyen x,(0) stratégia. Minden ¢ > 0 idGpontban az Osszes jatékos a
kovetkezSképpen gondolkodik. Felteszi, hogy az dsszes tobbi jatékos az el6z6
(¢ — 1)-dik idGpontbeli (mér ismert) stratégiajat valasztja ismét. Ily médon a
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k-adik jatékos a

wl8) = 32400 [ Say[Sae—1) + xk,,-a)] ; dz] »
=1 = 7k
& [ﬁ blt) + ck) =1,3,... %) (7)
=1

fliggvényt maximalizélja x,(f) szerint.

Tegyiik fel a kovetkezGt:

(C) Az x,(t) maximumbhely D, belsejében van. Ennek a feltételnek a jelents-
ségére még visszatériink.

Ekkor a parcidlis derivaltak zérus voltdbdl adédéan az

A + AT 0 0 71 rx(H)7
0 A+ AT | 0 X,(t)
. . . +
it oL M A
0 A A x,(6—1)" o,
A O A X,(t—1) o,
i . - (8)
A A ... 0 X,(t—1) o,
egyenletrendszer addédik, ahol o, = (o, oty - - - )7, az oy; = by; — dj ele-

mekkel. Egyszer invertdlassal a kivetkezd explicit linearis differenciaegyen-
let-rendszer adddik:

rx,(t) r 0B ... Byrx¢-1) (A + AT)-1.q,M
X,(t) BO...B X,(0—1) (A + AT)-1.q,
x,(0) BB ...ollx¢1 (A + AT)-1.q, |,
ahol bevezettiik a
B (I + A-1AT)-1 (10)

jelolést. Ismeretes a differenciaegyenletek elméletébdl, hogy a Cournot-egyen-
salypont akkor és csak akkor stabilis ha a

~rO0B... B
BO... B

BB... 0
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matrix sajatértékeinek abszoliut értéke 1-nél kisebh. Ha bevezetjiik az n-ed-
rendi

&40
10 ... 1

v (12)
11 s O

matrixot, akkor H a kiovetkez Kronecker-szorzat alakban is felirhatd:
H=C(x B. (13)

Legyenek f; a B, y; pedig a C matrix sajatértékei. Ismeretes a kovetkezd ered-
mény (BELLMANN, 1970):

L. lemma: A H métrix sajatértékei a f; y; szorzatok.
Meghatarozzuk ezutan a y; szamokat:
2. lervma: A C matrix sajatértékei —1 és (n - 1).

Bizonyitds: Induljunk ki C sajatérték-egyenletéhdl:

AN RPN | 2y 2z,
| | 2y 2y
e J! s (]4)
| IR P - L2y
ahol z = (z,,...,z,)7 jeloli a sajatvektort. A (14)
alapjan
2:, VZi (= N s ) (15)
JHL
amelyet i-re osszegezve adodik, hogy
n n
(n 1)23, = ;»2;,, (16)
i1 =1
vagyis
n
(n 1 ) 2‘ 2 0 (17)
=1

K¢t eset lehetséges tehat:
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Az elsS esethen megtaldltuk az egyik sajatértéket. A mésik esethen pedig
adjunk z; — t a (15) egyenlethez:

n
0:2.2]::('}/-4- Dz:dl = 1,2 005m), (18)
és minthogy van nemzérus z komponens, sziikségképpen y = —1; amely a C

métrix mésik sajatértékét szolgaltatja. j
Ezek utén bebizonyitjuk az alfejezet f6 eredményét:

1. tétel. Az (A), (B) és (C) feltételeken kiviil tegyiik fel, hogy A—*AT sajit-
értékei valosak. Ekkor a diszkrét dinamikus modell akkor és csak akkor sta-
bilis, ha n < 3.

Bizonyitds: Kimutatjuk eldszor, hogy A~'AT matrix valamennyi sajitér-
téke egységnyi. Ennek igazoldsdra tekintsiik az

A-1AT u = éu

sajatértékegyenletet, majd szorozzuk be balrdl elGszor az A matrixszal, majd az
u* vektorral. Ekkor atrendezés utan azonnal adddik, hogy
T
u* A
b — — = l‘
u* Au

hiszen a szamlal és a nevezs megegyezik.
innek alapjan B sajatértéke (1 + 1)-' =~ igy H sajatértékei
2 j

1) ,
——| és
2

. Ezck abszolit értéke akkor és csak akkor kisebb egynél, ha n << 3.

no

3. A folytonos modell

A folytonos modell esetében a kovetkezdket tessziik fel. Legyen most is
t > 0 valamely (folytonos) idGpont. Jelolje x, és y, a k-adik jitékos aktudlis
¢s profit maximalizalo xtmtggmjat A profitmaximalizalast most is a xogz1tett

Ty Xk 1y Xk 4 1o - - - 5 X stratégidk mellett értjiikk. Ekkor egyszerdi deri-
véldssal adodik, hogy
A+ A’ 0 0 Yil
0 A+ AT 0 Yo
: .
0 0 A+ AT iy,
HOA e AT, IO 57
AO . .. A X, o,
+ . . . . = . L (ls))
L;\‘:\.. 0 _?'(,;_l oy
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ahol ismét feltessziik, hogy a maximumhelyek a D) halmazok bels§ pontjai.
Nyilvdnvaléan

Vi r0 B ...B (A + AT) o,
Yo B O0...B X5 (A + AT) o,
. — . . . . + . . (20)

vl LB B...0odlx, ) LA+A") " a,._
Feltessziik, hogy az egyes jatékosok a

dzx;,
—M = Ty — ) (Vk 1) (21)
dt
differencidlegyenlet-rendszer megoldasdnak megfelelGen folyamatosan véltoz-
tatjdk stratégidgikat, ahol r, >0 (Vk, [). Bevezetve az r, = (r,, .. .r,,)"
vektorokat és az R, = diag (ry, . . ., r,) métrixokat a (21) differencidlegyen-
let-rendszer a tomorebb
=l £ 5 = <Rls
— X1 R, X
dt
d
— X, R, I+ H| X
TR 2 (I + H) +
d .
S x” l{’ h!l
_ dt = - _ -
R, I (A + AT) g,
R, (A o,
f (22)

R, AL (A + AT) 1 q,_

alakban frhaté fel.
Ismeretes, hogy az egyenstlypont a folytonos (22) modell szerint akkor és
csak akkor stabilig, ha az
R, g
R,

(I + H) (23)

R,

métrix valamennyi sajatértékének valds része pozitiv. Ismeretes (Id. Arrow
és McManus, 1958) a kivetkezs eredmény.

3. lemma: Legyen S és T két azonos rend(i négyzetes matrix. Ha S és T + TT
pozitiv definit métrixok, akkor 8 - T valamennyi sajitértékének a valds része
pozitiv.



TOBBTERMEKES OLIGOPOL PROBLEMA 183

Minthogy (23) els§ tényez§je pozitiv diagonalis elemekkel rendelkezd diago-
nalis matrix, mindig pozitiv definit. A lemma alkalmazdsahoz azt kell bizto-
sitanunk, hogy azI + H + I + H” = 21 + (H + H") métrix pozitiv definit.
Ez nyilvdnval6an akkor teljesiil, ha H + HT sajatértékei (—2)-nél valameny
nyien nagyobbak. Minthogy

H + H” =Cx (B + B7),

a H + H” matrix sajatértékei a —e¢ és (n — 1)¢; mennyiségek, ahol ¢ a
B + BT sajatértékeit jeloli. Az egyensilypont tehat akkor és csak akkor sta-
bilis, ha
—>—2 é (n—1l)g >— 2,
azaz
LB ey R (24)
1—n

Ez a feltétel a sajatértékek kiszamitdsa nélkiil kozvetleniil csak nehezen
ellendrizhetd, ezért kiillonosen jelentds a kiovetkezs tétel.

2. tétel. Ha az (A), (B) és (C) feltételek fennallnak, valamint AA” = AT A,
akkor az egyensilypont mindig stabil.

Bizonyitds: Tekintsiik a B + B” métrixot:
B+ BT =(I+A-1AT)-1 4 (I +A-(AT)-Y-1=
— (A-1A + A-1AT)-1 | (AT(AT)-1 + A(AT)-})-1 =
= [A-YA + AT)-1 + [(AT + A) (AT)-1]1 =
= (A + AT)-1 - A + AT(A + AT)-2.

Minthogy A és AT feleserélhets, ugyanesak feleserélhets A és A + AT, igy A
és (A + AT)-lis. Ennek alapjdn

BB =A-(A4AT) !+ AT (A+AT)T=(A + AT + AT) L=,

igy ¢ = 1, amellyel a tételt bizonyitottuk.

Befejezésiil az (A), (B) és (C) feltételek jelentGségérol lesz szo.

Az (A) feltétellel a m;, kifizet6fiiggvényeknek az x, stratégidkban valé konka-
vitasat biztositjuk. A kifizetfiiggvények folytonossaga linearitdsukbél kovet-
kezik.

A (B) feltétel a Nikaido-Isoda tétel alkalmazésdhoz volt sziikséges.

A (C) feltételre azért volt sziikségiink, hogy a (7) figgvény x,(f) szerinti
maximumhelyén a gradiens zérus legyen. Ezzel a feltétellel kapesolatban a
kovetkezG megjegyzést tessziik:

(a) Ha a D, halmaz a [0, L,,] intervallumok direkt sorozata, ahol az I,
korlatok elég nagyok, valamint az optimalis x,(f) vektor komponensei pozitivak,
akkor a (C) feltétel fennall.

(b) Ha az egyensulyi stratégidk valamennyien D, belsejébe esnek, valamint
az 1. vagy 2. tétel feltételei fenndllnak, akkor megfelels kezdeti stratégiakbol
kiindulva biztosithatd, hogy ¢ > 0 esetén is D, belsejébe essenek az optimélis
X, (¢) stratégiak.

( Beérkezett: 1986. febr. 17-én.)
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ON THE STABILITY O THIS MULTIPRODUCT OLIGOPOLY
PROBLEM

The paper gives conditions for the stability of the Cournot-Nash equilibrium point of
the oligopoly game. The model examined generalizes the classical results of Theocharis
(19569). It is assumed that all price and cost functions are linear. Two types of model are
examined; the problems with discrete and continuous time are separately analysed. The
stability of the equilibrium points may be reduced in the first case to the examination of
linear difference equations, in the second to that of linear differential equations. In
the study some properties of the S-stability of matrices (Arrow and McManus, 1958) are
exploited.

O CTABMJIbHOCTH MHOI'OINPOJAYKTOBOM OJIMIOINOJILHOWN MPOBJIEMBI

B crarhe onmichiBaoTest yeioBust CrabuibHoCTH TOYKH PABHOBECHS! 0JIMTONOJILHOI Hrpbl THna
Kypno— Hoawa (Cournot— Nash). PaccvarpuBaemast Mojiei 00001@eT KJIaCCHUCCIKHE pesyib-
ratel Teoxapuca (Theocharis, 1959). B neil npejnonaraercs, uro Bee (GYyHKIH CTOUMOCTIT 11
5aTpaT JMHEHHbIC. AHAJM3UPYIOTCSI IBA THIIA MOJEII: OTJEJILHO PACCMATPHUBAIOTCSI TIPOGIIEMDI,
/e BPEMsT MEHSICTCsT JICKPETHO 1 HENPEPLIBHO. B 1nepBom ciydac cTalMIbHOTCH TOUKH PaBHO-
BECHST CBOAMTCS K JIMHEIHBIM JpPepentmaibibiym YypaBHCHUSIM, BO BTOPOM CAyYae K BONpocy
CTa0HIBHOCTH JIHEHHbIX Juddepertpaibabix ypaBHenuil. TIpn aHaiuse nenob3yiorest Hewo-
Topble cBoicTBa S-crabuiabHocT Matpul (Arrow  McManus, 1058).



