
KOMLÓSI· SÁNDOR

M a t e m a t i k a i p r o g r a m o z á s i f e l a d a t o k o p t i m a li t á s i 
k r i t é r i u m a i r ó l · 

I. ű e v e z e t é s 

A matematikai programozás viszonylag fiatal ága a gyakorlati (és ezen belül
a gazdasági) problémák megoldása során sikerrel és hatékonyan alkalmazható
matematikai elméleteknek. Alapfeladatát a következő feltételes szélsőérték
feladat formájában szokták megfogalmazni:

f(x)-+ max
g;(x) q 0, i = I, ... , m 

=0{ 

ahol x ER" (R" az n-dimenziós euklideszi teret jelöli), az A=W{ célfüggvény és a
g;(x) feltételi függvények tetszőleges számértékű függvények. Az (1) feladat leg
egyszerűbb közgazdasági interpretációja X következő: az A=W{ hozamfüggvény
maximumát keressük az erőforrások korlátozottságát kifejező g;(x) függvények
által meghatározott

X r { x _ v R k g;(x) } 0, i r 1, ... , m}
lehetséges programok halmazán. (lsd. pl. (3, 9. old.])

n z pdr feladat megoldása abban áll, hogy meghatározzuk az összes olyan
x0 EL lehetséges programot, amelyekre teljesül X következő feltétel:

(2) f(xo) 2 f(x), ha x EL.

A (2) feltételnek eleget tevő C0 lehetséges programot az (I) feladat &ű9?>á J?_ 
d7S2&JHá _á 7\ §s &ű9?>8>ű&793 ának nevezzük.

Ha a (2) feltétel az x0 lehetséges program valamely G környezetében teljesül
csupán, vagyis:

=, { f(xo) 2 f(x), ha x EL K G, 
akkor az C0 programot az (1) feladat J&§á J?_\ 7 &ű9?>á J?_ >S2&JHá _á 7\ §s J&§á J?_ 
&ű9?>8>ű&793á 7\ § nevezzük.

Ha a (2), ill. (3) feltételekben C ~ C0 esetén az egyenlőtlenségek szigorú for
mában teljesülnek, akkor az C0 lehetséges programot az (1) feladat _z ?2&· ú &ű9? 
>8>ű&793á 7\ § nevezzük.

>z (1) feladattal kapcsolatban a legfontosabb elméleti és gyakorlati kérdés
az optimális, ill. lokálisan optimális programok meghatározása, előállítása.
Az e célhoz vezető úton az első jelentősebb lépés az &ű9?>\ J?9á_ _z ü §_é 2S_ őSJ9é 9S 
JS?7S§ kidolgozása.

Differenciálható cél és feltételi függvények esetén jól ismertek az (1) feladatra
vonatkozó G8V71: 8U§S· 1X\ 2·\ 72S őSJ9é 9SJS§ (a továbbiakban, röviden, KTL-
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feltételek), amelyek meglehetősen tág feltételek mellett az (1) feladat lokálisan
optimális x0 megoldására adnak szükséges feltételeket [I, 3, 8, 12):

Léteznek olyan t1 .... , 9> nem-negatív valós számok (ún. Lagrange-multi
plikátorok), hogy

(4)
m 

v/(xol = _2; 9s vg,(xo) 
i=I

és

(5) 91g;(x0) = 0, i = l, ... , 1n. 

A vf(x) szimbólum az f(x) függvény gradiens-vektorát jelöli, melyet kényel
mi okokból sorvektornak tekintünk. - z v 7 tér elemeit viszont - szokás sze
rint - oszlopvektornak tekintjük.

A ( 4 )- ( 5) KTL-feltételeknek eleget tevő lehetséges programot a szóban forgó
feladat Gt. t.· 1_?\ U?&7á · ?8S ű&793á 7\ § nevezzük (12, Chapter 8., Definition 5].
Annak eldöntése, hogy egy KTL-stacionárius pont optimális vagy lokálisan
optimális megoldása-e a tekintett feladatnak, további vizsgálódásokat igényel.
Ismeretes, hogy bizonyos program-oszté.lyokra (pl. lineáris, konvex, pszeudo
konvex feladatokra) a KTL-feltételek az optimalitásnak egyúttal elegendő fel
tételei is [12, Chapter 8]. Ismeretesek továbbá olyan eredmények, amelyeknél
a RTL-feltételeket még további feltételekkel egészítik ki oly módon, hogy a ki
egészített feltételrendszer az adott program-osztályra nézve már elegendő le
gyen az optimalitáshoz vagy a lokális optimalitáshoz. Kétszer differenciálható
cél-, illetve feltételi függvények esetén több ilyen ún. másodrendű optimalitáai
feltétel ismeretes [l, 2, 4, 10, 14].

Jelen dolgozat célja megadni olyan új feltételeket (első-, illetve másodrendűe
ket), amelyek a KTL-feltételekkel együtt az (l) feladat esetében a lokális opti
malitás elegendő feltételéül szolgálnak.

II. Egy elsőrendű optimalitási feltétel

G8V7 és t.t8U§S· immár klasszikussá vált cikkükben [OJ bebizonyították, hogy
amennyiben az (l) feladat célfüggvénye konkáv és a lehetséges programok X 
halmaza konvex, úgy a J('J'L-feltételek az optirna.litáanak nem csak szükségm,.
hanem elégséges feltételei is. Ezt az eredményt O. L. O\ 72\ _\ · ?\ 7 általánosí
totta, megmutatván a KTL-feltételek elegenclőségét pszeudokorikáv cél függvé
nyű (1) feladat esetében is [11]. Vizsgá.lódása.ink alapjául Mangasarian tételének
egy általánosítása szolgál. Ennek megfogalmazásához; szükségünk lesz a követ
kező két definícióra.

1. HSő?7?U?ó n Legyen C0 EL. Az X halmazt x0-Lan J&§á J?_\ 7 U_?JJ\ 2_z S· í í 7&§n nevez
zük, ha x0-nak van olyan M gömb környezete, hogy minden x EL íl M vektorra

(6) r :1"' .:i· 0] = { 9C + ( l - t) ] ( I 9 E [0' 1 ]} e Xn 

2. HSő?7íU?ó n A differenciálható eiCm függvényt az C0 ű&79}\ 7 J&§á J?_\ 7 ű_z S8H& 
§&7§á 47\ §n illetve J&§á J?_\ 7 _z ?w&·ú \_ú ű_z S8H&§&7JUá 47\ § nevezzük, ha van az
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x0-nak olyan G gömbkörnyezete, hogy a következő két feltétel közül a felsorolás
sorrendjének megfelelő feltétel teljesül:

(7) ha x E G és /(x) ~ /(.x0), akkor vf(x0)(x - x0) > 0,

és /(x) > /(x0) esetén vf(x0)(x - x0) > O;

(8) ha x E G, x # xg és f(x) > f(xgms akkor vf(xg)(x - x0) > O.

l. tétel. Tekintsük az (1) feladatot. Teljesüljenek az x0 EL pontban a következő
feltételek:

(a) x0 KTL-stacionárius pontja az (1) feladatnak, továbbá a lehetséges prog
ramok X halmaza lokálisan csillagszerű x0-ban,

(b) az f(x) célfüggvény lokálisan pszeudokonkáv (lokálisan szigorúan pszeu
dokonké.v) x0-ban.

Ekkor az x0 lehetséges program lokális optimumpontja (szigorú lokális opti
mumpontja) az (1) feladatnak.

T?z &7Pí 9á _n Legyen G egy olyan gömbkörnyezete x0-nak, amelyre teljesül a
(6) feltétel. A lokális pszeudokonkavitás esetét vizsgálva, az általánosság meg
szorítása nélkül feltehetjük, hogy a (7) feltétel teljesül a G környezeten. Okos
kodjunk indirekt módon: tegyük fel, hogy van olyan x1 EL n Ms hogy /(x1) >
> /(x0). Ebből, a (7) feltétel folytán, a

(9) 'v/(xo)(X1 - Xo) > 0

egyenlőtlenség adódik. Tekintettel arra, hogy az X halmaz lokálisan csillag
szerű x0-ban, ezért (6) szerint [x1, x0] e Ln Mn Most megmutatjuk. hogy

(10) l/Qg1(x0)(J;1 - x0) ~ 0

teljesül mindeni= l, ... , m indexre. Mivel x0-ra teljesül az (5) KTL-feltétel,
ezért elegendő a (10) teljesülését csak az ún. x0-ban aktív feltételekre igazolni.
Legyen tehát i egy olyan index, amelyre gi(x0) = O teljesül. Mivel a
vg,(xg)!xi - xgm > 0 feltételből az következik, hogy az [x1, xg{ szakasznak van
olyan z belső pontja, amelyre g1(z) > 0, ami viszont ellentmondásban van a
tétel azon feltevésével miszerint lx1, x0] e Xs ezért szükségképpen a
Vg1(x0)(x1 - x0) ~ 0 egyenlőtlenségnek kell teljesülnie. Mivel 91 > 0, ezért (10)
érvényessége bizonyítást nyert.

(10)-ből a (4) KTZAeltétel figyelembevételével
m 

V/(.Xo)(X1 - Xo) = ~ ti\7g;(Xo)(X1 - Xo) :S:: 0
i=l

következik, amely viszont ellentmond (9)-nek. Ez az ellentmondás bizonyítja,
hogy f(x) ~ f(xgm teljesül minden x EL n G lehetséges programra.

Az nyilvánvaló, hogy ha a G gömbkörnyezeten a (7) feltétel helyett a nála
erősebb (8) feltétel teljesül, akkor egyetlen x EL íl Ms x ¥ x0 vektorra sem lehet
f(x) = f(x0). b n ' n A n 

A továbbiakban feltételezzük, hogy az f(x) célfüggvény folytonosan differen
ciálható az xg KTL-stacionárius pont valamely környezetében és vf(xgm ¥ O.
Ezen feltételezések mellett megadunk egy, az 1. tétel (b) feltételével ekvivalens
feltételt. Ezen új feltétel kimondásához és az ekvivalencia bizonyításához szük
ségünk van néhány fogalom és jelölés bevezetésére, valamint két segédtételre.

4 Szigma
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Legyen dE Rn olyan normált vektor, amelyre vf(x0)d # 0. Legyen J12. =
= {b1, ... , bn-d e Rn ortonormált vektoroknak egy olyan rendszere, amely
d-vel kiegészítve R"-ben bázist alkot. Jelölje B azt az n»; (n-1)-es mátrixot,
melynek oszlopvektorai rendre a b1, ... , b,,_1 vektorok. Legyen x E Rn tetszőle
ges. Az u = BTx E Rn-1 vektor és av= dTx E .R skalár egyértelműen meghatá
rozzák x-et, ezért az x vektor és az (u, v) rendezett pár között nem teszünk
különbséget. (T a transzponálás jele.)

Tekintsük az f(u, v) = f(x0) egyenletet, ahol x0 = (u0, v0). Az implicit-függ
vény tétel szerint igazak a következő állítások:

(IFT): létezik x0-nak olyan G környezete, u0-nak olyan N környezete és egyet
len olyan N-en definiált differenciálható hd,x,(it) függvény, hogy
(u, v) EG és f(u, v) = /(x0) akkor és csak akkor teljesül, ha u EN és
hd,x,(u) = v; továbbá minden u E N-re érvényes a következő összefüg
gés:

I (' ) - v/(u, hd,x,('u))B
\}tld X U - - '

,,
0 v/(u, hd,x,(11,))d

Vezessük be a következő függvényt:

(11) 

Hd.x,(u) = -(vf(xo)d)hd,x,(it), u EN.

A további vizsgálódásokban ez a korrigált implicit-függvény alapvető szerepet
játszik. A (11) összefüggés felhasználásával egyszerűen igazolható a következő
állítás.

l. seqédtétel. Minden u E N-re

vf(xo)(x - Xo) = vl-ld,x,(u)(u - Uo) + lld,x,('Uo) - Hd,x,(u),

ahol x = (it, hd,x,(u)).

1!1 A következő segédtétel az 1. tétel (b) feltételével ekvivalens.

2. segédtétel. Legyen f(x) folytonosan differenciálható x0 valamely környezeté
ben. Legyen vf(x0)d # 0 és x0 = (u0, v0). Ahhoz, hogy f(x) x0-ban lokálisan
pszeudokonkáv (lokálisan szigorúan pszeudokonkáv) legyen, szükséges és ele
gendő, hogy a Hd.x,(u) korrigált implicit-függvény u0-han lokálisan konkáv
(lokálisan szigorúan konkáv) legyen.

Bizonyitás. Szükségesség: Legyen f(x) lokálisan pazeudokonkáv az x0 pont
ban. x0-nak van olyan G és it0-nak olyan N környezete, melyekre teljesül az
(IFT) állítás. Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy G-n teljesül
a (7) feltétel. Mivel minden u EN esetén x = (u, hd,x,(u)) E G és /(x) = f(x0), ezért
az 1. segédtétel és a (7) összefüggés alapján minden uEN-re igaz a következő
egyenlőtlenség:

(12) 

amely differenciálható függvényekre éppen a lokális konkavitás definíciója.
Elegendőség: Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy minden

u E N-re teljesül a (12) egyenlőtlenség. Megmutatjuk, hogy ekkor a (7) összefog-
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gés teljesül a G környezeten. Rapcsák Tamás egy eredménye alapján azonban
ehelyett elegendő az

x EG, f(x) 2 f(xo) = vf(x0)(x - x0) 2 0

implikáció helyességét igazolni [13, 2.6. Lemma]. Indirekt módon okoskodva
tegyük fel, hogy van olyan x1 E G, amelyre f(x1) > f(x0) és mégis v/(x0)(x1 -

- x0) < 0. E két utóbbi egyenlőtlenségből következik, hogy az f(x) függvény
az [x0, :i:1] szakasz mentén kezdetben csökken, x0 közelében a függvényértékek
az f(x0) értéknél kisebbek lesznek, az x1 végpontban azonban az /(x1) függvény
érték már ismét nem-kisebb, mint f(x0). Lévén az f(x) folytonos az [x0, x1] sza
kasz mentén, ezért az elmondottak alapján nyilvánvaló, hogy van olyan x2 7'- x0 
pontja az [x0, x1] szakasznak, amelyre /(x2) = f(x0) teljesül. Mivel az x2 - x0
vektor csak egy pozitív szorzóban tér el az x1 - x0 vektortól, ezért x2-re még
a v/(x0)(x2 - x0) < 0 feltétel is teljesül. Legyen x2 = (u2, v2). Nyilvánvaló,
hogy it2 EN és v2 = hd,x,(1.l2). Tekintettel az 1. segédtételre, azt kapjuk, hogy

Vf-ld,x,(u0}(il2 - u0) + Hd,x0(u0) - Hd,x,(u2) < 0 .

.Ez viszont ellentmond kiindulási feltevésünknek.
A lokú.lis szigorú pszeudokonkavitásra vonatkozó állítás teljesen hasonlóan

bizonyítható. Q. E. D.
Az imént bizonyított segédtételt az L tétellel kombinálva nyerjük a követ

kező optimalitási tételt.

2. tétel. Tekintsük az (1) feladatot. Teljesüljenek az x0 EL pontban a következő
feltételek:

(a) x0 KTL-staeionárius pontja az (1) feladatnak, továbbá a lehetséges prog
ramok L bal maza lokálisan csillagszerű x0-ban;

(e·) vf(x11)rl / 0 és a Hd,x,(il) korrigált implicit-függvény lokálisan konkáv
(lnká.lisun szigorúan konkáv) az u0 = BTx0 pontban.

Ek kor az x0 lehetséges program lokális optimumpontja (szigorú lokális opti
m u mpon tj a) az (J) feladatnak.

A következő részben kétszer differenciálható f(x) célfüggvényt feltételezve,
a 2. tétel (c) feltételéből kiindulva, az optimalitásnak egy másodrendű jellem
Zl'Sét nyerjük.

III. Egy másodrendű optimalitási feltétel és annak variánsai

Legyen az (1) feladat f(x) célfüggvénye kétszer folytonosan differenciálható
a feladat x0 }{TL-stacionárius pontjának valamely környezetében. Tegyük fel,
hogy vf(x0)cl # 0. Ismert tény, hogy ekkor a hd,x,(u) implicit-függvény, és
ezáltal a Hc1,x,(?l) korrigált implicit-függvény is kétszer folytonosan differenciál
ható az u0 = BT ;i::0 E Rn-1 pont valamely környezetében. Jól ismert továbbá
az is, hogy amennyiben a Hd,x,(u) függvény V2Hd,x,(u) Hesse-mátrixa nega
tív definit az u = u0 pontban, akkor a Hd,x,(u) függvény lokálisan szigorúan
konkáv az u = u0 pontban. Ezt összevetve a 2. tétellel a következő eredményre
jutunk.

4*
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3. tétel. Tekintsük az (1) feladatot. Legyen f(x) kétszer folytonosan differenciál
ható az x0 EL pont valamely környezetében.

Teljesüljenek továbbá a következő feltételek:
(a) x0 KTL-stacionárius pontja az (1) feladatnak és a lehetséges programok

L halmaza lokálisan csillagszer(í. x0-ban;
(d) a V2Hd x,(u0) Hesse-mátrix negatív definit.

Ekkor az x0 lehetséges prograrn szigorú lokális optimumpontja az (1) feladat
nak.

Fenti tétel alkalmazhatósága felveti a V2Hd,x,(u0) Hesse-mátrix kiszámít
hatóságának kérdését, valamint azt, hogy a hd,x,(u) implicit-függvény által
meghatározott V2l-ld,x,(u0) Hesse-mátrix milyen kapcsollttban van magával
az f(x) függvénnyel? Erről a kapcsolatról szól a következő segé<ltétel, melynek
igazságáról az f(u, hd,x,(u)) = const. egyenletből kétszeri differenciálással
lehet meggyőződni.

3. seqédtétel. Legyen /(x) kétszer differenciálható az x0 pont valamely környeze
tében és vf(x0)d # 0. Ekkor érvényes a következő összefüggés:

{13) 

ahol
Q1(Xo) = V2/(Xo),

Q2(Xo, d) = 1
. (v/(xofd7V2/{xo) + v2/(xo)clv/(xo)),

vf(xu)rl 

rtT v2/ (x ) d 
Q (:e , d) = 0 v/(x fv/(xn)-

3 o (V/(xo) d)2 o

A (13) összefüggés jobb oldalára vezessük be a QJJ!,(/: x0, d) jelöló,t, és ezt az
n - 1-ed rendű szimmetrikus mátrixot nevezzük az f(x) fiiggvény x0 pontbeli,
a {d, .fü} házishoz asszociált kvázi Hesse-mátrixának [5, 7].

Valamely {cl, cIB} bázist x0-ban megengedettnek nevezünk, ha ad vektorra
teljesül a v/(x0)d # 0 feltétel. x0-ban megengedett bázis akkor és csak akkor
létezik, ha v/(x0) # 0. E feltétel teljesülése esetén viszont végtelen sok x0-ban
megengedett bázis van. A következő segédtétel különböző megengedett bázi
sokhoz asszociált kvázi Hesse-mátrixok kapcsolatáról szól.

,1. seqédtétei. [6, 3 a. Lemma] Legyen /(x) kétszer differenciálható az x0 pont
valamely környezetében és v/(x0) # 0. Legyenek {d1, .füi} és {d2, cIB2} x0-ban
megengedett bázisok. Ekkor a Qr,r,,(f; x0, d1) és a Qtfi,,(f; x11, d2) kvázi Hesse
mátrixok hasonlóak.

Ebből a segédtételből közvetlenül következik, hogy az f(x) függvény x0 pont
beli valamennyi Qr,r,(f; x0, cl) kvázi Hesse-mátrixa vagy egyidejűleg negatív
definit, vagy egyik sem az.

Ha a 3. tételben a V2Hd,x,(ii0) Hesse-mátrixot a Q33(/; x0, cl) kvázi Hesse
mátrixszal helyettesítjük, akkor Rapcsák Tamás eredményével lényegében
megegyező következő tételhez jutunk.
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4. tétel. [14, 4.1. Tétel] Tekintsük az (1) feladatot. Legyen /(x) kétszer folytono
san differenciálható az x0 EL pont valamely környezetében. Teljesüljenek to
vábbá a következő feltételek:

(a) x0 KTL-stacionárius pontja az (1) feladatnak és a lehetséges programok
L halmaza lokálisan csillagszerű x0-ban,

(e) a Q§.J(/; x0, d) kvázi Hesse-mátrix negatív definit valamely x0-ban meg
engedett { d, .fü} bázisra.

Ekkor az x0 lehetséges program szigorú lokális optimumpontja az (1) feladat
nak.

A következő segédtételből kiderül, hogy a meglehetősen bonyolult képzési
sza.liá.ly ú kvázi Hesse-mátrixok között vannak egyszerűbb szerkezetűek is.

5. seqédtétel. Ha a {d, cfü} x0-ban megengedett IJázis olyan, hogy

bT r:;2f(x0)d = 0

teljesül minden b; E cfü-re, akkor

QJJ>(f; x0, cl) = BT ( \72/(x0) + e~:~::;;)~ v/(x0f \7/(x0)) B.

Bizonyitás. Az állítás nyilvánvaló a kvázi Hesse-mátrix definíciója, a (13)
formula alapján. A segéd tétel feltétele ugyanis nem más, mint a BTv2f(x0)d = 0
iissze(üggés, amiből közvetlenül adódik a B7Q2(x0, d)B = 0 egyenlőség, illetve
a, bizonyítandó állítás.

Ha a d vektor történetesen sajátvektora a v~/(x0) Hesse-mátrixnak, akkor
nz 5. segédtétel feltételei nyilvánvaló módon teljesülnek. Ez az oka annak,
hogy a továbbiakban olyan megengedett bázisokat vizsgálunk, melyek elemei
a v~/(x0) Hesse-m átrix sajátvektorai.

Legyenek u1, ... ,u,, E .lr.11 a v2/(x0) Hesse-mátrix ortonormált eajátvektorai,
h1, ... ,h,, EU pedig a megfelelő sajátértékek. Legyen U az az ortogonális mát
rix, melynek oszlopvektorai 1.1,1, ... , Uw Mivel v/(x0) # 0, ezért van olyan i in
dex, hogy \7/(x0)u; # 0. Legyen cfü; = { u1, ... , U;_1, U;+1, ... , u11}. A további
akban a Q.ro.(/; x0, u;) kvázi Hesse-mátrixot fogjuk vizsgálni.

Legyen liJ; az az n X (n - 1)-es mátrix, melynek oszlopvektorai rendre az
e1, ... , e;_1, e;+1, ... , e11 E R11 egységvektorok. Az 5. segédtétell-ől közvetlent,
adódik a következő összefüggés:

(l4) Q 'TUT ( ''/( ) h; f T f } u "§.JJ/; x0, U;) = /<,; v- Xo + ----\7 (x0) \7 (x0) E;,
(vf(xo)u,)2 

Ennek az összefüggésnek a segítségével a Q,ro1(/; x0, u;) kvázi Hesse-mátrix
negatív definitségének érdekes jellemzését adhatjuk, amely egyúttal az optima
litáH egy új másodrendű elégséges feltételét is szolgáltatja.

5. tétel. Tekintsük az (1) feladatot. Legyen /(x) kétszer folytonosan differenciál
ható az x0 EL pont valamely környezetében és vf(x0) # 0. Legyenek u1, ... ,

U11 E R11 a v2f(x0) Hesse-mátrix ortonormált sajátvektorai, h1, ... , h11 ER pedig
a megfelelő sajátértékek. Teljesüljenek továbbá a következő feltételek:

(a) x0 KTL-stacionárius pontja az (1) feladatnak és a lehetséges programok
L halmaza lokálisan csillagszerű x0-ban,
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(f) a v2/(x0) Hesse-mátrix vagy negatív definit, vagy egyetlen egyszeres
nem-negatív sajátértéke van (legyen ez h,J és teljesül a v/(x0)u1, # 0
összefüggés, amely a h1c > 0 esetben még kiegészül a következő egyenlőt
lenséggel:

(15)

Ekkor az x0 lehetséges progrnm szigorCi lokális opt.imum.pontja az (1) feladat
nak.

Bizonyítás. Ha a, v2/(x0) Hesse-mátrix negatív definit, akkor a (14) össze
függés szerint a Q&1,,(/; x0, ·n1) kvázi Hesse-mátrix ugyancsak negatív definit.
(Itt i egy olyan indexet jelöl, amelyre v/(x0)'lt1 /~ 0.)

Most. tegyük fol, hogy a v2/(x0) mátrixnak h,. az egyetlen egyszeres nem
negatív sajátértéke és v/(:c0)u,, # 0. Ez utóbbi feltétel biztosítja a Q,'űk(f; x0, nd
kvázi Hesse-mátrix létezését. Most megmutatjuk, hogy a feladat feltételei mel
lett ez a mátrix negatív definit. Legyen z E H'1-1 tetszőleges és legyen liJ{z ·-=
= (,::1, ... ,znfr E Rn. A (14) iisszefüggésl;c'.il következik, hogy

(16)

Ha h,, = 0, akkor (16)-ból közvetlenül kiadódik, hogy a (Jwk(f; x0, 1,1,1c) mátrix
negatív definit. Hah"> 0, akkor a

egyenlőtlenség (melynek érvényessége a Ocmchy-Schwarz- Bunyakovszkij-f{· le
egyenlőtlenség segítségével belátható) és a (16) formula figyelembevételóv e l
a következő egyenlőtlenséghez jutunk:

Itt a jobb oldali szorzat első tényezője z # O esetén nyilván negatív, a második
tényező viszont (15) miatt pozitív, következésképpen a bal oldal értéke nega,tív,
ami azt jelenti, hogy a Q§Jk(f; x0, 'U") mátrix negatív definit. Kimutattuk tehát,
hogy bizonyítandó tételünk(/) feltétele maga után vonja a 4. tétel (e) feltételét,
melynek alapján nyilvánvaló az 5. tétel helyessége Q. E. D.

Megemlítjük, hogy az (e) és (f) feltételek valójában ekvivalensek [7].
Míg az imént bizonyított tétel másodrendű optimalitási feltételében - a nem

konkáv esetben - a ,;v2/(x0) mátrix minden sajátvektorának és sajátértékének
ismeretére szükség van, addig a következő tétel másodrendű feltételében - it
nem-konkáv esetben - csak egy sajátérték és a hozzátartozó sajátvektor isme
retére van szükség.
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6: tétel. Az 5. tétel állítása érvényben marad, ha az (f) feltételt a következő fel
tétellel helyettesítjük:

(g) a ·,;;;2/(x0) Hesse-mátrix vagy negatív definit, vagy egyetlen egyszeres
nem-negatív sajátértéke van (legyen ez h1J és teljesül a v/(x0)uk ¥= 0
összefüggés, amely a h1, > 0 esetben kiegészül még a következővel: az

r = (v2/(xo))-1v/(xof

vektorra v/(x0)r > 0 teljesül.

BiwnyUás. Megmutatjuk, hogy a (g) feltétel teljesülése maga után vonja az
(f) feltétel teljesülését. Ehhez csupán a hk > 0 esetet kell vizsgálnunk. Legyen
V a v2/(x0) mátrix sajátvektoraiból a már leírt módon képezett mátrix és
p E Rn az a vektor, amelyre r = Up. Ekkor az r vektorra vonatkozó feltétel
miatt fennáll az

o:v2/(xo) Up = U1' vf(xo)T

összefüggés. Ennek az egyenletnek a koorclinátás alakja a következő:

( 17)

Tekintettel arra, hogy
n

v/(xo)r = vf(xo)Up = _:E (vf(xo)uj)p1, 
j=I

ezért ebből, a ( 17) és a v/(x0)r > 0 feltételekből közvetlenül kiadódik az (f) fel
tételben szereplő

egyenlőtlenség. Q. K D.
Megemlítjük, hogy a (g) és (f) feltételek valójában ekvivalensek [7).

(Beérkezett: 1984. szeptember 15-én.)
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ON OPTIMALITY CRJTEIUA OF MATHEMATTCAL l'LWCIUMMING PROBLEMS

The paper deals with sufficient optimality conditions of inequality constrained non
linear programming problems. Assuming differentiability of tho objective and tho con
straint functions first and second order conditions, respectively, arc elaborated which,
together with the well-known Kuhn-Tucker conditions, are sufficient for local optirnnlity
and strict local optimality, respectively. Fnvost.igations of tho paper are closoly cormeotod
with function properties of local paeudo-concavi 1,y and local Atriet pseudo-concavity,
respectively. Tho local variant of a well-known theorem of Mu.ngaRnrian aervcs as a stu.rLing
point (Theorem 1). From tit is results tho first order chuructcrizubion of local optimality
in terms of the implicit function (Theorem 2). In Lho following, assumiug continuous bidif
ferentiability of the objective function second order condit.ions nro submitted which cnauro
the fulfilment of the first order opt.imality eond it.iona [T'hoorerns :"l-6). Second order op
timality criteria are funclamonLally based on t.ho not.ion of tho quaai-Hossiu.n muí.rix
(Theorem 4) and its various proport.ies. Theorem 5 givoR such a aufficicnt optimality ·011-

dit.ion that may be described by means of tho oigenvalues und eigenvectors of the l lossian
as well as of the gradient-vector of Hie objcct.i vc funcLion. This theorem is a goneral i1/.al.ion
of the classical optimal ily I hcorcm whom I he dof initcnoss of the I fossian mat ri x is roquiro.L

0 l{Pv!TEPvl5IX onTvtMAJlbHOCTvl B 3A):xALIAX MATEMATv!LIECl·{OfO
nPOfPAMMv!POBAH v151

8 CT3TbC paCCM3TpH13illOTC51 IJOllpOCh[ llOCTilTOllffOCTII yCJIOJ.JMti ()IITHMélJll,HOCTII 3a/(all IICJII!·
HCHHOro nporpawaapouaunst e 1-1cJ11-11-1e/.\t11,1MH Ol'pa11w1c11H>1MIr. npc;1110Ji;1ra>1 JlH<IHIJcpc1-11lHPYC
MOCTb ue.neaoü (jly1-11{L(HH M orpa1fl·l'ICIIH11, I.I CTi.lTbC pa3p:1ó0Ta111,1 YCJH)Bllll ncpuoro H nroporo
110pHJ(I(3, xoropue COBMCCTHO C yCJIOIJIIHMH l{y11a-Ta1(1(Cpi1 CJIY)J(itT YCJIO!JI151MH Jl(lCTi\TülfHOCT!I
J101(3JlbHOH II crporo J101(3JlbHOH OllTMM3JlbHOCTH. v!CCJICJ(CllJiiHHH TCCHO Cl.!513é1Hbl co Cl.lOi1CT8aMII
J10KaJ11,1-1on nccunouornyrocru H crporo J101<aJ11,11oi-i nccaJJ,01Jor1-1yTOCTH 1jly1-11<1l1,iií. vlcxo;.111oií
Tülll(Oi-'I HBJl5ICTC51 JIOl(élJlbHl,IH na pHaHT OJ(HOJ.í H3 uauecruux TCOpCM Ma1-rl'i1Cilp51llil ( I. TCOpCMa).
Hcxons H3 HCC M HcnOJJb3YH TCOpeMy O HC}lll!IO?Í c!JYl·ll(llllll, ílOJIY'•laCM iHlilJl!-13 ncpnoro !IOPH!.\I(3
JlOl{élJlbJ-IOj;i OílTHMaJ!hHOCTH e IIOMOUlblO flC,fül-!hlX q1y1-11(1lHH (2. TCOpCMi.1).

8 }J,3Jlbl-lCHLUCM, npeJJ,nOJlélJ'a51 JlBa)l(J\bl 1-1c11pcp1,11111yI0 }(Hljl1j1CpCHl(llpycMOCTb I_\CJICl30ií 1jiy111(
UHH, 3a}J,alOTC51 Téll(HC ycJJOBH51 IJTOporo nop51/{l(il, J(OTOJ)J.IC 0Gccnc,1Ml3il!OT l.ll,IIIOJIHCl·llfC yCJJOIJIIIÍ
onTHM3JlbHOCTH ncpsoro nopH}J,l(a (3. 6. TCopeM:r). YcJI01.lH51 OnT'HMilJlbHOCTH BTOporo 110[151).\l(il
om1paI0TC51 IJ OCHOIJHOM 11a fl0H51TH)( l(Bél3I•I-MaTpHI.(hl Xcccc (4. TCopcw1) M Ha cc pa3Jlll'IHblC
CBOHCTBa. 5. TeopeMa )J,ae1· Tar(Oe ycJJOBHC }J,OCT3T0111·I0CTH, l(OTOpOC MO)l(CT 61,rrr, Ofll!C3HO e no
MOI.l(b!O COÓCTBCHHl>IX 31-1a'1e1-11-11-'r H co6crneHHblX IJCl(TOpOB MilTJ)Hl.(bl Xcccc 1_\CJICBO/.\ lllYHl(L(HH.
3-ra Teope,~ia 51BJ151CTC51 060611(Nlf.lCM rntí l(JlilCCWICC!(OH TCüpCMbl OIITHMélJlbHOCTII, B l(OTOpOH
Tpe6yeTC51 onpe)J,CJlCHHOCTb M3TpMI.(hl Xeccc.


