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Nem-negativ Leontief-inverz létezésének két
kozgazdasagi kritériuma

Bevezetés

A linedris input-ovtput modellel végzett elemzésekben kulesszerepet tolt
be a fajlagos raforditdsi matrix (4) Gn. Leontief-inverze (K — 4)-1. A Leon-
tief-inverz (idénként az egyszeriiség kedvéért: inverz métrix) kiillénbézé lehe-
séges kozgazdasdgi interpretdcidi, amelyekkel itt nem foglalkozunk, rend-
szerint az inverz matrix nem-negativitdsat is megkovetelik. Nem véletlen
tehdt, hogy a nem-negativ Leontief-inverz létezésének matematikai illetve
kozgazdasagi kritériumai megkiilonboztetett figyelmet élveznek az elméleti
irodalomban. Kéziiliik legismertebbek a HAWKINS — Sivmon [3], illetve GaALg
[2] dltal adott kritériumok. Az alternativ kritériumokat és azok egyenértékii-
ségét kimeritd részletességgel targyalja Nikarno [9].

Matematikai szemponthdl nézve a fenti inverz Iétezése és nem-negativitasa
(feltéve, hogy A4 nem-negativ) egyenértékii azzal az allitdssal, hogy 4 domi-
nans sajatértéke 1-nél kisebb (lésd a Perron— Frobenius-féle sajitérték-tétele-
ket, példaul Krekd B. [5], Nikamvo [9], Rozsa P. [11] miivekben). Kozgaz-
déaszok szdmdra tobbet mondanak GarLe [2] in. produktivitdsi kritériumai.
Az A miétrix produktivitasinak feltételezése ismét esak egyenértékii a nem-
negativ inverz matrix létezésének feltételezésével. Gale az dltaldnos, illetve
az irreducibilis 4 métrix esetére kiilon fogalmazta meg a produktivitds koz-
gazdasagi kritériumat. A kritériumok egyarant megadhaték primdlis és dudlis
megfogalmazdsban, amelyeket Rosixsox [10] nyomén technoldgiai illetve
gazdasagi produktivitisnak lehet nevezni.

A technoldgiai produktivitas Gale dltal adott feltétele az dltalinos esetre a
kovetkezSképpen foglalhaté Gssze. Az A riforditdsi egyiitthaté matrix pro-
duktiv, azaz van nem-negativ Leontief-inverze, ha a vizsgilt gazdasighan
minden termékbdl van végss kiboesdtas, vagy ugyanazon dtlagos raforditasok
mellett (egyéb feltételektdl eltekintve) elvben keletkezhetne. Ami a feltétel
elsé felét (tényleges termelés) illeti, ott az a kitétel okozhat fennakadést,
hogy ,,minden termékbdl van végss kiboesitds”, hiszen rendszerint vannak
olyan termékek, amelyekre a végsé fogyasztasban nines sziikség. A fiktiv ter-
melés bevezetésével viszont ismét til matematikaivd valik a feltétel. Hogyan
lehetne eldénteni azt, hogy elképzelheté-e ilyen termelés? A kérdés eldontése
matematikai szemponthél valéban egyenértékii (£ — A) invertdlhatésaganak
megvizsgildsival. Erdemes még a feltétel kapesan utalni arra, hogy bar
explicite nem kotéttiik ki, hogy a vizsgalt gazdasagban minden terméket ter-
melnek, a feltételbsl azonban ez kivetkezik.

A jelzett megkotést kivinta enyhiteni Gale az irreducibilitds fogalmanak
bevezetésével. Ebben az esetben mar elegendd mindéssze annyit feltenni,
hogy legalabb egy dgazat termékéhil van végsd kiboesatas. Az irreducibilitas
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(indekompozébilitas) fogalmat sokféleképpen definialhatjuk és jellemezhet-
jik. Nem célunk ezekkel itt részletesen foglalkozni, a fogalmat nem eléggé
ismerd olvasé szamadra ismét csak a mar korabban jelzett irodalmakat, illetve
Moczir J. [6] dolgozatat ajanlhatjuk. A tovdbbi felhaszndlds szdmara kozol-
jiik az irreducibilitds egyik alternativ definiciéjat. 1§ szerint egy A métrix
akkor irreducibilis, ha barmely i, j indexpar esetén van olyan ¢ = k. k,, ...
.- kg = j indexsorozat, hogy e, ., 0 (t=0,1,... 5 — 1). Kozgazda-
sagilag ez a feltétel annyit jelent, hogy barmely dgazat kozvetleniil (s = 1)
vagy kozvetve (s - 1) igényli barmely mésik agazat termelését. Vagyis ahhoz,
hogy valamely dgazat termelhessen, minden mas dgazatnak termelnie kell. Az
agazatok (termékek) ilyen szoros, kélesonds fiigeGségének feltételezése, kiili-
nosen termékek szintjén megfogalmazott modellek esetén ismét esak ellen-
téthen van a valdsagos megfigyelésekkel, mivel egy gazdasigban nyilvanva-
l6an lehetnek 6ndllé agazatesoportok. Ismét megjegyerziik, hogy a latszélag
enyhébb megkotéssel szemben a teljes termelés vektora most is esak haté-
rozottan pozitiv lehet.

A fentiek miatt érdekesnek litszik megvizsgalni, vajon lehet-e Gale felté-
teleivel egyenértékii, kozgazdasigi oldalrdl kézenfekvébb produktivitasi kri-
tériumokat megfogalmazni. A kérdés termdészetesen inkabb elméleti, s nem
gyakorlati szemponthdl érdekes. Részben emiatt is, vizsgilatunkat a marxi
értékmeghatarozdas ismert input-output modelljének keretében végezziik el
(lisd példaul Bropy A. [1] és Morismima [7]). Meg fogjuk mutatni, hogy
lehetséges Gale kritériumait altaldnositani, illetve kozgazdasigi szemponthol
elfogadhatébbakkal helyettesiteni. A két Gj kritérium az oncélii termelés, illetve
a gazdasag teljes automatizdlhatésiganak szabatos fogalmain alapul. Egyidejii-
leg megmutatjuk azt is, hogy a tiszta drutermelés modelljében a bevezetendd
kritériumok sziikségképpen teljesiilnek és egyben elégségesek a pozitiv értékek
létezésének igazolasahoz.

Produktivitas és oncéla termelés

Egy gazdasagban egy adott dgazatesoportrl akkor mondjuk, hogy éncéli
termelést folytat, ha elGillitott termékeik nem haladjak meg sajat termeld
felhasznaldsukat ugyanezen termékekbdl (kiilsG igények kielégitésérdl tehat
sz6 sem lehet).

Egy a termelés esetén tehat akkor beszéliink oneélia termelésrdl, ha A-nak
van olyan

dekompozicidja, hogy x-et is megfeleléen particionalva azt kapjuk, hogy!

‘

Ty L Agg2y' €8 2y >0, (1)

PKét vektor kozotti nagysagrendi reliciok jelslésére - (minden komponensében
nagyobb), = (nem kisebb és legalibb egy komponensében nagyobb) és - (cavetlen

komponensében sem kisebb) jeleket fogjuk hasznalni.
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Célszerii lesz kozelebbrdl megvilagitani a bevezetett fogalmat. Nyilvanvald,
hogy ha egy gazdasagot zart termelési modellben dbrazolunk, akkor az adott
gazdasig természetszertileg oncéli termelést folytat, s itt a fogalom nem
pérosul semmiféle negativ megitéléssel. Ha viszont a termelést sziiken értel-
mezziik, s a termelés alapvetd céljanak a végss kibocesdtds elérését tekintjiik,
a termel6 fogyasztast pedig sziikséges -,ldoza‘o]ml\ akkor az oncéli termelést
negativan kell megitélniink, olyan tevékenységnek, amely a felhasznalt elsdd-
leges eréforrdsokat elpazarolja. Nyilt modellek esetében rendszerint ez utébbi
értelmezés a helyénvald.

Meg lehet mutatni, hogy a termelé felhaszndlasanal (pétlasnal) tobbet ter-
mel§? gazdasigban az dgazatok egy (valédi) része csak akkor folytathat oncéli
termelést, ha az A matrix, azaz a gazdasag nem teljesen osszefiiggd (reducibilis).

Forditva azonban ez nem sziikségszer(i. Bgy reducibilis gazdasigban — ezt
az allitast be is fogjuk bizonyitani nem folyhat 6neéla termelés, ha minden

agazat kozvetleniil vagy kozvetve hozzajarul a végss kiboesatashoz. Ez viszont
joval enyhébl feltétel, mint az irreducibilitds. Fennallhat ugyanis akkor is,
amikor — szélsGséges esetet véve — a gazdasdg egymastol teljesen figgetlen
agazatesoportokra esik szét. Csupan annyit kell feltételezniink, hogy ezen
onallé dgazatesoportok mindegyikének van valamibdl végsS kiboesatasa, s
ehhez az adott csoporton beliil mindenki valamivel hozzajarul.

Mar itt célszer felhivni a figyelmet arra, hogy Gale kritériumai az onecéli
termelés lehetdségét kizarjik. Az dltalinos esetben ez teljesen nyilvinvalg,
hiszen minden dgazat termékébdl van végsé kiboesatas. A masik esetben
viszont az irreducibilitas feltevése, mint tudjuk, éppen azt jelenti, hogy min-
den dgazat termékére sziikség van, kozvetlenil vagy kozvetve, barmelyik
agazathol szarmazo végss kiboesatas elGallitiasahoz. Vagyis a gyenge produk-
tivitds és az oncéli termelés hianya Gale két kritériumanak dltaldanositasat
szolgaltatja.

Megjegyzendd még a definicié kapesan, hogy az (1) feltételbsl mar az is
kovetkezik, hogy az A,, matrix dominans sajatértéke 1 vagy I-nél nagyobb.
Bz a ‘-thdf(’l((‘f\ “tételekbd] ismert allitas, de kénnyen igazolhatjuk is. Ha
ugyanis a jelzett sajatérték 1-nél kisebb lenne, akkor (K — A,,)~! létezne
és nem-negativ lenne. lNzen inverzzel az (1) egyenlGtlenség (K A,y)x, 0
alakjat heszorozva x, < 0 egyenlGtlenséghez jutnank, ellentétben feltevésiink-
kel. Ha viszont A,, dominans sajatértéke 1 vagy 1-nél nagyobb, akkor nem
létezhet olyan pi nem-negativ vektor, amelyre fenndllna a p§ - p¥ A,, egyen-
I6tlenség.® Kgy olyan gazdasigban, ahol minden dru termeléséhez sziikség
an (kozvetleniil vagy kozvetve) valamilyen pozitiv ard elsédleges erdforrasra,
példéul munkaerdre, mindez egyszersmind azt is jelenti, hogy nines olyan
arrendszer, hogy legalibly egy agazat ne legyen veszteséges. Tiszta drutermelés
viszonyai kozitt tehat az éncéli termelés /clzefoser/p lényegében kizdrt.

Mindezekhdl a fejtegetésekbol is latszik mar, hogy az dncéli termelés hidnya
és a termeld rendszer produktivitdasa e;,ymdst szorosan feltételezd fogd,lmal\ Bzt
fogjuk a kivetkez6kben bebizonyitani. El6szor egy fentebb mar el6rebocsa-
tott allitast fogunk tétel formdajaban bizonyitani.

>

2 [zt a kritériumot gyenge technoldgiai produktivitasnak lehetne nevezni, mivel
Gale mindkét feltétele magiban rejti.

* 18z ugyanis éppen a Gale-féle produktivitasi feltétel dudlis (gazdasigi) valtozata,
amibdl az kovetkezne, hogy a nevezett sajatérték 1-nél kisebb.
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1. TETEL: Egy (gyengén produktiv) gazdasigban, ahol minden Agazat
termel (x > 0) és van végss kibocsatas (x > Ax), akkor és csak akkor folyik
oncéli termelés, ha a végs6 kibocsatast nem adé agazatok kozott vannak
olyanok, amelyek termelését egyetlen végsG kiboesatoé agazat sem igényli,
sem kozvetleniil, sem kozvetve.

Bizonyitds: Nyilvan elegenddé azt megmutatni, hogy azok és csak azok
az dgazatok alkotnak éncéli termelést folytatd dgazatesoportot, amelyek ter-
melésére a végso kibocesatdst adé dgazatok nem tamasztanak sem kozvetleniil,
sem kozvetve igényt.

Legyen I, a végso kiboesaté dgazatok indexeinek halmaza. llyen dgazatok
definicié szerint nem folytathatnak oncéli termelést. Legyen [, azon nem
végso kiboesaté agazatok indexhalmaza, amelyek kozvetleniil vagy kozvetve
sszallitanak” a végsé kiboesatoknak. Azaz j € [, akkor és esak akkor, ha
7¢I, és van ()lyan } == fos Jits o)y index sol(v,at. hogy j. € Iy és aj ., > 0
(t=0,1,..., &k — 1). Nyilvanval6, hogy az I,-be tartoz6 agazatok sem tar-
tozhatnak éneéli agazatesoporthoz.

Oncéli termelést tolytato agazatok tehat csak az N — (I, U I;) dgazatok
kozott lehetnek, ahol N = {1, 2,...,n}. Ha tehat oncélii termelés folyik,
aklkor szitkségképpen kell lenni ()lyan agazatoknak, amelyek sem kozvetleniil,
sem kozvetve nem jarulnak hozzi a végso kibocsatdashoz.

Most megmutatjuk, hogy a fennmaraddé dgazatok valéban egy oncéla ter-
melést folytato csopm'tot képoznek Ehhez v etryuk figyelembe, hogy «,;; —
minden 1 € N — (I, U ;) és j€I,U I, esetén.

Ha ugydniq a; poatlv lenne, akkor az i-edik dgazat kozvetleniil szallitana
vagy egy végso l\ll)ocsatonak vagy egy olyan dtrumtrmk, amelyik kozvetleniil
vagy kozvetve szallit végsd kiboesité agazatnak. Akarmelyik eset all is eld,
az 1-edik agu,at kozvetleniil vagy kmvetv( szallitoja lenne valamelyik végsd
kiboesatonak, gy feltevésiinkkel ellentéthen az I, halmazban lenne.

Particionaljuk most az 4 matrixot és az x vektort az alabbiak szerint:

Agpy = {ay;:0,J€N — (I, U}
2y = {m, 1P EN — (I, UT)}.
Az @ > Awx osszefiiggés miatt, tovabbda mivel 4, — 0 azt kapjuk, hogy
Ly =14 a0,
De mivel ezen dgazatoknak nines végso kibocsatisa, ezért
Ty = Agyy,
vagyis valéban dncélit termelést folytaté agazatokrdl van 8z6.* Kzzel a bizo-
nyitast befejeztiik.
A teljes automatizalhatosdg kritériuméaval valé késGbbi ésszehasonlitdas vé-
gett fel kivanjuk hivni az olvasé figyelmét egy érdekes strukturdlis jellegze-

tességre. Nevezetesen arra, hogy egy gyengén produktiv és oncéli termelést
folytaté gazdasigban van olyan adgazatcsoport (7,), amely esetében A4, — 0

4 Az ilyen termelérendszert Gale [2] kvazi-produktiv gazdasignak nevezi (a mi fogal-
mainkkal csak gyengén produlktiv gazdasigrol beszélhetnénk).
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és a netté kibocsatas megfelelé alvektora a9 = 0. Latni fogjuk majd, hogy
teljes automatizalhatésag esetén ennek dualis megfelel§jét fogjuk kapni.

Valés megfigyelésen alapulé AKM-ek esetében nyilvan minden dgazat ter-
mel (z - 0), s ha a munkaerd-szektor nem szerepel az dgazatok kozott, akkor
kell lennie végss kiboesatdsnak is. Azt viszont nem lehet garantalni, hogy
minden dgazat netté kiboesatasa nem-negativ, ugyanis a kiilsé forrasok (kész-
let, import) igénybevétele egyes agazati kiboesatasok esetében meghaladhatja
a kiilsG fogyasztast. Ha azonban a #ényleges termelés vagy (valtozatlannak
tekintett fajlagos raforditasok mellett) valamilyen fiktiv termelés akkora,
hogy minden agazat nett6 kibocsatasa nem-negativ és néhanyé pozitiv, akkor
az oncéli termelés hidnya biztositja 4 nem-negativ Leontief-inverzének léte-
zését. 1zt fogalmazzuk meg és bizonyitjuk be az aldbbiakban.

2. TETEL: Tegyiik fel, hogy az A fajlagos raforditési egyiitthatokkal jel-
lemzett, gazdasighan minden dgazat termel (x - 0), és minden dgazat nettd
kiboesiatasa nem-negativ, néhanyé pozitiv (azaz a gazdasiag gyengén pro-
duktiv):

x> Ax, (2)
tovabbi a gazdasigban nem folyik oneéli termelés. A fenti gazdasag 4 mat-
rixanak létezik nem-negativ Leontief-inverze. Altalaban pedig, ha A-nak van
nem-negativ L-inverze, akkor az adott raforditdsi egyiitthaték mellett nem
képzelhetG el oneéla termelés.

Bizonyitas: A tétel elsd felének bizonyitasihoz azt fogjuk megmutatni,
hogy A dominans sajatértéke 1-nél kisebb, amib6l mar — mint ismert (lasd

a Perron— Frobenius-tételeket) — kovetkezik allitdsunk helyessége.
Mivel x = 0, ezért tetszdleges 1-nél nagyobb k esetén azt kapjuk, hogy
kx > Aex.

A Perron — Frobenius-tételekbdl kovetkezik,® hogy A(4) (az A métrix domi-
nans sajatértéke) ezen k értékeknél csak kisebb lehet.

Meg kell még mutatni, hogy A(4) nem lehet 1 sem. Indirekt iton bizonyi-
tunk. Ha 1 az A matrix domindns sajatértéke lenne, akkor tartozna hozza
szemipozitfv @, sajatvektor, amely tehat kielégitené az alabbi egyenldséget:

xg=zeAne (3)

A (2) és (3) osszefiiggések Osszevetésébdl kozvetleniil beldthatod, hogy x és
@, aranyaiban sziikségképpen eltér. Eppen ezért van olyan pozitiv « skaldr,
amely esetén az alabbi szabély szerint képzett x, vektor szemipozitiv, de nem
lesz hatdrozottan pozitiv:

X, =& — ¥y

Ugyancsak a (2) és (3) feltételek miatt azt kapjuk, hogy
z, — Az, = x — Az,
azaz x, ugyanazt a végss kibocesatast eredményezi, mint x. Ugyanakkor néhany
agazat x, esetében egyaltalan nem termel. Ez esak akkor fordulhat eld, ha

% Lasd példaul Nikamo (9], HEGepts M.—Zacar E. [4]
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ezen agazatok termelését az adott végss l\l')OC‘idtd,St el6allité agazatok sem
kizvetleniil, sem kozvetve nem igénylik. fgy az 1. tétel értelmében ezek az
agazatok x esetében oncéli termelést folytattak \()Ina, ez pedig feltevésiink-
nek ellentmondana.

Ami a tétel masodik felét illeti, azt kell megmutatnunk, hogy 4-nak nem
lehet olyan

dekompozicidja, hogy az

2 (4)
egyenlGtlenségnek legyen pozitiv megoldisa. Iz jelentené ugyanis az éncéli
termelés lehetOségét.

Korabban mar megmutattuk, hogy a (4) egyenlGtlenség pozitiv megoldésa-
bél az kivetkezne, hogy A, domindns sajatértéke nagyobb vagy egyenld
1-gyel. Ebbél viszont az kivetkezne, hogy 4 domindins sajatértéke is nagyobb
vagy egyenlé 1-gyel ® azaz A-nak nem lenne nemnegativ Leontief-inverze. Kz
pedig feltevésiinknek ellentmondana. A bizonyitast ezzel befejeztiik.

Produktivitis és teljes automatizilhatosig

A teljes automatizalhatosag fogalmat egzakt formaban, tudomasunk szerint
el0szor MorisHIMA és CATEPHORES [8 ] hasznalta egy Neumann-gazdasag kere-
tében. Vezessitk be eldszor is az m* vektort a fajlagos munkaraforditdsok
jelolésére.

Egy A és m* raforditéasi fajlagosokkal jellemzett gazdasigot akkor neveziink
teljesen automatizdlhatonak, ha a termels szféra képes legalabh a sajit termeld
felhasznalasival egyenls termékmennyiséget elGallitani munkaerd felhasznalasa
nélkiil. Azaz, ha van olyan szemipozitiv 2 vektor, amely esetében Ax — »
esm*a = 0.

Konnyen belathato, hogy a teljes automatizalhatdsagnak szitkséges feltétele,
hogy vagy m* = 0* legyen vagy az 4 és m* fejlagos raforditisi egyiitthatok-
nak legyen alabbi jellegti particidja:

Ay 0
[Azl Ae:j

(mE' 0%),

ahol tehat a masodik dgazatesoport egyaltalan nem igényel munkaraforditast.
Teljes automatizaltsig esetén ugyanis csak olyan agazatesoportba tartozo
arukat termelhetnek, amelyek sem kozvetleniil, sem kozvetve nem igényelnek
munkaraforditast.

Osszevetve a fentit az oncéli termelés esetére megfogalmazott 1. tétel
kovetkezményével, laithaté, hogy a teljes automatizalhatésag fogalma szamos

8 Egy nemnegativ méatrix dominéns sajitértéke ugyanis nem lehet kisebb egyetlen
minorjanak dominfins sajatértékénél sem. Lasd példaul Nikamo [9].
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tekintetben az el6bbi dualisanak tekintheté. Ez a dualitds azonban csak
strukturdlisan all fenn, hiszen a teljes automatizalhatésag egy gyengén pro-
duktiv alrendszert feltételez, mig az 6ncéli termelés fennallasa, mint lattuk,
egy improduktiv alrendszer 1étét implikalta. A két feltétel tehat kordantsem
egyenértékii. A marxi értékek elemzése esetében a teljes automatizilds lehetd-
ségét mindenképpen ki kell zarnunk (munka nélkiil miksds gazdasdgban a
munkaértékek fogalma értelmetlenné valik). Latni fogjuk majd viszont, hogy
ennek kizardsa milyen hatasos: mind az értékek létezését mind a pozitivitdsat
biztositja. Miel6tt azonban ennek targyalasara attérnénk, célszerdi kiilon
megvizsgalni a teljes automatizalhatdsig egyes sajatos tulajdonsdgait.

Fentebb jeleztiik mar a teljes automatizalhatésig egy sziitkséges feltételét.
Most kiilon tételben megmutatjuk, hogy produktiv 4 matrix esetén a jelzett
strukturdlis sajatossig sziikséges és elégséges feltétele a teljes automatizal-
hatdsagnak.

3. TETEL: Egy A és m* nem-negativ raforditdsi egyiitthatékkal jellemzett
produktiv gazdasag akkor és csak akkor automatizalhato teljesen, ha az aruk-
nak (dgazatoknak) van egy olyan csoportja, amelyek termeléséhez sem koz-
vetleniil, sem kozvetve ninecs sziikség munkaerdre.

Bizonyitds : Elégségesség. Legyen N az osszes, I, pedig azon aruk (dgazatok)
indexeit tartalmazé halmaz, amelyek termeléséhez nines munkaerdre sziikség.
Ha I, = N, akkor m* = 0* és igy a produktivitds feltételébdl kovetkezik mar
a teljes automatizalis lehetdsége. Ha I, = N (feltevésszeriien nem lehet iires
sem!), akkor 4-t és m*-ot [, = N — I, és I, indexhalmazoknak megfeleléen
particionalva belathatjuk egyrészrdl azt, hogy mi = 0%, mdsrészrol azt, hogy
Ay, = 0. Ellenkez$ esetben ugyanis az I,-be tartozé aruk valamelyikének
vagy kozvetleniil, vagy kozvetve lenne munkaeré-igénye. Mivel pedig A pro-
duktiv, azaz dominans sajatértéke 1-nél kisebb, ezért 4,, minorja is produktiv.

0
Ebbdl mar egyszertien belathatd, hogy talalhato olyan @ — ( vektor, amely-

Lo

ben z, pozitiv, x > Ax és m*x = 0.

Szitkségesség. Legyen x a teljes automatizilhatésdgot eredményezd termelési
vektor és tegyiik fel, hogy az dgazatok sorrendje olyan, hogy a felsorolasban
elél szerepelnek a nem termeld (x, = 0) dgak, hatul a termeld dgak (x, > 0).
Ennek megfelelGen particionilva az egyiitthaté mdtrixot, illetve vektort azt
kapjuk, hogy m, = 0 illetve A, = 0. Ebbdl pedig mar dllitdsunk helyessége
kozvetleniil kiolvashaté. Ezzel a bizonyitést befejeztiik.

A kovetkezd két tételt gy tekintjiikk mint Marx intuitiv fogalomhasznéla-
tanak matematikai igazolasit. Egyszer(ien fogalmazva arrél van sz6, hogy
egy olyan tiszta drutermel§ gazdasigban, amely a munkaerdt nem nélkiiloz-
heti, a raforditési fajlagosok mdtrixa sziikségképpen produktiv és minden
drunak egyértelmiien meghatdrozott, pozitfv munkaértéke van.

4. TETEL: Ha a vizsgilt gazdasigban tiszta arutermelés folyik, azaz az
érvényes 4rak (p, > 0) és bér (w, > 0) mellett egyetlen iru termelése sem
veszteséges (p¥ > p¥ A + w,m*), tovibbd a gazdasigot nem lehet teljesen
automatizalni, akkor a gazdasig fajlagos raforditdsi mdatrixa (4) sziikség-
képpen produktiv.



256 ZALAI ERNO

Bizonyitas: Az a tény, hogy egyetlen aru termelése sem volt veszteséges,
azt is jelenti, hogy az drak nem lehetnek kisebbek az anyagkéltségeknél, azaz

pi - piA (5)

S6t, hatdrozott egyenlGség sem allhat fenn mindenhol, mert akkor a pozitiv
munkabér miatt veszteséggel dllitanak el azon arukat, amelyek (kozvetleniil)
felhasznalnak munkaerdt. Munkardt pedig valahol haszndlni kell, kiilonben
teljesen automatizalt gazdasigrol lenne sz6. Az (5) egyenlGtlenséghdl és p,
pozitivitasab6l kovetkezik, hogy A4 domindns sajatértéke 1-nél nem lehet
nagyobb. Most megmutatjuk, hogy nem lehet 1 sem. Ha ugyanis 1 lenne,
akkor lenne olyan szemipozitiv p vektor, amely kielégitené az alabbi sajat-
érték-egyenletet:

pE = p*A. (6)

Belathat6, hogy p, és p m't’myaibn,"n sziikségképpen eltér egymastél (mivel
az (5) feltétel nem lehet tiszta egyenlGség), ezért van olyan pozitiv és egyértel-
miien meghatarozott «, amely mellett a

p? V ])/‘ o 1/"
vektor nem-negativ , de legalably egy elemében 0. Az (5) és (6) egyenlitlen-
ségekbdl kovetkezik, hogy

P =prA, (7)

tovabbd a nyert egyenlitlenség-rendszerben ott és csak ott szerepelhet egyen-
16ség (illetve egyenlGtlenség), ahol az (5) rendszerben. Legyen marmost

],_,:: {l::p”-': ()}, Il = AV o .[r_).

s particionaljuk a valtozokat és feltételeket ezen indexhalmazoknak meg-
feleléen. Ekkor a (7) egyenlotlenségek 7,-he tartozé részére azt kapjuk, hogy

0* = I):. Z p:.AIZ + U*A‘.!:! 2 0%,

Ebbél kovetkezik egyrészt az, hogy A, = 0, mésrészt pedig az, hogy az
I,-be tartoz6 feltételek (5)-ben is egyenlOségek voltak, azaz:

Ph = Pla Ao

Most mar majdnem céinal vagyunk. Mivel az I,-be tartozo druk termolése
sem volt veszteséges, ezért ott nem hasznalhattak fel (kozvetleniil) munka-
erdt, azaz mi§ = 0*. Masfel6l 4,, az A matrix minorja, fgy 4,, dominans
sajatértéke sem lehet 1-nél nagyobb. A kapott egyenlGség tehdt éppen azt
mutatja, hogy 4,,-nek az 1 dominans sajatértéke. Kzért tartozik hozza szemi-

s . 0
pozitiv x, sajatvektor (v, = A,,2,). Mivel 4,, = 0, m¥ = 0%, ezért az x =

Xy
termelési szintvektor mellett a gazdasig teljesen automatizalt lenne. Ez pedig
feltevésiinknek ellentmondana. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.
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NEM-NEGATIV LEONTIEF INVERZ

A munkaértékek létezése és pozitivitisa

Jeleztiik, hogy az 1j feltételekkel részben az volt a célunk, hogy a vizsgalt
modell keretei kozott a marxi értékek létezésének és pozitivitdsadnak minél
kézenfekvGbb és altaldnosabb kritériumait fogalmazhassuk meg. Tulajdon-
képpen most mar minden sziikséges feltétel rendelkezésiinkre 4ll a kritériu-
mok tételszeri megfogalmazdsahoz. Célszerli azonban elGtte réviden meg-
vilagitani a kérdés kozgazdasagi hatterét.

Korabban mdr utaltunk arra, hogy egy gazdasag teljes automatizalhatdsaga
nem csak utépia, de szoges ellentétben is all magaval a munkaérték fogalma-
val. Ezt a lehetGséget tehat mindenképpen ki kell zdrnunk, de ez semmi
tényleges megkotést nem jelent.

A fenti feltétel mellett még sziikségiink van valamilyen formaban az 4 métrix

produktivitdsat biztosito feltételekre. Ezt, a kordbbiak alapjan, kétféleképpen
fogalmazhatjuk meg. Az 6ncéli termelés hianyanak és a pétlast meghaladd
termelés létezésének feltételezése a gazdasdag produktivitasat technoldgiai
oldalrél biztositand. Joggal felvethet$ azonban az az ellenérv, hogy egy valds
gazdasagban sohasem pdtoljik természetben teljesen az elhasznalt anyagi
eszkozoket. Kz a feltételezés tehat meglehetGsen elvont, ezen még az sem
segit, ha itt Marxra hivatkozunk, aki a bdvitett jratermelést gy targyalja,
mint amelyik tartalmazza az egyszerft ujratermelés mozzanatat. Sokkal
kézenfekvibb tehat a masik 1t, amelyet a tiszta drutermelés sziitkségszeri(
kritériuma tesz lehetdvé. Nevezetesen az a feltevés, hogy ne legyen vesztesé-
ges egyetlen aru termelése sem. Kz a feltétel a teljes automatizalds lehetetlen-
ségével egyiitt gazdasdgi oldalrdl biztositja A métrix produktivitdsat. A tel-
jesség kesdvéért az alabbi tételben mindkét feltételt kozoljiik.
5. TETEL: Tekintsiink egy A és m nem-negativ fajlagos riforditasokkal
jellemzett gazdasagot. Legyen z, > 0 a teljes termelés tényleges nagysdga,
Do 0 a tényleges drak vektora, w, —~ 0 a tényleges munkabér. A fenti gaz-
dasdagban az értékek egyértelmiien 1110Qn1ta1010ttak és pozitivak, ha a gaz-
dasdg nem automatizilhato teljesen és teljesiil az alabbi feltételek koziil vala-
m('lyzll

i) A gazdasdgban nem folyt éncéli termelés, és minden éarubdl legaldbb annyit
termeltek, mint amennyit a termelésben azokbdl felhaszndltak, valamint
legalabh egy arubdl jutott nem termels fogyasztasra is (potlast meghalads
f(’rmel(’s ).

il) A gazdasagban egyetlen ‘Gru termelése sem voll veszleséges.?

Bizonyitas: Mivel vagy a 2. vagy a 4. tétel feltételei teljesiilnek, ezért az
A matrix sziikségképpen produktiv. Az értékek vektora (p) tehat egyértelmiien
meghatdrozhaté az alabbi képlet alapjan (lasd, példaul Bropy A. [1]):

p*=m*E — A)"L.

Az A matrix produktivitisa és a raforditasi egyiitthatok nem-negativitdsa
miatt p sziikkségképpen nem-negativ. Be kell még latnunk, hogy p nemesak

“Természetesen az iparagak atlagaban értendd, hogy egvetlen édru termelése sem
veszteséges. ISgyes egyéni termelék termelhetnek \’qut(suru*l
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nem-negativ, de hatarozottan pozitiv vektor. Tegyiik fel, hogy p valamelyik
komponense, mondjuk az i-edik, nulla lenne, azaz

p; =m*(E — 4)7le; = 0.

ahol ¢; az i-edik n-ed rendii egységvektor.

Az x; = (E — A)~'¢; olyan termelési vektorként értelmezhets, amely esetén
egyrészt az elGallitott termékmennység a potlas igényét meghaladja, masrészt
munkaerd felhasznaldsat nem igényli. Mindez viszont ellentétben allna fel-
tevésiinkkel, amely szerint a gazdasdg nem automatizilhaté teljesen. Ezzel
a bizonyitast befejezziik.

Végeredményben tehit Brody A., Morishima és masok a marxi érték-, ar-
és njratermelési elmélet matematikai megfogalmazasaiban teljes joggal fel-
tételezhették az 4 matrix produktivitasat.

( Beérkezett: 1981, november 4-én )
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TWO ECONOMIC CRITERIA FOR THE EXISTENCE OF NONNEGATIVE
LEONTIEF INVERSE

The productivity of the input-output coefficient matrix (A) plays crucial role in both
the theoretical and applied input-output analysis. This ensures the existence of the
Leontief inverse, (I —A)~'. There are several productivity criteria known in the litera-
ture, among them two criteria proposed by Gale. This paper provides two new criteria
based on the exact concepts of selfserving production and full-automation. They can be
viewed as dual concepts and extensions of Gale’s criteria. In the context of the Marxian
value model it will be shown that these new conditions trivially hold and provide suffi-
cient basis for the existence and positivity of labor values.



NEM-NEGATIV LEONTIEF INVERZ 259

OBA 3KOHOMMYECKWX KPUTEPHUS CYUWECTBOBAHWSI HEHEIATMBHOM
MHBEPCHHW JIEOHTBEBA

B reopeTiHueckix M NpAKTHYeCKUX MCCIIeOBAHMSIX, MPOBOAUMLIX C NOMOIULIO MOAEIM 3a-
TPATHI-BLIXO/, BaKHAasl POJIb NPHUHAIEKUT MaTpHIe l\(u(p(bnunema satpar (A) HMHBEpCHH
Jleonutbesa (E ~ A)~!. M3 9KOHOMUYECKHX M MATEMAaTHYECKHX YCIOBHH cywecrsoBanust (mpo-
JYKTHBHOCTI) HHBEPCHH Haubo0/1ee M3BECTHBI yCIOBUs poayKTuBHOCTH [eitna. B cratbe dop-
MYJIIPYIOTCST JIBa HOBBIX YCJIOBHsI, PABHOBHAUHLIX M OTYACTH 0000U@oumx kpurepun Ieiina.
JIBa yCJI0BHsi OCHOBAHbI HA MAPHDLIX MOHATHSX, HAXOASIIIXCSA B AYaICTHYECKOM OTHOLIEHHH
Mexy coooi, YETKHX MOHSITHSIX TPOM3BOCTBA KAK TAKOBOTO M IT0JIHOH aBTOMATH3aIHH.
OIHOBPEMEHHO T0KA3bIBAETCsI, UTO [EHHOCTHAsi Mojesib Mapica (npemmosaraiomas 4YncTo
TOBapHoe MPOU3BOJACTBO) HEOOXOAHUMO OTBEYAeT HOBLIM YCJIOBHIM, KOTOPbIE OQHOBPEMEHHO
TAIOKE CIYYKAT JOCTATOUHBIMI KPUTEPHSIMIL CYLIECTBOBAHMS MOJIMKHTEIbHOH CTONMOCTH.



