HABLICSEE LASzLO

Korspecifikus termékenységi aranyszamok modellezése

Azokban a tudomanydgakban, ahol a vizsgalatok targyat képezé jelenségek
nem ismételhetSk, a fizikai értelemben vett kisérletezés kizart, allandé prob-
lémat jelent a jelenségek megvalésulasanak modellezése, az empirikus adatok
matematikai jellegii leirasa.

Ez a demografiaban sincs masképp, annak ellenére, hogy altalaban bdséges
népesedés-statisztikai adatok allnak rendelkezésre és a népességtudomény
axiémarendszerét moédszertanat és szamitdsi eljarasait részletesen kidolgoz-
tdk. Az alapprobléma az, hogy a tarsadalmi-gazdasigi-demogréafiai tényezdk
a jelenségek megvaldsuldsat igen dsszetett, bonyolult médon hatdrozzak meg,
és a meghatdroz6 forméaciok sokasdgahoz képest a rendelkezésre all6 konkrét
realizaciok szama kevés.

A tanulmanyban demografiai megoszlasok modellezési lehetdségeit vizs-
galom. A népmozgalom alapjelenségei, a termékenység, a hdzassagi és a vindor-
mozgalom, valamint a halanddsdg, mint az ember életitjahoz kotott jelenségek
szémos megoszlast produkédlnak, példiul életkor szerint. Diszkrét megkozelités-
ben tekinthetjiik azt, mekkora valdszin(iséggel ad gyermeknek életet egy nd
xés (v + 1)-éves kora kozétt (f,), milyen valoszintiséggel koti meg elsé hazas-
sdgat a évesen (n,), mekkora ,esélye” van arra, hogy a-dik és (x + 1)-dik
sziiletésnapja kozott meghaljon (g,). A felsoroltak nem a valdszin(iségszami-
tas értelmében vett valdszinliségeloszlasok, hiszen Osszegiik altalaban nem
egy. Sorozatokrdl, illetve folytonos megkézelitéshen fiiggvényekrdl van szo,
melyek az adott jelenség életkor szerinti megvaldsuldsat leirjak.

A folytonos megkozelités az f, n, q fiiggvényekkel operal, melyek az 2 vél-
toz6 (életkor) folytonos fiiggvényei. Ebben az esetben az (a, @ + a) inter-
vallumban az elhalilozds valészintisége kozelitéleg g(a) da-val egyenld, vagyis
val6szin(iségszamitasi analégiaval ¢ | stiriségfiiggvény”. Azt fogjuk mondani,
hogy q(a) az a életkorbeli elhaldlozas valdsziniisége.

Az empirikus adatok matematikai lefrdsa, a valdszintiségeket megadé fiigg-
vénytipus keresése régéta tirgya demografusok és matematikusok kutatdsai-
nak, jelentdsége a népesedési folyamatok jobb megismerésében nyilvanvals.
Az adott jelenség megvalésuldsat leiré fiiggvény

megadja a jelenség lefolydsat néhany paraméterrel;
lehetévé teszi jelenségek kapesolatanak matematikai vizsgéalatat;
segitségével meghizhatébb eldrejelzés adhaté a jovibeni alakuldsra;

— vizsgalata kozelebb visz a jelenség lényegének feltardsahoz.

A tanulmény annak a kutatdsnak matematikai vonatkozasi részeredmé-
nyeit tartalmazza, melyet a KSH Népességtudomanyi Kutaté Intézetben
folytatunk népmozgalmi jelenségek modellezésével kapesolatban.
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A termékenységi fiiggvény tulajdonsagai

A kovetkezGkben a korspecifikus termékenységi ardnyszamok figgvényszeri
leirasaval foglalkozunk, ami egy @ éves nére — adott naptari évben, vagy
masik szemléletmdd szerint x éves koraban — juté élvesziiletések szama (m,).

Elvesziiletési valészin(iségek helyett azért cel‘;/ex i alanyszdmoka,t tekinteni,
mert a nepmo/ua,lml statisztikdaban koézvetleniil hozzaférhetéek és elGresza-
mitdsi célokra is alkalmasabbak. A tovabbiakban az m,, @ = 15,16, ... 49
adatsort termékenységi aranyszamoknak, a megfelelé folytonos fiiggvényt
termékenységi fiiggvénynek nevezziik.

A termékenységi fiiggvény lényeges kiilsé jegyeinek leirdsara fiiggvény-
elemzési médszer alkalmas. Bar itt csak a termékenységgel foglalkozunk, az
alkalmazott gondolatmenet mas jelenségekre is analég médon alkalmazhato.
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1. dbra. Elvesziiletési ardnyszdmolk az anya kora szerint, 1978.
Forrdas: Demografiai l’}vkonvv, 1978
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Az tjabb magyar termékenységi aranyszamok jellegzetes egyméduszi,
aszimmetrikus gorbe diszkrét pontjai. A gyermeksziilés 13—14 éves korban
kezdddik, a fliggvény igen meredeken emelkedik kériilbeliil 21 —22 éves korig,
ahol maximumét eléri. Ezen legvaldszintibb sziilési kor utan szintén meredeken,
a felfuté dghoz képest azonban kevésbé gyorsan esokken és 50 év kornyékén
gyakorlatilag 0-va valik (1. abra).

Ennek alapjan az m termékenységi fiiggvény egy (x, f) intervallumban,
a ndk tgynevezett propagativ periédusan értelmezett pozitiv fiiggvény. Az
értelmezési  tartomany hatdrpontjaiban egyoldali limesszel rendelkezik:
m(x + 0) = m(f — 0) = 0. A fiiggvények egyetlen szélsGértékhelye a 7, pont,
ami maximumhely és 7, <" u,, az atlagos sziilési kor. Létezik toviabba két
olyan pont, 7, és 7, (z; <~ 7, < 7,), melyekre:

- m konvex (x, 7,)-ben
konkav a (7,, 7,) szakaszon
— konvex 7, és f kozott (2. dbra).

mix) Jr
mh:'o) T
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2. dbra. A termékenyséqgi fiiggvény grdfja

Figyelembe véve, hogy m helyettesitési értéke zo-ban m(z,) feltehetéen
nem fiiggvénye a széban forgé paramétereknek, valamint, ha ezek a parame-
terek egymastdl is fiiggetlenek, a termékenységi fiiggvény legegyszeriibb mo-
delljének egy hatparaméteres fiiggvény adédik:

(1) m(x) = m(x, %, B, To T1s Ty M(Ty))-

Vizsgaljuk meg az m’ derivaltfiiggvény lefutisat. Az m felsorolt tulajdon-
sagaibol kovetkezik, hogy az («, §) intervallumban m’-nek egyetlen zérushelye
a 7, pont, 7,-ben és 7,-ben vannak szélsfiértékhelyel (rl-!)en’ maximuma,
7,-ben minimuma). Tovabba m’ értelmezési tartomanya szmtep (x, B) és a
tapasztalat szerint m’( + 0) = m’(8 — 0) = 0. A derivéltfiiggvény az («, 7,)
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intervallumban csak pozitiv, a (z,, f) szakaszon csak negativ értékeket vesz
fel. Léteznek tovabba a 7, 7, 7; pontok, melyekre m’ konvex az (x, 77) és
(73, 7}) szakaszokon és konkav a (7], 75), (73, ) intervallumokban (3. abra).

Amix)

A

3. abra. Az w derwadltfigguény grafja

Hozzavéve, hogy m gyorsabban tart 0-hoz az o és f végpontokban, mint
m’, a termékenységi fiiggvény és derivaltja kozott az alibbi tipust kapesolat
all fenn:?

2 m @) =— T px)m(w), ¥ € (a p
(2) (@) = o e e mie) v € (x, )

ahol a & fuggvénynek az (x, ) intervallumban nincsen zérushelye. Amennyi-
ben A(x) = alland6, akkor az egyre normalt termdékenységi fliggvény a f-
eloszlas striiségfiiggvénye.

Ez a gondolatmenet megismételhetd abban az esethen is, amikor a termé-

kenységi periédus nem véges (f = + ~o). Ekkor
x— 7

(3) m’ () = —2 h(x)m(x),?
T —

amibdl h(x) = alland6 esetén az egyre normalt termékenységi fiiggvényre a
I-eloszlas siiriségfiiggvénye adddik. Tekintsiink még egy specialis esetet.
Legyen

(4) ke |

)
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1A (2) tipusu egyenletnél — figyelembe véve a termékenységi fiiggvény tulajdonsa-
gait a h flggvény pozitiv. Ugyanis m nem-negativ, (x — @) (x — ) negativ, x — 7,
negativ,ha @ < 7, és pozitiv, ha o > 7, és m’-nek pozitivnak kell lenni (a, 7,)-ban,
negativnak (z,, §)-ban.

2 Végtelen propagativ peridédus esetén a L fiiggvény negativ.
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ekkor az in. Hadwiger-féle eloszlashoz jutunk, melynek altalanos alakja — b
megfelel6 megvalasztdsaval —

exp At
(x — )3 x— o C

Mindharom széban forgé, fiiggvénytipussal j6 eredményeket értek el kiilon-
bozé termékenységi fiiggvények, modellezésénél ([1], [2], [3]).

A fiiggvényvizsgdlati médszerrel kapott (2) illetve (3) differencidlegyenlet
az «, f, T, paraméterekkel és egy h fiiggvénnyel jellemzi a termékenységi
fiiggvényeket. Jelen pillanatban még kevés az ismeretiink ahhoz, hogy h-t
meghatarozhassuk. Nyitott kérdés, hogy h levezetheti-e altalanos demografiai
osszefiiggésekbdl vagy pedig az egyes konkrét termékenységi fiiggvényekhez
kell becsiilniink azt.

ElSszor h becslésével foglalkozunk.

(5) mix) =

B CL'-Z]

Altalanositott Pearson-tipusa eloszlasok

Az elsédleges kutatisi cél az volt, hogy altalinosan hasznalhaté médszert
adjunk népmozgalmi jelenségek modellezésére. Tekintettel arra, hogy az
elézé szakaszban kapott differencialegyenlet-mdédszer a legegyszeriibb fel-
tételezések esetén megadta a hdrom leggyakrabban alkalmazott fiiggvény-
tipust, valamint a (4) tipust kozelitést figyelembe veve h-nak raciondlis tort-
fiiggvény-kozelitése célszer(. Tehdt azt tesszik fel, hogy

Ph(z)

. Q" (x)
ahol Ph és Q" az X valtozé polinomjai, P! és Q" nem nulla az (x, §) interval-
lumban. Ezzel a termékenységi fiiggvényre a

(6) h(x)

Pz
(7) m’ (x) = —— m(x)
Q:

differenciilegyenletet kapjuk, ahol P és @ polinomok, P-nek egyszeres és
egyetlen gyoke (x, f)-ban 7, Q(x) -~ 0, ha x € (, B), tovabba véges propaga-
tiv periédus esetén @Q(x) — Q(B) = 0, nem végesnél Q(x) = 0.

Amennyiben P elséfoki, ¢ pedig legfeljebb méasodfokd polinom, akkor a
(7) differencidlegyenlet a Pearson-tipust eloszlasokat adja:

(8) m’(x) = — R — ()}
ax? + bx + ¢

Ismeretes, hogy a legfontosabb folytonos eloszldsok, igy a normilis, az
exponencialis, a /-, a f-, a Student-, a 42 és a Cauchy-eloszlis Pearson-tipu-
stak (m a siirtiségfiiggvény).

A (7) differencidlegyenletnek eleget tévs, valamely (x, B) értelmezési tar-
toményu siiriségfiiggvényekkel megadott eloszlasokat dltaldnositott Pearson-
tipusi eloszldsoknak, vagy roviden és jellegiikre utalva P|Q-eloszldsoknak fog-
juk nevezni. A (7) differencidlegyenlet egy tetszdleges megoldasara a P[Q-
filgguény elnevezést hasznaljuk ([4]).



278 HABLICSEK LASZLO

Eddigi meggondolasaink alapjan tehat célszerlinek és hatékonynak latszik
népmozgalmi megoszlasok kozelitése PjQ-fiiggvényekkel. Két kérdés meriil fel:

1. Hogyan val6sithaté meg egy P/Q-fiiggvény illesztése a gyakorlatban ?

2. Megfelelnek-e a P/Q-fiiggvények csaladjanak tulajdonsidgai a népmoz-
galmi megoszlasok kozti sszefiiggéseknek ?

Az 1. kérdéssel kapesolatban eljardist adunk a P/Q-fiiggvények paraméterei-
nek becslésére, aminek kovetkeztében adott p és g fokszamok esetében kiva-
laszthaté a legjobban illeszkeds P[Q-fiiggvény. A 2. kérdésnél azt fogjuk
bizonyitani, hogy a népmozgalmi megoszlisok bizonyos kapesolatba hozhaték
ilyen tipusn fiiggvényekkel.

P/Q-fiiggvények illesztése

Adott p és g fokszamok esetében vizsgaljuk egy P/Q-fiiggvény paraméterei-
nek becslését. Legyen 7€ («, §) és adjuk meg az m(r) értéket. Ekkor a (7)
differencialegyenlet egyértelmiien megoldhato és

X

~ P
(9) m(x) = m(t) exp J __i?,/) dy.

J Q)
Ha adottak az m,, x = 15, 16, , 49 ‘ucinyshimok akkor az elméleti m

fuggvenyt kozelits PlQ- fuggwény becsléséhez a P és @ polinomok egyiitt-
hatéit és egy () értéket kell , legjobban’ megvélasztani. Legyen

(10) P(.r):fzp‘u,,-.zri és  Qa) - él/,.:'i.

=0 [==0

ahol feltételezhetjiik, hogy @, = 1. Mivel a ¢ polinom gyokei az a és a § érté-
kek és ebben az esetben a (") differencidlegyenletnek nincs eltvlmc a becslé-
seket valamely («,, #,) intervallumban végezziik el, ahol o <7 a; <~ <
A Uyakor]atban 11 — 15 és B, — 50 megfelel§ valasztasnak mutatkozik. \llvvl
Qx) -~ 0, ha x € (xy, py), e/ert a (7) differencidlegyenleth6l a & nemnegativ
egész értékekre a
(11) *Qx)m’ (x) = o* P(x)m(x)
osszefiiggések kaphatok. Vezessitk be az m fiiggvénynek az intervallumra
vonatkoz6 ,,momentumait’”’

Ps
(12) Mi(xy, By) = | @'m(a)da.

Integraljuk a (11) egyenletek mindkét oldaldt az («,, #,) intervallumban, a
bal oldalakat parcialisan. Ekkor k kiilonbozs értékeire fennallnak a

m(By) BrQ(B,) — m(xy) e} Q(oty) — 2 bi(i + k) Myl By) = Eai'MHk(“)v £1)

=0
(13)
egyenlségek, ahol M | (xy, f,)-et O-nak értelmezziik ([5]).



KORSPECIFIKUS TERMEKENYSEG 279

A (13) egyenletrendszer a P és @ polinomok egyiitthatéiban linearis. Ameny-
nyiben ismertek az M (e, f;), ¢ = 0,1,...,p + ¢ + 1 + max (p,q) momen-
tumok, valamint az m(e,), m(8,) értékek, akkor a P és @ polinomok egyiitt-
hatéi meghatirozhatok. A gyakorlatban az M;(«;, f;) elméleti momentumo-
kat (x, = 15, 8; = 50 esetén) a

~ 49 .
(14) W15,49) = 3 (& + 0,5)m,
x=15

tapasztalati értékekkel helyettesitjiik, az m(15) és m(50) értékeket pedig
valamilyen meggondolds, interpoldcié sth. itjan vehetjiik fel. A termékeny-
ség esetében példaul m(15) = my;/2 és m(50) = 0,0 j6 becslésnek latszik.

Felmeriil a kérdés, m(x,)-nek és m(f;)-nek a gyakorlatban komoly problé-
mét okozé becslését, hogyan lehetne kikiiszobdlni.

A (13) egyenlethdl szemeljiik ki a k-dik, (£ + 1)-dik és (k + 2)-dik egyen-
letet (ami egyben jelentse a k, k 4+ 1 és k + 2 értékekhez tartozé egyenlete-
ket). A tomorebb irdasméd kedvéért vezessitk be az

B’ p
Af = Dbl + k) My (g, f1) és a Bp= 2 O Migilo, By)
=0

=0

jeloléseket. Ekkor a (13) egyenletrendszer igy médosul:

(16) m(B1) BrQ(B,) — mlay) ok Qla;) = Ay + Bj.

ahiol k= 0 e
A (k + 1)-dik egyenletet osszuk el §-el és vonjuk ki a k értékhez tartozé-

bol. Ekkor az

ok

L
mlo) Qles) = A + B — - (452 + BEH)
1

TR
B
osszefiiggést kapjuk. Ugyanez k helyett (k + 1)-el:
' ; 1
e ’] - _o_‘lJm(a])Q(al) = A 4+ BET — — (452 + B
i B
A masodik egyenletet osszuk el a,-el, vonjuk ki az els6bdl, ekkor a két egyen-
leth6l megkapjuk a
_ , 1 1 , i 1 -
(17) Ab+ B —|— + —) (45 4 BEY) + — (46T + BEtY) =0,
%y 1 o fy

k= 0,1,... osszefliggéseket, melyekben mar csak az a3, értékek, a momen-
tumok és a polinomok egyiitthat6i szerepelnek. A (17) osszefliggésben az
M(xy, B,) ~ M («y, 8,) helyettesitéseket végrehajtva végiil a paramétereket a

g ; ; L 1) o {
Zbi(U +E) Mgy — G+ ke + 1) |— + 'f] My +—— (G + b+ 2) M| +
i=0 ay 1 %1
p = 1 R TRE e
(18) + Ja; (Mi+l.' AVELSS LM e Mijyp2) =0
=0 % 1 %14
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egyenletekbdl szamithatjuk, ahol £ =0.1,...,(p + ¢). A kapott p + ¢ + 1
egyenlet p + ¢ + 1 ismeretlent tartalmaz (a, = 1), és a gyakorlatban altala-

ban egyértelmiien megoldhaté. A P és ¢ polinomok egyiitthatéinak ismereté-
ben numerikus mddszerrel meghatarozhaték a polinomok zérushelyei, vala-

mint a kozelitd értékek.
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1. abra. P/Q-figgvény illesztése az 1978. évi korspecifikus termékenyséyi ardanyszdmokhoz
(p=1,9=4)

P|Q-fuggvények illesztésére a (18) egyenletrendszert hasznalva szamito-
gépes programot készitettiink FORTRAN nyelven, amely a KSH Szamito-

koézpontjaban futott.
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A program alapjan elészor a momentumok becslésére, majd a (18) egyenlet-
rendszer megoldasara keriil sor. A kapott egyiitthaték alapjan numerikus
eljaras hecsli a P és @ polinomok gyokeit, valamint az

‘P,
—=ldy
jQ(y)

(x egész) integrdlokat. Mivel a termékenységi ardnyszamok dsszege, az Gn.
teljes termékenyséy fontos mutaté a demografidban, az m, ardnyszdmokhoz
ugy illesztettiik az

md = exp

" PW) ,,_]
=y
J Qy)

o

becsléseket, hogy a szorzétényezs egyittal a becesiilt feljes termékenység legyen.
Ehhez egy ¢ szorzét hatdroztunk meg a
49 570 2
: 1
(19) im0 —g
x=15 2 7;10
v

y=15

= min.

feltétellel. Az illeszkedés josigat az eltérések négyzetosszegével és a két
adatsor kozti korrelaciéval mértiik.

Az 1. tablizat és a 4. dbra az 1978. évi korspecifikus termékenységi ariny-
szamokra a p — 1 és ¢ = 4 fokszdmu P/Q-fiiggvény illesztésének eredményeit
tartalmazza.

Az eredmények azt mutatjik, hogy a p — 1, ¢ = 4 fokszdmi P/@Q-fiiggvé-
nyek csaliddja minimélis hibdval irja le az 1978. évi termékenységi ardnysza-
mokat. Lényegében az illeszkedés olyan j6, hogy az eltérések okdnak az empi-
rikus adatok véletlen ingadozésit is tekinthetjiik.

Osszehasonlitds végett megjegyezziik, hogy az 1961. évi korspecifikus ter-
mékenységi ardnyszimok [-eloszlason alapulé modellje esetében a négyzetes
eltérésre 1491,6 addédott ([1]), mig a p = 1, ¢ = 4 fokszdma P/Q-fiiggvény
esetében 139,98, azaz utébbi tobb mint 10-szer jobb illeszkedést produkal.

P/Q-fiiggvények tulajdonsigai

Jeloljitk I-el azon PJQ-fiiggvények csaladjit, melyeknek értelmezési tar-
tomanya (x, ) < (0, 4-=c), és értelmezési tartomanyuk minden pontjaban pozi-
tiv értéket vesznek fel. Az I fiiggvényosztily a fiiggvényszorzdsra nézve
csoportot alkot.

Valéban ha f és g € 9, akkor f - g értelmezési tartomanya is részhalmaza
(0, +~)-nek és f - g pozitiv. Ha f-et a P/ és @, g-t a P¢ és Q¢ polinomok
hatarozzik meg, akkor

P P
(fy)’:f’f/+ff/’:{ # OJ(ffl}

Qf Qa

4 Szigria
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1. lablazat

PJQ fuggriny illesztése az 1978. évi korspecifikus termikenységi aranyszamokhoz

. (p=1q=4)
A P(x) polinom egyiitthatoi: ay, = —21,84 a; = 1,0
A Q(z) polinom egyiitthatéi: by = — 68,67 b, = 10,2 b, = 0,435

by = 0,00176 b, = 0,0000723
A P polinom gydke (médusz): 21,84

A Q polinom gydokei: 13,91%, 48,14%**

Empirikus | Becsiilt

Kor _—_——

arduyszimok (°/y9)

15 l 10,6 1 8,5
16 : 20,8 | 20,9
17 62,9 ‘ 67,0
18 | 10.4,7 109,3
19 ; 115.0 145,0
20 ‘ 173,3 16,0
e 17957 177,4
22 i 175,0 176,1
23 168,7 167,2
24 \ 154,9 153,8
25 138,3 138,2
26 ‘ 119.7 121,9
27 105,9 106, 1
258 90,1 91,1
29 75,3 71,5
30 ‘ 66,0 65,3
31 l 56,6 | 54,5
32 13,7 15,1
33 ' 37,2 37,0
34 | 31,1 30,0
35 ' 23.3 21.1
36 | 19,7 19.1
37 11,2 14,9
38 11,5 11,5
39 I 8.9 8.6
10 ; 5,9 6.3
41 1,7 1.5
42 3,2 3.0
43 \ 2,0 1.9
k' 0 | 0.9 1.1
45 i 0,4 0.5
16 0,2 | 0.3
47 ' 0,1 0.0
48 | 0,0 0,0
49 r 0,0 | 0.0

Négyzetes eltérés: 95,772
Korrelacié: 0,9996

* 13,91 valéjaban Q szélsdértékhelye, de Q(13,91) kozel 0.
** A B = 48,14 érték mutatja, hogy a f#; = 50 érték magas.

miatt az f - ¢ fiiggvényre (7) tipusi differencidlegyenlet all fenn, tehat fg € IIL.
Hasonléan igazolhat6, hogy ha f, g € I, akkor f/g € . Az azonosan 1 fiigg-
vény nyilvan Il eleme, és egyben egységelem. Az f fiiggvény inverze az Il
csoportban 1/f.
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A P[Q-fiuggvények csoporttulajdonsaganak alapvetd demografiai parhuzama
van. A demogréfia egyik alapfelvetése szerint a népmozgalmi jelenségek fiig-
getlenek. Bz az tn. figgetlenségi hipotézis azt jelenti, hogy a jelenségek hatédsa
izolalhat6. Ha A és B két jelenség, akkor létezik A-nak és B-nek ¢,(x) és
qp (@) x-beni megvaldsuldsi valoszintisége, azzal a feltételezéssel, hogy a masik
jelenséget teljesen kikiiszoboljitk. Kkkor a fuggetlen, pa(x) =1 — ga(x),
ppl@) =1 — qplx) megmaraddsi valészin(iségek® szorzata a valésidgban ta-
pasztalt megmaradasi valdsziniiséggel egyenld.

(20) Pal@) - ppla) = pap(@),

vagyis a megmaraddsi valésziniiségek halmaza zdrt a szorzdsra nézve.

A PjQ-figgvények csoporttulajdonsiga és a népmozgalmi jelenségek meg-
maradési valdszinliségeinek szorzattulajdonsdga arra utal, hogy P[Q-fiiggvé-
nyek a népmozgalmi megoszlasok egészével kapesolatba hozhatok.

Osszefoglalva az eddigieket, a modellezésnél a fiiggvényvizsgilati médszer-
rel indulva egy differencidlegyenlethez jutottunk. A (2) illetve (3) differen-
cialegyenletekben az ismeretlen h fiiggvény legegyszeriibb kozelitései meg-
adtak a szakirodalom éltal javasolt harom legfontosabb modellt. A & fiiggvény
kozelitése racionalis tortfiiggvénnyel célszeri, ennek alapjan a termékeny-
ségi aranyszamokat P/Q-fiiggvénnyel becsiiltiik. A P/Q-fiiggvények illesztése
szamitogép igénybevételével lényegében problémamentesen megoldhaté. Az
eredmények azt mutattak, hogy plusz harom paraméter bevezetése 10-szeres
illeszkedésjavulast eredményez, és lényegében az alkalmazott fiiggvény elmé-
leti modellnek tekinthetd. Ezenkiviil a P/Q-fiiggvények struktiraja, tulajdon-
sagai analégiat mutatnak a népmozgalmi megoszlasok tulajdonsagaival.

A megoszlas kiilsG jegyeinek elemzése mellett a jelenség természetére vo-
natkozo feltételezések alapjan is megkisérelhetjiilk a modellalkotast. A kovet-
JrezGkben ezzel foglalkozunk.

A termékenység autoregressziv modellje

A termékenységnek, mint demogrifiai jelenségnek megvaldésulasat altala-
nossagban harom faktor befolydsolja.

1. természetes termékenység

2. demografiai tényeziok

3. tarsadalmi-gazdasagi hatasok.
A harom hefolyisolé tényezd koziil az els6 kettd funkcionalis jellegii, azaz meg-
hatdrozott nagysagukhoz a termékenységi aranyszamok meghatarozott nagy-
saga tartozik. A tarsadalmi-gazdasigi koriilmények adaptiv jellegiiek, tehat
,,sztochasztikusan” befolydsoljdk a termékenységet. IKnnek alapjan a kovet-
kezd modellt vehetjiik fel:

Legyen (02, A, P) val6sziniiségi mezd, ahol Q a propagativ kord nék hal-
maza. Jelolje adott o € Q esetén &/(w), n,(®), {(®), o (w) rendre a ¢ éves kor-
ban az @ nd altal sziilt gyermekek szimat, a természetes termékenység hata-

ETehéit annak valdszintisége, hogy az 4 illetve a B jelenség nem valdsul meg.,

4%
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sat, a demografial tényezGket és a tarsadalmi-gazdasdgi faktort. Ekkor

t t
91) e » "
(21) & = [ la)n— + b(2) ¢ 1dr + [ da,

1] 0
irhaté homogén megkozelitésben, ahol « és b determinisztikus fiiggvények,
¢, pedig valészintiségi valtozé. Kézenfekvs felvenni, hogy a természetes ter-
mékenység és a demografiai tényezOk a megeléz6 &, értékben Gsszpontosul-
nak és hogy a ndk egészére nézve a ,maradék” tarsadalmi-gazdasigi hatds
varhaté értéke zérus koriil van.* Emiatt a

t ¢

=\ At — ). dv + ‘ B, dx,

% 0

are

(22)

t
elGallitds lesz érvényes, ahol M( [ B dx) = 0. A (22) 6sszefiiggéshen a deter-
0
minisztikus részre azt lehet mondani, hogy A(z) mar igen kicsi, ha (¢ — 7)
nagy, vagyis, hogy & kielégitGen megadhaté néhany megelzé érték linedris
kombinécidjaval. Emiatt — feltéve, hogy egy konstans p idé elteltével mar
a megel6z6 &, értékek hatdsa elenyészd vagyis A(t — 7) ~ 0, ha t — 7 - p,
t t
(23) = A~ B)dv + ‘ B, dx,
t—-p 0
adoédik. Azaz &-t autoregressziv mddon kozelitjiik. Diszkrét megkozelitésben
tehat & .-re azt vessziik fel, hogy

p
< | ] s
(24) &t b= ;5 _; + &
=
ahol «y, a,. ..., a, valés szamok és (g.) 0-varhaté értékii sztochasztikus soro-
zat. A (24) egyvenletbdl varhato értékre attérve a
~ p‘
(25) My = UMy
I=]

osszefiiggés adddik, vagyis modelliink a kovetkez6: a termékenységi arany=
szam a megel6z6 p szami termékenységi ardnyszim linedris kombindcidja
és az egyiitthatok nem fiiggnek az x értéktal.

Bar az alkalmazott feltételezések, melyek a (25) egyenletekhez vezettek,
eléggé ,,ad hoc” jellegliek, mégis a valasztott autoregressziv megoldas kielé-
gitéen jellemzi a termékenységi aranyszamokat.

Foglalkozzunk el6szor az egyiitthaték becslésével. A legkisebb négyzetelk
médszere alapjan az d,, d, . . ., 4, becsléscket a

B { p 2
(26) > |me — Zdmy | = min
x=p+l+x | i=1

4, Maradék™ hatason azt értjitk, amit a megel6zd ¢ — 7 dlethorokhoz tartozd 5_, érté-
kek nem tartalmaznak. Ilyen értelemben mondjuk, hogy — a pillanatnyi — ,;maradék”
hatés elenyészd.
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feltétellel kaphatjuk meg, amit d, szerint differencidlva az egyiitthatékra a

p p 8
(27) 2 My Moy — Zai 2 My My = 0,
x=p+1+a i=1 x=p+1+4a
k=1,2, .., p egyenletrendszer adédik. Ennek megoldasai az d,, d,, . . ., d,

egyﬁtthaté—becslések.
Ezek utdn az m,, m,qy, . . ., m,,, ; értékekbdl és a kapott egyiitthatékbol
a (25) osszefiiggés alapjan valamennyi termékenységi ardnyszam becsiilhetd.

150

100 1

50 1

0

5 2 25

5. dbra. Az 1978. évi korspecifikus fermekmysegz amnusmmak becslése neqqparmnelere?
autoregressziv modellel



HABLICSEK LASZLO

18
@
=]

Pontosabb becsléseket kaphatunk, ha nemecsak az d,, ..., 4, hanem az
Ty, « - - My, g kezdGértékeket is meghecsiiljiik a (26) feltétel alapjan. Ennek
az eljarasnak elénye, hogy valoban autoregressziv sort kapunk, hatranya vi-
szont, hogy a becslési eljaras joval bonyolultabb.

A 2. tdblazat és az 5. abra egy olyan becslési eljaras eredményeit tartalmazza
amelyik az emlitett két lehetdség kozott van. Ennek sordan elGszor a (27)
egyenletekbdl megbecsiiltiik az ad,, d,, . . ., @, egyiitthatékat, majd ezeket

2. tablazat

Az 1978. évs korspecifilus termékenységi ardanyszamok becslése négyparaméteres auloregressziv

modellel
Egyiitthatok: @, = 1,9542
G, = - 1,1283
dg = 0,090783
@, = 0,066915
Erapirikus ‘ Becsilt
Kor - e e e
ardnyszamok (%)
15 10,6 ! 10,5
16 } 29,8 | 29,1
17 62,9 63,6
18 104,7 109,0
19 145,0 144,5
20 173,3 166,8
21 1777 - 4 176,5
22 175,0 1756,9
23 168,7 168,1
24 154,9 166,5
26 ; 138,3 140,2
26 ; 119,7 123,9
27 ‘ 105,9 107,6
28 | 904 91,9
29 i 75,3 71,6
30 66,0 64,6
31 56,6 53,
32 ,‘ 43,7 43.5
33 j 37,2 | 35,1
34 31,1 5 28,1
% | 23, 22,2
36 1975 | 17,4
37 | 14,2 13,5
38 11,6 10,4
39 | 3,9 7,9
40 | 5,9 5,9
41 ‘ 4,7 4,3
42 i 3,2 3,1
43 ; 2,0 2,2
44 | 0,9 | 1,5
45 [ 0,4 1 1,0
46 | 0,2 0,6
47 { 0,1 0,4
48 0,0 0,2
49 0,0 0,0

Korrelacio: 0,9990
Négyzetes eltérés: 132,69 2
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elméleti értéknek fogadva el, a (26) feltételt dtalakitva becsiiltiik az 7,
Myiy- - o Moy, 1 kezdS értékeket.

A 2. tdblazatot az 1. tdblazattal Gsszehasonlitva lithatd, hogy a P/Q-fiigg-
vénnyel kapott becslés csak valamivel jobb az autoregressziv modell eredmé-
nyeinél és — tekintettel az autoregressziv becslési eljarasnal tett megjegyzésre
— ez is abbdl adédhat, hogy nem tudtuk megbecsiilni a legjobban illeszkeds
autoregressziv sorozatot. Ezek alapjan — legalabbis az 1978. évi élvesziiletési
ardnyszdmokra — az autoregressziv modell elméleti modellnek tekinthetd.

A modell 6sszhangban van a termékenységi folyamat azon nyilvanvalénak
t{inG ismérvével, hogy a né vagy hdzaspar termékenységi illetve csalddtorté-
netében a gyermek sziiletésének esélyét a megel6zé néhany év (esetiinkben
4 év) termékenységtiorténete meghatérozza, a korabbi hatdsok a varhaté érték
szintjén elmosddnak.

Osszefoglalva: népmozgalmi megoszldsok modellezésére mindkét médszer
— a PjQ-fuggvények illesztésének médszere és az autoregresszivitds feltéte-
lezése — dltalanosan hasznalhaténak tiinik, a kapott eredmények igen jok.
Mindezek alapjan érdemes tovabb folytatni a kutatdst, egyrészt az alkalmaza-
sok teriiletén, masrészt a jobb elméleti megalapozas céljabél.

( Bedrkezett: 1981. december 20-dn )
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Részvénytédrsulat.

MODELLING OF AGE-SPECIFIC FERTILITY RATES

An important part of demographical researches is the modelling and the functional
description of the course of various demographical phenomena according to cohorts and
of the age-specific probabilities. We developed and applied two methods, to describe age-
specific fertility rates: the method of so called /@ functions and an approach of the
autoregressive type.

The essence of the method of P/Q functions lies in that empirical data are approximated
by such continuous functions whose logarithmic derivative is the quotient of two poly-
nomials. The family of such functions contains the most important types of functions
suggested in technical literature. Coefficients of the polynomials may be estimated by
the method of moments. Fittings show that if P is a first order polynomial and @ a
fourth order the iterative polynomial then the approximating function may practically
be regarded as a theoretical model. Besides, properties of the family of P/ functions
show some analogy to an important characteristic of demographical distributions.
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The other procedure, the approach of autoregressive type starts from the assumption
that at a given age the fertility of women is determined by that of a few preceding years
(age). Specifically a linear relationship with constant coefficients is supposed. In the
course of practical application coefficients were estimated by least squares method,
then the same procedure was used for estimating initial values. In case of four years the
model produces as good a fit as the method of P/ functions.

MOOEJIMPOBAHHME BO3PACTHO-CINIELIMOUYECKHUX KO3PDHULIMOHTOB
[MJI0JOBUTOCTH

OnHOil M3 BaYKHBIX IJIaB QyHAAMEHTAJILHLIX MCCIIe0BAHMI B 00J1aCTH AeMOrpaduu siBJIsieTc 51
BEPOSITHOCTHOE MOJEJIMPOBAHHUE, ONpeesisieMoe H3JI03KOHHO B Bujae GyHKIHMU NPOTEKaHus pas-
JIMUHBIX sIBJIEHMH 110 HApOJOHACEJIEHHIO € YYETOM Bo3pacTa (HopMHPOBAHMST BO3PACTHO-CIICIH-
(GHuecKUX BO3MOYKHOCTeH peanusauuu. B acnexkrTe onuciaHusi Bo3pocta-Cneldpuueckux Koag-
(DHUMEHTOB MJIOIOBHTOCTH Mbl Pa3patoTali M UCHOJIL3YEM JIBA METOJIA, T. €. T. H. METOL Yy HKIMii
P/Q 1 aBTOperpeccHBHBIIL 110 CBOEMY TilITy MOAXOJL.

Cyrb mMeroga (yHKImuH P/Q Kkpoercst B TOM, UTO K 9MHIMPHYECKHUM JAHHBIM Mbl OMHCHIBAEM
0CPE/ICTBOM TaKOH HENpepbIBHOH QyHKIMM, JIOrapudmMU4ecKkoil npou3BoAHON KOTOPO# sIBIIsIeT-
cs1 yacTHoe AByX nojmHomoB. Upynma dymiciumii, odaagalonmx TaKumin CBOACTBAMI BIJLIOUAET B
ce0s1 HauOoJiee BayKHBIC TUITLL (DYHKIMH, NpejiaraemMblx B crenuanbyoil srreparype. Koedipr-
HMEHTHI TTOJIMHOMOB MOTYT OLEHHBATHCS METOJ0OM MOMEHTOB. Pe3yJibTaTil NOKa3biBAIOT, 4TO B
cjlyuae 1oJiMHOMa nepBoH creneny P i uerBepToil crenen Q npuo/uinKenast GyHKIMsI MOyKeT
paccmMaTpHBATLCS, MO CYLIECTBY, B KAYeCTBE TEOPETHUECKOH mojesnt. Hapsiay ¢ 9tum cBoiicTsa
cemeiicTBa (yHKii P/Q 1moKka3blBaloT aHaJIOTHIO € 01Ol cyluecTsentoil Xapaicrepnoii ueproii
nuddepeHmaly JIBHYKEHHsT HAPO/I0HOCEJICHHST.

Jpyroil HCMOb3yemblit METOJL, T. €. ABTOPELPECCHBHLIT 110 CBOEMY THITY HOAXO0/A HCXOJNT 13
TOT0, YTO B OTHOLIEHHH KAKOT0-TO OMPEJEJIEHHOr0 Bo3pacTa (JepPTHILHOCTL JKEHIMH Onpe/eisa-
ercsi (PePTHIILHOCTBIO HECKOJILKHUX MPEAMECTBYIOWMX JIeT (BO3PACTOB). B OTHOMEHH MOPsyiKa
onpeaeJieHNsl Npe/UiaraeTest Halluuue nocTosHHON kKoadduiuenThoil Jnneiinoit csasn. B xoae
MPAKTHUECKOTO HCTIOJIb30BAHMsT KOIMMUIIMEHTDI OIEHHBAJIICH METOIOM HAMMEHBIINX KBa/IpaToB
1 B NOCJIEAY IOUIEM 9TA METOMKA HCITOJIB3YETCS W NPH OLICHKE Hava IbHLIX 3Havennii. B paspese
yeThIpex JIET JAHHAsT MOJEJIb JIAeT TAKHE JKe XOPOIIME pesyabTatvl, uTo i MeTox pyHiiwit P/Q.



