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A páros összehasonlítás módszerének 
egy általánosítása 

1. Bevezetés 

A páros összehasonlítás egy adott alternatíva-halmaz elemeinek (lehetnek
döntési alternatívák, értékelési tényezők, objektumok, termékek, személyek,
stb.) súlyozására, fontosságuk számszerű meghatározására alkalmas módszer.
A kísérleti pszichológiában már régóta ismerték [1, 2], matematikai igazolása
azonban csak jóval később született meg [3]. 

A rangmódszerek családjába tartozik. Az alternatívák közvetlen rangsoro­
lásához képest többlet-információt szolgáltat a döntéshozók következetességé­
nek és egyetértésének meghatározásával.

Alkalmazása a különböző értékrendek vizsgálatánál külföldön elterjedt és
hazánkban is terjed. Alkalmazható önállóan is. Ilyen alkalmazás pl. a munka­
helyhez való kötődést befolyásoló tényezők (anyagi juttatások, a munka jel­
jellege, a vezetés színvonala stb.) fontosságának meghatározása. Vagy alkal­
mazható más módszerekkel együtt. Ilyen alkalmazás pl. a feltárt funkciók
fontosságának megállapítása értékelemzésnél, vagy a műszaki-gazdasági krité­
riumok fontosságának rneghatározása termékszerkezet-vizsgálatnál.

A módszer nem engedi meg a döntéshozóknak az egyes alternatívák azonos
preferálását, vagyis az indifferens megítélést. THURSTONE [2] ugyanis pszicho­
lógiai kísérletek alapján kimutatta, hogy két dolog között preferálás szem­
pontjából az emberek döntő többsége cAl képes különbséget tenni. Ezért a
módszer alkalmazói kizárják az indifferenciát - részben mint gyakorlatilag
elhanyagolható lehetőséget, részben pedig létező elmélet hiányában [6].
Kétségtelen, hogy 9Ru r s t o n ő ún. modális diszkriminációs törvénye (kétféle
választás lehetősége) bizonyos esetekben kézenfekvő, különösen akkor, ha az
a~ternatívák megítélését külső ingerek is befolyásolják, amelyek pillanatról­
p11lanatra változhatnak, megkönnyítve ezzel a választás problémáját.

A döntések többségének azonban időben tartós és reális értékrendeken kell
alapulnia. Másrészt az emberek értékítélete nagymértékben szubjektív, diszkri­
minációs képessége különböző, ezért az indifferencia meg nem engedése a
következetlenség újabb forrása lehet, torzíthatja a reális értékrendeket, ezek
aggregálásáva,l az öröklött hiba megnövekedhet.

Ezen megállapításokat támasztja alá H. A. DAVID [4], aki a döntetlenek
kezeléséről a következőket írja: ,,Kiküszöbölhetjük ezt a problémát brutális
erővel, vagyis úgy, hogy utas.ítjuk a döntéshozót, hogy ha másképpen dönteni
nem tud, akkor szellemi érme feldobásával döntsön, vagy megengedjük neki,
hogy visszatartsa a döntést, és pénzfeldobással döntsön helyette. E két mód­
szer előnye az, hogy az eredményül kapott adatokat már létező módszerekkel
anali zálhat] uk' '.
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Az indifferencia létjogosultságát ugyancsak bizonyítja a szakirodalomból
ismert gyenge sorrend fogalma és használata [5, 7, 9, 10), és a többfokozatú
preferenciaskáláé [ 6] amelynek szimmetriapontja éppen az azonos preferá­
lást reprezentálja.

Tényként megállapíthatjuk: a háromféle választás (,,igen", ,,nem", ,,is")
bizonyos döntési helyzetekben általánosabb kezelésmódot biztosít, igaz hogy
lényegesen bonyolultabb módszertani háttér segítségével.

Munkánkban az indifferencia-reláció megengedésével elemezzük Sp páros
összehasonlítás módszerét. Elsősorban azt vizsgáljuk: hogyan módosulnak a
módszer által szolgáltatott információk (következetességi mutató, egyénen­
kénti és aggregált értékrend, egyetértési együttható), melyeknek nyomon­
követése matematikai, gyakorlati alkalmazása pedig számítástechnikai proli­
lémákat vetett fel.

Cikkünkben a módszer egy konkrét alkalmazásával a fenti értékek sz ám­
zerű alakulásáról is beszámolunk.

2. A tranzitivitás értelmezése 

Tételezzük fel, hogy rendelkezésünkre áll alternativáknak egy A =
= {A1, é 2, •.. , é n } halmaza. Elemeit egy közös 1' tulajdonságuk alapján
hasonlítjuk össze. Az é a alternatívát preferálhatjuk é rvel szemben, jele:
A ;PA 1; indifferensek lehetünk kettőjükkel, jele: A;IA 1; vagy A r t preferáljuk
A;-vel szemben.

Ha valamennyi (A;, Axe 1 ~ •i, <" j ~ n alternut.iva-párf össxehasonlítottuk,

megjelölve a fenti három reláció valamelyikét, akkor összesen (;) elemi dön­

tést hoztunk.
Az nxn-es D clöntéiii n "á t r "x o t (páros összehasonlító blilázatot) a követ­

kezí5képpen értelmezzük:

(] l 
1, 
t p 
] ' 

Nyilván DT= -D, tehát D ferdén szimmetrikus c{u11j4 0). Tegyük az alábbi
hozzárendelést, és készítsünk el ez SuSó\á­ egy űb­á­ zá CűCXCűá ÓC táhlá,zatot:

Ezekután a tranz itivitáat a, túloldali (2) táblázat szcrirrt definiáljuk.

(3.1) é z né ;); é x; é m e alterna.tfvu-húrruas megítél '.He tranzitív, h11 a hozzá­
rendelt (clu, px m ; d;m) hármas (2)-Len tranzitív.

(3.2) AD döntési mátrix tranzitív, ha XSuSKP­ ­ y C altcrnaüva-hármasa tran­
zitív.

A tranzitivitás ezen definiálása természetesen ekvivalens a szakirodalmi
értelmezéssel [5, 9), ami a valós számok köréhon értelmezett ,,~" relációval
analóg.
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(2)

di;, d;m,dim ( 
tranzitív J iutranzitív 

0 0 0 0 0 1 
0 r 1 0 0 j r 
0 -1 -1 0 1 0
r 0 l 0 j r 0

-1 0 -1 0 r -1 
l -1 ne 0 j r 1

-] r 0 1 0 t 
Já -1 r j r 0 0

-1 1 -1 u 0 j r 
l j r -1 -1 0 1

-1 1 r u l 0
r I 1 -1 -1 0

j r -1 -1 r 1 -1 
-1 -1 1

3. A következetességi mutató értelmezése és meghatározása

Tudjuk, hogy a hagyományos, kétféle választás esetében egy Q döntési
má.trixsza.l np"8 /=- 0, ha i ?'= j) rendelkező értékelő személy következetességi
mutatója [3, 6]:

ci l k(D) = 1
q(D) 

qmax(n);
ahol

11, 

c vl J 
n3

24
q m Vx n n) = u _n_3__4_n

24

ha n páratlan

ha n páros

a Q intrazitív hármasainak száma
adott n esetén az C­űbSz itiv hármasok maximális száma.

c+ lc(D), q(D) jelölés arra utal, hogy D elemei a főátlót kivéve nem lehetnek
nullák.)

A [4] értelmezés analógiájára a úö v őt lI őz őt ős s é E" ;;n u l Vt ó t a háromféle választás
esetén az alábbi módon definiálhatjuk:

csl K(D) = 1
~ nQe 
---
Qmax(n)

Nyilván lc(D), és J{(D) értékkészlete egyaránt a (0, 1] intervallum.
A fenti K(D) mutató kiszámítása tehát két dolog meghatározását igényli:
- egy adott Q intrazitív hármasainak számát: ~ nQe; 
,-: a D-től függetlenül, kizárólag az alternatívák számától (n) függéí, maxi­

rnalisan véthető intranzitív hármasok számát: Qmax(n).
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Szükségünk lesz néhány további jelölésre és megállapításra. Egy Q döntési
mátrix i-edik sorában előforduló = l, 0, -1 elemek számát jelölje rendre
s t nQe; s?(D), s xnQea ahol az s l nQe mennyiségek ad;;= O elemet nem tartal­
mazzák . Nyilván igaz, hogy:

(7. l)
n n 
J,' s t nQe = J,' s xnQe 

C4u C4u 

cmá. l 

cmázl 

n n 
}a s KnQe = n 2 - n 1 }a ns t nQe = s xnQee 

C4J J4( 

s l nQe 4 n 11 J j ns t c3 l = s xnQee (i 4Jp ááá p n)

Egy Q döntési mátrix nplí ; p8m ; p1m a I :::;;: i 1 j 1 m:::;;: n) hármasainak alábbi
egyszerű tulajdonságai a (2) tranz itivitási táblázat alapján közvetlenül be­
láthatók:

(8.1) A pontosan három nulla elemet tartalmazó hármasok tranzitívak.
Ezek számosságát D-ben jelölje N(D, 3).

(8.2) A pontosan kettő nulla elemet tartalmazó hármasok intranzitívak.

(8.3) Ha pl8 = pam = l, vagy p8aö pl m ö l, vagy pm aö pm aö l, akkor
a hármas tranzitív.

3.l. ~ nQe ú"s z á m í t á s V 

A kétféle választás esetében egy n x n 1ős Q döntési mátrix intranzitív
hármasainak, q(D)-nek a kiszámítása egyszerű módon adódik:

cyl l
q(D) ö1n nn 

12 

l n 
1) (2n - 1) - -~ (st(D)). 

. u4u 

Mielőtt ~ nQe meghatározását tűznénk ki célul, tekintsük a következő példát
n = 4 esetén:

-1
t 
l
-1 

]

1
ne 
]

01 l
I
t 

t 
]

1
t 

1
0
l 
]

1
]
t 
l

Látható, hogy az egyes s ao; · l ; s 1 (i = J, 2, 3, 4) mennyiségek n, két mátrixban
rendre megegyeznek, ugyanakkor az intranzitív hármasok száma különböző
(Q(D1) = 2, Q(D2) = 3).

Teljes indukcióval hizonyí.tjuk, hogy tetsz6Jeges n(,_.,,4) esetén sincs olya11
/ függvény, amelyre

~ nQe = ins t nQe; Ór c3 lp ááá p s t nQe; ÓIIc:: l l á 

Tegyük fel ui., hogy a Dx és Dz nxn-es mátrixok rendelkeznek azzal a tulaj·
donsággal, hogy a hozzájuk tartozó s t ; s l ; s 1a1 mennyiségek minden i-re meg·
egyeznek, és mégis Q(D1) ¥I ~ nxí 2). 
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Dx és Dz segítségével megadunk olyan D~, ill. n;, most már (n = 1) X
(n = 1 )-es mátrixokat, amelyek hasonló tulajdonságúak, mint az indukciós
feltevésben szereplő D1, ill. Qz mátrixok.

:o
! t 
J 

or 4 or ! 
J 
I

J -----------r--
0 0 : 0

o· 4 2

! t 
! t 
J 
I
I

'- ---------t- --
0 0 -: 0

x) á Gr o ; 

Ezen szegélyezett mátrixok struktúrájából következik, hogy:

O 1 ~ i ~ ­ ! s t nQ~ e 4 s t nQae; s l nQ~ e 4 s l nQae; s x nQ~ e 4 s xnQae) 

Ugyanakkor ceárál és ceá. ál figyelembevételével:

és
I n 

Q(D;) = Q(D2) = j · ~ (st(D2) = s 1anQzee · 
. u4u 

Az indukciós feltételből következik, hogy ~ nQ~ e # ~ nQ2). Tehát ~ nQae kiszá­
rnításához nem tudunk megadni (9)-hez hasonló összefüggést.

Ezért ~ nQe értékét minden egyes esetben úgy határozzuk meg, hogy elő­
állítjuk az összes, K számú npu ; px m ; p;m a 1 ~ i < " ~ m ~ n) hármast, és
a (2) táblázat alapján döntjük el tranzitív ill. intranzitív voltukat.

3.2. ~ m Vx nn e m őERVt á ro z á s V 

Tetszőleges, de rögzített n esetén induljunk ki az alábbi konstrukcióból:
ahol Df ill. Dl olyan, hogy a főátlón kívül nem tartalmaz O elemet, továbbá:

q(Dt) 4 qmax ([ n 1a I]) és q(Df) 4 qmax ([; ]_) ,

[ n] 'n . j az i egész része.

é QA mátrix struktúrájából (8.3.) segítségével következik:
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[n2r
E [s1

o* 0 
r 

0 o•
. [?]

z ) á Gr V 

:Vláské11pen:

__:_k(l3k2 miI 1), 
z 

__!__lc(52k. = 15/c 7),
s 

_!__k(26/.;. + 27/c :- 7),
3u ! k(52k' = j ( ú = 47) = 1

(/e= 1,2, .. )

Q(D*) =

üS n = 4k

ha n jjj4 4k + l 

hu n = 4k jű 2

ha n = 4/c = 3

Bizonyítani fogjuk, hogy <Jrnax(n) = ~ nQAe) 
Ehhez a következő segédtételekre lesz szükségünk:

I n P 21l. s őEé pt é t ől q Ha D-ben-~ s\l(D) :S: !:'...._ , akkor Q(D) k Q(D*).
2 C4J 4.

g "zo n y í t á s q A feltételből és a (7.1), (7.2) megállapításokból következik. üWUy 

1
í s t nQe cI: j d!.

Eá 

(8.2) alapján teljesül a Q(D):;; nn e1 j í Óűc3 l l egyenlőtlenség. Ennek MCUy Pj 
z r4r . 

lembevételével (J(D) maximális értékét csak akkor veheti fel, ha

_!__ ~- s bnQe = Pn
z

L és V; :S: n: í s t nQe 1 Óp!jc3 lJI!p!I 1. 
2 C4ű 4
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+z n = 4/c + rn (rn = 0. l, 2. 3) felbontásr·kat elvégezve. majd ennek alapján
~r(B;+-(D)) . . 1 k. , 'ű'' l t Q(D') £'11" 't'k.a .,::., mmrmurno { usz arm asava [)011 osan '' mezre e o er e ceit

C4J 2 . P 

kapj ult.

2. s őq é pt é tő l q Ha. D-ben _l._ .2' s l nQe = [ n ~ L + · 
2 C4J 4

('
! n42]l · akkor
8 

Sl N(D, 3) >L[ :-J és

ül r " ns t aQee 2 z iInú 1 r l . j · ú; üS n = , ú 

)))____ únú 1 r l ci ö j r l ¾ · ú· 
á{!!!!!á ha n = , ú = 1 . l 

2 iInú r l c. ö = r l j · ú; üS n = , ú = . 

...____ /c(4/c. + lő 1 1) 
· 111111 1 · ú; 

. 
ha n = , ú = 3.

A 2. segédtételt terjedelmi korlátok miatt nem bizonyítjuk.

é 2. s őEé pt é l ől úö v őt úőz m é n y őq Ha D-ben _!_ " s l nQe = b n.

E = · 
2 C4J ¾ 4

nQ = l, 2, ... , (:) [
x
~ r p akkor Q(D) < Q(D*).

g"z o n y í t á s q A 2. segédtétel a) és b) állításaiból, XSuSKC­ ű a (8.1) és (8.3)
tulajdonságokból következik, hogy:

· [!!'__]- " ns t nQee 
z r4r . 

Az n = 4/c = m (m = O, 1, 2, 3) felbontásokat elvégezve kapjuk a következ­
mény-tétel állítását.

Az rá segédtétel, valamint a 2. segédtétel következménye alapján kimond­
hatjuk tehát:

9é t ől q ~ m Vx nn e = Q(D*).

6 Szigmi,
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A hagyományos kétféle, és a most levezetett háromféle választásban sze­
replő q m Vx nn e; ill. ~ m Vx nn e értékek összehasonlítására az alábbi táblázatot kö­
zöljük:

n 
J (:) J ffmax(u) J Qrn::u:(1t) 

3 
J 

l l l
4 4 2 4 
5 10 5 rt 
(j 20 8 20 
7 35 14 33 
8 5ö 20 52 
9 84 30 mm 

J] 120 40 l JO
ll 165 55 148 
12 220 70 196 

- - -

)/ )őE8őEy z é s q Egy tetszőleges n x n 1ős Q elöntési mátrixhoz hozzárendelhető
izomorf módon egy n szögpontú teljes vegyes gráf (nT VO), amely irá-

n y í t o t t és irányítatlan élek halmaza, és bármely két szögpontját (A;, Ai) él
köti össze. Értelmezve van rajta továbbá egy tranzitivitási reláció. Ily módon
Qmax(n) meghatározása ekvivalens egy n 9[ - C­ űábS­ zá Cűí X hárrnasainak maxi­
malizálásával.

4. Egyéni és aggregált értékrend; egyetértési egyiittható 

Az egyéni értékrend egy olyan súlyvektor. a.melynek komponcusci azt
fejezik ki, hogy az egyes alternatívák a 9 tulajdonsággal mennyire rendel­
keznek. (A 9 tulajdonság sok esetben fontosságot jelöl.)

Tekintettel arra, hogy a döntéshozók a páros összohasonlftás módszerével
sorrendi skálán fejezik ki preíerencíáikat, ezért az egyes alternatívákhoz a
preferencia-gyakoriságukat szokás hozzárendelni [3, G].

é z = reláció esetében egy C­ TCMMPbP­ { CSóú b mindkét tagjának L/2-
1/~ prefe­

renciát tulajdonítunk, így érvényben marad ttz n szabri.ly , hogy n döntés-

hozók mindegyike (;) prefercnciaösszeggel rendelkezzék. Természetesen eW­

fordulhat, hogy így az egyes alternatívák súlyszáma nem feltétlenül egész szám.
Tételezzük most fel döntéshozóknak egy ú tagból álló ceoportját. A kollektíva
véleményét kifejező aggregált értékrend képzésének egyik lehetséges módja
az egyéni értékrendek úth1golása, ,1z alternatívákhoz átlagos preferencia­
gyakoriságok hozzárendelése. Itt is elvégezhető a súlyórtékek intervallum­
skálára való transzformálása a (:'llilford-féle eljárás alapján [6].

A döntéshozó kolletíva véleményegyezésének mérésére a Kenclall-féle u 
egyetértési együttható logikáját követjük, hiszen a páros összehasonlítás mód­
szerénél nem kötjük ki a teljes következetességet (az 'll mutató nem tévesztendő
össze a Kendall-féle W rangkonkordancia együtthatóval).
Az VEEr őEá l t p r ő"őr őn I"á úq n X n 1ős b mátrixából indulunk ki, melynek elemei:

crr l b u ö l{h: A;PhA1; R = I, 2, ... , k }/ 
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azt mutatják, hogy pij egyén szavaz A;-re, PJ; egyén Arre és k - (p;1 = p1;) egyén jelöl meg indifferens kapcsolatot A; és A 1 között.
Az egyetértési együtthatót a háromféle választás esetében a következő­

képpen definiáljuk:

(12) 

(13) 

Egyszerü megfontolásokból következik, hogy:

rna.x (il) = 1

f - _.!_ - __!. ha k = 3m ± I
min (u) = 3 4k' cK = 1 ,2, ... )

J j _!_ - 4 , ha k = 3m.
3 3(k-l)

5. A módszer egy gyakorlati alkalmazása

Intézetünk, a NIM Továbbképző Központ egy vállalat felkérésére széles­
körű vizsgálatot folytatott a célból, hogy a kutatás és fejlesztés új rendszeré­
nek kialakításához a szükséges tényezőket feltárja és súlyozza.

Az elemzésben többek között a páros összehasonlítás módszerét is alkalmaz­
tuk indifferencia-reláció megengedésével. Az értékelésben a vállalat harminc
szakembere vett részt.

A vizsgálatba bevont értékelési tényezők:

E1 - A K = F rugalmasságát ösztönző érdekeltségi rendszerek kialakítása
E,, - Határozott fejlesztési politika kialakításae; Vezetők, menedzserek, szakemberek kiválasztása az új szervezethez
Ji)4 Hatékony, többirányú információs rendszer kialakítása!s Műszaki és komplex fórum létrehozása
JiJ° - Központi kiszolgáló fejlesztési szervezetek kialakítá~a

W j Menedzser típusú fejlesztési vezérigazgatóhelyettes kiválasztása
Ea - A marketing munka erősítése
Ji)o -- A fejlesztés integrált szervezetének meghatározása
Ji)10 - - A szervezeti egységek átalakítása
!11 - Rugalmas fejlesztési stratégiák kialakítása

12 A VHFT működésének kibővítése

4 számít6gépes feldolgozás eredménylistája:

!rtékelési tényezők száma: n = 12
-l'.rtékelő személyek száma: k = 30

6*
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Tényezőpárok száma: (;) = 66

Maximálisan véthető intranzitív hármasok száma: Qmax(l2) = 196

A kapott eredmények a teljes csoportra:

Következetességi mutatók átlaga: K = 0, 024
Szórása: a= 0,065
Egyetértési együttható: u = -0,025
Figyelembe véve, hogy ebben az esetben u D d 0,37, I], így az egyetértés
"'2,15%-os.
Az indifferens párok előfordulási aránya: JP= ep7¾ 

Értékelési tényezók J E, J E, J e, J fl', J !!¾¾J _e•_! _e_, ¾J e, J e, r pp!pp J R" J E,.

Indifferencia gyak.
átlag 0,6 1,0 1,0 1,0 1,5 0,5 0, I 0,8 1,0 l,l 0,8 l,4
-------,------------------ ------
Preferencia gyak,

átlag 6,4 6,2 7,8 5, I 5,5 3,0 3,4 4,9 6,9 (l,3 4,8 5,7

Az ag(Jrepált prejenciák: tábíázato
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A kapott eredrnényelc egy kiválasztott döntéshozó esetén:

Azonosító: 15
Következetességi mutató: K = 0,97
Intranzitív hármasok száma: Q = 5
Indifferens párok száma: IP = 6
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Értékelési tényezők I E, I E, I E, I E, I E, I E, I E, I E, I E, I E,. I E11 I Eu 
-
Preferencia gyako-

risága 9,5 4,0 9,5 7,5 0,5 4,0 6,0 6,5 11,0 3,0 4,0 0,4
-- ---- ---------- -- ----

Indifferencia gya-
korísága I 2 1 1 1 2 0 1 0 0 2 1

( Beérkezeit: 1981. ú.prilis 28-án)
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A GENEH,ALIZATION OF THE METHOD OF PAIRWISE
COMPARISON

In our paper tho method of pairwise comparison was examined allowing for indifte­
r·cncu rotation. Tho gonern,Jization of transitivity, consistency indicator and of the agree­
rnrmt eoofficicn t means that it contains the traditional case of binary choice .
. A computer programme was elaborated suitable for processing sheets of pairwise
eornpn,r·ison (at individual and group levels) even in case of indifference.

HEl-{OTOPOE O6O131.l.lEHv!E METO,UA nAPJ-!Orü CPABHEHl-151

B ,[\31·1110H paöcre MCTOJ( napuoro cpanuennn paCCMaTpMB3JlC,l rrpa nonyCK3HJ,IH l1HJ(l1{jlepeH­
~lM;i111.Horo OTHOWCHM,l. Oóo6u1em1e 1(03(~{jl11Lll1CHT3 corJJaCoBaHHOCTl1, Tp3H311Tl1B11THBHOCTl1
~Ül(33aTCJl,l ll0CJIC).\0B3TCJlbHOCTl1 Tal(OBO, '!TO mcnrosaiorcs T3l{)l(C 11 Tpa,!(111..\HOHHhlC cnysaa

03MOJl<HOCTl1 )],BO,ll{OfO suöopa.
ABTOpaM11 Ób!Jla paapaűorana nporpaaaa )],Jl,l Bbl'IHCJJHTCJlbHOH M3Wl1Hbl, l(OTOpa,1 nparonaa

1111,1 ncnepaöonc» napnux cpaBHl1BaIOLl{11X Jll1CTOB (B 11HJ(l1Bl•IAYaJJbHOM HJJl1 »ce rpynnOBOM
110PHl\i(C i/.\aJl(C 11 B cnysae aHaJIOrM'IHOH npe{jlep11poBaHHOCTH.


