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Újabb vizsgálatok az árnyékárak tervezési
felhasználása köréből

Bevezetés

A tervezési modellekkel folytatott eddigi kísérletek során elég kevés pozitív
tapasztalatot lehetett szerezni az árnyékárak gyakorlati szempontból releváns
felhasználása tekintetében. kz elméleti nehézségek és a gyakorlati kudarcok
az ún. komplementaritási tulajdonságban gyökereznek.

Tekintsük át, miről is van tulajdonképpen szó. Kiindulunk egy olyan
lineáris programozási feladatból, amelyben bizonyos számú korlátozott erő
forrás mellett egy tevékenységrendszer hozamát akarjuk maximalizálni.
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A fenti feladat kanonikus alakban a következő:

r T* = = q 
P': x; = f+f·  

3cT++* max!

D: 

A fenti feladathoz az alábbi duális feladat tartozik:

écr >-; kc 

u éc h O*
écq+* min!

Amit szintén írhatunk kanonikus alakban:

écr + Kc = kc 

éci Kc f+f O*

écq+* min 1 

A primál feladat fenti gazdasági interpretációja esetén kézenfekvő a duális
feladat minden megengedett megoldását az adott erőforrásokra vonatkozó
valamilyen elszámoló árrendszernek, valamilyen értékelésnek tekinteni. Ezek
az árak nemnegatívak és a duális feltételek értelmében az ilyen árakon számí
tott fajlagos önköltségek nem kisebbek, mint a megfelelő tevékenységek faj
lagos hozamai. A duális feltételrendszer kizárja az olyan erőforrás-értékelése-
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ket, amelyek ,,profitot" biztosítanak, vagyis a modell a primál tevékenység
rendszer minden eredményét az erőforrások hozamának tekinti. A duális
feladat optimalizálása már most a profitot nem biztosító és nemnegatív erő
forrásértékelések közül azokat választja ki, amelyek mellett az összes rendel
kezésre álló erőforrás értékelése minimális. Az ilyen erőforrás-értékeléseket
nevezzük árnyékáraknak.

Az árnyékárak nagysága kifejezi az egyes erőforrások határhatékonyságát.
Ez azt jelenti, hogy megmutatják az optimális primál célfüggvényértékét
megváltozásának a mértékét, ha a rendelkezésre álló erőforrások nagysága
egy egységgel változik - feltéve, hogy a korábbi optimális bázis megengedett
marad.

A lineáris programozás dualitástétele azt mondja ki, hogy ha mind a primál,
mind a duál feladatnak létezik megengedett megoldása, akkor mindkét fela
datnak van optimális megoldása is és a két feladat optimális célfüggvény
értékei megegyeznek. Vagyis, ha létezik optimális tevékenységrendszer, akkor
ahhoz tartozik árnyékárrendszer is és megfordítva.

Legyen a primál feladat optimális megoldása:

(xei ueb = (xei q + Ax) 2D 

Míg a duál feladaté:

Ekkor:
(yó'; K1"b = ;éMi éMr + e*).

ze = 3cTe = éMqu 

A komplementaritás már most az optimális megoldásoknak azt a sajátos
ságát fejezi ki, hogy az optimális megoldásokhoz tartozó eltérésvektorok
ortogonálisak a másik feladat optimális megoldására. Ugyanis:

é"M=e = yö'(b - r Teb = yó'b - éó" r Te = ze + é"Mr Te 

KMTe = ;éMr + c*)x) = éMr Te + 3cTe = éő&r T + ze 

Összeadva:
: ó P V o KM T0 = ) 

Azonban nem-negatív számok összege csak akkor 0, ha minden egyes tag
értéke is zérus, vagyis

: ó P V = KMTV = ) 

A komplementaritás miatt minden olyan erőforrásra, amelyet az optimális
program nem használ ki teljesen - zárus értékelés adódik az árnyékárrend
szerben.

Ez a jelenség egy többé-kevésbé objektív értékelmélet alapján álló közgaz
dasági gondolkodás keretei között nehezen interpretálható és a zérus árak
megjelenése rendkívül megnehezíti az árnyékárakból származó információknak
felhasználását (bizonyos érzékenységi vizsgálatokon túl).

A gazdasági gyakorlat sem igazolja azt az elméleti magyarázatot, amit az
árnyékárak zérussá válása sugall. Nevezetesen, hogy az optimális megoldást
nem korlátozó erőforrásokat ,,szabad" és ,,ingyenes" erőforrásoknak kell
tekinteni. Bármekkora is egy adott gazdaságban a munkaeröfelesleg, a dol
gozó munkás nem termel ingyen; bármekkora is a túlkínálat valamilyen
termékből: a forgalomba ténylegesen belépő egységeinek az ára nem zérus.

Úgy tűnik, hogy a ki nem merülő erőforrások nem egészükben értéktelenek,
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hanem csak az a részük, amelyet az optimális program nem képes felhasz
nálni. Ezt a felfogást képviseli BkV!5k a 4· MLő5 egy dolgozatában, amelyet 1978
júniusában a Velencében ta,rtott Nemzetközi Matematikai Programozási
Konferencián ismertetett: ,,Arak-e a duális változók és ha nem: hogyan
tehetők inkább azzá" címmel [3].

Dantzig az alábbi feltevésekből indul ki:
l. Egy lineáris programozási feladatban az optimális megoldás által fel

nem használt erőforrások értéktelenek és az erőforrások így kihasználatlanul
maradó része az eredeti kapacitásokról leválasztható.

+D Az optimális megoldás által felhasznált erőforrások infinitezimálisan
kicsiny mértékben nyújthatók, illetve zsugoríthatók.

3. A kapacitások értéke úgy mérhető, hogy zsugorítjuk őket • mértékben,
majd megnézzük, mennyivel növekszik a célfüggvény, ha ezt az s-nyi részt
visszatesszük.

Az ilyen módon perturbált feladat optimális primál megoldása azonos az
eredeti primál optimummal; ugyanakkor új árnyékárrendszer adódik, amely
nem változik, miközben • tart a nullához.

Tekintsük a következő lineáris programozási feladatot: egy gazdasági rend
szert, amely · tevékenységet képes megvalósítani és } terméket bocsát ki,
úgy akarunk működtetni, hogy a rendszer rögzített struktúrában maximális
volumenű kibocsátást nyújtson, miközben Nk számú és adott kapacitású erő
forrást használhat fel.

r z v } T· 
gz v E_y. 
ZI v "" 
0 I v } 
z I ' 

Modellünk a következő:

Legyen: mátrix a kibocsátások mátrixa;
mátrix a ráfordítások mátrixa;
a rendelkezésre álló erőforrások vektora;
= kibocsátások tervezett struktúrája;
indikátorváltozó.

Ax zf::?: ) 
Bx ;::::d 
_ f+f Ü c ] > Ü 

z-+ max!
Legyen a primál feladat optimális megoldása (x) B z0). 
Az opt.imális megoldás «e = NíT e mennyiségű erőforrást használ fel. kz 

optimális megoldáshoz tartozó kapacitásfelesleg most =e = « ++ «e > 0. Ha
=0 = O akkor nincs probléma, mert az optimális megoldás minden erőforrást
fölhasznál, és így az árnyékárnk rendre pozitívak.1 Ha viszont =0Re- akkor

1 l)ogoncn'.LciómenLos eset.bon minden további nélkül érvényes, hogy valamely erőforrás
kimorülóso az opt.imális megoldúslmn pozitív árnyékárat eredményez. Amennyiben a duál
�" M=Z8yD optimális q  L FMá Q= dognnnrft.11-,: a, helyzet valamivel bonyolultabb. Ilyenkor
udóclhut olyu.n primá! opt.imá.lis 1110µ:olcl{,s, amely minden erőforrást felhasznál és ennek
ellenőre - éppen a dogeneráció m iat.t, - egyes teljesen kihasznált erőforrásokra zérus
ú.myók{u· jr-lr-nik nwg.

A cluúlfl'lr1daL clog<'ne,AILsága azonban azt jelenti, hogy n primál feladat optimális
q "L FMú Q8 nem ogyórLelrnű. Ilyen hulyzct.ben minrlig létezik olyan (x; �I b optimális
rnogoltlásp{tr, anwlyckrn nem csak

9c;q + r Tcb =  
ccljosü 3B hanem

is fonnúll.
fl+ b - Ax* > ) 

; znnua
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a kiinduló feltevéseknek megfelelően a felesleges erőforrásokat töröljük a
modellből, vagyis d helyett d0 kerül a korlátok jobboldalára. A kiinduló feladat
tehát módosult:

r T + L� > ) 
gT /OZ) 

TU, i Lh, 
z -, max !

Nyilvánvaló, hogy (xe- z) 2 optimális primál megoldása a f ~ feladatnak is,
de ez a megoldás itt erősen degenerált, hiszen most gTe = «eu 

A clualitástételből ismeretes, hogy ha a primál feladat optimális megoldása
degenerált: a duál feladatnak alternatív optimális bázismegoldásai vannak és
a duáloptimális megoldások száma végtelen.

Ezt a helyzetet már most úgy lehet kiaknázni, hogy kibővítjük f 2+M egy
perturbációs feltétellel, amely kikényszerít egy bizonyos kismértékű erő
forrásmegtakarítást. Legyen é ER" az erőforrásokban jelentkező megtakarítá
sok mértéke és jelöljön p I Rk egy olyan aktuális árrendszeren alapuló vektort,
amely kifejezi a különböző erőforrások egymáshoz viszonyított értékelését.
Tekintsük a következő feladatot:

r T L� + ) 
gT* z éh«V 

Ccé f+f k 
Ti éi L :2; ) 
z - ►max!

Minthogy k  o esetén a f 4 feladat P+-be megy át: Pe optimális megcldása
az kss-u  o határátmenet után nem más, mint ;T0, z) 2D 

Azt kell csak belátni, hogy Pe duális optimuma valóban pozitív értékelést
rendel minden erőforráshoz. Tekintsük a, megfelelő duális feladatot:

· cr o 3cg óó~óu O*
!kE< + I

kc 4Cc + ) ----
· iki4~e 

;kc«0 - os) ,. min I

Általában feltételezhető, hogy F\ optimális megoldása. mellett csak annyi
erőforrás takarítódik meg, amennyit a perturbációs feltétel éppen kikény
szerít, vagyis Ccé0 = ku Ebben az esetben a) > 0 és a megfelelő duális feltétel
nek az optimális megoldásra való teljesülése miatt:

kM + GoP* > O*.

Ez a tarte.lrna a kiegészítő eltérések ún. ,,or6s" tételének.
Degenerált esetben mindig erre az optimális rnogokláspárra építjük következtetésein

ket. Ez biztosan létezik és benne
(wo); = 0 •t (Yo)1 > 0.

A szerző ezúton mond köszönetet a cikk egyik lektorának, amiért Iol hívt.a a figyelmet
arra, hogy a fonti következtetés indokolást, igényel.
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Ha valamilyen feladatbeli sajátosság miatt mégis 40 = 0 lenne: akkor P2 
helyett az alábbi P4 feladatot oldjuk meg:

r T + L� U ) 
gT* z éó>ó « 

Z2Zo
Ti y; Lo ) 

Ccé ___,max!

Vagyis keressük azt az optimális hozamot biztosító tevékenységrendszert,
amely ezt minimális eröforrásfelhasználással éri el. Az így nyert x) -t hasz
náljuk a továbbiakban d0 meghatározására és ezzel a redukált kapacitás
vektorral indítjuk a P3 feladat megoldását. Most ki van zárva, hogy az opti
mális megoldásban Ccé0 > E legyen és így a) pozitivitásához nem férhet
kétség.

A perturbált feladatból nyert árnyékárrendszer természetesen k függvénye.
Azonban létezik olyan £ . küszöbszám, hogy minden i < k{ • . -re azonos
duál optimum adódik. r L árnyékárak ugyanis kizárólag a megengedett bázis
tól függnek. Ha e1 és k2 esetén, ahol e1 > e2 ugyanaz a bázis megengedett,
akkor ez megengedett minden e1 > kU e2-re is. Minthogy a különböző meg
engedett bázisok száma véges, létezik olyan bázis, amely végtelen sokszor
ismétlődik: ahogy k+• o+-hoz. Így, hacsak e1 elég kicsi: a duális optimum
változatlan lesz a i <f k < • 1 intervallumban.

r L ismertetett módon mindig biztosítható olyan pozitív eróforrásértékelés,
amely konzisztens a primál feladat preferenciarendszerével és maga is bizo
nyos fokig az aktuális árrendszerre támaszkodik.

Vegyük észre, hogy minden lineáris programozási feladat ekvivalens módon
átírható a p 1 feladat formájára és ezért az ismertetett meggondolások függet
lenek attól a speciális szerkezettől, amelyet p 1-nek adtunk. Ugyanakkor látni
kell azt is, hogy a p 1 modell alapszerkezete megegyezik számos gyakorlatban
alkalmazásra kerülő tervezési modell struktúrájával.

Árnyékárak egy statikus modellben

A Dantzig-féle módosított árnyékár-koncepció gyakorlati vizsgálatára
kísérleti számításokat folytattunk egy kis statikus népgazdaságtervezési
modellel. A modell a következő volt:

(E - A) _ o Lő�F- o ] ~�= + ]4Í Fk + ] 0Í Mk + L� > 0

f F~. + [FLw < R 

p. ++ O [-L0 < D 
Fk+ó« 
z T{ \ 

z_,, max!

2*
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Itt x E R5; dE R3; /5; és Íu az import, t; és fte az export és f r1 fogyaeztás
szerkezetét fejezik ki; Rés Da fizetési mérlegek megengedett egyenlegei; da
három külső erőforrás adott nagysága, míg k az öt ágazat extern termelésének
a kapacitása.

A modell számszerű adatait Gábor Győző bocsátotta rendelkezésünkre és
azok nagyjából reális, 1967-re vonatkozó hazai összefüggéseket fejeztek ki.
A modellben szereplő külső erőforrások: létszám, összes lekötött eszköz és
földterület.

kz alapfeladat z = 246383,8 nagyságú maximális végső kibocsátást bizto
sított 1967-es áron számítva millió Ft-ban. Az optimális megoldás kimerítette
a tőkés deviza, a szocialista deviza, a létszám, az eszköz és a feldolgozóipari
kapacitásokat. Feleslegesek maradtak: a földkorlátnál, valamint a többi négy
ágazat termelési kapacitásában.

A kihasználatlan kapacitásrészek leválasztása után beléptettük a pertur
bációs feltételt az alábbi paraméterekkel: Szoc. dev.: 3,125; Tőkés dev.:
5,0505; Létszám: 0,1; Eszköz: 1,0; Föld: 0,42; Kitermelő ip. kap.: 1,731;
Feldolg. ip. kap.: 0,826; Mezőg. kap.: 1,353; Építőip. kap.: 0,655; Közl. és
ker. kap.: 3,404.

A beállított kalkulatív árakat az alábbi meggondolások alapján számszerű
sítettük. A kiindulópont az eszközök ára, amit 1-nek választunk. Ez meg
felel egy millió Ft értékű eszköznek. HJ67-ben egy mu nkahely létesítésének
a költsége átlagosan 100 OOO Ft volt, ezért n létszám árát 0,1-nek válasz
tottuk. Az ágazati kapacitások árai azonosak az egy millió Ft ága,zati termelés
eszközigényével. A fold ára azért 0,42, mort ennyi az összes föld értékének az
aránya az összes eszközhöz.

Ugyanakkor a devizák árai szándékosan hibásak. 3,125 és 5,0505 voltak
a rubel, illetve a dollár átlagos ára dev izaforintban Hl67-ben. A pet-turbricióa
feltétel viszont forintban van mérve. Egy devizaforint durván 11 folyó forint
nak felel meg. Így a perturbációs feltételben a devizákat erősen aláértékeltük.

Ezután a perturbált feladatot e szerint paraméteresen futtattuk és e =
= l,87·10-a paraméterértéknél kaptunk először pozitív árnyéká.rrendszert.
kz alábbi értékek adódtak: Szoc. dev.: 3,3572; Tőkés dov.: 5,4328; Létszám:
0,0097; Eszköz: 0,097; Föld: 0,0406; Kitorrnelű ip. kap.: 0,2114; Feldolg. xÓD 
kap.: 0,2491; Mezőg. kap.: 0,1306; Épít<'.íip. kap.: 0.0632; Közl. és ker. kap.:
0,3287; Pert. f.: -0,097.

Fenti megoldásértékek mellett a

• · z ap*

duális föltételek közül 6 egyenlőségre és 4 ogyenlötlonségre teljesült

adódott mindenek előtt a két dov izarnérleglien, amelyeknek az árnyékára
kb. tizenegyszer akkorára jött ki, mint: a0ri;.

Nagyobbak voltak még az árnyékárak a kitermelő és a feldolgozóipari
kapacitások esetén, de itt csak 1,5 -3-szoros eltérés jelentkezett.

Ezeket l ~ számszerű eredményeket olyan jelzésekkónt lehet értelmezni,
miszerint a, perturbációs feltételben a mogfelelő erőforrások alá vannak érté-
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kelve. Ezért új perturbációs feltételt gyártottunk a
(2 i 

P;=- 
ao

egyenlőségek alapján. Vagyis áttértünk egy árnyékár arányos erőforrás
értékelésére. Az új perturbációs feltételbeli együtthatók persze hat esetben
azonosak az eredetileg alkalmazott értékekkel. A módosítottak a következők:
Szoc. dev.: 3,125 helyett 34,7689; Tőkés dev.: 5,0505 helyett 56,2637; Kiter
melői ip. kap.: 1,731 helyett 2,1849; Feldolg. ip. kap.: 0,826 helyett 2,58.

Az új perturbációs feltétellel ismét megoldva a feladatot: visszakaptuk
nem csak az eredeti primáloptimális megoldást, ami természetesen minden
megoldásban változatlanul megjelenik; hanem az optimális duál megoldást is.

Mindebből azt a következtetést vonhatjuk le, hogy a perturbált megoldás
ból nyert pozitív árnyékárrendszer alapján meghatározható egy olyan aktu
ális eröforráeértékelés, amely konzisztens a kiinduló feladattal. Ezen azt
értjük, hogy ha ezt használjuk perturbációs árakként; az árnyékárrendszer
változatlan marad.

A továbbiakban már most abból indulhatunk ki, hogy megoldható lineáris
programozási modelljeink duális optirnumai általában pozitívak. Ha eleve
nem e7, a helyzet, akkor a fentiekben leírt Dantzig-féle ötlet segítségével azzá
tehetők. Ennek tudatában fordulunk most a következő probléma felé, amelyet
a matematikai tervezési gyakorlat vetett fel.

(i = 1, +B DDD B .) 2 

Változatlan ár kontra folyó ár egy lineáris távlati tervezési
mode1lbcn

A népgazdasági szintézisben alkalmazott (rendszerint lineáris programo
zási típusú) modelljeink valamilyen bázisidőszak árrendszerében meghatá
rozott együtthatókkal működnek. A tevékenységek mértéke ennek meg
felelően ebben 11z árrendszerben, mint változatlan áras rendszerben fejeződik
ki. Ugyanakkor a tervidőszal; minden egyes periódusában egy-egy ettől
k xDx lön böző és ,1, k ülönliöző periódusok között is változó folyó árrendszer lesz
érvónyhon. Mi a, biztosíték arra, hogy = bázisidőszak árrondszerére épített
változatlan árakon működő modell megoldásai érvényes információkat képe
sok nyújtani rt tervidőszakrn.s

A dilemma annál súlyosabb, minél iloss:,mbb a tervidőszak és ezért külö
nösen . l iélezett = hosszútávú tervezés modellezésénél. Egy hosszútávú terv
idóhot-izontjá.hun a báz.ia-árará.nyok lényeges megváltozása biztosnak vehető.
J~zért jogg,d kérdezhetjük, hogy az árarány változások ,,eWzetes ismerete
osct ón" megszerkeszthető Iolvó ;1,1·n,s modell nem adna-e minőségileg más
információkat a népgazdaság] optimális jövőbeni tevékenységszerkezetéről,
mint ,1, változat.lan áras modell.

A kérdés gyak01fati és operatív megvál:iszolása elvben &BÜB alábbi iterntív
formában képzelhető el: kiindulunk a változatlan áras modell optimális meg
oldásábó}: moghntárni'.zuk az opti mális tovékenységetruktúra által indukált
árváltozásokat; órvényoaítjük ezeket az árváltozásokat n, modellben - vagyis
áttériink egy folyó áras modellre; megvizsgáljuk a;,; így nyerhető optimális
tevókenységstruktúm á MyCyM indukált további árváltozásokat: és így tovább.

I\ fonti iteráció gonclol,1,ta, nem új a matematikai tervezés irodalmában.
Bizonyos kezdeti kísérletek történtek is egy ilyen megközelítés realizálásá-
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ra [l]. Nem ismerünk azonban még olyan eredményeket, amelyek a meg
közelítés gyakorlati használhatóságát alátámasztanák. A továbbiakban meg
kísérlünk a vázolt problémakör néhány részkérdésére bizonyos elméleti választ
adni. Hangsúlyozni szeretnénk, hogy válaszaink nem oldják meg a gyakorlati
tervezés jelzett problémáját, mert megállapításaink egy jól meghatározott
speciális, lineáris tervezési modell néhány tulajdonságát fejezik csak ki. Mint
hogy azonban ilyen típusú (vagy ehhez hasonló) modelleket a matematikai
tervezés gyakorlatában széles körben használunk és használnak másutt is:
rnegállapításainknak lehet bizonyos érdekességük a kérdések tisztázása szem
pontjából [2].

Modellünk egy Leontief típusú gazdaságot ír le. A gazdaság n homogénnek
feltételezett terméket bocsát ki; minden egyes termék egy-egy gazdasági
szektor produktuma. Az ikertermék termelés lehetősége nem áll fenn. Minden
egyes szektor bizonyos számú lineárisan kombinálható alternatív technológiá
val rendelkezik. E technológiák megvalósításához az ágazatok felhasználják
egymás kibocsátásait. A gazdaságon belül újratermelődő erőforrásokon felül
minden egyes ágazat felhasznál olyan naturálisan mért külső erőforrásokat,
amelyek a gazdaságon belül nem termelhetők újra és amelyek minden egyes
periódusban előre rögzített mennyiségben állanak rendelkezésre.

Minden ágazat minden egyes lehetséges technológiájához, tartozik egy a
tervidőszak elején rendelkezésre álló induló kapacitás. Ezeket a modell en
dogén módon fejleszti. Feltételezzük, hogy a t-ik időszakban végrehajtott
kapacitásfejlesztés eredménye at + T-ik időszakra már mint produktív több-
letkapacitás rendelkezésre áll. .

A gazdaság kötött struktúrájú export és importtevékenységet folytat
kívülről adott külkereskedelmi árakon.

A modell működtetésének a célja a rögzített szerkezetű végső kibocsátás
maximalizálása.

A modell dinamikus, N periódusra terjed ki. A modell változói belföldi
áron mért tevékenységeket fejeznek ki periódusonként. A modell perióduson
ként lineáris; együtthatói periódusról periódusra különbözőek.

A továbbiakban megkülönböztetjük a modell változatlan áras formáját
(VM) és folyó áras formáját (FM). A változatlan áras forma azt jelenti, hogy
minden a bázis időszak árrendszerében van kifejezve. A folyóáras forma azt
jelenti, hogy a tervidőszak minden periódusához más és más folyó árrendszer
tartozik. A t-ik időszakban érvényes áraknak a bázis időszak áraira vonat
kozó indexeit egy n elemű pozitív vektor fejezi ki: p<1l ER".

Az árindex vektorából képezhető diagonális mátrixot (pUl)-val fogjuk
jelölni.

Vegyük észre, hogy a t-ik időszak árainak valamilyen közbülső l ;;:;; l;:;;; t
időszak áraira vonatkozó indexét {l)p(IJ_vel jelölve fennáll a következő össze
függés:

és innen

A következőkben megadjuk a modell formális leírásához szükséges szim
bólumok definícióit. Cikkünkben végig követjük azt a jelölési megállapodást,
hogy a folyó áron való mérés tényének kifejezésére a megfelelő szimbólumot
felülvonással látjuk el.
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A modell változói

.D 
(j = 1, 2, ... , n)
( t = . B +B D D D B N). 

A j-ik szektor termelési szintjei a t-ik periódusban lehetséges nj számú külön
böző technológia alapján.

[
x(l)l1 n 

(/) ;En1
X:y2 = ~+ I Rj~I 

X(I)n

2.

eD 

ahol ~ !~ P ~ f ffN nx,i;1t1E= 2 . . I ' ,-1
. . . . D . . . . . . .
O* O* ... lh

A bruttó termelés vektora.

(t = 1, 2, ... , N).

(t = 1, 2, ... , N),

és

4. 0 < t1xy>ERn1 (j = 1, 2, ... , n); (t = 1, 2, ... , N). 

A j-ik szektor különböző termelési kapacitásainak a fejlesztése a t-ik peri
ódusban.

5.

6. o::;: zf> I ' (t = 1, +B DDD B 6 2D 

Az export volumene a t-ik periódusban.

7.  ffcf zj1> I R (t = 1, 2, ... , N).

kz import volumene a t-ik periódusban.

8. ) < z l . >I ' (t = 1, 2, ... , N).

A végső kibocsátás volumene a t-ik periódusban.

A modell állandói

.D =l 1>-1I ' I,}, 
(i,j = 1, 2, , n)

( l = 1, 2, . . . , n); (t = 1, 2, , N). 
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A j-ik szektor l-ik technológia szerinti egységnyi termeléséhez szükséges ráfor
dítás az i-ik termékből a t-ik periódusban.

[

a(/)_ M l,J,l 

aU) 
(I) = 2,j,1 I Rn

a11 : .. 

a<I) 11,J,l

A(_t) - !=l ) · a(t) · 
J - 11, j2,

2.

3.

4.

II«s» 
k :32 = !k � t c A~l; ... k 2ct N I ' l=! . 

5. } ]1t D I ' l ,J,l 
(i,j=l,2, B&2 

(l u 1, 2, ... , nj); (t u 1, 2, , N).

A j-ik szektor l-ik technológia szerinti kapacitásának a t-ik periódusban tör
ténő egységnyi növeléséhez szükséges ráfordítás az i-ik termékből.

!

} :32 M l,j,l 

b~I} I
b;-? = : '1' I tr,

bu> n,j,l 

aD 

ÜD B(I} - [b(l). b(t). 
J - Jl' J'Í., 

8.

\).

á :3} = [B~); B~); 

d}'.},1 I ' 

bV> ] I n=» Jllf . . ' 
II

11x_En1 
B);>J I ' j-t .

(i, j = l, 2, ... , n)
( l = l, 2, ... , »» ( t = l, 2, . . . , 6 2D 

A j-ik szektor l-ik technológia szerinti termelésének fajlagos ráfordítása ,1
naturális egységekben mért i-ik külső erőforrásból ,1 l-.ik periódusban.

10.

11.

12.

13.

aw=[~~;] I ' ÉD 

au>. 11,J,l

D:32 = !Z:3} D C[ :32 B D Z:3} l E Ri<Xllj 
J J l, ""}2, · · · , .J"I · ' 

II
kx :;f, 111 

DU)= !ú ~ Mc J)~l; .. , D)[>] I ' 1 ' . 

cl,U)EJli' (t = 1, 2, ... , N):

A modellen belül újra nern tormolhctó kiil1-16 orőforrasok mennyisége a t-ik
periódusban.

14. k~1ER (j=l,2, ... ,n); (l=l,2, ... B&2D 
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A j-ik szektor l-ik technológiával működő induló kapacitása.

15.

16.

.Ü D 

Az export struktúrája a z-ik periódusban.

18.

Az import struktúrája a l-ik periódusban.

19. r ER"

( t = I, 2, ... , N); 1 · 0~ 32 = I.

(t = 1, 2, ... , N); l*/)1) = I.

(t = 1, 2, ... , N); l*fU> = I.

A végső kibocsátás struktúrája a t-ik periódusban.

+) D (t = 1, 2, ... , N). 

Az export és az import ágazatonkénti szorzói a t-ik periódusban.

A modell feltételrendszere

A fenti jelölések felhasználásával a modell változatlan áras formája a követ
kező alakban Irható fel:

Vll1:
VJV[ J. Termékmérlegek:

(E - A<1>) XU) - BO) JX<. J o f\1>z)1l - /~1>zf> - jU>zC1> ~ O

Vl\1 II. Kapucitáemérlogok :
.O. 

- :5:'JX(/)+X(/)< J{O
DDDBD0 = 

l=l

VM "I JI. Fizetési mérlegek:

- qV>*f<1>z\t> o q<1>*fU)zU) > i 
1 1 , e e e u• 

vv l V. Külső erőforrások korlátai:

DU)X(I) ,:::den 
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VM V. Nem-negativitási kikötések:

X:3>c 1zD>X:y2c z~1>; zfl; z<1> ~ ) 

(t = 1, 2, ... , N).
VM VI. Célfüggvény:

N
~ z nM OB max!
l=l

A feladat duálisa a következő:

VJJfD: 

VMD I. A termelési változókra vonatkozó duális feltételek:

- nr(E - A(/))+ [!f + a'(' ú :32 :2 O*

VMD II. A kapacitásfejlesztési változókra vonatkozó duális feltételek:

ntB(t) o (l(.H o • 0zo+ o · · · o (}N :2 O*

VMD III. Az importra vonatkozó duális feltételek:

- n'tfjt t + C\ q}1> *f/> :2 ) 

VMD IV. kz exportra vonatkozó duális feltételek:

n1f e - b1 q~t)* � � t :2 ) 

VMD V. A végső kibocsátásra vonatkozó duális feltételek:

n'f f(I) :2 1

VMD VI. Nern-negativitáei kikötések:
ti

I111 
) l ni I ' Éc ) $;, e1 I Rí-I ; 0:::;. a, I Rk, ) $;, bl I ' 

VMD VII. Célfüggvény:
N
~ (et K) o atd<n) ~ mini
l=l

A modell folyóáras alakja a következő:

FM:

FMI:

(t = 1, 2, ... , N) 

FMII:

FM III:

FMIV:

.OM 
- ~ (P,)-1 (P,) Jx<I) o X<t) $;, lf.<t)

/=l

- q-<1) * ,-(I) z(I) o q-(1) * ,-(I) z(I) -,. ) I I i e e e r::;.. 

D<t) X<t) ~ d(ll 
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FMV: xu); ,1 x " 1,; z j1J; z � t c +l 1J >  
(t=l,2, ... ,N) 

FMVI:

Ennek a duálisa viszont:

N
):' z(I) OOOo 111 ax!-l=l

FMDI:

D HS ú II:

FMD III:
DHS ú IV:
FMDV:

FMD VI:

fHS ú VII:

FMD:

- ni"[E - _AU)] o et o atJJ(I) > O*

O·áO:. 2 o &i+l :p .2O1 :p yoM2 o · · D n1 o et<P1>-1 <PN> >  · 
- ntff> o J1iz\1t · � }3 t > ) 

ii't � � t O J, _� t * fit) > ) 

ii't f(I> ~ l

n,; A. c a,; >3t Ü

(t=l,2, ... ,N) 

N -~ Wt K<1> o <if' d<1>) OOo min!
l=l

Vegyük észre, hogy a külső erőforrásokra vonatkozó korlátok a két formá
ban nem különböznek egymástól, mert naturálisan mért mennyiségekről van
szó. Másfelől az ágazati kapacitáskorlátok a modell két formájában nem csak
annyiban különböznek egymástól, hogy az első esetben felülvonás nélküli,
a második esetben felülvont szimbólumok jelennek meg. Figyelembe kell
venni azt a körülményt, hogy ezek a feltételek intertemporális kapcsolatokat
fejeznek ki. Ezért gondoskodni kell arról, hogy a folyó áras modellben minden
periódusra vonatkozóan a megfelelő kapacitásmériegekben minden egyes
mennyiség a periódusban érvényes aktuális áron szerepeljen. A megfelelő

n
átárazást itt a (P. 2 diagonál mátrixokkal érjük el. Ezek~ nred rendű

j=l
operátorok, amelyeknek a főátlójában pft> : ncszer, p~1> : n+-ször, stb., p~>
viszont n,.-szer fordul elő.

Ha ismerjük minden egyes periódusra a folyó áraknak a bázis időszak
áraira vonatkozó indexeit: kifejezhetjük az FM forma paramétereit a VM
forma paraméterei és az árindexek segítségével.

Az ágazatok közötti termelési, illetve bővítési kapcsolatokat kifejező �= j 
lagosok esetén az árváltozások e törtként értelmezhető mutatóknak mind
a számlálóját, mind a nevezőjét érintik. Ezért:

(/)
aY> O=:3t P;i,j,l - i,j,1 (I)

Pj 
:02 

} :32B O b\l). !!.!_ 
t,J,/ - 1,J,l (I)·p,



172 BOD PÉTER

A naturális egységekben mért külső erőforrásokra vonatkozó fajlagosak
esetében az árváltozások viszont csak a nevezőt érintik. Ezért:

d(/)
cz\1). _ /,j,l 

1,),/ - (/).
pj 

A feltételekben szereplő mátrixok átárazása így a következő formulákkal
valósítható meg:

(E - _AU))= (pU>) !I O _AU)] <P1)-l
B<tJ = :Ón M2 BU) :p B2O. 

D<I) = ú l i l p x2O. D 

A külkereskedelem és a végső kibocsátás struktúráit kifejező vektorok
megoszlási viszonyszámok, ezért az átárazáskor ezeket megfelelően (egy
ségre) norrnálni kell. Vagyis:

O l ]9(/\> j\l) fi/)= I

l * (pU>) fjt)
O : BBÓM2 fU)[U) - __,._ e_
e - l * ( 7/il) ff)

- ( 7,(I)) jU) 
[U)=-·--- 

1* (pU1) r
A hazai árrendszer megváltozása miatt megváltoznak a devizaszorzók is;

qjt) = ( pU>) - . q/l; qfl = :Ól zM2 O . q~I). 
Végül nem azonos a tervidőszak elején megl6v6 kiinduló kapacitások mér

téke sem, ha nem változatlan, hanem folyó áron vizsgáljuk. A változatlan
áron K0 nagyságú kiinduló kapacitások 1.1, t-ik periódus árrondszerében mérve
éppen

rnigyságra rúgnak.
Tegyük fel ezek urán, hogy a VM modellnek van megengedett mego ldáa«.

Legyen
(t = l, 2, ... , N) 

a VM megengedett megoldása, Ó ' válusszunk egy tct::;úíleges árindex rend
szert, amelyet a p<. l I Jln(t = 1, 2, ... , N) pozitív vektorok írnak le. Fejezzük
ki VM fonti megengedett megoldás{tL a választott; ármdcxok által clefiniált
folyóáras, rendszerben. A7. átárn?.ás eredménye ,t kövotkozö:

.x_U> = :p .2 2:bn > 

L1 .X Ul = <P,) 1M x» 
z ]1l = zf l . > * I 7/ll) /)1)

zt') = zfl - l l 7,UJ 1 /~')

zU) = zU) . 1 <rPl) [<1) . 
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Bebizonyítjuk a következőket:

I. Tétel: A VM modell megengedett megoldásai bármilyen folyó árrendszerre
átszámítva megengedettek az FM modellben. ,

Egyszerű számolgatással megmutatjuk, hogy ha

:XsMMc 1MXsyMc z 21Mc z~I); z s322 (t= . B+B DDD ,N) 
kielégíti VM-et, akkor

(t = 1, 2, ... ,N) 
kielégíti FM feltételeit.

Hajtsuk végre a megfelelő helyettesítéseket:

FMI:

FMII:

FM III:

FMIV:

l t>J/t)
O l Ól .M2 BUJ <P )-1 <P " LJXU) o +l . t . *<pU>) f. p ;

3 3 I l l . * l p s322 ff>

l :322 jU) l :322 0:yx - zfl 1 * l . p t 2 /fl P • • O zU). 1 · l Ól 322 j<LJ P .
1 * <p<t)) t<P 1 * l p :322 JU> 

= l Ó1) [(E -ACll) X1 + BU) 1. Xl 1l o J;ll4> - /f>zf> - j<tlz<tlJ ~ ) 
l=l

- ~ <Pe)-1 <P,> <Pe) 1MX:02 o <I't) x l & =
l=l

= <P,> MO~ B.x 8t o x<f)] < <Pi> K0 = J[ui 

l (t)> jU) - <p<t))-lq)t)* p . i zjt) 1 ·l Ó:022 fii)+
1 * :ÓnM2 /jtJ

l :322 f(f) +<p<t))-lqtt)* P e -z\t)·l*(p<IJ)J~t)=
e 1 * l p :322 0~ 32 e 

= _jM2 * . 0ji z;t) - qi')* 11') zf> :;:,;;; 0
D(I>xu) = D<l)<P,>-1 <P,> xu) = DU> xu)::;; au:,. 

Tegyük fel ezek után, hogy ismerjük VM egy optimális megoldását. Legyen
ez

:X~:0zD J X:32D zU). zU) zU)) 
' LJI ' I ' ..,e (l=l,2, ... B6 2 

Ha VM optimális megoldása létezik, akkor létezik VMD-nek is és a két opti
mális megoldás célfüggvényértókei megegyeznek. Legyen VM.D optimális
megoldása:

(t = 1, 2, ... , N).

Az általánosság megszorítása nélkül feltételezhetjük, hogy a terrnékmérlegekhez
tartozó duális megoldások pozitívak. Tekintsük a továbbiakban a termék
mérlegek árnyékárait árindexelrnek. Vagyis legyen

(t = l, 2, ... , N). 
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A VM optimális megoldását a VMD optimális megoldása alapján nyert árnyék
árakkal átárazva az alábbi folyóáras megoldást nyerjük:

.,XU)= (ll1) _x(n
,,.._, ~ ~ 

1>X:32 = <II1> 1>X:M2 

2\1t = z � t D 1 * (ir1) /)1t 
z � t = zf> · I*(ir1> 11. t 

z :1) = z :02D 1 *<ir1t JU> = z l &D 
(Minthogy z<1> feltétlenül eleme az optimális bázisnak, a végső kibocsátáshoz
tartozó duál feltételekben egyenlőség teljesül és ezért ir,<1 "f(t> = I).

Kimonclhatjuk a következőket:

2. Tétel: A VM modell optimális megoldásának a termékmérlegekhez tartozó
árnyékárakkal átárazott programja optimális megoldás az FM modellben.

kz l. Tétel alapján a fenti megoldás FM-ben megengedett és célfüggvény
értéke az átárazásnál nem változik. Ugyanakkor a VM-belí optimalitás miatt
fennáll:

N N N 
Zo = ~ z :32 = ~ (i!t J{O o (jtd<t)) = ~ iz(t)_

l=l l=l l=l

Megmutatjuk, hogy :FMD-nek van olyan megengedett megoldása, amely
nek célfüggvényértéke éppen: z) D Ez viszont a dualitás tétel miatt azt jelenti,
hogy a fenti FM megoldás nem csak megengedett, hanem optimális is.

Legyen:
ii,= I I Rn

et = ?!1 <h,>-1

bl =&t
Ez a megoldás kielégíti FMD feltételeit:

FMDI.

o A· n<1><JI1>-1 = [ - n1(R - A<1!) o ét o &t D(/)J <fi,>-1 +  · 
HS Dú&D . *<n,> nu)<Jl1t O1oMPBÉz11 <II1+1>-1 <T11>-1 <lli+1> o 

o r!i+2<lli+2>-:-1<il1>-1<fl1+2> o DDD o i!"'fv<TIN>-1 <fr1>-1<f£N> =
= [itt B<I) o ét1-1 o e't+z + ... o !!N] <ff,>-1 + ü*

• fP e t 01
t FMD UI. - 1 * (n1) i o &1q\'>* (n1)-l __!!_1 _i 

1 · <n1> � 0t . · <n1> /\1t 

it* j\t) o ö q\t)* j\t) 
3 3 3 3 3 f+fc* 
l * (ir1) 0~ 32 
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FMD IV.

FMDV. 

Végül a célfüggvény értéke:
N _ N ~ ~ 

2 =~(etK<1) o i11dU!J u ~ (er<n1>-1 <ni> K0 o atd<1)) u 
1=1 1=1 

N
- ~ (. * KO 3b O * Z:z22 O - ,..:., (!1 Ü CJ1 - Zo • 

1=1 

Néhány záró megjegyzés

Vizsgálatunk megmutatta: egy Leontief típusú tervezési modellben meg
lehetősen nagy szabadságunk van abban, hogy a modellt milyen időszak
árrendszerében számszerűsitjük. Ez a megállapítás mindenek előtt a makro
variánsok konzisztenciája szempontjából érvényes. Az I. Tétel ugyanis éppen
azt mutatta meg, hogy ha egy makrovariáns megfelel a modellben kikötött
egyensúlyi feltételeknek valamilyen bázisidőszak árrendszerében: akkor egyen
súlyban lesz egy tetszőleges más, időben változó árrendszerben is.

Másfelől kiderült, hogy létezik a tervidőszakra olyan folyó árrendszer,
amelyben a bázisárrendszerben optimális makrovariáns optimális marad. Ezt
a folyó árrendszert a modell termékmérlegeire adódó árnyékárak generálják.
A VM modell duális megoldásában megjelenő termék-árnyékárak így bizo

nyos értelemben jelzik, hogy a primál optimális megoldás által adott makro-
variáns milyen ár arány változásokat implikál a tervidőszak alatt. '

Óvakodnunk kell persze attól, hogy a vizsgált modell tulajdonságaiból
következtetéseket vonjunk le � . modell érvényességi körén kívül. Nem szabad
megfeledkeznünk arról, hogy modellünk csak a termékek és a termelőkapa
citások bővített újratermelését ábrázolja többé-kevésbé explicit módon és
csak a velük kapcsolatos összefüggéseket veszi körkörösen számba.

A modell például nem tartalmazza sem a munkaerő újratermelését, sem a
pénzbeni jövedelmek elosztásának és újraelosztásának a folyamatát; rend
kívül elnagyoltan szerepel a modellben a külkereskedelem - hogy csak
néhány alapvető fogyatékosságát említsük. Eredményeinket ezért elsődlege
sen további vizsgálatok kiinduló pontjának tekintjük.

(Beérkezett: 1979. április 24-én.)
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NJ~W CONTRIBUTJONS TO THl.i: UTILISATION
OF SHADOW PI-UCES íN PLANNING

In t.he article two planning upplica t ions o!' George 13. Dantzig's modified shadow price
concept.ion are discussed. As opposed Lo tho l;nulitional. one, this conception does not;
consider the total quant.iuy of a resoruco not oxha.usted by I lie optimum solution as
valueless: only the surplus not wanted by tho opt.imurn solut.ion. Thus, by a certa.in
modification of the problem ii, becomes possible to produce such a shadow price system
which is positive in every case and, besides, is in connexion with the current price system
of economy.

Tho aut.hor presents within t.ho numerical lirniLs of a small stat.io model of national
econo mic planning, the pract.icul usa.Jiili t.y of modified shadow priccs for I.' vealing the
contradictions in tho price sysbom.

Theroaftor ho uses a mult.iporio.I, dyn,uniHud linear morlolsorv ing for long-term volume
planning of tho national economy to oxuruinc tho ro!o or the price system used for the
quuntif'icat.ion of tho model. The mo.Iol is soL 1,p in two forms: mcasurnd at unchango.I
prices (UI:'), and at current priccs (Cl'). ·

The author proves that-foasib.ilit.y iR an invariunt. quali.ty of t.ho model, us current, priccs
change relative to t.he fixed priccs or the basic period;
- optimum solutions obtained from t.hc U I' model romain opt.imu.l in t.ho CJ' model

if the shadow prices of product balances const.itutc Lho price indices between current.
prices and prices of the basic period.

HOBblE v!CCJlE,UOBAHv151 B klCOOJlb30l3AHv151 TEHEBblX IJ,EH
B nJlAH HPOBAH klv1

8 A3HHOií CT3Tbe ()i!CCM3T()~1Bi!IOTC5l w:ia napnaura HCll0Jlb3013illHUl U 11()01\CCCC IJJILlllHf)Oüa1111H
BH)\0H3.V\CHHOií l(Olll~enl(HH TCIICUblX l~CH ,[()J(Op/~H<a G. ,[(a!II\Hf'a, Tarcoi! 110/(XO/~ - 13 OTJl!iLIHC OT
Tl)3J\IIL(H0HH0f'O - IIC C'IIHélCT H3J1Hlllll11M fJCCh 06'bCM pccypcon, IICHCIIOJlb30133HllbIX flOJI
HOCTblO B pasucax OllTHMélJJbHOrO pewe1111H; pc-u, 11/(CT rorrstco O TOM H3JIHI.IJl(C, 1(0T0pi>111 IIC
HCl10Jlb3yeTCH fl 3TOM 011THM3Jlbll0M ()CIJICIIH(f. Ta101M o6pa30M nocpC,[ICTBOM JICl(OTOporo flH/~0-
H3MNleHHH aana LJ~I CTOHOBl1TCH fJ03MO)l(J-lblM IIOCTpoe111-1c CHCTCMbl rarorx TCIICl3b1X L(CII, l(OTOI)i>IC
B rnoősix cny-ianx HBJTHIOTC5l ll()Jl())l(HTCJli,IJblMH 11, fl0Ml1MO ororo, yuH31,IUalOTCH raroicc II C
arnyaJll,l·lblMH CHCTCMaMH L(CII 13 3KOIIOMHl(C.

AflTO(), B paMIGlX 11e60J1bll101'() LJHCJIOBOro llpHMCpa MO/~CJIII CTél'l'H'ICCi(Ol'O llfülllHf)OUa111,1ii
Hélf)OAJ-IOro X035IiÍCTBa fl01(él3i>IBaCT, HilCl(OJl'!.1(0 MOf'YT npaKTH'ICCl(H llf)HMCJ·l51.ThCfl Bl1/(0H3,\1C
HCHH6Je TCHeBblC L(CJ-161 U mrrcpccax Bl,l}ll3JlCIIH5I ll()OTH£lOpc•mi1 CHCTCMl,I I\CII.

8 llOCJlCJ(YIOU(C1'1, fl paMJGlX MIIOf'011Cp110JlHYJ-IOl\ /~MllélMl•J'IIIOtÍ JII-IIICÍÍIIOJ,Í MO/(CJIM 11Jiill1Hp0-
8éll-lllH 1-1apoi:111oro X03HIÍCTfla, CJIY)l(éll.l(Cl1 i(OJJl'OC()O'IIIOMY ílJlaJIJl()OlliJIJJJIO lJCl(OTOporo onpc
;n;e;1c1-111oro OÓ'bCMil, paCC,\lélT()H£li.lCTC51 ()OJlb CMCTCMi,J llCII, MCll(JJH,:JyCMOH J:(Jlfl ICOJlf(l)CTIIOtl MOJ(C
!111. MOJ(CJlb OrlJ)C)\CJl5IC'l'CSI 13 )(Uyx (jlOpMaX, T. e. 13 (jlOl)MC IIC113MCHIIO Oll()CACJICIJIJhlX L(CII 11 fl
cjlopMC onpe/~CJICIJIIO(I no TCl(Yll(HM l(CllilM.

ABTO() /(OIGl3blflélCT, 'ITO
J(OIIYCIUlC,\IOCTb 11(1C)J,CTaDMICT coúoi'i Hllllilp11a1m1oc CJJOlicTBO MO/(CJIII IIC3aflllCMMO OT
Toro, ((al( Cl(Jla,[11,113,\JOTCil TCJ(Yllll-lC llCllhl 110 cpaUJJCIIHIO C l~CIWMM fü1:i1-1c11oro llC()H0).\11,
l(OTO()hlC paccMaTpllflillOTCH 13 1(,ILICCTUC IICJi:1,\lCIIIIOii CIICTCMbl llCII;
OílTH,VlélJlbHl.,IC ()CIIICJIH51, ll()Jly'laCMl,I Ili! OCIIOl3ill11111 C IIC113MCIIIIO onpC/\CJIClllll,IMH I\CHélMl1
OCTéllOTC5I OílTHMilJlblll,li\11·1 Téll()l(C II I! ,\10/\CJIII C TCl(YUlllMII llClli.lMII fl TOM CJJyciac, CCJIH
ÓélJlélHC TCHeBl,JX l(CII npC/(CTal3JlllJOT coGMi 1-111/\Cl(Cl,1 I\CII MC)i{/(Y TCl(Yll(IIMI-I L(CllaMH H L(C
Hi.l.\lH Ga311Cll0f'O 11cp1101w.


