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A linedris algebra minden bizonnyal
olyan teriilete a matematikdnalk, amelynek
a jelentéségét nem kell reklamozni. Ezt
a tudoménydgat, mely a szemléletiinkhoz
annvira kozeldlldé mdodon titkrozi a valo-
sdeot, szakemberek szdzai ismerik és alkal-
mazzik a miiszaki és gazdasdgi élet, vala-
mint  a természettudoményok legkiilon-
boz6bb teriiletein. A linedris algebra szak-
irodalma kozismerten oridsi, és az érdekls-
d6k szdmos kivild kézikonyv kozil védlo-
gathattak eddig is, elegendd példaul .
R. Gantmacher, K. Bodewiy, G. Hadley
vagy R. Zuhrmithl konyvére utalnunk.
A magyar nyelvii matematikai szakiro-
dalom azonban a legutdbbi id6kig nem
mutathatott fel olyan kézikonyvet, amely
a linedris algebra elemeibdl kiindulva, el-
vezet annak legkorszer(ibb eredményeihez,
8 ugvanakkor az alkalmazdsok szdéles skdld-
jdval is megismerteti az olvasit. Az aldb-
biakban ismertetett két mit ezt a hidnyt
potolja.

Rozsa Pdl . Linedris algebra ¢s alkal-
mazdsai’” cimfi konyve harom részre wngo-
16dik: az elgd a linedris algebra elmdéletének
a kifejtését tartalmazza (1-—4. fejezet), a
méasodikat specidlis madtrixelméleti problé-
mdk ismertetésének  szenteli o szerzd
(5 1. fejezet), a harmadik részben taldl-
hatok o kiilonféle alkalmazdsok, valamint
a numerikus modszerek (8- 11. fejezet).
Az egyes fejezotek o kovetkezd téma-
koroket foglaljik magukban.

Az 1. fejozet tdargyalja a komplex elemi
mdtrixok ¢s  vektorok értelmezését, a
matrixmatematika miiveleteit, a didd, a
rang és az inverz mdtrix fogalmdt, a spe-

* Ay 1. kiadds 1974-ben jelent meg.
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ciglis tulajdonsdgtt  métrixokat, foglal-
kozik tovdbbd a diddikus felbontdsnak és
a linedris egyenletrendszerek megoldédsa-
nak alapelveivel. A 2. fejezetben leirja a
véges dimenzids euklideszi terek fogalmait,
a bédzisokat, bilinedris és kvadratikus
alakokat, a linedris transzformdcidkat.
Foglalkozik a sajatértékfeladattal, az egy-
szer(i strukttraja (azaz hasonlosdgi transz-
formécioval diagonizdlhatd) madtrixokkal,
tovdbbd az unitér és normdl transzfor-
mdciokkal, az énadjungdlt transzformdcidk
sajatértékeinek szélsbértéktulajdonsdgai-
val. A 3. fejozet tdrgya az egyszer(i struk-
tardju  mdtrixok spektral-el6dllitdsa, a
Cayley — Hamilton-tétel, a minimal-poli-
nom és az egyszert struktiraji mdtrixok
hatvdnysorai. A 4. fejezetben ratér a nem
egyszer(i struktardja métrixok hatvény-
goraira, tdrgyalja a Jordan-alakot és az
elemi osztok elmdéletét.

Az 5. fejezetben a hipermédtrixokkal
kapesolatos  problémdkkal, a 6.-ban az
AX —XB=0 és AX — XB = F alaka
matrixegyenletek megolddsdaval, a 7.-ben
az A + AB alakd métrixseregekre, vala-
mint az 4dltaldnositott sajatértékfeladato-

tokra  vonatkozd eredményekkel foglal-
kozik.
A 8. fejezethben térgyalja a linedris

algebroa alkalmazdsdt a differencidlegyen-
letek elméletében, vizsgdlja a kozonséges
elsérendd linedris, valamint a mdsodrend@
linedris, valamint a mdsodrend(i linedris,
konstans  egyiitthatos, tovdbbd n-rendfi
allandd egyiitthatos linedris differencidl-
egyenleteket, a  differenciaegyenleteket,
ezek alkalmazdsit, a parcidlis differencidl-
egvenletek megolddsdra. Ismerteti a Lja-
punov-féle stabilitds elmélet alapjait. A 9.
fejezet a nemnegativ elem(i matrixok el-
mdéletével, a Frobenius 6és Perron tétellel,
a sztochasztikus matrixokkal, a Markov
lancokkal, hatdrvaldszintiségekkel és  az
ergodicitassal foglalkozik. A 10. fejezetben
attekinti a linedris programozést, a 11.-ben
foglalkozik a linedris egyenletrendszerek
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és sajatérték-feladatok kozelité megoldd-
saval.

A konyv érdemeinek méltatdsa el6tt
célszer(i vazlatosan dttekinteni Krekd Béla
,Linedris algebrd”’-janak tartalmi felépi-
tését, mert ennek alapjin Ossze lehet hason-
litani a két munka targyaldsmoédjit. Kz a
konyv 14 fejezetre tagolddik.

Az 1. fejezet foglalkozik a valdés elemii
matrixok és vektorok értelmezésével, a
specidlis madtrixokkal (szimmetrikus és
ortogondlis, tovdbbd normdlis mdatrixok-
kal, projektorokkal stb.), a gréfelmdleti
alkalmazdsokkal. A 2. fejezet tdrgyalja a
linedris terek fogalmat, a linedris fiiggetlen-
séget, a béazisokat, a madtrixok rangjat, az
elemi bdzistranszformdciot. A 3. fejezet
ratér a linedris egvenletrendszerek meg-
olddsdnak alapelveire, az inverz méatrix
fogalmédra, az inverz szorzatalakjira, a
hasonldsigi transzformdciora. A 4. fejozet
a kizgazdasdgi alkalmazdsokat tdrgyalja,
példdaul a koltségelemzés, a termelés prog-
ramozds, az dgazati kapesolatok mérlege
teritletén.

Az 5. fejezet tdargyalja a matrixok rang-
janak esokkendsét  hatvanyozds esotén,
tovabbd a nilpotens matrixok Jorddn-féle
normalalakjit. A 6. fejezet az euklideszi
tér fogalmdval, konvex halmazokkal, poli-
éderikus  halmazokkal, szopardlé  hiper-
sikokkal, toviabbd a legkisebb négyzetek
moédszerével  és  a  Moore — Penrosa-féle
altalinositott inverz méatrix fogalméaval
foglalkozik. A 7. fejezet a linedris egyen-
16tlenség-rendszerek megoldédsi halmazianalk
legfontosabb tulajdonsigait, az extremdlis
iranyokat és pontokat tdrgyalja, tovabbd
ismerteti a teljes leirds modszerét és a
szimplex modszert. A 8. fojezet a bilinedris
és kvadratikus alakokkal, a Sylvester-féle
tétellel, a 9. fejezet a komplex euklideszi
térrel foglalkozik. A 10. fejezet bemutatja
a linedris transzformdcei6 sajatértékeit, az
invarians altereket, a Jorddn-féle normdl-
alakot és az dltalanositott sajatérték fel-
adatot. A 11. fejezet targyalja a normdilis
transzformdciok spektrdalos el6allitdsdt, a
nemnegativ elemit matrixok legfontonto-
sabb tulajdonsdgait, a 12. fejezet pedig
a midtrixsorozutok és hatvinysorok kon-
vergencidjat, a matrixegyenleteket. A 13.
fejezet  foglalkozik a numerikus mod-
szerekkel, a sajatérték feladatok és linedris
egyenletrendszerek kozolité megolddsdval
iterdcid atjan (Jacobi és Gauss-féle iterd-
cid, a konjugdlt gradiensek mobdszere
stb.). Végiil a 14. fejezet targyalja a deter-
mindnsokat, a kovariancia és korrelacios
matrixokat, a faktoranalizis problémadit,
a specidlis struktirdkhoz tartoz6 elemek-
b6l allé matrixokat.

A két konyv felépitése ¢és a targyalt
témdk kore tehdt némileg eltér egymastol.

Mind Rézsa Pdl, mind pedig Kreké Béla
kinyvével kapesolatban meg kell édllapi-
tani, hogy a szerzék jol hasznositottdk az
egyetemi oktatds sordn szerzett sokéves
didaktikai tapasztalataikat. A konyvek
felépitése a nagy terjedelem ellenére vild-
gos, jol dttekinthetd, a megértést szimos
numerikus példa, dbra és blokk-diagram
mozditja el6. Mindkét kionyvet haszonnal
forgathatjdk azok az olvasok is, akik nem
rendelkeznek mélyebb matematikai el6-
ismeretekkel. A kényvek mddszertani vala-
mint eélkitiizésh6l adddd sajdatossigaival
kapesolathan a kovetkezéket edlszeri ki-
emelni.

1. Rézsa Pdal a fogalmak kiépitésében

dontd mértékben tdmaszkodik a  deter-
mindnselméletre  {gy példiaul adjungilt

aldetermindnsok segitségével definidlja az
inverz matrixot, és a sajitértékfeladat
vizsgdlatdt is a determindnselméletre épiti
o minimdlpolinom értelmezése A1 —A
adjungdlt aldetermindnsainak segitségével,
Cayley — Hamilton-tétel bizonyitisa sth.
ami lényegében megfelel a klasszikus tédr-
gyaldsmodnak. Bzzel szemben Kreké Béla
a determindnsmentes tdrgyaldsmodot ré-
gzesiti elényben, é8 az A mitrix minimdl-
polinomjit gy értelmezi, mint azt az
egységnyi féegyiitthatds, minimdlis fok-
gzama m(4) polinomot, amelyre m(A) = 0.
Ebben a felépitésben a sajatértékek az
m(2) = 0 egyenlet gyokei, és kimutathato,
hogy minden A; sajatérték esetén a ;1 A
matrix szinguldris, tehdt létezik olyan x;
sajatvektor, amelyre Ax; = A;x;. Termé-
szotesen mind a kétféle targyalidsmodnak
megvannak a maga elényei, az azonban
nem lehet vitds, hogy lehetdség szerint
mind a kettGvel érdemes moegismerkedni.
2. A mitrixok hatvinysorainak a vizs-
gilatdndal Rézsa Pal az alibbi rendkiviil
olegding utat vilasztotta. Ha A egyszer(
sbruktirdja, hoelyettesitsiik  sy(A)-6, a

Py e, A¥ sor N-edik részletosszegét Ry(A)-
val, sy(A)-nak az A minimdlpolinomjdra
vonatkoz6 osztdsi maradékdval. Ry(A) a

t

5,\:1 sn(4p) Lip(A)

alakba frhato, ahol 4,, ..., A; az A mitrix
kiilonboz6 sajatértékeit, Ly, ..., L, pedig
a  sajatértékekhez mint  alappontokhoz
tartozd Lagrange-féle interpoldciés alap-
polinomokat jeloli Ly(4,) = 1, Lp(4) =0,
ha p +#q). A konvergencia ilymodon
tehdt numerikus sorok konvergencidjinak
kérdésére redukilodik. Lényegében analog
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eredmény adddik abban az esetben, amikor
A nem egyszerii strukturdji; Ry(A) el6-
allitdsa ekkor természetesen bonyolultabb.
Kreké Béla konyvében a  Jordan-féle
normadl-alakra valé hivatkozdssal kapjuk
meg a valaszt a hatvdnysorok konvergen-
cidjdnak kérdésére ha J = STI1AS jeloli
az A madirix Jordan-féle normadl-alakjat,
akkor Sy(A)=8-sy(J)-S"L A kon-
vergenciat végeredményben ezen az ton
is numerikus sorok konvergencidjara lehet
visszavezetni, ez a modszer azonban erd-
sebb eszkozoket haszndl, mint az el6z6,
ti. a Jordan-féle normil-alakot és az S
transzformadeiés madtrixot.

3. Az Ax = b alakd, szabasdgfokkal
rendelkezé linedris egyenletrendszer meg-
olddsdval kapesolatban mind a két konyv-
ben taldlunk olyan eljardst, amely az A
métrix A = A;A, alakd bazisfaktorizd-
cidojan alapul (ez annyit jelent, hogy A,-
nek az oszlopai, A,-nek pedig a sorai
fiiggetlenck). A bdzisfaktorizicié eszkoze
Rozsa Palnal a diddikus felbontds, Kreko
Bélanal pedig a bazistranszformacio. Az
el6bbi valamely adott A = A®) mdtrixvol
kiindulva, alkalmasan generalt diddoknak
az aktudlis médtrixbol vald levondsidval jon
Iétre az eljdrds r lépéshen az A méatrixnak
r szami didd osszegeként vald elGallitdsat
szolgdltatja, ahol r az A rangjit jeloli.
Szamitdstechnikailag ezzel gyakorlatilag
egyenértékii a bdzistranszformdcido mod-
gzere, melyet  a  szimplex-algoritmussal
val6 kapesolata révén kdzismertnek tekint-
hetiink. A bizistranszformadei6 alkalma-
zasira Krekd  Béla konyvében  tovdabbi
példdkat is lithatunk: az inverz mdtrix
szorzat-alakjdnak el6dallitdisa, tovdbbd az
n-edrend(i  determindns  értelmezése  egy
igen  szellemes, bdr a  hagyomdnyostol
nagyon eltéré modon stb.

4. Nagymértékben eltér egymdstol a
két konyv az alkalmazisokra bemutatott
példdk tekintetében, bar ez bizonyos vo-
natkozdsban magitol értetéds. Rozsa Pdl
konyvének a differencidlegyenletekkel kap-
csolatos alkalmazdsokat targyalé 8. feje-
zetérél kis talzdssal azt lehetne mondani,
hogy , kényv a konyvben”, és a nemnega-
tiv elem(i valamint a sztochasztikus mdt-
rixokrél is teljes képet kap az olvasd a
kinyv 9. fejezetében. A 10. fejezet, amely
a linedris programozdsrol nyujt attekin-
tést, els6sorban a tdrgyaldsmod ujszer(i-
sége révén tarthat igényt az érdeklédésre.
Kreké Béla ,,Linedris algebrda’’-jaban fi-
zikai és miszaki  alkalmazdsokat nem
taldlunk, és valamivel kisebb sullyal
szerepelnek a nemnegativ elem{i matrixok
is, mint Rozsa Palndl. Krekd Béla konyvé-
ben a hangsily a kizvetlen kozgazdasigi,
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valamint az ezzel rokon alkalmazdsokon
van — koltségelemzés, dgazati kapesolatok
mérlege, statisztikai alkalmazdsok stb. —,
8 ez nem csupan azokra a fejezetekre és
alfejezetekre nyomja rd a bélyegét, ame-
lyekben a szerzé konkrét példdkat mutat
be, hanem a konyvek olyan elméleti
részeire is, amelyek tovdbbi gazdasdg-
matematikai tanulmédnyok alapjdul szol-
gélnak, mint példdul a konvex halmazok
tulajdonsagaival és a szepardld hipersikok-
kal foglalkoz6 alfejezetek.

A példilk felsoroldsit még lehetne foly-
tatni, annyit azonban mindenesetre le kell
szogezni, hogy a két kényv igen sok tekin-
tetben szerencsésen egésziti ki egymadst.
Gazdasdagi szakemberek szamdra termé-
szetesen elsGsorban Krekd Béla ,,Linedris
algebrd”-jat, miszaki és természettudo-
manyos érdekl6désii olvasok szémdra pedig
Rézsa Pal konyvét lehet ajanlani. Tekin-
tettel azonban arra, hogy a két munka
tartalma és targyalismddja némileg eltér
egymdstol, kozgazddszok szémdra hasznos
lehet Kreké Béla konyve mellett Rézsa Pdl
munkdjit is megismerni.

MigALyrry LASzLO

Nigaino, H.: Conver structures and econo-
mie theory. New York —London, 1968. Aca-
demic Press. 405 p.

H. Nikaido meve nem ismeretlen a
magyar matematikus kozgazddszok el6tt.
A szerz6 korunk egyik legaktivabb, leg-
sokoldalubb  matematikus kozgazddsza.
Figyelemre mélté eredményei vannak a
jatékelmélet, az dltalinos egyensilyelmé-
let, a tobbszektoros noévekeddési modellek
sth. teriiletén.

,,Convex Structures and IEconomic
Theory” c. konyvében egyediilallé dologra
villalkozik. A matematikai kozgazdasdg-
tan hdbort utdni fejlédésére az a legjellem-
z6bb, hogy a figyelem — a klasszikus ana-
lizis eszkozeinek alkalmazdsa helyett —
egyre inkédbb bizonyos modernebb eszko-
zok, els6sorban a topolégia néhdny dga felé
fordult. A szerz6 a matematikai koz-
gazdasdgtanban alkalmazott topolégikus
modszerekbe és ezek szertedgazé alkalma-
zdsaiba kivdn alapos bevezetést nytjtani
— bizvdst mondhatjuk — a legnagyobb
sikerrel. H. Nikaido mfivével azt kivinja
megmutatni, hogy a matematikai koz-
gazdasdgtan modern dgai egységesen tdr-
gyalhatok a véges dimenzids euklideszi
tér konvex halmazai segitségével. A mi
centrélis fogalma a konvewitas matematikai
fogalma. A mi kozgazdasdgi ihletése —
kivetkezetesen egyensilyelméleti.
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A mfi a bevezetésen kiviil hét fejezetet
tartalmaz. Az elsé fejezet a konvex hal-
mazok és fliiggvények matematikai elmé-
letét tartalmazza. Ezt a fejezetet mate-
matikusok is nagy haszonnal forgathatjik.
Miutdn a szerzé targyalta a konvex hal-
mazok legiltaldnosabb algebrai és topo-
légikus tulajdonsdgait két alapveté mate-
matikai eredményt vesz bonckés ald, a
szepardcios hipersikok tételét és a Brouwer-
féle fixpont tételt.

A konyvben tobb alternativ bizonyitdst
taldlunk a szepardcios tételre. A tétel bir-
tokdban a szerz6 végigveszi a konvex
kénuszokrol, linedris egyenl6tlenségekrol,
konvex poliéderekrol szold osszes fontos
tételt.  Tgy pl. a konyvben taldlhato a
Stiemke, Tucker, Farkas— Minkowski-féle
tételek, Krein— Milman-tétel specidlis ese-
te, mely szerint minden konvex kompakt
halmaz eléallithat az extremdlis pontjai-
nak konvex linedris kombindcidjaként.
Nagy figyelmet szentel a konvex filigg-
vények elméletének. Targyalja pl. a klasz-
szikus analizisbdl ismert tételeket, rész-
letesen foglalkozik a feltételes szélaGér-
ték problémdaval. Bebizonyitja a Kuln
Tulker-féle nyeregpont tételt.

A véges dimenzids euklideszi terek kon-
vex halmazairdl szolo tételek kozil a leg-
fontosabb, legmdélyebb a Browwer-féle fix-
pont tétel, mely azt mondja ki, hogy egy
konvex kompakt halmaznak 6nmagiba
vald folytonos leképezésének mindig van
fixpontja. A tételt az irodalomban leg-
elterjedtebb 1ton: a (szimplexek rész-
szimplex felbontdsara vonatkozd) Sper-
ner lemma segitsézével bizonyitja. A tétel
rendkiviil bonyolult és nehéz bizonyitdsit
pontosan, kiriiltckintéen végzi el. A Brow-
wer-tételt kozvetleniil alkalmazni a koz-
gazdasiagi elméletben gyakran nem lehot.
Targyalja két dltalanositdasat a Kakwtani-
féle fixpont tételt, amelynek az Otodik
fejezetben az egyensily létezdésének bizo-
nyitdsakor van kulesszerepe. A Kakutani-
tétel felhaszndlisival bizonyitja a Neu-
mann-féle fixpont tévelt.

A matematikai eredményeket tartal-
mazo6 fejezetet a differencidlhatod leképezd-
sekrol szO0lo rész ziarja. Milyen tulajdon-
sagokkal kell rendelkeznie a leképzés Jako-
bi matrixdnak, hogy a leképezés lokdlisan
egy-egy értelmii legyen? A szakasz leg-
fontosabb eredménye az implicit fiiggvé-
nyekrél szold kozismert tétel.

A konyv masodik fejezete a tobbszekto-
ros linedris modellekrol 8z616 vész, [Sbhben a
szakaszban részletesen tdargyalja a Leon-
tief-féle  statikus input-output modellt,
roviden ismerteti annak egy dinamikus
valtozatiat, a linedris programozist ¢és a

Neumann-féle novekedési modellt. A feje-
zet, f6 matematikai eredménye a nem-
negativ elem(i matrixokra vonatkozd téte-
lek kifejtése, igy a nemnegativ elemii mdit-
rixok domindns sajatértékének tulajdon-
sdgait vizsgdlé Peron— Frobenius-tételeké,
tovabbé jelent6s teret szentel a primitiv-
imprimitiv, indekompozdbilis madtrixok
vizsgdlatinak. Ezck a tételek szdles alkal-
mazast taldlnak nemesak a matematikai
kozgazdasdgtanban, hanem pl. a valoszin(-
ségszamitasban is. A fenti tételek kifejté-
sével pdrhuzamosan megfogalmazza és
vizggdlja a novekedés linedris modelljeit.

A harmadik fejezetben az egyensilyi
novekedés problémajat vizsgdlja meg nem
linedris rendszerekben. A gazdasdig nove-

kedését az wa(t + 1) = H[x(t)] 0Osszefiig-
géssel  dbdzolja, ahol H egy homogén

fiiggvény. A fejezetben lényegileg az el6z6
részben elért eredmények homogén, de
nem feltétleniil linedris rendszerekre vald
altaldanositdsat taldljuk. Pl. a  Browwer-
féle fixpont tétel segitségével targyalja a
Peron — Frobenius-tételek megfelel — nem
linedris analog tételeit. Megfogalimazza
a fenti rendszerckre a primitivség, im-
primitivség, indekompozibilitds fogalmit.
A fejozet problémija a rendszer viselkeddése
az id6ben. Megvizsgdlja, hogy milyen fel-
tételek mellett tart a megoldds staciond-
rius megolddshoz.

A negyedik fejezetben a szorz6 két prob-
lémat  vizsgdl. Az er6forrdsok  hatckony
allokdcidjinak kérdését és a  gazdasiy
hatékony niovekedésének problémdajat. 116-
szOr dltalinosan ismerteti a termelési lehe-
tOségelk halimazira vonatkozd legfontosabb
matematilkai kozeazdasigl  tételeket,
majd ezeket dinamizalva, vizsgdlja a nove-
kedési pilydk hatékonysdagit, valamint azt,
hogy milyen feltételek mellett lehet a leg-
cazdasigosabbd tenni egy hatékony nove-
kedési palydat. A maximdlis  egyensalyi
novekedés problémdjat is behatdan elemszi.
A Kakutani-féle fixpont tétel segitségével
bebizonyitja, hogy létezik maximalis nove-
kedési titemet biztositd novekeddési pdlya.
Kz o tétel a  Peron— Frobenius-tételek
mdély Altalinositdsinak tekinthetd. Tobb
turnpike tételt fogalmaz meg és bizonyit.

A kovetkozd, otodik fejezetet a verseny-
701 egyensily statikus modelljének szen-
teli. Két kérdéskort vizsgil meg, az egyen-
saly létezdstt és Joléti kozgazdasdgi impli-
kiacioit. A modellben két fajtn gazdasigi
szemdély  van fogyasztd  ¢és  termeld.
A termelbket, az el626 fejezethez hasonléan
a termelési lehetéségek halmazdval dabra-
zolja, a fogyasztok viselkeddését egy foly-
tonos preferenciarendezéssel irja le. Rész-
letesen vizsgdlja a rendezdés tulajdonsdgait.
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Adott ar mellett ismert a fogyasztok keres-
lete és a termel6k kindlata. A piac élla-
potédt a kereslet és kindlat kiilonbségével
az un. tilkereslet-leképezéssel {rja le.
Bebizonyitja, hogy létezik olyan &rrend-
szer, ahol a kereslet Gsszhangba keriil a
kindlattal, megvalésul az egyensily. Az
egyensuly létezésének bizonyitdsat hdrom
modellben végzi el.

A fejezet masodik részében az egyensuly
joléti tulajdonsdgaival foglalkozik a szerzd.
Bebizonyitja, miszerint minden versenyz6i
egyensuly  Pareto-i értelemben  optimadlis
eréforrds allokdcié és minden  Pareto-i
értelemben  optimadlis eréforrds allkodcid
egyuttal egyensalyi megoldds lehet — fel-
téve, ha a jovedelmeket megfelel6 médon
dtesoportositjuk. A szerz6 nagy figyelmet
szentel az egyensuly egy jatékelméleti dt-
fogalmazdsinak, a gazdasig ,,magjdnak”
(core). A gazdasig magja az Hdgeworth-
féle szerz6dési gorbe dltaldnositdsa. Be-
bizonyitja, hogy ha a gazdasiagi személyek
szama minden hatdron til né, a ,,mag”
tart az egyensulyi allokdciok halmazdhoz.

A hatodik fejezetben a szabadversenyes
gazdasig egyes dinamikus tulajdonsdgait
vizsgdlja., A fejezet f6 problémdja, hogy a
kereslet-kindlat torvénye biztositja-e azt,
hogy a gazdasdg egyensilyi dllapotba jut
ds gy (lasd el6z6 szakasz) Pareto-i értelem-
ben optimadlis dllapotot vesz fel. A kereslet-
kindlat torvényét, a szabad piac mozgdsdt
a p = [f[z(p)] differencidl egyenletrend-
szerrel dbrazolja, ahol f az drvaltozds, z(p)
a talkereslet fiiggvény. Megfogalmazza a
elobdlis helyettesithet6ség (gross substitu-
tibility) fogalmat. Bebizonyitja, hogy
amennyiben minden dru globdlisan helyet-
tesithetd, akkor az egyensuly globdlisan
stabil, a kereslet —kindlat toérvénye a
gazdasdgot, mindig egyensalyi  allapotba
tereli.

Kiilon felhivjuk a figyelmet a konyv
utolso fejezetére. Az utolsd fejezet az iro-
dalomban egyediilallé. A fejezet. problé-
mija a kovetkez6: Milyen feltételelk mel-
lott lesz egy fiiggvény az értelmezési tarto-
mdnya felett globalisan egy-egy értelm(i?
Tobb  alternativ feltevés mellett  sikeriil
a problémdt kielégitGen megoldani. A téte-
leket t6bb kozgazdasdgi kérdés megoldd-
sira haszndlja fel. Pl.: az egyensuily egy-
értelmiisége, tényezédar kiegyenlitédés stb.

Nikaido konyve az utébbi idék egyik
legsikeriiltebb  matematikai-kozgazdasdgi

monografidgja. Vildgos stilusa a szerzé
nagy didaktikai érzéke biztositék arra,
hogy bdrki sikerrel forgathatja — a meg-

felels alapok bitrokdban. Am ne higgye
senki, hogy H. Nikaido miive konny(
olvasméany. Igen elmélyiilt tiirelmes mun-

két kivan. A mii kit{ing tankonyv és kit(ing
kézikonyv. Sikerrel forgathatjak mind koz-
gazdédszok, mind matematikusok.

MEDVEGYEV PETER

Duncan, O. D.: Introduction to structural
equation models. (Bevezetés a strukturdlis
egyenletek modelljeibe.) New York, 1975.
Academic Press. 180 p.

A szerz6, aki ko1dbbi munkdiban véros-
szocioldgiai és regiondlis problémakkal, a
tarsadalmi mobilitdssal stb. foglalkozott,
az elmult években a tarsadalmi folyamatok
okonometriai jellegi miodellezésének 1it-
toréjévé valt. Elészor az amerikai tdrsa-
dalmi mobilitdst elemezte az utelemzés
modszerével, majd Kkiterjesztette ezt a
technikdt és a tobbi okonometriai becslési
modszert mds tarsadalmi folyamatok vizs-
cgalatdra. Ebben a konyvben osszefoglalja
ezeknek a technikdknak modszertani alap-
elveit a szocioldgiai alkalmazdsok teriiletén.
Ezek az alapelvek sok vonatkozdsban meg-
egyeznek az okonometriai kutatdsok szo-
kidsos elveivel, de — a specidlis alkalma-
zdsi teriilet és a szerzd sajat elgondoldsai
miatt — kiilénbdznek is azoktol.

[lyen eltérés mutatkozik a strukturdlis
egyenlet fogalméndl is. Duncan szerint
valamely tédrsadalmi folyamat modelljének
strukturdlis formdja az a megfogalmazds,
amelyben az egyiitthatok a tényleges hato-
tényezOk hatdsat tisztdn, autonéman, ke-
vereddés ndélkiill fejezik ki. Mdsszéval a
modell  olyan specifikdciéjara  gondol,
amelyben a valésiagos okozati kapesolatok
egyértelmiien kifejezésre jutnak. Tehdit a
modell felépitésénél — ellentétben s sok-
viltozos  elemzési  technikdkkal, amikor
hajlamosak vagyunk mindent vdltozot
egymdssal korreldciéban 1évének tekin-
teni, — egy nagyon hatdrozottan meg-
fogalmazott elmélethdl kell kiindulni, amely
megmondja, hogy milyen okozati &ssze-
fiiggések nem fordulhatnak el a valtozok
kozott (ez még fontosabb, Duncan szerint,
mint annak megéllapitdsa, hogy milyenek
fordulhatnak el6). Ha nem megfelelé
elméleti alapon dll a modell, akkor el6-
fordulhat, hogy a kiillonboz6 tényleges
okok hatdsa oOsszekeveredve jelentkezik
a megbecsiilt egyiitthatokban.

Néhdany évvel ezel6tt elsésorban it-
modelleket haszndltak a szociolégidban.
Az ilyen modellben szerepl tegytitthatok
lényegében standardizdlt regresszios egyiitt-
haték. Vagyis az ttmodellek szdmitdsindl
az

Y =byur+u
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tipusii egyenleteket standard alakra hoz-
zak olyan médon, hogy az vy, x és u vil-
tozokat sajat szérdsuk egységeiben fejezik
ki és bevezetik a szérdsok hdnyadosait
a kovetkez6 moddon:

y gy ® 0. %
e SR g T 2
ay ey, o o oy

Ebbol kapjik meg az dtegyiitthatékat,
amelyeknek alkalmazdsat Sewall Wright,
a strukturdlis egyenletekbél 4116 modellek
felépitésének tttéréje, javasolta évtize-
dekkel ezel6tt:

Ox
byx U—y = Pyx

Ou
—_ =
a, Pyu
Az utegyiitthatok egyben kifejezik  a

hozzdjuk tartoz§ viltozéknak hozzdjiru-
ldsdt a fiiggd viltozo variancidjanak meg-
magyarizasdhoz, mert:

p_:\",x -+ I'E'u: 1

ahol p;’,x az x valtozd dltal megmagyard-
zott rész és piu a megmagyardzatlan rész.

Az utmodellek termdszeteson nemesak
egyetlen egyenletbsl, hanem tébb leg-
tobbszor rekurziv — egyenletb6l dllnak
és az egyes egyenletekben tobb magyardzo
viltozd szerepel. Az ttmodelleket az b-
dbra alakjaban szoktdk szemléltetni, az
dbran a viltozokat osszekitd nyilak foje-
zik ki az okozati kapesolatok irdnydt és a
nyilak mellé irt ategyiitthaték fejezik ki
a kapesolatok fontossdgdt.

Kgy tipikus négyviltozés hdromegyen-
letes itmodell példdul az aldbbi:

Ty == Py @y + Payy
T3 = Pya®s + Py @y + Py
Tq = P1a@s + Paa®y + Pa @12y

Ezt a kovetkez6 ttdabraval lehet dbrdzolni:

Xu
R e

\1

xv/'

X

X3

Ebben a modellben tehdt feltételezziik,
hogy az X jelzésii okozati kapesolatok fenn-
dllnak ¢és az 0 jelzésliek nem dllhatnak
fenn:

Ok
Okozat
Xy l Xz | X3 ‘ Xy
z; <o ’ 0 0 0
x, X ot 0 0
2, X X oo 0
s Xl X

Az tegyiitthaték és a véltozok kozotti
korreldcids egyiitthatdk (9) kozotti Ossze-
fliggéseket az aldbbi egyenletek fejezik ki:

Q12 = Pn

013 = Pa1 1 Psali2

023 = P31012 + Pa2

011 = Pay + Pazliz + Pzl
020 = P12 + Paz + Panlag
031 = P 013+ Paz0az + Pa

Ezeknek az egyenleteknek segitségével
— a korreldcids egyiitthatok kiszdmitdsa
ubin meghatdrozhatjuk az Gtegyiitt-
hatélat.

Ezek az egyenletek ugyanakkor ki-
fejozik a viltozok kozotti hatdsok ossze-
tételét. Példiul az @, viltoz6é hatdsa az @,
véltozora osszotev6dik egyrészt a kozvet-
len hatdasbol (py,), mésrészt az x, valtozon
keresztiil megnyilvianulé hatdsbol (p4.01.),
végil az x, valtozén keresztiili hatdsbol
(Pas1s)-

Az atmodellek bemutatdsa utdn Duncan
~ lathatéan szembefordulva sajat kordbbi
kutatdsi gyakorlatdval is — azt mondja,
hogy el6nyos lenne, ha a kutatok felhagy-
nidnak azzal a gyakorlattal, hogy a vdlto-
zoikat standardizdlt alakban fejezik ki,
68 ehelyott az Okonometridban szokdsos
strukturdlis  egyenletrendszercket —alkal-
mazndk, amelyekben az egyiitthatok a
kizonséges regresszios egyiitthato tipusaak.
A tovibbiakban ilyen modellekkel foglal-
kozik.

Kzzol kapesolatban kitér arra a problé-
méra, hogy a kapott tébbsziros korreldcios
egylitthatokat, illetve azok négyzetét ho-
gyan kell értelmezni. Kz azért lényeges
probléma, mert az eddig megbecsiilt ilyen
gzociologini  modellekben az R értdke
tobbnyire meglehetésen kiesi volt. Duncan
szerint az R* az egyiitthat6-becslések pon-
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tossdgarol mond valamit, de czen tdl-
menden hiba lenne az értékébdl messzebb-
mené kovetkeztetéseket levonni. Tehdb
egy magas R? érték nem mutatdja a modell
josdgdanak, alacsony értéke pedig nem
mutatéja a modell sikertelenségének, f6-
képpen nem jelzi azt, hogy a vizsgdlt
jelenség a modellben figyelembe nem vett
tényez6ktSl igen erbsen fiigg. Duncan
érvelése ebben a kérdésben azonban sze-
rintem nem dénti el az ekoriil folyo széles-
korit vitdt.

A tovdbbiakban dttér a nem-rekurziv
tipust modellek becslésére, vagyis arra
az esetre, amikor a véltozok kozotti Ossze-
fiiggések matrixa nem hozhaté a fenti
haromszog(i alakra. A szociolégidban egye-
16re kevés ilyen modellt becsiiltek.

Foglalkozik az identifikdcio lkérdéseivel,
a nem-teljesen identifikélt és tulidentifilkdlt
egyenletek becslésével. Az elébbi esetben
tovdbbi exogén véltozok hozzdaddsival
lehet kiutat taldlni, ennek azonban csak
akkor van értelme, ha az 0j exogén vél-
tozok valoban hatotényezdk. Tualidentifi-

kaltsdg esetén tobbféle megoldds lehet-
séges, példdul a kérdéses vdltozd helyére
a ré hat6 valtozokbol (pl. faktoranalizissel)
konstrudlt j véltozot lehet a modellbe
felvenni.

Ez az utébbi eset logikailag hasonlo
ahhoz, amikor a val6ban vizsgdlni kivant
véltozét nem tudjuk mérni, hanem helyette
annak egy vagy tobb indikdtorat épitjiik
be a modellbe. Mivel ezek az indikdtorok
nem pontosan fejezik ki a vizsgdlni kivdnt
viltozdt, vagy annak a jelenségnek csak
egy-egy oldaldt, megnyilvdnuldsdt mérik,
az el6bbiekhez hasonléan felmeril egy
véltozd konstrudldsa az indikétorokbol.
Végiil foglalkozik a kényv a specifikdcios
és a mérési hibak kérdéseivel.

Valészinlinek ldtszik, hogy a szocioldgiai
modellek felépitésének és beecslésének leg-
gokatigér6bb utja az, amelyet Duncan
képvisel ebben a munkédban. Mivel ennek
a modszernek ez az elsd ilyen osszefogla-
ldsa, a konyv kiilonos figyelmet érdemel.

ANporkKA RUDOLF



