
KÁDAS SÁNDOR

A geometriai programozás és két gazdasági alkalmazása* 

1. A geometriai programozás 
\

A geometriai programozás a matematikai programozás egy viszonylag UJ
ága, az első cikkek a témakörben az 1960-as évek elején, az első könyv [l] 
pedig 1966-ban jelent meg. Az alapvető elméleti eredmények és az alkalmaz­
hatóság felismerése amerikai szerzők nevéhez fűződik, de érdekes eredménye­
ket ért el a témában többek között Klafszky Emil is [2, 3].
A geometriai programozás alapfeladata egy speciális nem-lineáris progra­

mozási feladat, amelyben a célfüggvény és ' feltételek is pozitív együtthatós
általánosított polinomok (melyeket szokás pozinomoknak, a feladatot pedig
pozinomiális programozási problémának nevezni). Ehhez hozzárendelhető egy
duálfeladat. A prirnál-duál feladatpár a következő:

Primál feladat 

t ER"'

ahol
gp(t) < 1 

gdt) = ;E C;t~t, .•. t~;"' l 
iEJ[1cJ k = 0, I, ... ,p 

J[k] = {m", m" 3 1, ... , n"}
m0 = I, m1c = ni<-I 3 1 (k = 1, ... , p Ür nP = n, 

C; ,> 0 minden i-re és a;j tetszőleges valós számok.

* A cikk 2. ill. 3. része a szerzőnek az ezévi, Oslóban rendezett, őkonornet.riai <üüú 
balatonfüredi operációkutatási konferencián tartott előadásában szereplő modell rövidí­
tett leírása. A 2. rész modelljének részletesebb ismertetésére, a numerikus számítási ered­
mények és a modellel kapcsolatos tapasztalatok értékelésére a szerző egy későbbi cikkben
szeretne visszatérni.

2 Szigma 
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ahol

Duál feladat 

ma; v(o) = [ff (c;)"'J ÍJ Á1c(W·<")
öER l=l O; k=l 

Á"(ó) = ~ O; és
iE][k]

o~O 
~ r\ = 1 (a ,,normalitási feltétel")

iE][OJ
n 
~ aij o; = 0, j = 1, ... , m (az ,,ortogonalitási feltételek").
i=l

Látjuk, hogy a duálfeladat változóinak számát a primál additív kifejezések
száma (a célföggvényben és a feltételekben együttesen) adja, míg a duálfel­
tételek száma eggyel nagyobb a primál változókénál.
Az első pillantásra kissé bonyolult jelölések mögötti lényeg szemléltetésére

bemutatunk egy egyszerű példát:
a pri mál feladat:

tl > 0, t2 > Ü 

. 1 -2 /.3t1t2 +-ti t2.::::,. 1
1 

2t1t2 :.s;: 1,

a hozzátartozó duálfeladat pedig:

max 01"1(~)"'(~)"' (--~)"'(~) "• (Ö( 3 ÖE)"•+",ö/-
"" ... ,6,~0 Ö2 Ó3 2Ö4 cl5

01 + 02 = 1
1

Ml +-02 + Ó3 - 2ó~ + t\ = I 
1 

1
Ól - i Óz 3 Ó~ 3 Ó4 3 £55 = 0.

A prirnál feladat eredeti formájában nem konvex, de bevezetve az ez• = tk 
helyettesítést az ú ő változókban már könnyen láthatóan az. Bizonyítható (l.
pl. [l]-ben), hogy a duálfüggvény .logaritmusa konkáv, s mivel a duálfeladat
lineárisan korlátozott, azért ez is konvex programozási probléma. A geometriai
programozás dualitás elméletében alapvető szerepet játszik a geometriai
egyenlőtlenség, amely a számtani és mértani közép közötti egyenlőtlenség
általánosítása, innen származik a problémakör elnevezése.
A dualitástétel értelmében egy (t, o) primál-duál megengedett megoldás

párra:
go(t) ~ v(o), 
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továbbá általános feltételek mellett a primál program minimumértéke meg­
egyezik a duálprogram maximumértékével és egy egyszerű összefüggés (a vál­
tozók logaritmusában lineáris egyenletrendszer) áll fenn az optimális primál­
és duál megoldások között, tehát ha meghatározzuk a duálfeladat egy opti­
mális megoldását, abból könnyen kapható egy primál optimális megoldás.

Ez adja meg a dualitástétel és az ilyen feladattípus jelentőségét. Míg a pri­
mál feladatban a célfüggvény és a feltételek egyaránt nem-lineárisak, addig
a duálban a feltételek lineárisak, tehát, ez, különösen nagyobb méreteknél
számítástechnikailag sokkal könnyebben kezelhető. Sok gyakorlati feladat
fogalmazható meg ilyen alakban, a geometriai programozásnak számos alkal­
mazása van mérnöki tervezési-optimalizálási problémákban (1. pl. [l ], [4 J-ben),
azonban a gazdasági alkalmazások újkeletűek. ,

Nijkamp [5] ipari komplexumok telepítésének tervezésére, Nijkamp­
Paelinck [6] egy környezetvédelmi-területfejlesztési modell, Dinkel-Kochen­
berger-Seppala [7] pedig különböző területi tervezési modellek számszerű­
sítésére használta fel a geometriai programozást.

Ezen feladattípus (amelyben az általános nem-lineáris problémához képest,
a duálfeladaton keresztüli megoldhatóság miatt általában sokkal nagyobb
méretek kezelhetők) alkalmazása közgazdasági modellekben biztató.

Például a T = yJaLfJ Cobb-Douglas termelési függvény, vagy az 

;o =(;Ja,, t = (~r 
ún. technológiai függvények könnyen vezethetnek geometriai programozási
feladatra, mint erre a 2. és 3. részben példát is látunk majd.

Az ilyen alakban való megfogalmazásnak a legfőbb korlátja az együttha­
tók pozitivitásának feltétele, amely a feladat konvexitását biztosítja, Viszont
közismert, hogy nem-konvex optimalizálási feladatok megbízható megoldá­
sára amúgy sincs használható módszer.

2. Egy dinamikus népgazdasági modell 

Egy 15 éves, öt egyenként 3 éves részperiódusra bontott időszakot vizsgá­
lunk (a felbontás ilyen konkrét módja a modell szempontjából nem alapvető
fontosságú). A gazdaság állapotát befolyásoló döntéseket: a beruházást, mun­
kaerő elosztást, minimális nettó termelési előírást csak az egyes 3 éves perió­
dusokra összevontan vizsgáljuk (hogy kevesebb változónk legyen), t az aktuális
periódus sorszámát jelenti. A gazdaságot 3 ipari és 3 nem ipari ágazatra bont­
juk, ezek:

l. Nehézipar
2. Könnyűipar
3. Élelmiszeripar

4. Építőipar
5. Mezőgazdaság
6. Egyéb

A 6. ágazat tartalmazza többek között a közlekedést, kereskedelmet és
a szolgáltatásokat. A 4-6 ágazatok termelését egzogénnek vesszük (mivel
ezek termelési függvényekkel való leírhatósága kérdéses), az értékek előrejel­
zésére exponenciális trendet alkalmazunk; az ipari ágazatok termelését pedig 
Cobb-Douglas termelési függvényekkel fejezzük ki: 

(2.1) q; _ ~ies,ttKi"-,LtfJ, ! 0 I - ! t , i = 1, 2, 3; t = I, ... , 5, 

2*
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ahol q/ a t periódus utolsó évében az i ágazat termelése, továbbá:

(2.2) Í{i _ ki K; 1- t t, D-z;D l- / t, 

s itt K/ a termelő állóeszközök értéke, ki a kihasználási együttható, L/ a munka­
erő létszáma, li pedig az évi átlagos munkaidő munkásonként, mindegyik
mennyiséget az i ágazat t periódusbeli helyzetére vonatkoztatva.

Az ágazatok közötti termelési kapcsolatokat a szokásos input-output model­
lel írjuk le:

.1ú( Ü 

ahol q1, d1, c1 [ R6 a termelés, beruházás és fogyasztás vektorai, A és Ba tech­
nológiai együttható-, ill. a beruházási mátrix. Az endogén (tehát az ipari ága­
zatok) állóeszköz-állományának évenkénti x( növekedési ütemeit optimalizá­
landó változóknak tekintjük, ezekre:

.1úEÜ 

.1ú5Ü 

Ki= xiK(_1, x\ ~ 1 és így

dj= (xi+i - l)Ki ~ 0, t M 1, ... ,5; i M 1, 2, 3.

Az 1-3 ágazatok által együttesen felhasználható munkaerőt adottnak vesz­
szük - értékét múltbeli idősorból extrapoláljuk - , de a közöttük való felosz­
tásáról perióduson ként dönthetünk:

3
(2.6) LI= 2iL1, _:E 2( .,S: 1, A)> 0, t M 1, ... , 5; i M 1, 2, 3.

<0- 

Egy olyan gazdaság esetét vizsgálva, amely jelentős strukturális változást
hozó növekedés előtt áll, de beruházási lehetős6gei elég korlátozottak, ésszerű
kritérium a beruházások diszkontált értókösszegét minimalizálni az endogén
ágazatokban létrehozott nettó termelés bizonyos minimális szintjeinek meg­
követelése mellett:

5 (j) 5 3 (/. )min _:Eyil' B1 ~d1 = _2E ~Yif;l(L 11 x\ ·- 1
(=l l=l j~l i=l l=l

(2.7)

feltéve, hogy

.1ú6Ü 

ahol B1 a B első 3 oszlopából, A 1. az A első 3 sorából (ezek felelnek meg az
= 

endogén ágazatoknak) alkotott részmátr.x, f, = :;E' b1c,, a rrk pedig a disz­
k= I

kontálást biztosítják:
= 

y5 = 1, ,;E Yi= (1 3 s Ü5-",
k-1 

ahol s a 3 éves periódusra vonatkoztatott diszkonttényező (s= 0,2-t használ­
tunk).
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A (2.1)-(2.6) feltételeket (2.8)-ba helyettesítve (2.7)-tel együtt egy geo­
metriai programozási primál feladatot kapunk. Ennek a feladatnak 30 vál­
tozója van, ezek:

xi, ).\ i = 1, 2, 3 és t = 1, ... , 5-re.

{ primál feltételek és additív kifejezések száma 35, ill. 90, s ezért a megoldandó
duálfeladatnak 90 változója és 30 3 1 = 31 feltétele van.
A feladat megoldásával arra lehet feleletet kapni, hogy a nem ipari ágazatok

rögzített fejlődési pályája és az ipari ágazatokra előírt minimális nettó terme­
lési szintek esetén mi lesz az időszakra vonatkozó lediszkontált beruházás­
összeg minimumát megvalósító beruházási és munkaerő elosztási pálya.
A modellel, a geometriai programozási feladatot megoldó algorit:wus és számí­
tógépi program kidolgozása után a magyar népgazdaságra vonatkozó adato­
kat használva fel, az 1970-85-ös időszakra végeztem kísérleti számításokat.
Ezek igazolták a feladat számítástechnikai kivitelezhetőségét; jelenleg folya­
matban van a modell továbbfejlesztése (pl. a külkereskedelem figyelembevéte­
lével való kibővítése), az ezzel kapcsolatos numerikus eredményekre és a 1~­
vonható következtetésekre szeretnék majd később visszatérni.

3. Egy ipartelepítési modell 

Tegyük fel, hogy egy ipari komplexum létesítésére a tervező szerv különböző
szempontok alapján kijelöl egy földrajzi térséget (régiót) és a telepítendő ter­
melő egységek, üzemek egy szóba jövő csoportját. Mivel a beruházási keret
korlátozott, ezek közül kell kiválasztani a soron levő periódusban ténylegesen
megépítendőket. A választásra többféle kritérium képzelhető el, mi most a kér­
dést kicsit leegyszerűsítve a megvalósítandó beruházások árösszegének adot
technikai és jövedelmezőségi korlátozások melletti minimalizálását választjuk.

Az üzemek termelését homogénnek tételezzük fel, s az i üzemre (i = 1, ... ,I) 
a következő jelöléseket alkalmazzuk:

az üzem termékének egységára
az egységnyi beruházás költsége
egységnyi munkaerő éves bérköltsége
e"; a régión belüli, <üüú a régió és külső termelők közötti termelési kap­ 

csolatok input-output együtthatói (j = 1, ... , I; le = 1, ... , K) 
a beruházás egy évre eső amortizációhányada
a minimális megkövetelt jövedelmezőségi szint (jövedelem/lekötött

eszközérték}
megvalósítandó termelési szint (naturális mértékegységben)
az alkalmazott munkaerő létszáma
a megvalósítandó beruházási szint (naturális mértékegységben)
agglomerációs együtthatók.

Feltételezzük, hogy ismerjük a szóba jövő üzemek működését leíró tech~o­
lógiai függvényeket, ezek az i üzem esetében:

(3.1)
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ahol T;o a termelés technológiailag vagy egyéb okokból megkívánt minimális
szintje (tehát megépítés esetén az i üzemet legalább ilyen szinten kell működ­
tetni), Iio, LiO az ehhez tartozó beruházási és munkaerő szint, 0 <a,-, f]; < l
degressziós kitevők.

Legyen öi = 0 vagy 1 aszerint, hogy az i üzemet megépítjük, vagy nem.
A (3.1) függvények használata feltételezi, hogy adott üzem (technológia) ese­
tén a termelés szintje a lekötött eszköz és a munkaerő szintjét egyértelműen
meghatározza (tehát nincs helyettesítés), s a méretnövekedés a gazdaságossá­
got javítja, magasabb termelési szint mellett a termelés egységnyi növeléséhez
kevesebb pótlólagos beruházási és munkaerő ráfordítás szükséges. Az ai, f]; 
kitevők termelési statisztikák és becslések alapján határozhatók meg, szokásos
értékük:

a M 0,5--0,6, fJ M 0,15-0,25 (általában a > fJ). 

A régión belül több üzem felépítése esetén kedvező agglomerációs hatások
érvényesülnek: ha az üzemek egymással kooperálnak, a termelésükhöz szük­
séges félkésztermékek és alapanyagok egy részét régión belüli termelőktől szer­
zik be, akkor olcsóbban kaphatják, mint külső piacról történő vásárlás esetén,
' P] helyett pjT1Y1; egységárért (tehát annál olcsóbban, minél magasabb
aj üzemben a termelés szintje). Éppen ezért kikötjük, hogy ha egy üzemet
megépítünk, akkor termelésének ki kell elégítenie a régión belüli igényeket:

(3.2) o,. (Jopi}T1) .s T;, 
J=l

A termelésben felhasznált termékek egy csoportját az i üzemnek természe­
tesen mindenképpen kívülről kell beszereznie, az i termék árából az ezek (egy
ségre eső) költségének levonása után maradó rész:

(3.3)
J{ 

p?, =p,- - ,:EP1cC1ci· 
/c=l

A többi terméket csak akkor szerzi be kívülről, ha az azt termelő régióbeli
üzem nem épül meg.

Így feladatunk a következő:

l 
min _:Eo;b;l,- 

i=l

l 
o,-p?T,. - ~O;ppj;T;(ojTj-yj/ 3 l - 01) - o,.Z,.L, - o,e;b,-1, 2 O;Jt;b;Í; 

ő0- 

.( úEÜ 

(jövedelmezőségi korlátok)

01 (i' op,-/Z\) .s T; (a (3.2)-beli feltétel)
J=l

ö,-T;0 _s T,- (rninimália termelési szint)

T,- 2 0, Ö; = 0 vagy 1, 
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mindegyik feltételben i = 1, . ; : , I
I 
~ó;>l 
i-I 

Behelyettesítve a (3 .1) összefüggéseket, átrendezés és az egyes feltételekben
T,-vel való osztás után egy geometriai programozási feladatot kapunk, amely­
ben azonban szerepelnek a ö, 0,1-es változók is. A ö,-k minden lehetséges
értékegyütteséhez (melyek száma 2- Ü tartozik egy folytonos geometriai prog­
ramozási feladat. Szerencsére a feladat speciális szerkezete miatt megadható
egy olyan algoritmus, amely biztosítja, hogy általában csak kis számú ilyen
folytonos feladatot kelljen megoldani. Ez az algoritmus kombinatorikai jel­
legű megfontolásokon alapul, a témához szorosan nem kapcsolódik, ezért most
nem közöljük. Az optimális megoldás többnyire olyan, hogy benne nem szere­
pel 2-3 üzemnél több, de ha az agglomerációs előnyök különösen nagyok, pl.
egy vertikálisan egymásra épülő egységekből álló vegyipari kombinátnál, és
a megkövetelt jövedelmezőségi szint magas, akkor ez a szám lehet nagyobb is.
A feladat módosítható úgy, hogy előírjuk bizonyos üzemek megépítését (ezekre
ö, = 1), tehát arra keresünk választ, hogy adott üzemek megvalósításá esetén
azokat milyen méretben építsük fel, s esetleg milyen csatlakozó üzemeket léte­
sítsünk, hogy az előírt jövedelmezőség biztosítva legyen, a beruházásra fordí­
tott összeg pedig minimális legyen. Ebben az esetben már nagyobb jelentősége
van egy, a Ö; kombinációkat ügyesen ,,leszámláló" algoritmusnak, mert a meg­
oldandó folytonos geometriai programozási feladatok mérete már nagyobb.

A modellel már végeztem kísérleti számításokat, s jelenleg folyamatban van
egy reális adatokon alapuló számítássorozat végrehajtása.

( Beérkezett: 197 3. november 21.) 
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GEOMETRIC PROGRAMMING AND TWO ECONOMIC APPLICATIONS

Geometric programming is a relatively new branch of mathematical programming.
It gives an efficient solution to a special non-linear optimum problem through solving
the corresponding dual one. Several pra~tical JJI'?blems. can be ~ormul3:ted in this spE:cial
form, the method has already been applied efficiently m technical optimum calculations
in various oases. Attempts at the application in economic models have begun not earlier
than !0 2 years ago but the perspectives are reassuring, the usual technological functions
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and also the Cobb-Douglas production function lead to geometric programming problem
in case of certain conditions.

In the first model we study the dynamics of a national economy, it computes the pro­
duction of industrial branches with Cobb-Douglas production functions, the production
of other branches is handled as exogenous and the usual input-output model is applied
for the description of production connections. The aim is to determine the investment
and labour distribution variables ensuring minimum of discounted aggregate investment
with given lower limits of net production for a Lő-year period. The aim of the second
model is to select est,ablishments in an industrial complex for construction. Optimality
criterion: minimize investment costs subject to profitability and technological con­
straints. The operation of a single establishment is described by usual technological
functions. The model leads to a geometric programming problem of mixed integer type
chat, however, due to its special structure, can be reduced to the solution of a series of
tontinuous problems.

rEOMETP114ECI-{OE TTPOfPAMMl1POBAH11E 11 ErO .[\BA XO351v!CTBEHH6IE

TTPl1MEHEH1151

reoMeTp114eCK0e nporpaaaapouanne 5IBJl51eTC5I pCJl51Tl-113H0 H0B0H 06J1aCTblO MaTeMaTWie­
CK0ro nporpaMMHp0BaHH51, K0T0poc - peureunea 1was11,H0H 3a,~atJH - 3(jJ(jJCI(Tl-lill-lO peruaer
CflCI..\HélJlbHYIO HCJ1J1Heap1-1yI0 0llTHMé\J1H3HpyIou)y10 aanavy.

B TaKOH CflCI..\HaJJbH0H QlOpMe M0)l(H0 cocrannsrn, MH0í0 npaKTWICCKHX npoönea, MCT0,[\
110Jlb3083J1C51 ycneuuro B pa3HbIX TCXHH4CCl(MX 0flTHMaJ1M3HpylOu)HX pacserax. 3KcnepHMeH­
Tbl ero npHMCHCHl-151 s X0351hCTBCHHblX M0,[\CJ15]X np0,[(QJ])!{éllOTC51 ocero 1-2 rona, HO ncpcnex­
THBbl 061-1aJ:(C)l(HOa10111He. TTpH HCl(OT0pbiX ycrioaanx 06bl'IHble TCXl·I0JI0l'Hl(CCl(HC 1j1yH1(1.11-11-1 H
I-{066-,Darncc np0H300,[\CTBCHH351 1fiy1-t1(l\l-15l np11001-,51T ]( sanave re0MCTpHt!CCl(0í0 nporpau­
MHp0BélHl-151.

Flepsan cImryp11py101.ua51 8 paüore M0/:(CJlb 5]BJl5]CTC51 /:(HHaMH'lH0i71 1-1apow,ox0351ÍÍCTBCHH0(I
M0,[\CJlblO, K0TOpa51 paCC'IHTblBélCT np0H3B0J.,CTB0 np0MbllUJleHHblX orpacneü e ll0M0U)bJO I-{066-
)larnec np0H3B0/.)CTBCHHblX (jly1-ll(I..\HÍ1. C np0113U0,[\CTB0M APYíHX orpacnen 01-1<1 06pa1.J.1aCTC5l
3r30reHHllH0, 1-1 yn0Tpe6Jl5]CT 06bllfHYl0 MÜ/~CJlb sarpar 11 nunycicon )~)151 0nl·ICblBélHI-IH npous­
B0ACTBeHHblX CBH3CH. UeJ1b - onpe,1CJJCHHC HHBCCTI-II..\I-I0HHblX nepeweanux H ncpevenu pac­
CTaH0Bl(H paőo-ieű cunu, xoropue o6ecne'IH0310T MHHHMYM J:(HCl(OHTHpooa1-11-10i,i HHBCCTl-ll(H0H­
H0H cyMMbl fl51THaAl..\élTHJlCT!-IC!'0 ncpuona npu Hl-l)i{fülX npCJ:(CJlaX, nauuurx AMI IICTT0 np0H3-
B0,[\CTBa. Bropan M0J:(CJlb CTa811T cefic J~CJ16l0 86I6üp 3aB0,'\0B, xoropue 6yAyT ll0CTp0eHbJ 8
np0MblLUJleHH0M K0MllJlCJ(CC, H 0ílTHMYM-Kp1-1Tep11CM 5]8Jl51CTC51 MHHHMaJJH3éll..\H51 rcarurram.uux
sarpar npa nauuux ,[\0X0J:(HblX H TeXII0JlOíWICCl(HX ycJ10BH51X. ,[\ei1CTBHe 0l"j\CJlbHblX 3aB0/~08
onucusaerca 061,1,11-11,1M11 -rex1-10J1or11t1ecI<1-1MH <Jiyt1K1.\H51MH. Mot,eJrb np11B0AHT 1< aaaasc CMC­
urauuoro nenpepuanoro l..\eJ1041-1CJIeH1-1oro reoaerpa-recxoro npor-paasorpoaauun, 1<0TopyI0
1-13-3él cneu1-1aJ1bH0H crpyicrypsr M0)l{H0 CBCCTH I( perueumo HCl(0T0pb!X uenpepsrnnux aana-r
C l(OM6HfülTOpH4CCKHM MCT0,[\0M.


