KApas SANDOR

A geometriai programozés és két gazdasigi alkalmazasa*

1. A geometriai programozas

A geometriai programozds a matematikai programozés egy viszonylag 1j
dga, az els§ cikkek a témakorben az 1960-as évek elején, az els§ kinyv [1]
pedig 1966-ban jelent meg. Az alapvet§ elméleti eredmények és az alkalmaz-
hatésdg felismerése amerikai szerz6k nevéhez fiizédik, de érdekes eredménye-
ket ért el a témaban tobbek kozott Klafszky Emil is [2, 3].

A geometriai programozés alapfeladata egy specidlis nem-linedris progra-
mozési feladat, amelyben a célfiiggvény és a feltételek is pozitiv egyiitthatos
dltalanositott polinomok (melyeket szokds pozinomoknak, a feladatot pedig
pozinomidlis programozdsi probléméanak nevezni). Ehhez hozzirendelhets egy
dudlfeladat. A primél-duél feladatpar a kovetkezd:

Primdl feladat

min g,(¢)
t €Rm
t >0

7(t) == 1

gplt) = 1
ahol 4

gilt) = 3 citn ... tom
i€711 k=01,...,p
J[kJ e {mk’ my, + lv- . '!nk}
MWig-== Ly, =itlpi- 1 (k=1,...,p); n,=n,
¢; .~ 0 minden i-re és a;; tetszbleges valds szdmok.
* A cikk 2. ill. 3. része a szerz6nek az ezévi, Osléban rendezett, Skonometriai ill.

balatonfiiredi opericidkutatasi konferencian tartott el6adasaban szerepls modell révidi-
tett lefriasa. A 2. rész modelljének részletesebb ismertetésére, a numerikus szamitési ered-

mények és a modellel kapcesolatos tapasztalatok értékelésére a szerz6 egy késébbi cikkben
szeretne visszatérni.

2 Szigma
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Dual feladat

o [/1 (; ]6] JT M85
i—1 (0; k=1

S€R™
ahol M(0) = > & és
i€ J[k]
§>0
> 6; =1 (a ,normalitasi feltétel”)
i€ J10]
n
Na;6,=0,j=1,...,m (az ,ortogonalitisi feltételek”).
i=1

Latjuk, hogy a dualfeladat valtozdinak szdmat a primal additiv kifejezések
szama (a célfiggvényben és a feltételekben egyiittesen) adja, mig a dudalfel-
tételek szama eggyel nagyobb a primal valtozékénal.

Az els6 pillantasra kissé bonyolult jelolések mogotti lényeg szemléltetésére
bemutatunk egy egyszerli példat:

a primal feladat:
min (£}, + 2612%512)

>0, >0
1
3t,t, + -2—t;2t, <1

X

a hozzatartozé dudlfeladat pedig:

9 Oy 3 a, 1 3, 2 Sy
A i ol i 00 I 8 B M [T X
«xJ (a] (264] {aj R (5

8+ 8,=1

max 67 %
81y 18,20

2ol+%aa+oz-~ 98, 4= B =0

1
b ht 0+ =0.

A primél feladat eredeti forméjaban nem konvex, de bevezetve az ex = (,
helyettesitést az Gj valtozokban mar kinnyen lathatéan az. Bizonyithaté (1.
pl. [1]-ben), hogy a dudlfiiggvény logaritmusa konkdv, s mivel a dualfeladat
linedrisan korldtozott, azért ez is konvex programozdsi probléma. A geometriai
programozds dualitas elméletében alapvetd szerepet jatszik a geometriai
egyenlStlenség, amely a szimtani és mértani kozép kozotti egyenlGtlenség
altaldnositdsa, innen szdrmazik a problémakor elnevezése.

’A dualitdstétel értelmében egy (4, ) primdl-dudl megengedett megoldds
parra:

golt) = v(6),
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tovabba dltalinos feltételek mellett a primdl program minimumértéke meg-
egyezik a dudlprogram maximumértékével és egy egyszerti 6sszefiiggés (a val-
tozok logaritmusaban linedris egyenletrendszer) 4ll fenn az optimalis primal-
¢s dudl megolddsok kozott, tehat ha meghatérozzuk a dudlfeladat egy opti-
mélis megolddsat, abbél kénnyen kaphaté egy primél optimélis megoldés.

Ez adja meg a dualitéstétel és az ilyen feladattipus jelentdségét. Mig a pri-
mal feladatban a célfiiggvény és a feltételek egyarant nem-linedrisak, addig
a dudlban a feltételek linedrisak, tehat, ez, kiilonosen nagyobb méreteknél
szamitdstechnikailag sokkal konnyebben kezelheté. Sok gyakorlati feladat
fogalmazhaté meg ilyen alakban, a geometriai programozésnak szdmos alkal-
mazdsa van mérnoki tervezési-optimalizdldsi problémdkban (1. pl. [17, [4]-ben),
azonban a gazdasagi alkalmazasok tjkelettiek. :

Nijkamp [5] ipari komplexumok telepitésének tervezésére, Nijkamp—
Paelinck [6] egy kornyezetvédelmi-teriiletfejlesztési modell, Dinkel—Kochen-
berger—Seppiili, [7] pedig kiilonbozd teriileti tervezési modellek szdmszerti-
sitésére hasznalta fel a geometriai programozést.

Ezen feladattipus (amelyben az dltaldnos nem-linedris problémahoz képest,
a dualfeladaton keresztiili megoldhatésdg miatt dltalaban sokkal nagyobb
méretek kezelhetdk) alkalmazésa kizgazdasdgi modellekben biztato.

Példaul a T = yI“LF Cobb—Douglas termelési fiiggvény, vagy az

1 /R r }“-

1, (To L fTo
in. technolégiai fiiggvények kinnyen vezethetnek geometriai programozési
feladatra, mint erre a 2. és 3. részben példét is l4tunk majd.

Az ilyen alakban valé megfogalmazdsnak a legf6bb korlatja az egyiittha-
tok pozitivitdsanak feltétele, amely a feladat konvexitdsit biztositja, Viszont

kozismert, hogy nem-konvex optimalizaldsi feladatok megbizhaté megoldd-
sdra amugy sincs hasznélhaté médszer.

2. Egy dinamikus népgazdasigi modell

Egy 15 éves, 6t egyenként 3 éves részperiédusra bontott idészakot vizsgé-
lunk (a felbontds ilyen konkrét médja a modell szempontjébél nem alapvetd
fontossdgi). A gazdasdg dllapotat befolydsolé dontéseket: a beruhézdst, mun-
kaerd elosztdst, minimdlis netté termelési el8irdst csak az egyes 3 éves peri6-
dusokra Gsszevontan vizsgéljuk (hogy kevesebb véltozénk legyen), t az aktualis
periédus sorszdmét jelenti. A gazdaségot 3 ipari és 3 nem ipari d4gazatra bont-
juk, ezek:

1. Nehézipar 4. Epitsipar
2. Konnyfiipar 5. Mezbgazdasig
3. Elelmiszeripar 6. Egyéb

A 6. dgazat tartalmazza tobbek kozott a kozlekedést, kereskedelmet ég
a szolgaltatdsokat. A 4—6 dgazatok termelését egzogénnek vessziik (mivel
ezek termelési fiiggvényekkel val6 leirhatésiga kérdéses), az értékek elérejel-
zésére exponencialis trendet alkalmazunk; az ipari dgazatok termelését pedig
Cobb-—Douglas termelési fiiggvényekkel fejezziik ki:

(2.1) o eie”?i(;'“‘ifﬁ‘, t=1,238;t=1,...,5,

2*
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ahol ¢f a ¢ periédus utolsé évében az i dgazat termelése, tovabba:
(2.2) K = M KS, df= B I
8 itt Kia termeld alléeszkizok értéke, kf a kihaszndldsi egyiitthaté, Li a munka-
er6 létszama, I} pedig az évi atlagos munkaidd munkdsonként, mindegyik
mennyiséget az ¢ dgazat ¢ periddusbeli helyzetére vonatkoztatva.

Az dgazatok kozotti termelési kapesolatokat a szokdsos input-output model-
lel irjuk le:

(2.3) q; = Aq, + Bd, + ¢,

ahol ¢, d,, ¢, € R® a termelés, beruhdzés és fogyasztds vektorai, A és B a tech-
noldgiai egyiitthaté-, ill. a beruhdzdsi matrix. Az endogén (tehdt az ipari 4ga-
zatok) dll6eszkoz-dlloménydnak évenkénti i novekedési iitemeit optimaliza-
land6 valtozoknak tekintjiik, ezekre:

(2.4) K = e Klng 2t > 1. 6 igy
(2.5) di= (@, —1)Ki>0, t=1,...,5i=12,3.
Az 13 dgazatok éltal egyiittesen felhaszndlhaté munkaerdt adottnak vesz-

gziitk — értékét multbeli idésorbél extrapolaljuk -, de a kozottiik valé felosz-
tasarol periédusonként donthetiink:

3
(2.6) Li=L, " SH<1, A>0,t=1,...,8;i=1, 2, 3.

i=1

Egy olyan gazdasig esetét vizsgdlva, amely jelentds strukturdlis véaltozést
hoz6 novekedés el6tt all, de beruhdzasi lehetdségei elég korlatozottak, ésszerii
kritérium a beruhdzdsok diszkontilt értékosszegét minimalizilni az endogén
dgazatokban létrehozott netté termelés bizonyos minimdlis szintjeinek meg-
kovetelése mellett:

(2.7) min é‘yjl’Bl (i‘d,J —= j é‘y,/,K{, (Ij/ ah - 1}
= -1 j=1i=1 t=1
feltéve, hogy
a0
(2.8) (Bay — A)g >33l t=1,...,5
qi.

ahol B, a B els6 3 oszlopdbol, A, az A els6 3 sorabél (ezek felelnek meg az
6

endogén dgazatoknak) alkotott részmatrix, f; — > by, & y;-k pedig a disz-
1

kontdlast biztositjik:
6
vo=1, ;= (1+ 8%,
k=1

ahol s a 3 éves periédusra vonatkoztatott diszkonttényezs (s = 0,2-t hasznal-
tunk).
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A (2.1)—(2.6) feltételeket (2.8)-ba helyettesitve (2.7)-tel egyiitt egy geo-
metriai programozdsi primdl feladatot kapunk. Ennek a feladatnak 30 vél-
tozédja van, ezek:

£ oM 2=11,2, 8 88 f—1,.. ., 5-Te,

A primél feltételek és additiv kifejezések szdma 35, ill. 90, s ezért a megoldandé
dudlfeladatnak 90 véltozoja és 30 4 1 = 31 feltétele van.

A feladat megoldéasdval arra lehet feleletet kapni, hogy a nem ipari dgazatok
rogzitett fejlédési palyaja és az ipari dgazatokra elSirt minimadlis nett6 terme-
lési szintek esetén mi lesz az idGszakra vonatkozé lediszkontdlt beruhézés-
Osszeg minimumat megvaldsité beruhdzasi és munkaers elosztdsi pélya.
A modellel, a geometriai programozési feladatot megoldé algoritmus és szdmi-
togépi program kidolgozdsa utdn a magyar népgazdasidgra vonatkozé adato-
kat hasznalva fel, az 1970—85-6s idGszakra végeztem kisérleti szdmitdsokat.
Ezek igazoltéik a feladat szdmitdstechnikai kivitelezhet6ségét; jelenleg folya-
matban van a modell tovabbfejlesztése (pl. a kiilkereskedelem figyelembevéte-
lével val6 kibévitése), az ezzel kapesolatos numerikus eredményekre és a le-
vonhaté kiovetkeztetésekre szeretnék majd kés6bb visszatérni.

3. Egy ipartelepitési modell

Tegyiik fel, hogy egy ipari komplexum létesitésére a tervezd szerv kiillonbozé
szempontok alapjan kijelol egy foldrajzi térséget (régiét) és a telepitendd ter-
mel6 egységek, iizemek egy széba jovG csoportjat. Mivel a beruhdzdsi keret
korlétozott, ezek koziil kell kivdlasztani a soron levé periédusban ténylegesen
megépitendéket. A valasztdsra tobbféle kritérium képzelhetd el, mi most a kér-
dést kicsit leegyszeriisitve a megvaldsitandé beruhdzésok éarosszegének adot
technikai és jovedelmezdségi korlatozasok melletti minimalizalasat valasztjuk.

Az iizemek termelését homogénnek tételezziik fel, s az ¢ tizemre (1 =1,..., 1)
a kovetkezd jeloléseket alkalmazzuk:

p; az lizem termékének egységara

b; az egységnyi beruhazis koltsége

l;  egységnyi munkaerG éves bérkoltsége

@, ¢ a régién beliili, ill. a régié és kiilsé termel6k kozotti termelési kap-
csolatok input-output egyiitthatéi (7 =1,...,1; k=1,..., K)

p; a beruhdzis egy évre esd amortizacichanyada

7, a minimalis megkovetelt jovedelmeziségi szint (jovedelem/lekotott
eszkozérték)

T, megvalésitandé termelési szint (naturalis mértékegységben)

L; az alkalmazott munkaerd létszama

I, a megvaldsitand6 beruhézdsi szint (naturdlis mértékegységhben)

y; agglomerdcios egylitthatok.

Feltételezziik, hogy ismerjiik a széba jové lizemek miikodését leiré techno-
logiai fiiggvényeket, ezek az i iizem esetében:
7, 1 5 G ) (T,-]ﬂ'
’ b

gl Ay (F Ty

/i

io io 0 i/
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ahol 7', a termelés technolégiailag vagy egyéb okokbél megkiviant minimdlis
szintje (tehdt megépités esetén az ¢ iizemet legaldbb ilyen szinten kell mikod-
tetni), I,,, L, az ehhez tartoz6 beruhdzési és munkaerd szint, 0 << a;, f; <~ 1
degressziés kitevok.

Legyen 6; = 0 vagy 1 aszerint, hogy az i lizemet megépitjiik, vagy nem.
A (3.1) fiiggvények hasznalata feltételezi, hogy adott iizem (technoldgia) ese-
tén a termelés szintje a lekotott eszkoz és a munkaerd szintjét egyértelmiien
meghatdrozza (tehdt nincs helyettesités), s a méretnovekedés a gazdasdgossé-
got javitja, magasabb termelési szint mellett a termelés egységnyi noveléséhez
kevesebb poétlolagos beruhédzdsi és munkaerd raforditds sziikséges. Az o;, f;
kitevGk termelési statisztikdk és becslések alapjan hatarozhatok meg, szokdsos
értékiik:

« = 0,5—0,6, 8 = 0,15—0,25 (dltalaban o > B).

A régién beliil tobb iizem felépitése esetén kedvezd agglomerdcios hatdsok
érvényesiilnek: ha az iizemek egymassal kooperdlnak, a termelésiikhoz sziik-
géges félkésztermékek és alapanyagok egy részét région beliili termelSktdl szer-
zik be, akkor oles6bban kaphatjik, mint kiilsd piacrol torténd vasarlis esetén,
a p; helyett p,T;" egységirért (tehdt anndl olesébban, minél magasabb
a j iizemben a termelés szintje). Eppen ezért kikotjiik, hogy ha egy iizemet
megépitiink, akkor termelésének ki kell elégitenie a région beliili igényeket:

7§
(3.2) 5, (2‘6,aijT/] <,
i

A termelésben felhasznilt termékek egy csoportjat az ¢ iizemnek természe-
tesen mindenképpen kiviilr6l kell beszereznie, az i termék arabol az ezek (egy
ségre es6) koltségének levondsa utan marado6 rész:

K
(3.3) R =p — > Pilui-

k=1
A tobbi terméket csak akkor szerzi be kiviilrdl, ha az azt termels régiobeli

iizem nem épiil meg.
Igy feladatunk a kivetkezd:

I
min >'0,b,1;

i=1

[
ST — 2{6i7)/ajiTi(6jT/_yji 4l iy OliL; — dipbdy = dmibil
j::
(jovedelmezoségi korldtok)

i
(3.4) d; (2‘(51-(1,-/7’]] < T (a (3.2)-beli feltétel)
j=1

8T, << T; (minimélis termelési szint)

T,>0, =0 vagy 1,
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mindegyik feltételben ¢ =1,..:,1

1
by
i=1

Behelyettesitve a (3.1) osszefiiggéseket, dtrendezés és az egyes feltételekben
T-vel val6 osztds utdn egy geometriai programozési feladatot kapunk, amely-
ben azonban szerepelnek a 6, 0,1-es véltozok is. A §;-k minden lehetséges
értékegyiitteséhez (melyek szdma 2') tartozik egy folytonos geometriai prog-
ramozasi feladat. Szerencsére a feladat specidlis szerkezete miatt megadhaté
egy olyan algoritmus, amely biztositja, hogy altalaban csak kis szdmu ilyen
folytonos feladatot kelljen megoldani. Ez az algoritmus kombinatorikai jel-
legli megfontolasokon alapul, a téméhoz szorosan nem kapcsol6dik, ezért most
nem kozoljiik. Az optimdlis megoldds tobbnyire olyan, hogy benne nem szere-
pel 2—3 iizemnél tobb, de ha az agglomeracids elényok kiilonosen nagyok, pl.
egy vertikdlisan egymdsra épiilé egységekbél 4llé vegyipari kombinatndl, és
a megkovetelt jovedelmeziségi szint magas, akkor ez a szdm lehet nagyobb is.
A feladat modosithat6 gy, hogy eléirjuk bizonyos iizemek megépitését (ezekre
9; = 1), tehat arra keresiink vélaszt, hogy adott iizemek megvaldsitdsa esetén
azokat milyen méretben épitsiik fel, s esetleg milyen csatlakozé iizemeket léte-
sitsiink, hogy az el6irt jovedelmezGség biztositva legyen, a beruhdzdsra fordi-
tott Gsszeg pedig minimalis legyen. Ebben az esetben mér nagyobb jelent8sége
van egy, a 6; kombindciokat tigyesen , leszdmlalé” algoritmusnak, mert a meg-
oldandé folytonos geometriai programozési feladatok mérete mér nagyobb.
A modellel mar végeztem kisérleti szamitasokat, s jelenleg folyamatban van

egy redlis adatokon alapuld szamitdssorozat végrehajtdsa.

( Beérkezett: 1973. november 21.)
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GEOMETRIC PROGRAMMING AND TWO ECONOMIC APPLICATIONS

Geometric programming is a relatively new branch of mathematical programming.
It gives an efficient solution to a special non-linear optimum problem through solving
the corresponding dual one. Several practical problems can be formulated in this special
form, the method has already been applied efficiently in technical optimum calculations
in various cases. Attempts at the application in eeopomic models have begl.ln not earlier
than 1—2 years ago but the perspectives are reassuring, the usual technological functions
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and also the Cobb-Douglas production function lead to geometric programming problem
in case of certain conditions.

In the first model we study the dynamics of a national economy, it computes the pro-
duetion of industrial branches with Cobb-Douglas production funections, the production
of other branches is handled as exogenous and the usual input-output model is applied
for the description of production connections. The aim is to determine the investment
and labour distribution variables ensuring minimum of discounted aggregate investment,
with given lower limits of net production for a 15-year period. The aim of the second
model is to select establishments in an industrial complex for construction. Optimality
criterion: minimize investment costs subject to profitability and technological con-
straints. The operation of a single establishment is described by usual technological
functions. The model leads to a geometric programming problem of mixed integer type
chat, however, due to its special structure, can be reduced to the solution of a series of
tontinuous problems.

IFEOMETPUUYECKOE TIPOTPAMMUMPOBAHME W Er0 IBA XO3ANCTBEHHLIE
IMPUMEHEHHWS]

I"eomerpuyecKoe NporpaMMHpOBAHHE SIBJISIETCSI PEJISITHBHO HOBOH 00J1aCTbI0 MaTemaTtHue-
CKOr0 NpOrpaMMHpPOBAHHsI, KOTOPOE — pPELCHHEM JyaJibHOI 3ajaud — 3((EKTHBHO peraer
CHEUHAJIbHYIO HEJIHHEAPHYIO ONTHMAJIM3HPYIOINYIO 3ajiauy.

B Takoil cnenuasbHoi Gopme MOYMKHO COCTABJISITH MHOI'O NPAKTHUECKHX NpodseM, MeToj
N0Jb30BAJICSl YCHENIHO B PAa3HbIX TEXHHYECKHX ONTHMAJIMHPYIOUHUX pPacyeTaxX. IKCrepumeH-
Thl €0 MPUMEHEHHSI B X035IHCTBEHHBIX MOJIEJISIX NIPO0JDKAIOTCSE Beero 12 roja, HO nepcnex-
THBbI OOHaIeKuBaone. [Ipy HEKOTOPLIX YCJIOBHAX O0OBLIUHBIE TEXHOJIOIHUYECKHE (DYHKIIMH H
Ko606 - Marjiec npoussojcTBeHHast (PYHKIHS NPHBOJASAT K 3ajiade reOMeTPHYeCKOro mporpam-
MHPOBaHHS.

Iepsast Gurypupyiomast B pabore mojesb siBJISIETCST JHHAMHYHOMN HapOHOX0351HCTBEHHOI
MOJIEJIBIO, KOTOPast PACCUHTBIBACT MPOM3BOJCTBO MPOMBILIEHHBIX OTpacjieii ¢ nomoubio Kobo —
Harnec npousBojpcTBeHHbIX QyHKIHA. C NPOM3BOACTBOM JIPYTHX orpacjeil oHa obpamaercst
9r30reHHYHO, H ynorpedisier 00bIYHYI0 MOJEJIb 3aTPAT M BBITYCKOB JUIS OMHCBIBAHHST NIPOH3-
BOJICTBEHHBIX CBsi3eil. Llesib — onpejesieHHe MHBECTHIMOHHBIX NMEPEeMEHHLIX H NepeMeHbl pac-
CTAaHOBKH pabouel CHJIbL, KOTOPbIE 00eCHeUHBAIOT MHHHUMYM JMCIKOHTHPOBAHHOIT HHBECTHI{HOH-
HOH CyMMBbI MSTHAUATHIIETHEIO TIEPHOJA TIPH HHMKHHX TPEJesax, JAHHBIX JUIsl HETTO NpOoU3-
BoJCTBA. Bropasi mojenn crapur cebe nesbio Beibop 3aB0joB, KoTOpble OYJYT NMOCTPOEHLI B
NPOMBILUIEHHOM KOMIUIEKCE, H ONTHMYM-KPHTEPHEM SIBJISICTCSI MHHHUMAJITH3ALHS KalNTaJIbHBIX
3aTpar MPH JAHHBIX JIOXOAHBIX H TEXHOJOIHYECKHX yCJI0BHAX. JleHCTBHE OTJEJILHLIX 3aBOJIOB
OTHCHIBAETCSl OOBIYHBLIMH TEXHOJIOPHYCCKHMH (DYHKIMAMH. Mojesib NPHBOJHT K 3ajade cme-
IAHHOTO HENPEPLIBHOO  LEJOYHCICHHOI0 TeOMETPHUECKOr0 MPOrpaMMHPOBAHUS, KOTOPYH)
M3-3a CrENHaJIbHOH CTPYKTYPbl MOXKHO CBECTH K PEHICHHI0 HEKOTOPBIX HENMPEPLIBHLIX 3ajay
C KOMOMHATODHYCCKHM METOJI0M.



