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A tarolds optimalizilasa felfut6 és kifutd
felhasznalasnal

Téroldsra sokkal gyakrabban van sziikség, mint ahogy gondolndnk. A nové-
nyek, az allatok szervezete, az emberalkotta létesitmények lépten-nyomon
taroldkat igényelnek. Mindeniitt kell tdrolds, ahol két Osszefiiggd folyamat
kozt id6kiilonbség van. Ez a két folyamat a felhasznélds, amely a térolt kész-
let csokkenésével és a p6tlds, amely ennek novekedésével jar. Amikor folyama-
tokat létesitiink, gy kell az adottnak tekintendd felhasznéldshoz a pétlast
illeszteniink, hogy a termelés folytonossdgédnak biztositdsa mellett a tarolas
koltsége a legkisebb legyen, vagyis a téroldst koltség-optimalizdlnunk
kell.

A két folyamat matematikai alakja 1épesés figgvény. A tarolt készlet rend-
szerint valamilyen egységnek (darab, koteg, zsdk) egészszdmi tObbszorose.
De ha ez a szamérték nagy, a folytonos fiiggvény a lépessnek j6 megkozeli-
tését adja feladatunk megolddsdban. Ezért a klasszikus irodalom egyenletes
felhaszndldsra és egyforma tételekben valé pétlasra ad megolddsokat ([1]
204., 207., 210. oldal). A hatérolé folyamatoknak azonban tébbnyire vérhato
értékiik koriili szérdsuk van. A megoldast ardnylag nem nagyon neheziti
meg, ha csak a felhaszndldst vessziik stohasztikus folyamatnak ([1] 218.,
223.,225., 227. oldal). A Magyar Tudoményos Akadémia Alkalmazott Mate-
matikai Intézetének munkatdrsai azonban a téroldssal kapcsolatos minden
lépesds fiiggvényndl figyelembe vették a stohasztikus jelleget ([3] 187., és
[4] 203. oldal).

Nem stacioner viszonyokra varidciészamitdssal dltaldban csak elvi megol-
ddst tudunk kapni ([1] 236., 245., 248., 254. oldal) a felhasznéldst tetszéleges
alaki stochasztikus fiiggvénynek, a pétlast pedig adott szerkezetii, de para-
méterében véltoztathaté fiiggvénynek véve. A miiszaki irodalom légiistelmé-
letei ([5] 4/46., 47. oldal). periodikus folytonos fiiggvényt alkoté pétlasra,
¢és stacioner, vagy ehhez kozeledé felhasznélésra adnak megoldést. Lange,
Lesourne nyomén ([1] 212. és [2] 356. oldal) tetszileges alakd folytonos fiigg-
vénynek veszi a felhaszndldst, a pétlast megvélasztandé 1épesds fiiggvénynek,
de koriilményes és probalgatést igényls grafikus megoldéasra jut.

Jelen tanulmény ez utébbi esetre kivan kozvetleniil felhaszndlhaté meg-
oldést adni, vagyis arra, hogy mely ¢, id6pontokban és milyen ¢; mennyi-
ségekben optimdlis a p6tlds, ha a felhaszndlds halmozott értéke az idének
(t) valamilyen @ = at™ alaku fiiggvénye. A kidolgozott véltozatok a kivet-
kezGk:

A felhaszndlds felfuté jellegli (m > 1). A (4) képlet alapjdn szamithatjuk a
beszerzések idGpontjait, és az (5) alapjan a térolds Gsszkoltségét (8), az 1. dbra
szerinti lefutdssal.
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Az el6z6 feladatnak inverze, ha a pétlds (= termelés) folytonos fiiggvény,
¢és a felhasznalds (= elszdllitds) torténik részletekben. Az idépontot a (7), a
tarolas Osszkoltségét a (9) képlet adja, a lefutds ugyancsak az 1. 4bra szerint.
- TelJe%en kifuté felhaszndlasnal a (13) képlet adja meg a beszerzés id6pont-
jait és a (17) a tdrolds Gsszes koltségét a 2. dbra szerinti lefutdssal. — Ha a

kifuté jellegli felhasznilis (‘g) hiperbolikusan esokken (1 >m >0), a (7)
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képletbsl a megfeleld szamértékekkel keletkezo lefutdsat a 3. dbra mutatja.

Végiil a 4. abrdban mutatjuk be azt az esetet, amikor a felhaszndlds hiper-
bolikusan csokken (m < o) igen nagy értéktsl a nulla felé tartva, amikor
példaul egy hidnycikkbél, vagy tGjdonsdgbdl dobunk a kizben fokozatosan
telitédé piacra.

1
A kérdés tehdt az, hogy ha az Osszefiiggés
In n
(1) § Qd(+‘S:%‘Q:‘(li ti—1),
0 .
- , X t 7 '3
ahol Q = at™, tehdt Q' = amt™~1 = -)f~1~Q, é8 lgyJ Odit = @, tovabba
t m + 1

0
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a, m, t, és n adott értékek, hogyan kell a ¢; sorozatot megvalasztanunk, hogy

S minimum legyen. Az 1. dbrabdl leolvashatéan geometriailag S a ferdén

bevonalkézott haromszogek teriiletének osszege, a Q(¢; — ¢;,_,) oszlopsor Ossz-

teriiletének és a @ = at™ fiiggvény alatti teriiletének kiilonbsége. Miutan
t

a, m, t, adottak, adott az _fat”’dt integral értéke is, S akkor lesz minimum, ha
0

n
lZati-"(t,- -~ ¢;_,) minimum.

Ezt a minimumot tgy szdmitjuk, hogy valamely ¢ értéket egymagdban
addig véltoztatjuk, amig a két szomszédos oszlop teriilete a legkisebb lesz.
Ha ezt egyidejfileg tudjuk megesindlni valamennyi ¢ = 1,2, ..., n—1 érték-
nél, akkor lesz az oszlopsor és vele a ferdén bevonalkézott haromszogek terii-
letének oOsszege, vagyis az S a minimum. Ezt akkor érjiik el, ha

n
—G—Z(J,-(ti —4_1)=0az 1=1,2,..., n—1 értékeknél, tehdt ha:
ot;
9 - '
St‘lz it — tiq) = Qe — ti-y) + @i — Qir1=
{
(2)
m
= t"Qi(tr' b)) +Q Qi =0
i
Miutdn Q; = atfl, a (2) a kivetkezs alakra hozhat6:
(3) amtP~Yt; — ¢;_,) + atf — aift = 0.
Ezen sz6ls6 érték jellegének megallapitdsara képezzitk az Osszegezésnek
mésodik differencidlhanyadosat :
az n‘ 9 . . L . .
@2 Qult; — t;y) = = [Qilt; — ti-) +@ — @] = Qi — i) + @i +@Qi=
i i

1
1 ti:l} +2].
| t

i

= am(m —1)¢P-2(¢ — ¢,_,) + 2amtP~! = amtP ! [(m 1)

A kapott szorzatban mindegyik tényezs pozitiv, ha m > 1, az Osszegezésnek
826186 értéke minimum. Az m < 1 esetre késébb tériink ki.

Tovdbbi szdmitdsaink megkonnyitésére bevezetjiik a 7" = ¢,_, 1", jelo-
lést. Rendezve a (3) egyenletet:

(4) (14+m  mlp,_)t" =¢m, honnan: 1+ m fn;l/q),-_l = @;.

Rekurzi6s formuléhoz jutottunk tehét. Ha ¢,_, ismeretes, ¢; szdmithaté.
A szémitdst i = 1-nél kezdjiikk el. Miutdn ¢, = 0, ¢, 7= 0 csak akkor lehet,
ha ¢, = oo, igy akkor ¢, = 1 -+ m. Innen fokozatosan eljutunk ¢, _, értékére,
melybél ¢, -et szmitani tudjuk, miutdn ¢, adott. Evvel megkaptuk ¢, kere-
sett értékeit.

@; kiszdmitdsdt m — 3-ndl az la tdbldzat mutatja be, az 1b tdblazat pedig
megadja m = 3 és n = 5 értékekre a ¢; értékek szamitdsiat, ha ¢, = 1. Meg-
figyelhetjiik, hogy a ¢, értékek eloszlisa nem egyenletes, hanem i novekedé-
sével sfirlisodnek.
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@; értékeinek szdmitdsa m = 3 esetében

23

1/a tabldzat

ablazat

3 -3 -3 | -3
i Pi Voo Vo 1-Vois  |1+ma—Va—ol=o
115 4,0000
2. 4,0000 1,587 0,6301 0,3699 2,1097
3. 2,1097 1,283 0,7794 0,2206 1,6618
4. 1,6618 1,184 0,8446 0,1554 1,4662
5. 1,4662 1,136 0,8803 0,1197 1,3591
6. 1,3591 1,108 0,9025 0,0975 1,2925
7. 1,2925
I/b ¢t
t; értékeinek szdmitdsa m = 3 és n = 5 esetében
—i | -3 -3
U tiga Pi P | @ t¢+1V‘;i-=‘t€
\
5 | 1,0000
4 1,0000 1,4662 | 0,6825 0,8804 0,8804
3 0,8804 1,6618 0,6017 0,8442 0,7465
2 0,7465 2,1097 0,4762 0,7810 0,5830
1 0,56830 4,0000 0,2500 0,6300 0,3678
0 0,3678 o0 0 , 0 0,0000
| i

A kovetkezd kérdésiink, hogy mekkora S értéke, ha a ¢; értékeket a fent
szamitottak szerint vélasztjuk. Bz az S az 1. &brén ferdén bevonalkizott
héromuogek teriiletének Gsszege, értékét az (1) egyenletbdl szamitjuk. Az

Osszegezés utolsé tagjat kiilon irva:

S + ("Qat = ?Q,-(t,- e B 1 IR
0

ln
A (2) egyenlethbsl Q¢ — t;_,) :ﬁ(Q, o — @), tovibba det =
m

ezeket behelyettesitve:

n(S+

10 @n
m + 1

n-1
=T 2 ti(QH 1

1

Qi) + an(‘n

Az Osszegezés elsG tagjat frhatjuk a kovetkezden:

=1} n—1
ZtiQH-l =y @ + 231‘—101"
1 1

tn—l)-

thn ’

m—1

mert az Osszegezés utolsé tagjat kiilon irtuk, elsé tagként pedig #,Q, = 0

2

értéket hozzdirtuk, és az Osszegezést Atszidmoztuk. Behelyettesitve az el6z6

egyenletbe:

it

m + 1

=ty @ + nz_lttii ! StiQi + mQy(ty
] 1

) tn—l)'
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Osszevonva, az Osszegezéshez az n-edik tagot hozzéirva és az utolsé tag-
hoz adva:

m

t .
S g%j == 30 )+ 0 D@ty ity

A jobboldali osszegezést az (1) egyenletbdl helyettesitve:
t” Qn
(m + 1) (S + &—] = (m + 1)@, ¢, — m@,t,_,.
m + 1

A keresett S érték tehat:

m m

5 - Pamer (‘n ty byey) = —— Jntn 1 '!'I:'“]‘
(8} m%—l)( 2 m—}—lQ ‘ l

n
vagyls a N'Qi(t;  ¢;,_,) sor utolsé tagjinak, az 1. abran az oszlopsor utolso
1

; m .
oszlopanak ——— -ed része.

m + 1
2.

Kiegésziti az el6ziket, ha azt vizsgaljuk, hogy mennyi egy oszlopsornak
a @ = at™ figggvénytdl valé eltérése (S), ha az oszlopok sarkai alulrél érintik
a fiiggvényt. Az 1. abrdn fiiggélyesen bevonalkizott haromsziogek mutatjik az
eltérést ebben az esetben. A fiiggvény, a differencidlhinyadosa és az integral-
ja, valamint az 4llandék ugyanazok, mint az (1) egyenletnél voltak, az oszlop-
sor és a fiiggvény alatti teriilet kozotti osszefiiggés azonban:

lll
» n -1 n-1
(6) [Qat 3= 3 Q1) = 3 Qltis 1)
0 1

0

Az Gsszegezéshél az elsé tagot elhagyhatjuk, mert @, = 0. Az el6zd esettel
ellentétesen most a @ fiiggvény alatti teriilethdl kivonni kell az S-t, hogy a
(6) Osszegezésének megfelelG oszlopsor teriiletét kapjuk.

t; legjobb értékeinek szamitdsdira a gondolatmenetiink az el6z6 esettel meg-
egyezi. Képezziik az Osszegezés szélsG értékét:

Qi 4) =Qiltiyr — 1) + Q-1 — @i =0.

m . ,
Innen . Qt; .y t) =@, Q,_,, azaz viszonyszdmokban
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=t jelolést

i 1 Jul
(8) Ppg el ol Frdy,
m

Bevezetve a ¥

i+1 —

Ismét rekurzids képlet, tgy a ¥, minta {; értékei az el6z6 esethez hasonléan
szamithatok.
A (7) ismeretében meg tudjuk allapitania fent kepezett szélsé érték jellegét:

02 n—1 g 3
MZQMmezﬂww<mﬁ»+mmumm=
i
t
= am(m — 1) 172ty — &) — 2amt]~! = amt?*? [(m — 1) (—E - 1] — 2].
L

Helyettesitve a (7)-bdl:
02 n—1

~2‘ Qilliy, — ) = amt?’"‘[(m 1)% (1 %J 2] g

ot
:amtf""“l i (1 Qia) 2]_
m Q;

A szegletes zardjel elsé tagja kisebb egynél, ha m pozitiv, a masodfokud diffe-
rencidlhdnyados tehit negativ, a képezett széls6 érték maximum, igy S len-
tebb szdmitandé értéke minimum lesz.

S na;_ybag,(umk szamitasara a (6) egyenlethdl a (7) figyelembevételével:

n—1

jmu ]—mz Qultirs — 1) = 3 4@ — Qizy).
1 1

m

n-1
Tekintettel arra, hogy @, = 0, Zt,Qi_l = N ;Q;_,, dtszdmozdssal
1 2

n _l n—-2 n-—1
2 ’iinl = 2 {i+lQi &= 2 [Hl Qi E ’n Qn—]r
2 1 1

miutdn az Osszegezéshez irtuk és kiilon levonjuk az (n — 1)-edik tagot.
Innen

Qn l" "'\ n \l £ 1‘ nl
m ;LTI_ ‘SJ i 2 6 Q; 2 liys Qi + 1, Qny = " Qillisy t)+t, Qn-—l'
ji 1 1 1
Az Osszegezést a (6)-bol behelyettesitve:
t -
(m - 1) Q_”i'_ S| = tn Qn—l'
m + 1
Az integral oszlopsortdl valé eltérése tehat:
£ 1
(9) N = ;:'itn(Qn Qn—])’

-ed része.

vagyis az 1. dbra fels6, @, — @, _; magas sdvja teriiletének

m -+ 1
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3.

Megolddst tudunk taldlni egy integral értékének véges szdmsorral vald

legjobb megkozelitésének kérdésére akkor is, ha%—t— értéke csokkend. Csak
C

amig novekedésnél ez nullarél indul ¢, = 1 idGpontig a legnagyobb értékre,
addig a csokkenésnél ez forditva van. A csokkenést am(1 — ¢)™ lefolydsinak
véve:

(10) Q@=all - (1 —8m].
Differencidlhanyadosa
(11) SQ: am(l — )7L = b (@ @),
de 1—1¢

méasodik derivéltja pedig
d*(
ik am(m — 1)(1 — )™~
de

A rekurziés formula feldllitdsira levezetésiink gondolatmenete most is

; . Misia , s F1s % i e
ugyanaz, mint volt a nuvclwn% -nél, a parcidlis differencialhanyados
di
alakja is ugyanaz, mint a (2) egyenletben,

(12) :‘)[ 21 Qt, — ;) = Q;(ti tiy) + Q — Ql'+1 =0
LN
. ’ . dQ & A .
csak most a csokkend T--nck megfelels értéket kell behelyettesiteniink:
al
; m
Qi (¢ tim1) = 1— ; (@ Q)1 ti-1) (1 —¢)]=

= Q;'.H Q=@—¢) -@ Q)

y g m
Viszonyszdémokban: m (}-—t’—‘—! 1] o ] 'L*QU'! = (l__tf_*l]
1

til g ]
A g = I_ ] : jeloléssel m qT 1) =1 — @f}y, vagyis
[ =1 i
1
(13) —=1 i(1 Pii)-
Py m

Ezattal is rekurziés formuldra jutottunk, most azonban i = n— 1 értéknél
kell kezdeniink ¢, kiszdmitdsat: Miutdn ¢, = 1, ¢, = 0. Ebbdl kiindulva
; — 1 .
sorban megkapjuk a ¢, értékeket, végil is a @, = : tl-et. Miutén
— ¥

to =10, ¢, = 1~ @), ezutdn i novekeds értékei szerint haladva meghatéiroz-
hatjuk valamennyi ¢; értéket.
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A (13) osszefiiggés segélyével konnyen megallapithaté a (12) egyenlet alap-
jan képezett szélsé érték jellege. (12)-bdl a masodrendi differencidlhdnyados

ZQ b)) = al[—mm—1)(1 —¢_,)(1—£;)" 2] +(m + Dm(1—¢)"" 1=

=am(l — t,-)”"l[— (m — 1)—1—1—_%‘—1—{—7)@ + 1],
PR« ]

amely a ¢; jeloléssel

am(1 t,-)’"“l[ - (m — l)l—}— m 4 1]
Pi

alaku lesz.

Behelyettesitve 4 (13) alatti kifejezését kapjuk, hogy
Pi
a2 n =
- SQit; — ti-y) = am(1 ti)m~1[2 chnd
ot 4

(1 ‘Pﬁl)]-

A miasodrend(i differencidlhdnyados tehdt pozitiv, mert a masodik tag
n

kisebb egynél, ha m > 1. A D'Qilt; — t;_,) Osszegezésnek, az oszlopsor terii-
1

letének tehat maximuma van.
t
n :'
Ezen >Q(t; —t,_,) 0sszegnek azJ Q dt-t6l valé eltérésének S nagysagat
i

0
szamitandé lényegében az el6z6 esetekhez hasonléan jarunk el, egyes részletei-
ben azonban eltérden. Az S értékét a 2. dbrén is a bevonalkzott hdromszogek
teriiletének Osszege! adja meg. Miutdn a f-ik véltoztatdsinil a parabola
vonala nem véltozik, az oszlopsor teriiletét a haromszogteriiletek hozzdad4sa-
val kapjuk a parabola alatti teriiletbdl, és az oszlopsor teriiletének minimuma
fogja adni a haromszogek teriiletének minimumdt. Ezek szerint az oszlopsor
teriilete:

tn

Jodi+ 8 =306 )= Zall - -0l - o) =
1
0
(14) o

= aft, — t,) — a > =)@ —t,_,).

-

Az Osszegezésben az utolsé tagot elhagytuk, mert ¢, = 1. A széls§ érték
szamitasira:

OIS0t ) = — (L — ) toy) + (L — )™ (1t )™
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Ez a széls6 érték minimum, amint azt az el6zd oldalon kimutattuk. A mini-
mum helyén tehdt m(1 — &)™~ (¢ — ¢;_1) = (1 — ;)™ — (1 — ¢, .\)™ A (14)-
be helyettesitve

In
1 n—1

(15) [th—}—S:a(tn ) LA I ) ()7

m

-~

0

A (15) jobb oldalén kiilonbségek Osszegezése végzends. A kiilonbség két
tagjat kiillon osszegezziik, de a mésodikat el6bb atcsoportositjuk:

n—»l n-2
SO =)™l —t)= 31— ) (1 —t; )™
1 1

Az Osszegezés utolso tagjat elhagytuk, mert ¢ = n — 1 esetén ¢, = 1, igy az
utolsé tag nulla. Az Gsszegezéshez hozzédirjuk és kiilon kivonjuk az i = 0
tagot, figyelembe véve, hogy ¢, = 0, ekkor

n—-2 n--2
S ) )= S )1 )™ (L - )

1 0

atszamozdst hajtva végre = (1 — 2 (1 — &)™ — (1 — &)™
Az atesoportositott Osszegrészt a (15)-be helyettesitve és Gsszevonva

In

‘th + 8 =alt, —t) “ {"2,' (1 — &) [(1 =&) — (1—#_3)]4(1 l])m]'

0

aln 1
= a(t, — &) 4[2* (1 B R 3, R tl)m] _,

m ] 1 n
=8 Db (o — ) = | BLete (1 107] (b~ bpen) L o HP
m m |5
A Y-tag értékét a (14) egyenlethdl véve
1y
. m 1] R . m —+ 1 a
(16) fh“ Qat + A] S P T B Y
m m m

0

Kiszamitjuk az intergaltagot:

In
. (1 i)m + 1 J{,,
1 1 b 1L ll — 1 ,‘i,w b " .
.J [ ( ) J( u[ m '}— 1 0
0

ol t”)m% 1 1 am
= ¢ tn 5 - her o e )
m+ 4 m+ 1] m+1
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Helyettesitve a (16) egyenletbe

(m + 1)|——— + S] =a(m + 1) — a(l — )™
m —+ 1 |
S keresett értéke tehat:
() g==® o og=—G
m + 1 m -+ 1
: I :
vagyis a @, magassdgi siv teriiletének ———-ed része.

m -+ 1

Megjegyzés: Hasonloképpen vizsgilhatjuk meg azt is, hogy milyen egy
oszlopsornak beosztdsa és teriiletének a (10) hatvanytoél valé eltérése, ha az
oszlopok sarkai alulrél érintik a hatvanyfiiggvényt.

4.

Nehézségek nélkiil alkalmazhatok a levezetett képletek m nem egészszami
értékeire is, esak ha m <~ 1, akkor a @ parabola tengelye nem az 01dmatd
hanem az abszcissza. Példdul a 3. dbra m = 0.5 és n = 5 értékekre lett kidol-
gozva. Megfigyelhetjiik, hogy ¢, értékei az 1. abraval ellentétesen itt a kis
értékeknél a stirtibbek.

Alkalmazhatjuk a fenti gondolatmenetet akkor is, ha m <~ 0. A @ képletben
ilyenkor negativ a kitevs, igy a fiiggvény lefutdsa hiperbolikus (4. zibra)
Nehézséoek keletkezhetnek azonban azért, mert a t, — 0-nal @ értéke vég-
telen. A (4) rekurzids képlet ugyanaz, de az (1) egyenletben az S-et ellenkezé
jellel kell venni, mert @ a ¢; novekedéssel csokken, § igy a haromszogek teriiletét
le kell vonni az integrdl értékébdl, hogy az oszlopsorét megkapjuk:

th

n n—1
Q de S = 2‘ (()i(ti by l) =0 2‘ Qi(ti 7. l) + Qn(tn ln—l)'
o 1 1

0

A tovébbiak az el6zd fejezetekhez hasonlé gondolatmenettel haladhatnd-
nak, el6bb vizsgiljuk azonban, hogy lehet-e nulla az értéke a ¢, szerinti parcid-
lis differencidlhinyadosnak, mely az ordmdtaten(rely melletti elsé két oszlop
legjobb ardnyat kivdnja megéllapitani. Derivilva és @ értékét behelyettesitve

1]-

Leolvashatjuk a képlet szegletes zar6jelébdl, hogy ha m > - 1, akkor
a fenti parcidlis differencialhinyadosnak mindig van nulla helye ott, ahol

,

#t 2Q ij ti—l) G Q;(tl to) o Ql =t Qz =
(5]

t
= amif~1 - t, 4 aif’ — ot = at [(m + 1) (‘-
ty

(-) ML , ahogy azonban m kozeledik - 1-hez, - mindig nagyobb
m

+ 1 m + 1
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lesz, igy £1—-nek (negativ hatvédnyra emelve) mindig kisebbnek kell lennie,

vagyis ¢, az t,-t6l tdvolodva lassanként egészen a £, mellé tolédik. Nulla helye
azonban a parcidlis differencidlhanyadosnak és evvel szélsé értéke az Ossze-
gezésnek mégis csak létezik.

Ha azonban m < 1, akkor az i = 1 szerinti parcialis differencidlhdnya-
dosnak egyéltalin nincs nulla helye, mert a fenti képlet szegletes zaréjelében
mind a két tag mindenkor negativ. Ennek megfelelGen az ordinitatengely
melletti két oszlop teriiletének osszege t,-gyel a nulla felé haladva folyton

A n
nagyobbodik. Miutdn pedig azt kiveteljiik, hogy —(; DQi(t; — t,_,)=0 legyen
ol

minden ¢ = 1, 2,...,n 1értéknél, ezt pedig a jelen esetben a ¢;-nél teljesi-
teni nem tudjuk, feladatunk m < —1-nél megoldhatatlan.

( Beérkezett: 1972. mdjus 2.)
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OPTIMIZATION OF STORAGE AT INCREASING AND DECREASING
UTILIZATION

The paper gives a solution to storage procedures in cases if from among the two
variables of storage — replacement and utilization — one is continuous and changes
parabolically, and the other consists of impulses of a given number. Their size and time
should be determined so that the difference between the two variables, the stored quantity
were minimum. Mathematically a step function @ = a™ to the given period 0 <t <t,
of the given function @; = a{' should be determined so that the difference between them
should be minimal by appropriate choice of the values of t;.

To the solution of the pr(){)lem the basic equation (1) is given, in which the variables
are t; where ¢ = 1,2, ... n—1. The extreme value of the function is where all the partial
derivatives according to the variables ¢; vanishes (2). Function @ = at™ is formed so,
however, that equation (2) can be transformed to (3) and the result will be the recur-
sion (4). Hereby the minimum value of the difference between the two functions, — the
stored quantity — can be given in the equation (4a) explicitely.

The way of solution is the same with the other problem variants. In case of the first
version utilization increases smoothly (m > 1), and replacement is made in jumps.
The difference between them is given by equation (8). Evaluationg can be found in tables
la and 1b and on the fig. 1.

In case of the next variant utilization decreases to 0 according to the equation (9).
Optimal terms of replacement are given by the equation (12) and minimum storage is
given by the equation (17). The course of the functions and evaluations can be found
on the fig. 2. The converse of this variant can be solved in a similar way.

If utilization decreases but its rate decreases hiperbolically, the course and evaluation
of the functions is shown by fig. 3. (1 > m > 0) and in fig. 4. (0 > m > —1), respectively.
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OIITUMU3ALIUS] XPAHEHUSI B CIIYYAE BO3PACTAIOUIEIO M
VYMEHBUWAIEI0CHA UCIOJIb30BAHW A

CraTbsi 1aeT pelueHye Ha METO/Ibl XPaHeHHs B C/Iy4asiX, eCli U3 IBYX IIepeMEeHHBIX XpaHeHHs]
— JIOTIONIHEHHEM M HCIO0JIb30BaHHEM — IIepBbili sIBIIseTCS GeCrnpephIBHBIM H H3MEHSIeTCs napa-
GOJIHYECKH, a BTOPOH COCTOMT M3 MMIYJIBCOB JAHHOTO KOJHYeCTBa. BelHdMHA M CPOK ITHX
TepeMeHHBIX 0JDKHBI ObITh YCTAHOBJIEHB! TaK, YTOOBI PasHHIA MEXAY ABYMsl IlepEMEHHBIMH,
XpaHeHHOe KOJIMYEeCTBO TOBApOB Oblji0 MHHHMYM. MaTeMaTHYeCKH K IIepHOAYy NaHHOH QyHKIHMH

Q = at™ [0JDKHO YCTAHOBHTH CTYNeHYaTylo QYHKuMIo Q; = af]" TaK, 4ToObl PASHHUA MEeXLy
ABYMsI ()YHKIMSIMH TIyTeM YTOJHOr0O M30paHMsi CTOMMOCTeH ¢; ObUia MHHHMAlbHasl.

Jl1s1 pelieHHs 3ajayd HY)KHO HaNMCaTh OCHOBHOE ypaBsHeHHe (1), B KOTOPOM IepemeHHbie
t, 1 =1,2, ... n—1. Kpaiiuasi CTOMMOCTb 9TOH (yHKLHH TaM, I/ie BCe NaplUHajibHbe MPOH3-
BOJAHBIE COTJIACHO NepeMeHHOMY Hcueand (2). OaHaxo ¢yHKUMSI Takasl, uTo ypasHeHue (2)
MOXKHO TpaHcpopmuposath B (3) H pewenue Oyaer gopmyna (4). C nmomoupio 31010 pasHuily
MeXJy NBYMsi YDaBHEHHsIMHM — XPaHEHHOE KOJHYEeCTBO — MOXXHO 1aTh IKIULIHLHYECKH B
ypaBHeHuH (4a). Xoj pelmleHHsl TOT JKe CaMblii B APYrHX BapHaHTaxX 3ajad.

B nepBOoM BapHaHTe MCII0JIb30BaHHE HMEET BO3pacTaloluit Xapakrep (m > 1) U JomonHeHHe
Jejaercsi B yactsix. IIpOTHBOMNOJIOXHOCTH 3TOr0, €CJM JIONONHeHHe (NIPOM3BOJCTBO) HMeeT
BO3PACTAIOIMI XapaKTep M MCIOJIb30BAHHE JlelaeTcsl B yacTsX. VX pasHuia jaer ypaBHeHHe
(8). Ouenxu naxonsrest B Tabnuue 1a u 1b u Ha pucynke 1.

B cienyiomem BapHaHTe HCIOJb30BaHHE MMeET YMEHbUIAWWMIICS XapakTep, COTJIACHO
ypaBHenuio (9). OnTHMaibHble BpPeMeHAa MOTOJHEHHs JiaHbl ypaBHenHem (12), a MHHHMYM
Xpaunenus aan ypaBHenuem (17). Honen u ouenka gynxuuii Haxoasirest Ha pucyske 2. I1po-
THBOTIOJIOYKHOCTb 9TOI'0 BAapPHAHTA MOXKHO DeUIHTb aHaJIOTHYECKH.

ECJiH HCNOJIb30BaHHE HMeeT YMEHbIIAIOMMIICs XapaKTep, HO €ro J0Jisi YMeHbIIAeTCsl THIep-
Gonuuecku (1 > m > 0), TO KOHeL M ONEHKY (YHKIMI NOKaspiBaeT PHCYHOK 3.

VMeHbILAloLIeecsi HCNoJIb30BanKe runepOoIHYecKoro Xapaxkrepa MNOKashiBaeT PHCYHOK 4,
HO B 9TOM CJiyyae pelleHHe HacTymaer Toibko eciu (0 > m > 1).



