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Az intervallum programozas: a linearis programozasi
feladatok egy specidlis osztalydnak megoldasi modszere

Az intervallum programozés médszere az aldbbi tipusu linedris feladat
megoldasara alkalmas:
Maximalizdlandé a

(1) c*x
fiiggvény a
(2) a < Ax b

értelmezési tartomdny felett, ahol az A = (a,~j) matrix és a ¢ = (¢;), a = (a,).
b = (b,) vektorok adottak,a; < b; (i =1,2,...,m; j=1,2,..., n),tovibba
a (2)-t kielégits vektorok halmaza nem iires és (1)-nek korlatos optimuma
van (2) felett.

Ez a feladattipus természetesen megoldhaté az ismert linedris programozasi
algoritmusokkal, de egyrészt a feladat méretei jelentGsen nének (a feltételi
egyenlGtlenségek mindkét oldalrdl tortént korlatozasa a feltételek, a valtozdk
el6jelkotetlensége a viltozdk szdménak megkettéz6déséhez vezet), misrészt
egyszeriibb megoldé eljarasokkal a feladat specidlis alakjabdl fakadd. egyéh
problémdk is felmeriilhetnek. (Ez az oszlopok, illetve sorok megduplizédasi-
nak lehet a kivetkezménye, ui. a bazistranszformaciék sorozatdval megoldott
feladatoknal a kerekitési hibdk okozta torzulas a szokasosndl lényegesen veszé-
lyesebb lehet. Ezért a feladattipusnak szimplex médszerrel torténé megoldésa-
kor a [6] 2. fejezetében leirt transzformacié ajanlhato.)

A feladattipus viszonylagos gyakorisiga, valamint a fenti szamitastechnikai
nehézségek vezettek az intervallumprogramozas-sal kapesolatos kutatéasokhoz.

E cikk célja, ismertetni a Ben-Israel, Charnes és Robers altal 1967 —68
koriil kidolgozott Gj médszer elsé eredményeit.

Az intervallumprogramozis legfontosabb tulajdonséga, hogy olyan felada-
tok megolddsdra, melyet eddig csak iterativ aton lehetett megoldani explicit
megoldist kindl. Mésik érdeme az, hogy segitségével lényegesen konnyebh
megadni az optimdlis megoldésok halmazdt. Ez kiilonosen akkor fontos, ha
meggondoljuk, hogy egy dudlisiban erdsen degenerdlt feladat valamennyi
primalisan optimalis bdzisit meghatdrozni a szimplex mddszer segitségével
gyakorlatilag lehetetlen. '

Az eljards gondolatmenetének megértéséhez vizsgaljuk meg (1), (2) optimu-
mit, ha A egységmatrix, azaz A = E,. Ekkor az optimélis megoldés az alibbi
médon hatirozhaté meg:

a ha ¢;<0 i=j=1,2. . m
2 == bi Wa (’j> 0
Ao+ (1 — A ha ¢, =0 0<iz

Ezen specidlis eset két altaldnositdsardl lesz sz6 a tovdbbiakban.
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Tekintsiik el6szor (1] alapjin azt az esetet, melyben A minden sora linedrisan
figgetlen.

Ezen tulajdonsag teljesiilésekor mindig létezik olyan »n - m méretii T =
= [t,, t,, . . ., t,,] matrix, mely kielégiti az alabbi matrixegyenletet:!

(3) ATA = A,

¢és melynek segitségével megadhatok az optimdlis megolddsok:

(4) x=at+3bti+ I [Ab+ (1 -Nalti+y
i€H, i€H, i€H,

ahol:

[11 e {il c*tl‘ < 0}
H,={i|c*t, > 0}
H,={i|c*t, — 0}

0<A<1
YEN(A) = {y|Ay — 0,y £"}
Legven ugyanis
z = Ax

ekkor A fenti tulajdonsaga miatt egyrészt minden z felirhaté ilyen alakban,

méasrészt
x=Tz +y

és emiatt (1), (2) a kovetkezs ekvivalens feladatra transzformalédik:
max (c¢*Tz)

a<z<h
(ugyanis e*y = 0, lasd késGbb).

Ha tehét ismeriink egy olyan T matrixot, mely kielégiti (3)-t és ismeriink
egy y € N(A) vektort, akkor (4) megadja (1) és (2) egy optimdlis megoldisit.
Meg kell jegyezni, hogy (4)-gyel definidlt x fiiggetlen attol, hogy melyik T
matrixot vélasztjuk, de nem fiiggetlen y megvalasztisitol.

T és N(A) meghatarozisihoz sziikkség van egy olyan S m - m-es nem-szin-
gularis matrixra, melyre teljesiil, hogy

(5) SA — (E,, DIP

ahol P n-ed rendl permutalé matrix. Kkkor

0n—m.m

N(A) = ly[y P*[El—):, z,ze B ""’

n—m

8

(5)-bol lathaté, hogy a szokdsos bazistranszformécios eljirds segitségével
T és N(A) meghatrozhato.

' A Moore-Penrose féle dltalanositott inverz ezen T matrix specidlis esete.
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Az eddigiekhez még két megjegyzés:
1. Az N(A) halmaz sohasem lehet iires. Ui. a nullvektor mindig eleme a hal-

maznak.
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2. Alapvet$ jelentésége van e kérdés targyalisakor annak a ténynek, hogy
(1)-nek akkor és csak akkor van korlatos optimuma (2) felett, ha a célfiigg-
vényegyiitthatok vektora merSleges az N(A) halmazra.

1. példa:

ahol z tetszileges skalar.

maximum (4x; — 8x, — 5x,)
0L 20 — 22, 4 32, < 1

—2 << —2 + 32, + 423, <3

[2] -2 3|1 o
ST NS E A
8]1
e ) b
1 51340
11| 1
0 ] 5|5 1t
1o Y21
4|12 2
11 1
1 B )= =
4|1 2
31 17
: 21
S i P-E, D- .
11 11
4 2 4
3 1 17
4 2 4
& 1 1 N(A) ==z 11
2 2 o
0 O i l — < X< 4 ®
H, = {2}
H, = {1}
Hy =g
1 e I N
2 4 5
x=-21 1 |4+1] 1 |12 11
2 4 4
0 0 -0
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II.
Vegyiik most [3] szerint azt az esetet, amikor A minden oszlopa linedrisan
fitggetlen. (Ebben az esetben a korlatos optimum létezése nyilvinvalé. Ekkor

ugyanis N(A) = 0, és erre barmilyen célfiiggvényvektor merdleges. ]
Ekkor az (1), (2) feladatot az alabbi feladatté alakitjuk 4t:

(6) c*x’ = max |
(7) a~ Ax <b
a<Ax b

feltételek mellett, ahol Ggy A, mint az A matrix kvadratikus és nem- -szinguld-
ris. Bz az dtalakités ugy torténik, hogy az m - n-es A matrixot, melynek rangja
n (azaz o(A) = n), valamint az m - 1-es a és b-t hrom részre bontjuk.

(8a) a, <~ Ax b, A n- n-es méretlip(A,) = n
(8b) a, <~ Ax b, A, q- n-es méretiip(A,) = ¢
(8c) a;, < Ax < b, A, m-n-q - n-es méretfi.

Miutan A, sorait levilasztottuk A-bol, a fennmaradé sorok koziil maximilis
szam linedrisan fiiggetlen A,-be keriil, mig a tobbi sor Ag-ba.
Ezutan (8a)-bdl kival: w/t]uk az

a, — Bx — b,
sorokat oly médon, hogy az
A,
B

matrix » - n-es nem-szingularis matrix legyen. (Ez a kivilasztdas mindig lehet-
aéges.)
Ekkor az (1), (2) feladat igy ,,béviil’":

c¥x = max !

a, <~ Ax < b,
a, < Axx _ b,
a, ~ Bx b,
a; < Agx < by

feltételek mellett.
Képezziik most az alabbi feladatot:

(9) c*x + 0*y = max |
az alabbi korlatokkal:

a| _[A0 [XJ{[bl}
0 |7|0 E,, 1o
(10 . ricritind
"a,] [A, 0 b,
X
al<|B. 0 < |b,
»asj | A; E, 0y y by
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Nyilvanvald, hogy (1), (2) optimuma és (9), (10) optimuma kozott koleso-
nos €s egyértelmii a megfeleltetés és (9), (10) optimélis megolddsdbdl (1), (2)
optimuma minden atalakitds nélkiil adédik.

Ilyen médon (8), (7) valéban el64llithaté (1), (2)-bél (9), (10) szerint. frjuk
at ezutan (6), (7)-et az alabbi ekvivalens feladatta:

(11) e*X =— max.|
(12) X=x
(13) a<<Ax<bh
(14) a<Ax<b

feltételi rendszer mellett. Erre a feladatra alkalmazhatok a Dantzig és Wolfe
altal lefrt dekompozicids elvek:® A (13)-mal reprezentélt polieder (ekkor ugyanis
egyrészt A nemszingularitasabél kovetkezden az adjungalt homogén rendszer-
nek nines a trividlistol kiilonboz6 megoldésa, ezért a halmaz korlatos, masrészt
a halmaz konvex és extremédlis pontjainak szdma véges, ezért a halmaz konvex
poliéder) elemei felirhaték az

(15) x=Pv, I'v=1, v> 0

osszefiiggésekkel, ahol p matrix oszlopvektorai a (13)-mal eléallitott polieder
extremdlis pontjait tartalmazzik. Mivel (14) hasonléan kezelhetd, ezért (11),

(12), (13), (14) felirhaté igy: ¥
maximum (c*Pv)

ha ~ J
Pv —Pv=20
(16) I*v =]
) kAT |
v, v>0

Tegyiik fel, hogy ezen feladatnak ismerjiik egy lehetséges bazismegoldésat

egy 8* = [s}, s,, 8,] dudlis vektorral egyiitt. Ezutan P és P oszlopait meghatd-
rozzuk, d( csak a feltétleniil szitkséges mértékben. Jelsljiik ezen oszlopokat a

gi=1... . N épii=1.:.. N) szimbd6lumokkal, legyen tovabba
AN A sl g
k,v =1 és i= 0
0 1

k; vagy l;,- bekeriilhet a bazisba, ha a
(e*p — s*igi) >0 vagy —'S*l&, >0

A szokdsos szimplex eljards szerint ez a vektor keriil be a bazisba, ami a leg-
nagyobb célfiiggvényelemmel (6-val) rendelkezik.

0 = max [maxy, (e*p; — s*k,), max;, (— s*k;)]

* A tovabbiak megkivdnjik a szimplex technika és a DW eljards bizonyos ismeretct.
([4), (6], (6] stb.)
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Kozismert, hogy az eljaras addig folytatodik, amig 0 pozitiv. 0 nempozitivitasa
mar optimalis megoldast jelez.

Adott s-hez tartozé optimdlis p® kiszamitdsanak médja (4) szerint [N(A) =
=), A== T}
(17) ‘;0:: Zdiil+2‘bli

isH ieH,
ahol: o s p
T =l sviabaug] = A&

€S

H, = {il(c — 8)*; < ()}
(18) ]

H== {i|(c — 8, )*; = 0}
Hasonl6an:
(19) = S at+ Ikt

isH, s H,

ahol: J . ; ‘ .
; T=1[t, .. th oJ=A"
és .

Hl == {Llsl‘tl > O}
9 1
0 H, = {i|stt, < 0}

Ha 6 > 0, akkor vagy k?, vagy k? keriil be a bazisba, at 4j bazishoz ) dudlis
s* tartozik és a szdmitasi ciklus kezdGdik elSlrGl. Ha a degenerdci6t sikeriil
elkertilni, az eljaras véges lépésben optimumhoz vezet. Az optimilis megoldds
értéke (135) elsd képletébe visszahelyettesitve nyerhets.®

Ha az olvas6é netian fél a dekompoziciés mdbdszerek szamitdstechnikai
nehézségeitsl, akkor ra kell mutatni arra, hogy a magyar terminolégidban
,.szektorfeladat” néven meghonosodott (13) és (14) osszefiiggések (17), (18)
illetve (19), (20) képletekkel szimbolizalt megolddsa kozvetleniil kiszamithato,
mig a [4] ,szektorfeladatai”’-nak megoldédsa linedris programozasi feladatok
meghatdrozésat kivinja. (Az A, illetve A matrixokat természetesen el6bb
invertdlni kell.) A | kozponti” feladatnak nevezett (16)-os dsszefiiggés kiszdmi-
tdsa [4] szellemében torténik.

Kezdd bazismegoldast mesterséges valtozok beiktatisival kapunk. A feladat
ekkor igy irhaté fel: _
maximum (e*Pv — Ml*z)

v,v,z -0

P P v 0, ,
1* 0* Em—q+2 v 1
[ ¥ % 1

ahol M nagy pozitiv skalir. (Ha a z vektor valamelyik eleme a bézisban marad,
a feladatnak nincs megolddsa.) Az algoritmus illusztrilisira tekintsik az
aldbbi példat:

*Az [5] 11. fejezet 7 §-8ban leirt médszer ezen algoritmus el6djének tekinthets.

Ug‘ya.qceak hasonlé médszer talilhaté Hadley t.: Nonlinear and Dynamic Programming
(Reading, 1964. Addison-Wesley.) c. kinyvében, 4. fejezet 7. § 126 —129. o.
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2. példa:
maximum (2x; + z,)
0= 2 < 16
0< T, <20
1 |
—1—2 4+ —2z, <6
it o
2 1
6 < —uz, + xy < 4
=g A 3 =5
Ekkor:

. A__l‘ 11l L
6107 8191 2

[y | 1 6]
b y Sl 6
Y2 O =55 5
5 1 1 , 2
A 16 20 20
_ 1 3
O — 15 0 1 Y
N 0o 0 0 1

Az optimalis megoldas (15) elsé képlete szerint:
16 16 O0][ 17
20 0 20

I1I.

|

12]

6 ]

Nagyon fontos koriilmény, hogy az (1), (2) feladatot, ha

p(A) < min (m, n)

123

konnyen 4t lehet alakitani olyan feladattd, melynek minden oszlopa linearisan
fiiggetlen és rendelkezik a feltételezett tulajdonsdgokkal. Az dtalakitott fel-
adat megoldédsa egyuttal megoldésa az eredeti feladatnak is.
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P, _. k, A bézisb
Pk | et valtoss
— 8* i‘ jele ; oszlopa
16
52437 M | _ 20
—_— B
4 M 1
0
o
32417 M |
| 0
E S —— 52 ’
208 63 M i
5 5
0
e
M 1
‘ - 6
By |
| 0
7
30 -+ 4 M 1
| |
| 0
M
20
= -53
1
0
i 0
— — — ,_.VI — —
0 0 =0
optimum
0

A fent vizolt két algoritmus egész sor probléma megoldasdra alkalmazhat6.
Néhany gazdasigi természet{i modell megolddsit mutatja be a [2] dolgozat.
A leggyakoribb linedris programozisi probléma, mely a kivetkezs alaku:

(21)

maximuin (e*x)

x>0

(.

Ax < b
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szintén atfogalmazhato az (1), (2) alakra:
maximum (e*x)
(22) Sx Ml
M1 : Ax : b‘

ahol M elegendGen nagy pozitiv skaldr. A (22)-vel jelzett feladatra az elséként
vazolt algoritmus a dudl szimplex modszerhez szolgaltat ,,j6”” indulé bazist,
mig a méasodik algoritmussal e feladat minden atalakitds nélkiil megoldhato.

A kozelmiltban publikalt tobb dolgozat kifejezetten azt a célt tiizte ki és
oldotta meg, hogy (21)-re hatékony mddszereket adjon az intervallum progra-
mozas segitségével (pl. [7]).

Osszefoglalva: Az intervallum programozés egyik f6 erénye — a szdmitds-
technikai elényokon talmenden — az, hogy szemben az iterdcidk sorozatdval
optimumot eléré algoritmusokkal, az optimalis megoldast explicite adja meg
hatranya viszont, ho;,.v altalaban nem szolgaltatja a puma] feladat mefroldam—
val egyidejfileg a feladat dudlasanak megoldasat is.
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