FOGALMAK ES MODSZEREK

SZEGEDY MIKLOS

Megoszlasi strukturik vizsgilata informaciéelméleti
mérdoszamokkal

A jovedelemegyenlGtlenség, az ipari koncentracid, bizonyos gazdasagi meny-
nyiségek teriileti vagy egyéb megoszlisai sth. elemzésének kozos jellemzéje,
hogy egy egységnek tekinthetd mennyiség részesedési ardnyai, illetve ezeknek
az ardnyoknak a valtozasai, eltérései képezik a kvantitativ vizsgélat targyat.
A sajatos gazdasigi tartalomtdl elvonatkoztatott, matematikai targyalds ese-
tén az egységnek a részesedési aranyai éltal meghatirozott felbontasat meg-
oszldsi struktirdnak nevezziik. A gazdasagi életben el6fordulé megoszlasi struk-
tirikkal kapesolatos mérésekhez szamos eljards all rendelkezésiinkre. Ezek
kozott djabban egyre nagyobb teret nyer az informdciéelméletbsl meritett
mutatészamok alkalmazasa is, f6leg azért, mert ¢ mutaték, azon kiviil, hogy
csak egyszer(i szamitdsok elvégzését igénylik, visszavezethetSk a struktira
részein beliili és a részek kozotti viszonyokat kifejezd mérdszamok dsszegére,
ami a nem-informdciéelméleti mérdszamokra altaldban nem érvényes. Ezért
hasznos, ha betekintést nyeriink az informéciéelmélet eredményeinek gazdasigi
alkalmazhatésiga kérdéseibe azdltal, hogy megsimerkediink néhény alapvets
mérészammal és ezek tulajdonsigaival a gazdasigi értelmezhetdség szempont-
jabol. Cikkiink éppen ezt a célt szeretné szolgalni.

Az informacidelmélet elnevezés, bar tobb értelemben hasznalatos, altalino-
san elfogadottan a technikai hirkozlés statisztikai elméletének egy teriiletét
jeloli. Az informdciGelmélet eredete a statisztikus termodinamikaba nyulik
vissza, ahol az entrépia alapvetd jelentéségii fogalma kialakult.

Az elmélet uttorGje R. V. L. Hartley volt az 1928-ban megjelent tanulmanys-
val. Az elmélet tulajdonképpeni megalapitéjanak C. E. Shannon tekinthetd,
akinek 1948-ban jelent meg dolgozata errdl a témdarél. Shannon szamos 1j
fogalmat vezetett be és a tiszta matematikai kutatds szémara is 4j lehetSsége-
ket nyitott meg. Ma mér az informdciéelmélet ebben a tisztdn matematikai
¢rtelemben a valdsziniiségelmélet egyik rohamosan fejléds j dgdnak szamit.
Az elmélet bizonyos fogalmai és Osszefiiggései annyira altalanosak, hogy sok-
kal szélesebb kérben értelmezhetdk, mint a hiradastechnika, igy a gazdasigi
elemzésben is, amint azt igen kiterjedten és részletesen fejtegeti H. Theil
Kozgazdasdgtan és informéaciéelmélet c. konyve.

Jelen cikk féleg Theil el6bb emlitett miivére tamaszkodik, felhasznalva,
egyéb forrasokat is (1. irodalomjegyzék). Annak a célkit{izésnek megfelelGen,
hogy figyelmiinket esak néhany alapvets és egyszeri mérdszamra koncentralva
részletesen vizsgaljuk ezek fogalmat, tulajdonsdgait és egymdssal valé kap-
csolatukat, sziikségesnek mutatkozott sajat észrevételeinkkel kiegésziteni a
targyaldst, igy az egyedi informdcié gazdasigi értelmezhetdségét illeten, a
mérdszamok dezaggregilhatésigara, ill. tobbszoros dezaggregilasira vonatko-
zlag, de f6képpen annak elemzésével, hogyan kévetik az ipari koncentricié
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mérdszamai a vallalatok egyesiilésének folyamatat. Az ipari koncentrdcio egyik
hasznalatos mérdszamaval, a vallalatok egyenletességi egyenértékszamaval
kapesolatban egy, a koncentracié kozvetlen kifejezésére alkalmas mutatot is
bevezettiink, és ezt a vallalatok egyenlGtlenségi ardnyszaméanak neveztiik.

A targyaldsra keriil§ fogalmak jobb megértése végett maradjunk egyelére a
hiraddstechnikai értelmezésnél. Tegyiik fel, hogy véges sok kiilénbozi fajta
hir vétele térténik gy, hogy minden egyes hirfajta vétele meghatarozott valé-
szinfiséggel kovetkezik be. A hirfajtdk teljes sorozata tehdt egy val6szin(iség-
eloszlast hataroz meg, vagyis olyan x,, ,, . . ., 2, szdmok sorozatit, amelyekre

n
0< ;<1 é8 Ya;=1.
i=1
Minél nagyobb valészintiségli hir érkezik, annal kevésbé vagyunk meglepve,
annal kisebb a hir informdcidtartalma. Tehdt egyetlen hir informéciétartalma
vagy mads szoval egyedi formdacidja az illets hir valészintiségének csokkend fiigg-
vénye. Ha még megkoveteljiik az egyedi informdcié szemléletes fogalma alap-
jan, hogy ez a mennyiség csakis a hir val6szintiségétsl fiiggjon, hogy legyen
folytonos a 0 < a <7 1 értelmezési tartomanyban, hogy ha az esemény vals-
szinfisége 1, akkor a fiiggvényérték legyen 0 (hiszen az ilyen hir vétele egydlta-
lan nem megleps, vagyis semmiféle j informdciét nem tartalmaz), hogy
0-nal a fiiggvény hatdrértéke legyen oo (hiszen a 0 valdszin(iség(i hir vétele
. wégteleniil” meglepd lenne), végiil, hogy barmely két fiiggetlen hir vételének
informéciétartalma legyen a két hir egyedi informéciéjanak osszege (mivel
minden toviabbi fiiggetlen informécié additive niveli az addigi informaciét), —
akkor e kovetelmények egyértelmiien meghatarozzak az egyedi informacio
figgvényének képletét: ‘
h(x) = elog :
3

fliggvénytipust, ahol @ fiiggetlen viltozo a hir vételének valdsziniisége, a loga-
ritmus alapja és ¢ konstans értéke pedig tetszileges. A gyakorlatban az egy-
szerliség kedvéért ¢ értékét 1-nek szoktak valasztani; ekkor, ha a logaritmus
alapja 2, az egyedi informacié egységét bit-nek nevezziik, természetes logarit -
mus esetén pedig az egység neve nit. Tehat példaul egy 0,5 valészin(iségii hir
informaciétartalma 1 bit, ami kozelitGleg 1/1,433 azaz 0,693 nitnek felel meg
(viszont 1 nit ~~ 1,443 bit). Matematikai levezetéseknél célszer(ibb a természe-
tes logaritmus haszndlata, mig a gyakorlati szimitdsok eredményeit inkabh
bit-ben szoktik kifejezni.

Az egyedi informacid, vagyis a h(z) — log 1/ fiiggvény menetét az 1. abra
mutatja.

Ezek utin képzeljitk el azt, hogy nagyon sok esetben kapunk hirt, és
kiilonbozi fajta hirek elforduldsi gyakorisdgai jo kozelitésben megegyeznek a
hirek vételi valdszinfiségeivel. Ha kvantifikalni akarjuk a hirek okozta meg-
lepédésiink dtlagos szintjét, akkor az egyes meglepidéseink mértékeinek, az
egyedi informécioknak az atlagat kell venniink, ami a hirfajtik informgcis-
tartalmanak a (gyakorisignak megfelels) valészinfiséggel silyozott atlaga:

n l n
H(z) = ¥z log— = — x;logz,
i=1 Xy i=1

az (i = 1,2, ..., n) valésziniiségeloszlis esetén.
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1. dbra. Az egyedi informdcid figgvénye

A H(x) figgvényt értelmezhetjitk abban az esetben is, amikor egy vagy
tobb hir vételi valészintisége 0. Figyelembe véve, hogy

. 1
lim z log — = 0,
x—0 X

megallapodunk abban, hogy a H(x) fiiggvényben azok a tagok, amelyekben az
2; = 0, O-nak szdmitanak. A meghatirozott valdszinfiséggel rendelkezd hir-
fajtak teljes rendszerének dtlagos vételi bizonytalansagat jellemzd H(x) meny-
nyiséget nevezziik entrépianak.

Az entrépidt mint az egyedi informédciék silyozott dtlagat szintén az egyedi
informécié egységében adjuk meg. Ha tehét az entrépia képletében szerepld
logaritmus alapja 2, a kifejezés értékét bit-ben kapjuk meg.

Viligos, hogy egy hirfajta-rendszer valészinfiségeloszlasa matematikailag
pontosan azoknak a kivetelményeknek tesz eleget, amelyeknek egy megoszlasi
struktiira, hiszen ennek a részesedési ardnyszamaiis 1-nél nem nagyobb nemnega-
tiv szamok és osszegiik 1. Persze, ha megoszlasi struktirdrél van sz6, akkor az

x,(i = 1,2, ..., n) sorozat tagjait nem valészinfiségeknek, hanem részesedési
aranyszémoknak, részaranyoknak vagy megoszldsi viszonyszdmoknak nevez-
ziik. Az a), @,, . . ., ¥, sorozat ilyen atértelmezése esetén az egyedi informédci6

mint egy részariny nagységinak csokkend fiiggvénye csak azt fejezi ki, hogy
az illet§ részardny ,,milyen nagyon” kicsi. Kz onmagiban nem volna tilsago-
san érdekes, de ha figyelembe vessziik, hogy egy megoszlisi struktira egyen-
letességét a tobbi részaranyhoz viszonyftva igen kis részardnyok milyen nagyon
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csokkentik, akkor kezdjitk megérteni az egyedi informacio jelentéségét a meg-
oszlasi struktira vonatkozasaban is. Erre a kérdésre késGbhb még visszatériink.

A részletes elemzés elGtt még figyeljiitk meg a valdszintiségeloszlis atlagos
bizonytalansiga és a megoszlisi struktira egyenletessége kozotti analGgiat.
Minél l\ozelebb esnek egymashoz egy eloszlas valdsziniiségei, dtlagosan annal
bizonytalanabbak vagyunk a ténylegesen vett hireket illetGen; és minél koze-
lebb esnek egymashoz egy struktiira részesedési ardanyai, annal egyenletesebb-
nek mondhaté a struktara. Hogy ez az analdgia nemesak a feliiletes szemlélet
eredménye, azt azonnal belatjuk egy konkrét gudasé,(ri struktira, a jovedelem-
eloszlas vizsgalata révén. Be szeretnenk latni, hogv az entropia fiigevény valo-
han szemléletes fogalmainknak megfelelGen méri a jovedelemeloszlis egyenle-
tességét vagy cgyenloqegét. Ehhez egyrészt ellenérizni kell, hogy az entrépia
szélsGértékeit megfelels helyen veszi-e fel, masrészt megfelelGen kiveti-e a
fiiggvény valtozdsa a részarinyok kozott lejatszodé kiegyenlitGdési folya-
matokat.

Nyilvanvald, hogy a jovedelemegyenlGség akkor maximalis, ha az Osszes
részariny megegyezik egymassal, vagyis n szimu részarany esetén mindegyik
1/n; a minimalis egyenloseg(,t (maximilis egyenlGtlenséget) pedig az jelenti,
ha mindegyik részarany 0, kivéve egyet, amelyik 1 (vagyis egyetlen kézben
osszpontosul az 6sszj6vedelcm). Valéban, az entrépia értéke sosem lehet
negativ, mert nem-negativ szaimok (egyedi informiciék) nem-negativ szimok-
kal (részaranyok) silyozott atlaga. Az entréopia felveszi a 0 értéket, mégpedig
pontosan akkor, ha a részesedési aranyszamok egyike 1, a tobbi 0, amirdl az
entropia képletébe valé behelyettesitéssel azonnal meggydzidhetiink. Az entré-
pia minimuma tehéat 0, és ez éppen a megkivant esetben kiovetkezik be. Az ent-
ropia maximumét a Lagrange-féle multiplikitor-mdédszerrel hatarozhatjuk
meg:

A feltételi egyenlet:

n
D=1,
=1
Kzt 0-ra redukélva, az igy nyert kifejezést i-val, a Lagrange-féle multiplikator-
ral szorozva és az entrépia értékébil kivonva kapjuk a kévetkezs kifejezést:

!l n
D wiloga, — A (2,' x l) ;
i

i=1 =1

Ennek @ = 1, 2,.. ., n) szerinti deriviltjit 0-val téve egyenlGvé azt kap-
juk, hogy
1 —loga;, —2=0 (=152, N0 )

ahol a logaritmus most természetes logaritmust jelent. (Ha més alapot hasz-
nalunk, akkor a -1 - logz, egy konstanssal szorzodik, ami kovetkezteté-
siinkre nincs klhaté,ssal.) Tehat minden 7-re

Tp= 6015,
amibdl az kovetkezik, hogy minden egyes »; ugyanazzal a konstanssal, igy
egyméssal is egyenlds, vagyis
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Ebben az esetben az entropia értéke:

n 1 i |
V2 log— = Y —logn = logn,
% gxi = g g

ez a fiiggvény maximuma, 6sszhangban a szemlélet dltal el6irt kovetelménnyel.
Az entrépia fiiggvény menetét a 2. 4bra mutatja abban a specidlis esetben,
amikorn = 2,2, =xésxy, =1 — 2.
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2. abra. Az entropia fuggoénye (n = 2)

Problematikus lehet, hogy a fiiggvény maximuma fiigg a strukturat alkotd
megoszldsi viszonyszdmok szamdtol. Ha példdul a strukturdt esak két viszony-
szam alkotja, akkor a teljes egyenléségnek (v, — x, = 1/2) megfelels entrépia
1 bit, ha viszont 1024 viszonyszamhbdl 4ll a struktira, akkor a maximalis
egyenlGség (v, = &, = ... = X4y, = 1/1024) entrépidja 10 bit. Mindkét eset-
ben teljes egyenldségrél van ugyan szé, mégis, hogy 1024 jovedelem egyenld
egymdssal, az tobbet jelent, mint az, hogy csupan két jovedelem egyenls
egymissal. (Ugy is mondhatnank, hogy 1024 viszonyszam megegyezése tobb
egyenliségi relaciot foglal magaban, mint két viszonyszamé.) Ha tehat a jove-
delemegyenldség fogalmaba beleértjiik a viszonyszamok szdmabdl eredd hatast
is, akkor az entrépia alkalmas mutaténak bizonyul.

Elfordulhat, hogy a méréshdl ki akarjuk kiiszobolni ezt a hatast; ekkor az
entréopiat elosztjuk maximumaval:

i

H(z) = ]"(—)g i

(n>1),

a hanyadost relativ entrépidnak nevezziik. Ertéke a 0 és 1 hatdrok kozott
mozog. (Ha n — 1, akkor nincs értelmezve.)

Ahhoz, hogy megvizsgdlhassuk, hogyan véltozik az entrépia értéke két
részarany kiegyenlitGdése kozben, el@szor latnunk kell az entrépia felbontésat.
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A teljes struktirat alkoté x, z,, . . ., x, ardnyszamok (ill. ezek indexei) tar-
tozzanak G szamu diszjunkt ha,lmdzba, Jelol]uk ezeket S, S,, ..., Sg-vel.
Kkkor az 8, részhalmaz részesedési ardnyszima az alaphalmazhoz viszonyitva:

X,= 2 % 9=12,...,6).
i€s,

Az 8, részhalmazon beliili részesedési ardnyszdmok:

§ = :Y,g (6€8,:9 152, 5 5 G
amelyekre nyilvan teljesiil, hogy

> Si=1 (g=12 ...,Q).

i€S,

A H(x) entrépiaban szerepls Osszegezést elvégezhetjiik részhalmazok szerint
esoportositva:

n | G 1
H(x) = 2‘ x; log — = \‘[ N, log _] g
i=1 i =1 | i€Sy i

\ szogletes zardjelbeli kifejezést dtalakithatjuk a kévetkeziképpen:

1 X, x X 1
x; Iog — \' : Iou £ =X, ¥y — (log £+ log —
5[()53-'—} X,l()r
%,, & ¢ 8 X

1
AXE look kifejezést részhalmazon beliili entrépidanak nevezziik és H ,(v)-szel
i€ S,
jeloljiik, 1gy

G G
H(z) = 3 X,log =+ 3 X, H,x),
g=1 g ! ig=l
ahol a jobb oldal elsé tagja a halmazkozi entrépia, masodik tagja a részhalmazon
belili entrépiak silyozott dtlaga (a silyok az egyes részhalmazok részesedési
aranyszamai).

Most tegyiik fel, hogy adott jovedelemeloszlis esetén két alany részesedése
nem egyezik meg, és jovedelmiik olyan mdédosuldson megy keresztiil, a tobbi
részesedést viltozatlanul hagyva, hogy a kisebb jovedelemmel rendelkezd
jovedelme javul a nagyobb jovedelmfi tarsa rovisira mindaddig, amig kett-
jiik jovedelmének teljes kiegyenlitGdése be nem kivetkezik. Vaj(m az entrépia
fiiggvény e kiegyenlitédést kiveti-e aziltal, hogy egyre nagyobh értéket vesz
fel 7 Az entropla, felbontasara tdmaszkodva igenls vilaszt adhatunk.

Alljon ugyanis S, részhalmaz abbdl a két résmmnybol amc]volmgk dsszege

valtozatlan, de fokozatosan kiegyenlitGdnek egymidssal, mig a {5hhi részarany
tartozzék S -be. Ekkor az ontloplu

1 2
H(x) _3: X, log—+ 3 X, H/zx).
g;:] Xg g‘l

Ebben a kifejezésben csak a kételemii S, részhalmaz entrépidja, 1 (x) valtozik
a részaranyok eltoléddsa kovetkeztében Vizsgiljuk meg a H (.7) fiiggvény
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menetét, bevezetve a kovetkezs jeloléseket. Legyen a ,szegényebb’” alany
részaranya xz, — x, a ,,gazdagabbé”’ x, = 1 — z, az entrépia H (x) = y. Ekkor

1 1
y = a log — 4 (1 — a)log ——.
x L—%
(Ennek a fiiggvénynek a képét lathatjuk a 2. dbrdn.) A kérdéses intervallum
0-t6l 0,5-ig terjed. Ebben az intervallumban a fiiggvény felveszi minimumat
(¢ — 0-nal) és maximuméat (x = 0,5-nél). Mivel (természetes logaritmus esetén)

y =log(l —z) —logz >0

mindaddig, mig > 1 — z, tehat a figgvény valéban névekedést mutat.

Az elmondottakbdl lathatd, hogy az entrépia valéban elfogadhaté a jove-
delemeloszlasi struktura — és persze barmely més megoszlasi struktura
egyenletességének mértékeként. Megokolds kozben azt is lathattuk, hogyan
bonthato fel az entrépia a részhalmazok kozotti entrépia és a részhalmazokon
beliili entrépiak salyozott atlaga osszegére. Ez a felbonthatdsag az entrépia
mint mérdszam egyik legértékesebb tulajdonsaga, mert nagy segitséget nyujt a
strukturdban megnyilvanulé egyenletesség elemzéséhez.

Miel6tt tovabb mennénk, alljunk meg egy pillanatra az entrépiat alkoté
egyes tagoknal mint fiiggvényeknél. Egy ilyen tag

1
y = x log —
%

egy részaranynak és a részarany egyedi informécidjanak szorzata. Mint lat-
tuk, az egyedi informacié a részariny kicsiségének mértékéiil is szolgilhat,
iaga a részarany pedig sajit nagysaganak mérészama. Ha szorzatukat mint
fiiggvényt diszkutaljuk a 0 és 1 hatdrok kozott, megéallapithatjuk, hogy mini-
mumét, 0-t a végpontoknal veszi fel, és a végpontoktdl az intervallum belseje
felé haladva novekedik az x = 1/e pontig (a logaritmus alapjanak megvalasz-
tasatol fiiggetleniil), ahol eléri maximumét (y = 1/e). A fiiggvény menetét a
3. dbra mutatja (természetes logaritmus esetében).

Durvan fogalmazva egy ilyen tag annal kevésbé noveli a struktira entrépia-
janak értékét, minél jobban tavolodik x a maximumhelytsl, vagyis minél
végletesebbé (vagy nagyon naggyd, vagy nagyon kicsivé) vilik. Ezzel az egyedi
informécié atértelmezését probaltuk egy kissé megvilagitani, bar ennek énma-
gdban nines jelentésége, csak az entropia szempontjabol.

Az entrépidt tehat a megoszldsi struktirdn beliil megnyilvénulé egyenletes-
sée mérdszamanak tekinthetjitk. Felmeriilhet azonban két struktira ossze-
hasonlitasanak kérdése is, vagyis ha adva van két azonos szamu részesedési
aranyszambdl 4116 megoszldsi struktira: @y, @y, ..., &, €8 Yy, Yy, . . ., Yp, ame-
lyek kozott kolesonosen egyértelmii megfeleltetés dll fenn Gigy, hogy az azonos
index(i aranyszdmok felelnek meg egymdsnak, akkor kérdezhetjitk. hogy
mekkora a két struktira kozotti eltérés nagysdga. Az informécidelmélet echhez
is kielégité mérészamot szolgdltat: az informacidpontatlansigot (vagy infor-
macid-divergenciat); képlete:

Iy:a) = 3y log "

i=1 L
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3. dbra. Az wxlog — filggeény ¢s komponensei a (0,1) intervallumban
@

Az dsszehasonlitas iranya nem kozombos, mert az a-ek és y-ok szerepe altald-
ban nem cserélhets fel a kifejezés értékének megvéltozisa nélkiil. Az infor-
maciéelméletben az 2 értékek a hirek korabbi (a priori), az y értékek pedig
kés6bbi (a posteriori) valdszin(iségeit jelolik. Ezt a gondolatot megtartva a
gazdasagi alkalmazasoknal is az a-ck id6ben vagy dtvitt értelemben kordbbi,
az y-ok késGbbi részesedési ardanyszamokat jelolnek.

Vizsgaljuk meg, hogy az informaciépontatlansag valoban alkalmas-e struk-
turdk egymastdl valo eltérésének mérésére. Ebbdl a szempontbdl az a kivetel-
mény latszik a legfontosabbnak, hogy ha két tetszGleges indexre y; > z; és
y; < @, és a tobbi ardnyszém viltozatlansiga mellett a két struktira eltérése
ugy né, hogy x; még kisebb lesz, x; pedig (nyilvin ugyanannyival) még nagyobb,
akkor a mérészam is nagyobb értéket vegyen fel. Az informdciépontatlansig
valéban igy viselkedik.

Legyen ugyanis «; csokkenése (x; novekedése) e. Vizsgdljuk meg a kivetkezd
fliggvény menetét:

fe) = ylog V"

Z; &

7/ i
Yj
+yylog -
b v s
J
Ez a kifejezés az informaciépontatlansig valtozo része. Ha ez az ¢ — ¢ helyen
novekedést mutat, akkor a teljes osszeg is novekedik,

amit éppen ki szeret-
nénk mutatni. Mivel

de |,u0 ®—&. -t el X x;

J
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és itt y,jz; > 1 és y;lx; <1, tehat a két tort kiilsnbsége pozitiv; ez éppen a
fliggvény novekedését jelenti.

Az informaciépontatlansidg értelmezhet6ségét tekintve problémét jelent,
ha valamelyik x vagy y értéke 0. Ha az egyik y — 0 és a megfelels z is 0,
akkor e szdmpér szempontjabdl a két struktira egydltalin nem tér el egymés-
t6l, tehat értelmes (és lehetséges) az

ylog -
X

tagot O-nak értelmezni. Ha az egyik y = 0 és a megfelels x > 0, akkor limes-
meggondoldssal most is 0-nak vehetd a tag értéke. Ha viszont y > 0, de » = 0,
akkor a kifejezés még az x — 0 hatdrdtmenettel sem értelmezhets, hiszen a
kifejezés értéke co-hez tart.

Ez utébbi meggondolashdl az is kovetkezik, hogy az informéciépontatlansag
tetszbleges nagy értéket is felvehet, hacsak valamelyik x érték a tobbi a-hez
és y-hoz képest eléggé kicsi. Tehat az informdciépontatlansignak nincs maxi-
muma. Hogy minimuma éppen akkor van, amikor a megfelel§ részardnyok
egyméssal pironként egyenldk, azt a kovetkez&képpen ldthatjuk be.

Szorftkozzunk arra az esetre, mikor minden z; és y; pozitiv és definidljuk az

£y, €9, . . ., &, mennyiségeket a kovetkezs egyenletekkel:
;=4 (14 ¢) AR i),
amibdl kovetkezik, hogy
n
2{ Y€ = 0,
fo
mivel =
ﬂﬂ ﬂ‘
Z T 241 (i + yi &)
j= i=
azaz

n
1=1+4Jy;e;
i1

Ezért az informéciépontatlansag igy is felirhaté:

Iy:2) = — Jy, log =L = 2 Yilog (14 &) = Fy;[e; — log (1l + ¢)].
1 i=1

i=1 Yi 1=

Az g-ket definialé egyenletekbél vilagos, hogy 1 + & > 0, tehdt a szigletes
zérdjelbeli kifejezést csak a (—1, oo) intervallumba vizsgdljuk. Ha & = 0.
akkor a kifejezés értéke is 0. Mivel a kifejezés ¢, szerinti derivaltja — természe-
tes logaritmust hasznalva

&;

1+ ¢

ez —1 < ¢ < 0 esetén negativ, ¢ > 0 esetén pedig pozipiv, tehat a kifejezés
€ = 0-ndl veszi fel minimumat, a 0-t. Ebbsl mér kovetkezik, hogy I(y : z) > 0,
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és 0 pontosan akkor, ha az Osszes ¢, eltlinik, vagyis x; = ¥, minden i-re, tehat
ha a két struktira egymdssal azonos.

Ha egy vagy tobb y nulla, akkor limes-meggondolassal ugyanerre az ered-
ményre jutunk.

A fenti tulajdonsdgok alapjan az informaciépontatlansagot joggal tekinthet-
jitk két megfeleld struktira eltérése mértékének és a megoszlasi struktiarak
osszehasonlitasakor nevezhetjiik struktira-eltérésnek is.

A struktira-eltérésnek is megvan az az elonyos tulajdonsaga, ami az entro-
pidnak: szintén visszavezetheté a részhalmazok mérdszamaira, mégpedig a
kovetkezGképpen.

A részardanyokat (ill. azok indexeit) osszuk be ¢ szama részhalmazba, ezek:
Si9 =1,2,...8G). Legyen

,IY g = 2‘ xXr i
i€S,

Jre

— (7' E bg)r
X,
Természetesen

Z'Ei %

i€S,

Yg _24' !/i ’
€Sy

Ys. oo
=L Ees,.
r €S

= n; = L

i€S,

Az I(y: x) tagjait részhalmazok szerint csoportositva:

& Y Y . Y
2 Yilog—== 3| ¥y log=1,
i=1 X g=1 \icS, T,

ahol

, Y %
Sylog=— =7, 3="log

Y fl/(/Y y .
Liogdide . Ja i, =
i€Sy Z; i€Sy Yg

i g 2 1oy 1
Xy i€S, S X,
y
S S o] e /
g 108 e

Végeredményben

g Yi g {( 7
Iy:x) — NY,log £+ N |¥, ¥n,log ’

i & \7 et Vi -

g=1 <)o g1 i€S, o

tehat a teljes struktiura-eltérés felichatd a halmazok kizitti stuktira-eltérés és a
részhalmazokon beluli dtlagos struktiraeltérés osszegeként,

Ezt a mennyiséget elGnyodsen hasznalhatjuk fel gazdasigi megoszlisi struk-
tirdk osszehasonlitasira, egy struktira idébeli valtozasinak mérésére, struk-
tara-eldrejelzés pontossiginak kvantifikdldsara.

A megoszlasi struktaran beliili egyenlGtlenséget, vagyis a részesedések kon-
centraltsagat nyilvanvaléan egy olyan mérészimmal fejezhetjik ki, amely az
entrépidnak inverze, amely annal nagyobb, minél jobban tér el a struktira

adott elemszim mellett — a teljesen egyenletestdl. Az eddig megtirgyalt
mennyiségek és fogalmak alapjin nem nehéz megfelels mérészdmot taldlni
egy struktira koncentréciéjara, vagyis a struktirdban felléps egyenlGtlenségre.
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Vilagos, hogy egy lehetséges mérdszam az entrdpia tényleges értékeinck a
maximalistél vald eltérése:

logn — H(y) .
Ugyanezt a kifejezést kapjuk, ha kiszamitjuk a tényleges (y, ¥,, . . ., ¥,) struk-
turdnak a teljesen egyenletestdl (z; = x, — ... = 2, = 1/n) valé eltérését:
n 2. n < n
N log Y Ny, log e logn — Yy log b :
et x; = 1/n i=1 Yi

lzek szerint a
C(y) = logn -~ H(y)

kifejezést a koncentracié informaciéelméleti mérdszamanak tekinthetjiik és
roviden koncentrdcidnak nevezziik. A koncentricio fiiggvény menetét a 4. abra
szemléltet abban a specidlis esetben, amikor n = 2, y;, =2, y, = 1 — 2.
nit bit
)
08t
in2 1

QG +

04+

02+t

05 1

1. dabra. A koncentrdacid fiugguénye (n = 2)

A koncentracié szélstértékei megegyeznek az entrépia szélsGéreekeivel (tehat
minimuma 0, maximuma log n), csakhogy ahol az egyik minimumot vesz fel,
ott veszi fel a masik a maximélis értékét, és forditva.

A koncentriciénal talan még érthetSbb, hogy a részesedések szdmdnak
névekedésével a maximum novekedése miért vag egybe megszokott fogal-
mainkkal. Gondoljunk a jovedelemegyenlStlenségre mint konkrét példdra.
n — 2 esetében egyiknek jut az Osszjovedelem, a mésiknak pedig nem jut
semmi, ekkor a koncentrdcié 1 bit. n = 1024 esetében a maximélis egyenl§t-
lenség azt jelenti, hogy ismét egyetlen személynek jut az dsszjévedelem, viszont
most 1023-nak a részesedése 0, ez pedig nyilvanvaléan nagyobb mértékii
egyenlétlenségnek foghatd fel, ennek megfelelen a koncentracié szdmértéke

is nagyobb: 10 bit.
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Ha a részesedések szdméanak hatasit mégsem akarjuk figyelembe venni a
koncentracié mérésénél, akkor ugyantgy jarhatunk el, mint az entrépidval,
vagyis osztunk a maximummal:

logn — H(y)

Crly) =— o s

Ezt a mennyiséget relativ koncentracionak nevezziik; értéke tetszdleges n ese-
tén 0 és 1 kozott mozog.

A koncentracié mint az informaciopontatlansig specidlis esete szintén fel-
bonthatd, dezaggregalhato.

Legyen ¥, ¥y, - - -, Y, & vizsgalt struktira, , = 2, = .. . = x, = 1/n pedig
a neki megfeleld, tol]esen egyenletes struktira. Ha,q/naljuk az cddlgl jellésein-
ket, kiegészitve azzal, hogy jeldlje n, a g-edik részhalmaz részesedéseinek

szamat. Ekkor

Behelyettesitve az informaciépontatlansae dezaggregalt képletébe azt kap-
. W g g |
juk, hogy

G 3 G
) ){,1 l()‘f __) no_ \ ) \v I l()” //Y
g% Lt + = R v S
g1 'llvk/'ll g1 i€S, 1 g l/NrL,

Ebben az osszeghben az elsé tag egy struktiara-eltérés, mc;:pulnr a részhalma-
zok részesedési ardanyainak eltérése a részhalmazok nagysag szerinti arany-
szamaitol; az Osszeg masodik tagja a részhalmazokon beliili koncentracioknak
a részhalmazrészesedésekkel silyozott dtlaga. A részhalmazokon beliili kon-
centraciok kifejezhetsk a részhalmazokon beliili entropidikkal, jelolésiik H ,(y).
Ekkor ‘

G 7 G
Cly) = 3 Y ,log- e F > Y, [logn,  Hyy)].
=1 nyn g

El6fordul, hogy a koncentraciét olyan részletes elemzésnek akarjuk ali-
vetni, .unolyb(,n kétszeres dezaggregalast alkalmazunk, példaul jovedelem-
cgyenlot]enseg elemzése dgazati bontasban és azon beliil nemek szor int. A két-
szeres vagy altaliban tobbszoros dezaggregilis azért keresztiilvihets, mert a
részhalmazon beliili koncentracié mint koncentrdcié tovabb bonthaté. (Kgyéh
ként hasonlé érvényes az entrépidra is.) 4

\Ie«rjerrymnd(’i hogy mig az entrépia, informéciépontatlansig és koncent-
racié dezaggregalhatd, zuldw a relativ entrépia és relativ koncentricié nem
rendelkezik ezzel a tula,](l()nq(mg_,gml

Bar a koncentracié mérdszama altaldban alkalmas valamely struktardban
felléps egyenlGtlenség mérésére, egyik legfontosabb alkalmazisit az ipari kon-
centracw ‘elemzése Jelontl

honnyen belathatd, hogy ha egy vallalat részardanya egy masik vallalatnal
kisebb, és a nagyobb véllalat rovésira noveli részardnydt (igy, hogy kettGjiik
lebzaranyanal\ osszege dllandé marad), akkor részarinyaik I\Iegyenl]tndcsew
a koncentracié u‘tvlw csokken (vagyis éppen forditva, mint az entrépianal),
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megegyezéshen a koncentralédas fogalmaval. Specidlis problémat jelent azon-
ban két véllalat egyesiilése, ugyanis ekkor az eredeti struktira részardnyainak
szdma eggyel nagyobb, mint az egyesiilés utanié; eddig viszont csak megfelel-
tethetd struktdarak osszehasonlitasarsl volt szé. Vlzsgal]uk meg ezt a kérdést
részletesebben.

Tegyiik fel, hogy két véllalat Ggy egyesiil, hogy részaranyaik Gsszegez6dnek
és a tobbié véltozatlan marad. Az egyesiilés kovetkeztében a struktira entro-
pidja mindig esokken. J eloljuk ugyanis a széban forgo két vallalat részardnyat
y,-gyel, ill. y,-vel (y, > y, > 0), a vallalatok szamat (az egyesiilés el6tt) n-nel;
ekkor az entrépia az egvesiilés el6tt:

n 1
H(y) — y,log s Ys 102—1— + S Yilog—3

U4 Y i=3 Yi
egyesiilés utan pedig:

1 n 1
H'(y) = (y, + ¥,) log —— + Ny log—.
Y1+9Y, =3 Ys
Mivel

1
(1 + Ya) log ——— <y, 10g =+ Uy log —,

Y117 Ys Y1 Y

H(y) > H'(y) .

tehat valéban

A koncentracié valtozasa szempontjabol fontos az a megdllapitds, hogy a két
entrépia kiilonbsége felvehet tetszdleges kis értéket. Ugyanis ha bevezetjiik a
kovetkezd jeloléseket:

Y1 + ¥, = k (konstants), y, =z, y, =k — =,
akkor
Hy) — H'(y) =klogk — (k — ) log (k — ) — z log =.

Figyelembe véve, hogy

limzlogx =0 és lim(k - z) log (k- z) = klogk,

x—+0 x-»0
megallapithatjuk, hogy
lim[H(y)  H'(y)] ~0,
x>0

és ez éppen azt jelenti, hogy a kiilonbség, amelyrél mar belattuk, hogy mindig
pozitiv, tetszGlegesen megadott pontlv szdmnal kisebb értéket vesz fel,
hacsak y, elég kicsi.

A koncentracié ugyan szoros kapesolatban all az entrépidval, azonban
lényeges eltérés, houv mig az entrépia novekedése csak a struktira pozitiv
aranyszamaitol fuorg, a,dd]or a koncentraciénal szerepet jatszik a részesedési
aranyszamok szama is tokmtet nélkiil arra, hogy e részaranyok nullatdl kiilon-
bbzik-e vagy sem. Nézziik meg, hogyan viltozik a koncentracié a két véllalat
egyesiilésekor.
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A koncentracié az egyesiilés el6tt

Cly) = logn - H(y),
egyesiilés utan
C'(y) = log (n - 1) - H'(y).

A koncentracié valtozasa

C'(y) — Cly) = Hiy) — H'(y) — log —"

n |

Tehat el6fordulhat az is, hogy a koncentricié csokken, ha két vallalat egyesiil,
hiszen ennek feltétele
2 n
Hy)  H'{y) < log -
7

(2

ez pedig, mint az imént lattuk, lehetséges.
Hasonlé érvényes a relativ koncentraciora is. 1z akkor esokken, ha
n
logr — I
, 1y n
Hy)  H'(y)<H'(y)-
log(n 1)

és ugyanez a feltétele a relativ entrépia novekedésének.

El kell-e vetniink informaciéelméleti méridszamainkat e tulajdonsiguk
miatt? Ha a koncentraciot agy fogjuk fel, hogy az elsdsorban a részesedések
egyenlGtlenségét jelenti, akkor egy ardnytalanul kis vallalat beolvaddsa egy
lényegesen nagyobb véllalatba valéban az (igy értelmezett) koncentricié
rsokkenéséhez vezethet. Ha viszont megkivanjuk, hogy mérészamunk a része-
sedések szamdnak csokkenésére a hétkoznapi értelemben reagiljon, akkor le
kell mondanunk a kozvetlen mérdszamril, helyette az inverz mutatét, az
entréopiat hasznalhatjuk.

Szemléletessé tehetjiilk a struktira egyenletességének kifejezését azdltal,
hogy az entrépia helyett az Gn. vallalatok egyenletesséqgi egyenértékszamdt hasz-
niljuk. Bz a szim arra a kérdésre ad vilaszt, hogy hany egyenlé nagysigi
villalat egyenletessége egyezik meg a tényleges egyenletességgel (egyenletes-
ségen a struktira entrépidjat értve). Képlethen, ha az egyenértékszamot
M-mel jeldljiik:

n I
log M Sy log-—,
i=1 Yi
tehat
M = eHO)

Ezt a szdmot gy hasznalhatjuk fel a koncentrécié kézvetlen kifejezésére, hogy
kiszdmitjuk, hanyszorosa a vallalatok tényleges szdma az egyenértékszamnak :

n n

M MO

I 3 ’ e ’ ’ ’ 6 7
Kzt a hanyadost a vdallalatok egyenldtlenségi ardnyszamdanak nevezzik. Kz tény-
leg koveti a koncentréci6 valtozasat, mert logaritmusa éppen Cly).
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Osszefoglalasképpen alljon itt a kivetkezs tablazat a vizsgalt mérészamok-
nak és azok néhany jellegzetességeinek felsoroldsaval.

R e S ' | Briékkésslet | Meérték- | Dezagare-
Megnevezés | Eéplet | hatérai ‘ | egység | galhatb-e
N ) l 1 ! e
Egyedi informécid i log | 0,logn | Dbit ‘\
= i
THRF - - SREL R . A AR S
e 2 n 1 7
Entrépia vagy egyenletessig H(z) = N z;log | 0,log n bit | Igen
= X, |
i LI = S
Relativ entrépia Hiz) 0,1 .
log n
Informécioponatlansig vagy n Yi ;
struktaraeltérés » Ly : x) = i.‘_l yilog 2 0, bit ‘ Igen
= x |
AR o | SRR s SR : :_..___;;V___ =
K oncentrécié C(x) = logn — H(x) 0,dog n | bit | Igen
‘ P RS )
Relativ koncentricid LA(‘:L) 0,1 = | e
log n [
Villalatok egyenletességi ‘ SHX) I |
egyenértékszdma 3 ’ ‘
S— RS
Vallalatok egyenlétlenségi iy e o n
ardanyszama wH(x) , !
|

Megjegyzésck: (1) A fenti tabldzatban « jelenti a struktira részesedési ardnyszdamainak
szémat, xy és y; az @ ill. y struktira i-edik részeseddsi ardnyszdmadt.

(2) A bit csak cgyike a lehetséges egységeknek; a képlethen szereplé logaritn:us alap-
Jatol fiigghen mis és mds elnevezést haszndlunk.
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