
SZABÓ lsTV.Á.N - SWLNOKY AN'J'AL

Az ERALL-2 hálótechnikai algoritmus

I. ; e v e z e t é s 

l hálótechnikai módszerek alkalmazása rohamosan terjedt el az egész
világon, elsősorban nagy vállalkozások szervezésénél és egyedi termékek, így
építőipari termékek gyártásának programozásánál. Már kezdetben nyilvánva­
lóvá vált, hogy a hálótechnikai módszerek a naptári ütemtervek készítésénél,
a koordinációs kapcsolatok felderítésénél a műszaki és gazdasági vezetésnek
könnyen elsajátítható é rA hatékony eszközei.

A kezdeti alkalmazásoknál ugyanakkor kiderült, hogy nem elegendő a
hagyományos g Öí r illetőleg Öhv b matematikai apparátus használata.
A műszaki kritikus út mellé belépett a gazdasági kritikus út fogalma. Egyálta­
[ában nem bizonyos, hogy figye.lmünket a műszaki kritikus útra kell fordítani,
azaz arra, az útra, amelyen a feladat megkezdésétől a, feladat befejezéséig
összességükben ,t leghosszabb időigényű tevékenységek feküsznek. Amennyi­
ben feladatunkat korlátos erőforrásokkal kell megvalósítanunk -- és ~~ gyakor­
latban mindig oz a helyzet - , nagyon gyakori, hogy a műszakilag párhuza­
mosan végezhető tevékenységeknek csak egy részét tudjuk egyidejűleg - vagy
a kívánt intenzitással erőforrásokkal kielégíteni és figyelmünket a műszaki
kritikus útról 4 domináló gazdasági kritikus 1í X"4 kell fordítani. A gazdasági
kritikus út a műszakitól időről időre eltérhet, hol az egyik erőforrás, hol
a másik válik szűkössé.

Akár arra keresünk választ., hogy szűkő« erőforrásaiukkal mikorra tudjuk
feladatunkat teljesítcn ·. akár arra, hog_v mikor és milyen erőforrásokat kell
kibövítenünk a befejezés elörehozatalához, az erőforrások korlátossága erő­
sebben hathat ki tervünkrc, mint ,1 műszaki krit.ikux ú X r 

Különösen fontos tehát a;,: eróíorrásoh matematikai kezelése munkaerő­
hiánnyal küzdő táraadnlmunkban. De világszerte egyre nagyobb figyelmet
fordítanak erre a kérdésre, és ez vezetett az erőforrásokat allokáló módszerek
kidolgozásához. Az eddig kidolgozott módszerek mind hálótechnikára támasz­
kodó heurisztikus eljárások és még nem ismerünk olyan matematikai mód­
szert, amely e kérdést n gyakorlatban egzaktul megoldaná.

Mi ennek az oka? A probléma elméletileg egzakt algoritmussa,l is meg­
oldható, algebrai struktúrákként felírható. Miért alakultak ki mégis az egzakt
matematikai módszerek helyett heurisztikus, illetőleg szimulációs eljárások?
Két okot említhetünk:

l ó _ feladat típusát tekintve nem ismerünk olyan egzakt módszert, mely
közös feltételekkel összekötött, de gazdasági célkitűzéseiben eltérő optimálási
feladatokat old meg egyidejűleg. Pl. egy építőipari vállalat termelésének átfogó
programozásánál közös feltételrendszert képeznek az erőforrások. Ugyanakkor
[ vállalat töhh v «wEÍr« termékénél más-más gazdasági célt tűzhet ki. mint például
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egyes objektumok rohamütemben készüljenek,
egyes objektumok az előírt befejezési határidőre készüljenek el,
egyes objektumok minimális költséggel létesüljenek,
egyes objektumok egyenletesen vegyék igénybe az erőforrásokat.

2. l másik ok, ami miatt heurisztikus eljárásokat dolgoztak ki, gazdasági
természetű. Többek között:

a) l memóriaigény kérdése.
Heurisztikus algoritmus esetén kevés információból eldönthető, hogy a

lebegéssel bíró tevékenységek elhelyezhetők-e és ezért kicsi a memóriaigény.
Egzakt eljárás esetén az összes lehetséges elhelyezési variánst, illetőleg azok

képzési szabályait inputként kellene kezelni. Ennek amúgy is nagy memória­
igénye még többszöröződik a megvalósítási intenzitások variánsaival is.

b) l számítási idő kérdése.
Heurisztikus eljárásoknál az iterációk száma előre jól meghatározható,

és általában egyenlő a programozási időegységek számával.
Egzakt eljárásoknál az iterációk száma nehezen becsülhető, de az bizonyos,

hogy sok nagyságrenddel nagyobb.
Bár összehasonlításra a gépidő-szükséglet szempontjából - tudomásunk

szerint - még nem került sor, nyilvánvaló, hogy ha rendelkeznénk is egzakt
eljárással, alkalmazása nem lenne gazdaságos.

Ilyen heurisztikus módszer az ERALL-2 nevű eljárás, melyet elsősorban
az építőipar számára dolgoztunk ki. Ez matematikailag egy azélsőértékszární­
tási feladat, melyben a tevékenységek olyan ütemezését (az erőforrások időbeli
elosztását) keressük, amelyik minimálissá teszi a teljes átfutási időt és egyben
figyelembe veszi az adott szervezet erőforrásainak korlátozottságát. Az eljárást
a gyakorlatban már hosszabb ideje alkalmazzák, de eddig csak a speciális
gépi program korlátainak figyelembevételével publikáltuk [3].

Felmerült az igény az eljárás olyan leíráaárn, moly a föladat matematikai
modelljét és megoldó algoritmusát a gópi megoldástól függetlenül ismerteti.

Ezzel foglalkozunk cikkünk további részében.

2. Hálóteclmikai bevezető

l háló fogalma az algebra elemeiből jól ismert. l 9j E RALL-eljárás a hálók
egy speciális osztályára épül, ezért Iegclöazör ennek ismertetésével foglal­
kozunk.

2.1. Legyen P' egy ;[ t Ij-olernű részben rendezett halmaz, s jelöljük
ennek elemeit a 0, 1, ... , n számmal, azaz r x {O, l, ... , n}. l részleges
rendezést megszabó relációt nevezzük ,,közvetlen megelőzési reláció" -nak;
legyen a jele: ~- E közvetlen megelőz6Ri reláció a következő három tulajdon­
ságnak tegyen eleget:

2.1.1. Semelyik w hÖE elemre nem igaz a, következő két állít~fl egyike sem:
7" ~ 0, n ~ w j 

2.1.2. Bármely w ¥= 0 (w hÖET elemre igaz, hogy
vagy O ~ w,
vagy létezik egy vagy több w ) elem ; w · hÖETr hogy O ~ ... ~ w · ~ jj j ~ w ! 
és hasonlóan bármely w ¥= n ; w hÖEp elemre igaz, hogy vagy w ~ n, vagy
létezik egy vagy több w 0 elem RYr. h P'). hozv ) ) A ~ jj j < ur, <1f: ... ~ n.
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2.1.3. Egyetlen w EP' elemhez sem találunk olyan w,, ; w )5 EP') elemeket,
hogy w ~ ... ~ w" ~ ... ~ w fennálljon.

2.2. A 2.1.1.-2.1.3. feltételeket kielégítő P' halmazt ,,kaszkádszerű háló"­
nak, elemeit eseményeknek nevezzük.

Válasszuk meg i-t és>c$ (i hÖEr > hÖET úgy, hogy i ~> esetén ·i < j legyen.
Könnyen belátható, hogy a 2.1.1.-2.1.3. teljesülése esetén ez (nem feltétlenül
egyértelműen) mindig megvalósítható. e« ily módon két különböző számhoz
tartozó < reláció tranzitív és így a hálóaxiómák teljesülnek.

Legyen · EP', > EP', továbbá · ~ >j Tekintsük az ;0!>~ alakú elempárok
halmazát; legyen ez P. (P-re tehát áll: P 6ÖE{ ÖE.T P elemeit tevékenysé­
geknek nevezzük. Az (i,j) és (j, k) tevékenységekhez az i ~j, j ~ k relációk
összekapcsolása egy (i, >~ ~ ;>! T~ részben rendezési relációt definiál. A

L, = L1 /2 .P
halmazt , .hálóterv" -nek nevezzük. Egy hálótervet tehát az események és
tevékenységek olyan halmaza képez, melyben minden tevékenységet egyértel­
műen meghatároz két esemény és fordítva, minden esemény egyértelműen
megadható két vagy több tevékenység segítségével.

2.3. A 3.-ban leírt ütemezés lényegét nem érinti, de egy további fontos
kapcsolat is fennállhat az egyes tevékenységpárok között. A (h, i) és ;10! j)
között ugyanis olyan kapcsolat is lehetséges, hogy az (i, >~ tevékenység gya­
korlati megvalósításának nem előfeltétele a (h, i) tevékenység teljes meg­
valósítása, vagyis 4 ;] ! i) ~ (i, >~ kapcsolat nem áll !\ 77 szükségszerűen .Viszont
a ;] ! i) tevékenységet egy 40T$ív ] , esemény segítségével felbonthatjuk egv
(h. h•) és ;] • ! i) tevékenységpárra ú • ür hogy

RNr ] • ~ ~ RNar ·0~ j 

(h, y0,~~ (i,j),

e lehetőséget azonban az ütemezés során nem kötelező kihasználni (míg a köz­
vetlen rákövetkezés relációját minden esetben érvényesíteni kell I). E kapcso-
latot átlapolásnak. nevezzük, és a ~ jellel jelölj ük.

e ;] ! i) -- ~ (i, >~ reláció is részleges rendezést valósít meg, egyes elemek
összehasonlíthatók, mások nem.

e« átlapolás a továbbiakban csak a Cl)M időszámítás lépéseit módoaítja,
ennek részlete» taglalásával a [21-ben trLlálkozlrn.tunk.

3. A modell változói és paraméterei, a feladat megfogalmazása

H.J. l 2.-bcn bevezettük azt a L ~ 1 halmazt, melyen értelmezzük a feladatot.
p• a gyakorlatban egy tényleges szervezet (pl. építésvezetőség) munka­
végzéseit jelenti: a tevékenységek az egyes munkák (pl. falazás), az események
pedig a munkák bizonyos mennyiségének befejezése utáni állapotot (pl. pince­
födém elkészülte) jelentik. Most a L r1 elemeihez hozzárendelünk néhány,
a további tárgyaláshoz szükséges paramétert és változót. Először is legyen
a feladat független változója az idő: t, ahol is

t = 0, z. 2, ...

:{ Szigma
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Legyen értelmezve a feladatban egy vége:-; l halmaz, mc-Iynek a E l elemeit
erőforrásoknak nevezzük.

Minden (i. >~ E P tevékenységhez hozzárendeljük a következő konstunsokat :

3.1.1. (k = I, ... , K(i, >~~! 

ahol R; i, >~ megmutat.ja, hogy az ( 0! >~ tevékenységhez ténylegesen hány
elemet rendeltünk j/ s l halmazból. Rh • ü elemet esetleg többször Ü, hozzá­
rendelhetünk); ct) ! a k-ik hozzárendelt erőforrás (a1,- E l ~j 

Minden M'iJ -ra

oxx>1o : U,

~tJtl71 neve: nwnkwnennyi8é(! .. Ielentósc: .'.dtalú,l;a.11 az cg_y,;égnyi erótorrás (1 fú.
l gép) által ,L tevékenység elvégzéséhez szüksége:-; ·65úí (mnnlmóra/fö sl.h
jellegű mennyiség).

' .z.: . 

ezen értékeket (I/só, illct.vc fel.sö lokális erőforrríslcnrlríto/nirtk nevezzük, é,-;
fennúll, hogy

--,.C/j

Ezek jelentése: r/ « (i,, >~ t.evékenységhe» egy-egy időegy,;égben n /c-iknak hozzá­
rendelt 7j) ! cröforrásból allokálható minimális, ill. maximális mennyiség.

3.2. A 3.1.1. 3.1.2.-ben bcvczctetf ruonnyiségckröl feltesszük, hogy RETZwÖ v « 

számok. Legyen XO] á ~~á értelmezve _ ·7>\ 7 a h A \ 5\ _ N\ « Pg_v

H° RXT 

\ á.ltozó: amelyre érvénves. hogy

64RúTrAir _ 4{ Cfj,

(ahol a az erőforrás fajtájára: 'uta-1), e mennyiség ii-; egész;izámú változó, 7\ ] "iw 
globális erő/orráskorlá xj 

3.3. A 3.1.1.-ben bevezetett jE ·) értékek szcrin í. n.:,. ; · 0! >~ tevékenységeket
: csoportra O?«X.UK� w 

4.?.·. 

3.3.2.

R;0!>~ 
}! 1 E ·) !!jj H A 

x0" y 

o;;0!>~ 
"\-. M" O ~ x> = .

5cxZ 

Ez utóbbi esetben vegyünk R ;0! >~ •jjjjj L-el, és ;\,.-, (i, >~ EJ> tevékenységhez
hozzárendelünk még 8dy konstans cgé:-;zérLékíí (; ::2;: 0 mennyiséget (ez a te, é ­ 
kenység elvégzéséhez szükséges idő mennyiségét jelenti). v ezzel ,t 3 3.2-b011
felsorolt tevékenységek ismét 2 csoportba oszt.hatók:

3.3.2.l. tD = 0; ez esetben a7, (i, j) E P tevékenységeket üíf8;;altevékenyslqek­
nek nevezzük; jelöljük ezek halmazát R1_-lel.

3.3.2.2. () > O; az ilyen tevékenységeket idótevé/cenységeknek (time-
aetivity] nevezzük; jelöljük ezek hulrnazát; R.,-vel. Érvényes, ] Qdy 

< )j íl R; - 0.
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' .Í . A tevékenységek adatainak átalakítása
Az egységes kezelés végett minden rcvékonységhcz vezessük be az NJ;

értéket a következőképpen:

A
1E$! ha ;0!>~=Lc;< 1\ < 0j~ 

0' ha
t')j, ha

(i, j) h a/ 
;0! j) h B1

I
Az értelmezésből következik, hogy Uyo értéke is egész szám; neve: ,,rnódosított
munlcamenmsjieéq", Ennek segítségével elértük, hogy az < / és Rr halmazok
nem mutatnak különleg<>s sajátságot a továbbiakban. Tegyük még meg,
hng_v ha

akkor I•j2 !) xi e,; = l értéket veszünk (1( ( 0! >~ " " I miatt a felső i ndexrc nincs
;,zülrnég.) A 3.8-ban husznált képlet szerint ekkor ugyanis a tevékenység
tartama éppen C,!lyenléí lesz a 3.3.2.2-ben hozzárendelt tartammal, és ezzel
e képlet e tevékenységekre Ui közvetlenül érvényes lesz.

:t5. Lcg_ven [ fcladnt változója (a.kcióparaméterc)

RE·. UT h P ; le = l, ... , J( ( i, >~ 

cgé8;,:értélrű függvéll_v: képezzük ennek nq.~ítségén-1 az .H'.';(t) Lill. ,,a.ktii.ális
1111111krm,r'11-n.1ri8f,r;''-d a kövcí kezóképpc-n:

zi i z 

2A á ú) ;$1~ 
zExH E 

:-LG. Az eddig elmondottuk ·cgítségével a P halrnnzt Ieloszt.juk az alábbi,
időcgy"égenl,ént páronként diszjunkt részhulmazokra:

3.6.1. g H(t); e l1:Lln1a,, clemr-inck neve: [ Q9bá x tevékenységek. Ezek üteme­
zésekor a hozzát aruozó zV"=!"LXb á ·iAO� em;mrí8tól f'iiu11etlrm-iil kerü lnck ütemezésre.
Érvöm M1g j hogy

val.unint . hn I ./ CJ, akkor

li'.u(t) wxT l'o(ü} ·

(Megjegyzés: kt ( ·r >~ E g B l':-', /, ( i, j0~ j- ) j akkor ( i, _j)-i Zú 9] u0z 7bQu te·vélcenység­
nek is novczzük.)

3.6.2. R) (konstans), n halmaz elemeinek neve: lroheren« tevékenységek.
Ha ;0! >~ E u; akkor fenn kPII á5 577·4. hogy

Nii.
--'-' minden Tcb [k ~ I, ... , R;0! j)l
('i't

azonos érték; azon 5íÍu ül e hulrnuz elemeire jellemző, hogy ha valamely (
időpontban egy Tcb á) ~ ;$1~ > 0, akkor az fennáll minden lc-ra is. ;T =
= zr ... r R;0! j)), aza,. a koherens tevékenységeknél az összes hozzárendelt
erőforrás Pgy'i11tesen kerül ütemezésre.

:l*
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3.6.3. < k (konstans): e halmaz elemei az ún. soros tevékenységek. Jellem-
zőjük, hogy ha valamely Tcv« á fL 1~ L 0, .rhol k E { l, . , K(i, j)} · akkor
ugyanezen A1 idősznkban

X'i) ;$1o · O 
é.wE "y" yj 

/c'E{l, .... K{i:,j)}
azaz: a soros tevékouységeknél a megadott, sorrend szerint minden időszakban
csak 1 erőforrás kerül ütemezésre (a soros tevékenység tehát tulajdonképpen
egy tevékenységbe összefogott lánc).

3.6.4. R' {t): \ halmaz elemei az {111. alternatív tevékenységek. Ha ;10! j) E R::(t')
úgy, hogy

de
E$;$1 + zT r..r.i )) --j>>{x1~ ! 

akkor minden /'' > l'-re

;0! _j) ~ <•;411~ ! 

; 0! j) E HHRRET • 

E tevékenysége], ütemezése tehát, a hozzárendelt erőforrások vatameiyikével
történik, s ha egyszer az ütemezés elkezdődött valamelyik a E A erőforrással,
akkor végig ezzel ütemezünk, mint n normál tevékenységeknél.

3.6.5. U4 (konstans}: e halmaz elemei :-tz R·7. hclyszínentartó tevékenységek.
Ha

;0!>~ h 3 4•

akkor

M'i) ;$~ · rj) ° M>) ; jj 5} >~ 

T === J., ... , R;0!>~ 

E tevékenységek ütemezése a megadott c;) értékkel történik az első i-ből
kiinduló tevékenység ütomczésének mogl«,;,;dósóWJ n .f esemény bekövetke­
zéséig.

3.6.6. Megkívánjuk. hogy e hal mazok rn, nőzve bií.rrne1_,, időszakban a.
következő legyPn érvényes:

· Z 
m < 2!;$~ L ! 

S=Ü 

azaz minden tevékenység ezen halmazok valamolyikébc beletartozzék (de csak
egyikbe).
3. 7. Különleges kikötések alkalmazása

Bármely (i, >~ EP tevékenységre különleges kikötések tehetők, a lehetséges
eseteket. az alábbi halmazokkal határozzuk meg:
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3.7.l. R+(t): az ún. megszakíthatatlan tevékenységek halmaza.
R6(t): az azonnal folytatandó tevékenységek halmaza.
Ha valamely t' időpontban

á o>;$1~ L 0, és ­2r!í XET L á o>;$1~ 

j(i, >~ h < ' ;$1~! 

akkor ugyanezen ;0!! >~ tevékenységre

X½(t' t zT > o,
és

Ha pedig

de

;) •! j) h < h(t' t zT . 

: E M½;(t') = H r 
(11,i)EP

(h,i)<(i,j)

k = l, ... ,K(h, i),

K(i.j)
};' 111Mt')>0

xI" y 
4� � O" 

R;0!o~ 
: E X½(t') > H . 

xI" y 

Azaz: a, megszakíthatatlan tevékenységek ütemezésük megindulása után
minden következő időperiódusban is ütemezésre kerülnek, míg munkamennyi­
ségük cl nem fogy, de az ütemezés kezdetével várhatunk; míg az azonnal
folytatandó tevékenységek ütemezését azonnal el kell kezdeni, mihelyt az elő­
feltételek teljesültek (az i esemény bekövetkezett).

Érvényes még, hogy R~ e R' ;$~! vagyis a helyszínentartó tevékenység
mindig megszakíthata.tlan.

' . ) .: . R7(t1, t2): a tevékenység bizonyos időintervallumban nem iltemezhető,
azaz ;0!>~ h v 7(l1, ) 2) esetén

3. 7 .3. R8(t1, t2): az időszakosan csökkentett intenzitású tevékenységek halmaza:
e halmazok minden elemére R;0! j) = 2; és ha

$ c t1 vagy t2 c t ,
akkor

ák;$~ = H y~ 1 

N4 pedig $) c••1 y •ccc t: r akkor
á ~>;$~ = I 

v 8(t1, t2) \ v 0RHT r 

aeaz ilyen kikötést csak a normál tevékenységekre tehetünk.
Értolemszerüen érvényes továbbá a következő két összefüggés:

< 0;$1, t2) 7 R8(t1, t2) = 0,

Rs(t) • 1: )-re mindig érvényes:
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és
[R7(t1 t2) U < í (t)) t2)] íl g * cr O;

mivel az időszakos tilalom ellentmond annak, hogy a tilalmi időben ütemezni
lehessen, s mindkettő ellentmondásban van a helyszínentartással (adott ese­
mények közt a helyszínentartás nem szünetelhet).

3.8. Ezután minden (i, >~ EP tevékenységhez hozzárendelünk egy d;j? 0
ún. ,,rohamtartam" -ot (crash du ration) a következőképpen:
legyen

N!'-
(i, j) E R0(0) U R1max ___!}_ ha

T e''· '!) 

«o.» N\1
ha (i, j) E < 2ctt = ~7'

k=I Cij

N'.'min 2222A}2 ha ;10! 1) E R3(0).
le 81Ij 1 

rJ
0, ha (i, j) =< ~ 

és ebből
6) i = -- [ - 6)>s! 

entier függvény jele (azaz minden 611 értékét egészekre felkere-ahol [ ] az
kítjük).

A nemnegativitás ténye az N'ij és 5ú) -ra adott feltételekbői adódik (3.1.1. 
és 3.1.2.). A 3.6. értelmében így minden (i, j) E L tevékenységhez egyetlen nem­
negatív egész d,j érték tartozik.

3.9. A 3.8-ban meghatározott dij tartamok segítségével végezzük el a
CPM/TIME számítást, s határozzuk meg minden i EP' eseményhez a t\t �! 
ill. [í1> legkorábbi és legkésőbbi bekövetkezési értékeket (lásd [l] és [2]).

Képezzük ezután minden (i, j} EP tevékenységhez :L következő értéket:

E;i = tJ1> - d;i .
::uo. Tegyük 3.8-ban mindenütt U0x helyébe M'i) (l), R0(0} és H3(0) helyébe

R0(t) és B3(t) értéket, s nevezzük az így kapott 6-o;$~ értéket ,,a.ktuális roham­
tartarn"-nak. Ennek segítségével n, 3.H-hez hasonló módon értelmezzük /t1/t)
értékét a következőképpen:

l!Jij(t) = t}'> -- 50!0;$~ j 
3.11. Végül jelöljük T,-ve.1 azt,~ legkisebb (logkorábl») $ idéípontot,, amelyre

érvényes:
X;; ] !0~ 

}; L,, }; X~\)(t') "c" 
;] !0~=;Lc< !~ yI " I )1I· ) 

/((11,i).._, ~• Nie.
jj•j! jj•j! '"'(/1.i)E(P-l?,) T" • I

de
/((i./)

l,' };' áú1o;y~ 0,
;0!>~=L Ir= I

(h, i) ~ ;10!!>~ 
azaz: az (i, j)-t közvetlen megeléíző tevékenységeket már ütemeztük (átlapolás
esetén annak megfe.lclő mértéke szerint), de az (i, j) ütemezését- még nem
kczrlt.ük el.
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Nevezzük ezen T;-t az i EP' esemény ,,tényleges bekövetkezési időpontjá" -
nak.

3.12. Ezek után az ütemezési feladatot a következőképpen fogalmazhatjuk
meg:

adva a 2.2-ben definiált P halmaz a tevékenységekre meghatározott ~'
ill. - ~ relációval.

Feladat a P halmaz (i, >~ elemeinek időbeli elrendezése (ütemezése), azaz
annak megállapítása, hogy valamely t időpontban az egyes (-i,, j) tevékenysé­
gekhez mekkora x 0;$~ értékeket rendeljünk. Ezt az ütemezést úgy végezzük,
hogy Tn --+ min ! legyen, betartva a relációkat, az egyes tevékenységekre
fennálló különleges kikötéseket, és hogy minden (rögzített) t időpontra telje­
süljön:

J; X;/t) S: Mt ;$~ j 
(i,j)EP

(*) 

4. Az ütemezési feladat megoldása

(ERALL-2 algoritmus)

4.1. l. lépés: at időperiódusban ütemezhető tevékenységek kiválasztása:
Egy (i, j) EP tevékenységet akkor nevezünk a t időperiódusban iüemezhe­

lőnek, ha
R;] !0~ 

J; J; .M/;;(t) = 0'
(11,i)E(P-R,) k=l

dc

;] ! i) ~ (i,j) EP,
x;] ! i) -~ (i,j) esetén a 2.3-ban ismertetett ] , ! segítségével hasonlóképpen
értelmezhető az ütcmezhetőség fogalma.]

Azuz egy tevékenység ütemezhető, ha a megelőző tevékenységeket már
ütemeztük (munkamennyiségük ,,elfogyott"), de az illető tevékenységen még
van ütemezhető erőforrás (melynek munkamennyisége pozitív szám).

-Ielöljük a t időperiódusban ütemezhető tevékenységek halmazát Q(t)-vel.
Jelöljük továbbá az ütemezés során a t periódusban már beütemezett

tevékenységek halmazát Q'(t)-vel, azaz

(i,j) EQ'(l),
ha

K(i,j)
(i, >~ E Q(t) és J; á ~ 1>;$~ > o.

k=I

Mármost egy adott $ időperiódusban az ütemezhető tevékenységek kiválasz­
tása - Q(t) megalkotása - után a tevékenységeket az alábbiak szerint vonjuk
be sorban Q'(t)-be:
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először az < 6;$~ összes ;0! >~ elemét, és ha at időperiódus ütemezésének beíeje­
zésekor

;$;$~ e ;~;$~ ! 

vagyis még van ütemezhető, de be nem ütemezett tevékenység, akkor
min = ·>;0~! majd az i, ill. ezen belül j értékek növekvő sorrendjében járunk el.

-L2. 2. lépés: a tényleges ütemezés:

á·1>;$~ 
megállapítása, az eddig előrebocsátottak segítségével a következóképpen tör­
ténik (a továbbiakban feltétel, hogy (i, j) E Q(t) legyen, amit értelemszerűen
nem írunk ki):

4.2. l. Legyen először is ('Í, j) E B6;$~j Ekkor a megoldhatóság szükséges
feltétele, hogy

J,' g_0 :· 57;$~ ;7 E l ~ 
(i,j)ER,(I)

legyen. Vagyis: a globális eröforráskorlát ne Jegyen kisebb, mint az azonnal
indítandó tevékenységek alsó lokális erőforráskorlátainak összege, és ne álljon
fenn az időszakosan nem ütemezhetőség követelménye.

Ezek nem teljesülése esetén n, megoldás nem elégítheti ki a 3.12. (*) feltételt,
az ütemezést azonban mégis elvégezzük [az (i, >~ E Rh;$~ előírás tehát ,,erősebb",
mint bármelyik másik l], éspedig az I. Láblázattal megadott módon (tehát
a (*) feltételtől függetlenül!):

yj $ú { xá w x 

I
I

min pI8 )>! )))j $ (t)] R0(t) UR, 1

;0! J) k' Egyéb Ioltétcl

. /e' k/ 
mm ['elj, M.1 > ;$~s 
---- ---·---- -

l < 8;$~ 1xjx> 

---
M·> e. 

0 u. 

(Jak Y' e"- "-' _ij
;0!o~ E Q'(t)

T s ~/} > 0
(i,j) EQ (tJ-Q' (t)

O7 k
k - I}2 o> < 0

minden k-n~
(·i, 0~ E Q'(l)

Megjegyzés: cot arra utal, hogy ~,on [ T 8 .1 er6forrJl•ról rnn s·1,6, amely ;0! j) tevókenyBi,gcn éppen k-ik.nak van !J01,z{1r
rendelve: más tc""ékeny~égn/.J , ,. ii,~,. 1· ppPn n k-ik, bÖt leuet , hn:.;:r 1J.l.Cl8 u,,·flkeny,.;(•qh1!Z norn Í!í uu'tozik Lo·1.·1.6.
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4.2.2. 1:la valamely í időperiódusban Q'(t) = B6(t) és Q(t) ::::, Q'(t), akkor
Q'(t) további bővítését - amennyiben a feltételek lehetővé teszik -, a 4.1-ben
megadott módon végezzük, hiszen az R6(t) halmazra vonatkozó (4.2.1-ben
adott) feltétel már teljesült. A következőkben tehát feltételezzük, hogy
az (i, j) E R6(t) tevékenységek fenti módon való ütemezése megtörtént.
A további ütemezés során mégsem élhetünk az (i, j) ~ R6(t) feltevéssel, hiszen
a már beütemezett tevékenység a min Eip) kritérium szerint újból sorra
kerülhet. A következőkben az ütemezést -- a leírás egyszerűsítése végett -
tevékenységtípusonként tárgyaljuk.

A könnyebb tárgyalásmód kedvéért azonban még bevezetünk egy újabb
mennyiséget, za(t)-t, nevezzük ezt ,,erőforrásmamdék"-nak:
legyen

Zo(t) = oa(t) - },' Xű(t) [a EA].
(i,j)EQ'(I)

A továbbiakban za és k együttes előfordulásakor mindig olyan k értéket
értünk az (i, j) tevékenységhez, amely az a erőforrásra utal.

4.2.3. Legyen ( i, j) E [R5(t) íl R7(ti, t2)].
Ha mármost t1 -:- t .---- 12, akkor nyilván

Xt(t) = 0.
Ha t > t2, akkor az ütemezést ugyanúgy végezzük. mint

(i,j) E {R5(t) íl [P - R7(t1, t2)J}
esetében, amelyet a továbbiakban megadunk. Végül, ha/,< t1, akkor 11,z üte­
mezést a 2. táblázat mutatja.

:2. túbtúzai

0

p H~

J•:gyéb Jeltételck

Mk
1 ij(t,) (--/(-· ti

rij
t) > N~--

-- I]'

k k
J/Jij(t) NIJ.--k->·~,

,;lj Cij
k aÜ/j -;$ z (t) _;

k
MiJ(t) · (t t) < N11;

k I
IJ.it
k

Mij(t) (t t)---, rl·-•-k- I - ,a;;. I]
Cij 

k *k _f<
!21} < Cij ~ Cij



3. táblázat NJ
0
0,---- - - - - ·---------- ----

«.» Egyéb feltétel

vagy
P - [ll6(t) U R8(t1, t2)]

R7(ti, t,) íl lp -s~5Rs(t)]
-----

Rs(ti, 1.,) za(t) ~ ,:7j;
t < t1 vagy t2 < t

---- --~------------------ 
za(t) ~ c;}j;
t, :s; ts; t2

k a kM;J(t) ~ Z (t) < 9.lj

I:_7',fij(t)
6
U R5(t) U R~,t1, t2) U [I' - R8(t1, t,)]

S=5 
M}j(t) ~ za(t) < IJ.1i;
t < t1 vagy t, < t

6
U R,(t) U R1(t1, t2) U [P - R8(t1, t2)]

s=5 
M}j(t) ;S; za(t) < ai;

I < t, vagy t2 < t

---------------- ------
. -k k . k k a k ·mm [ Cij - c;J; Nl;j(t) - !;;j; Z (I) - <;:.ij] R6(t) íl [p -

5
~

7
R,(t,, t2)]

R6(t) n R7(t1, t:)

R6(t) n R8(t1, t2)

MT1(t) ;;,;; za(t) < 9.TJ;

I 1 ;S; t ;;,;; t2

k . -k k a~ii < mm [cu, Mij(t), Z (t)]

t < t1 vagy t2 < t

t < t1 vagy t2 < t és k = I vagy
t1 :S: t s; t2 és k = 2

0 egyéb esetekben



4. táblázat
-------- ---- -

X}i(t) «» 771 Egyéb feltétel

k kmin {min [M;J (t), m. i:;.;j, za(t)]}
k

- --------------------1-------------- -- --

R7(t,, t~) íl [P - R6(t)]

k -k
m•Qij$C;j;

(m ..1...1)-Qt >ct

(m 

-i--

k _I(
l)•Cij > Cij

0 

I< t1 vagy
t2 < t;
za(t) ~ 1J1

------------------ 
k a kM11(t) $ Z (t) < 9-_;j

k = l, .. ,K.(i,j)
mindegyike, ,

M11(t) ~ za(t) < c)j
k = 1, ... , K.(i,j)
t < /,1 vagy t2 < t

·----1----------1-----------

k <-km•C;j _ C/j;

(m + l),cf1 > ct
--------------------1-----·----------------1--------- 

egyébként
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JJf~j(t)Ha ('i, j) E R2, akkor helyett
c}j

K(i,j) lld/i.(t)
~~
k=1 Ci}

értékét vesszük (mindig a megfelelő Cj1-val - ~;,e*, e - ), s az ütemezést ugyan­
így végezzük.

4.2.4. Legyen most ('i, _j) E R0(t) és a 4.2.3-ban tárgyalt esetek egyike se
álljon fenn.

Ekkor az ütemezést a, 3. táblázat mutatja.
4.2.5. Legyen (i, j) E R1 (és a 4.2.3-ban tárgyalt eset no álljon fenn). Ekkor

a 4. számú táblázat mutatja az ütemezést.
4.2.6. Legyen (i, j) E R2 (a 4.2.3-ban tárgyalt eset ne álljon fenn). Ekkor

az ütemezést az 5. táblázat mutatja.
4.2. 7. Legyen (i, j) E R3(t). Ekkor ütemezés előtt a következő számítást

végezzük el:
ha minden k-ra a hozzátartozó za(t) < 0..½, akkor

XJ1(t) == o;
ellenkező esetben viszont határozzuk meg ezen /c-kra

[N"-1min ~ Ii
elf,

I} .

értékét, és a tevékenység tartalmát átalakítjuk a,;,; alábbi módon:

Mt(t) = {N1í, ah. ol le'= min k: {~~x [min(NJ1, za(t)) ]}J
0 , ha k =/= le'

és az ütemezés a 3.6.4. alapján azonos a 4.2.4:-fJen Ieírttal.
4.2.8. Legyen végül (i, j) E R4•

Ekkor

XJ1(t) = {cJ1, ha 1'; :': t -::_~ r{'i'
0, ogyébként.

4.3. 3. lépés: t helyébe t* "' t + l értéket helyettesítünk. Ekkor vissza­
térünk az l. lépésre.

Fenti lépéseket mindaddig ismételjük, míg

2' J; .M'fn(t) = O
(/,n)EP I<

nem lesz." :Ezzel az ütemezés végetért.

1 Ez azt jelenti, hogy kiválasztjuk a legulébb i,;,½ mennyiséggel ütemozhotó tevékeny­
ségek közül a legkisebb átfutási időt-igénylő erőforrások mel..lett a legkevésbé szűk kereszt­
metszetüt, ill. több ilyen közül a sorrendben legelőbb hozzárendeltet, R azután már az
l erőforrású normál tevékenységként kezeljük (és ütemezzük).

2 Vagyis: míg az összes tevékenységet beütemoztük. (i, n) jelenLi az n (záró) esemény­
LPn ve(!zőrl/1 IP\'Plrnnységr-kr I.



5. táblázat
- ------ - ---------- ----------------------------

i, j Egyéb feltétel

---- - - -,--
k' kmin [M;j(t}, Cfj, za(t)]

-.- ~ - -i----------

k'Mij(t)

, k' k' a k' -k' k'mm [Mu(t) - eu: z (t) - ~íj; Cjj - C:.i}] R6(t) íl Q'(t)

r 1-1 k" /e"
le: ,E X11(t') = N tj,

l'=l
W'<k)

1-1 - ]
~ X71(t1

) < N?1
1'=1

------- ---------- ----- ---· ~

t < t1 vagy t, < l

Mk' za k1. ij(t) ;;;;; (t) < C:.ij

k~ . k' r.. a -k'C:.1j<mm[M,'j,Z (t),c11]

0 egyébként 
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Mivel minden tevékenység egyszer ütemezésre kerül (N~1, K( i, j) is véges),
ezért ez véges számú lépésben bekövetkezik. A kapott megoldás jóságát
az eddigi tapasztalatok is mutatják, erről az 5.-ben számolunk be röviden.

5. Gyakorlati tapasztalatok

Noha az ismertetett módszer a heurisztikus eljárások közé tartozik, a gya­
korlatban igen jól bevált és rendszeresen alkalmazzák nemcsak az építő­
iparban, hanem más területeken is.

A módszer hatékonyságát az okozza, hogy a gyakorlati életből vett szerve­
zetckre (építésvezetőség, kihelyezett munkahely, föépítésvezetőség, koordináló
vállalatok, stb.) épül és a tevékenységtípusok, valamint az algoritmus heurisz­
tikus lépései e szervezetek sajátosságait jól tükrözik. Különösen a tevékeny­
ségek megszakíthatósága, valamint a változtatható erőforrás intenzitás nagy­
ban növeli hatékonyságát más hasonló eljárásokhoz képest.

Össze is hasonlították más módszerekkel: a KGST Építésügyi Állandó
Bizottságában a csehszlovák delegáció kidolgozott egy közös számítási fel­
adatot. Ezzel több tagország 5 hasonló programjának hatékonyságát hasonlí­
tották össze. Itt az ERALL-eljárás bizonyult leghatékonyabbnak, amennyibon
átfutási ideje (Tn) 30 nappal rövidebb volt, mint a második legjobb programé.

A gyakorlati credrnénvek ről már 1iihh ismertetés és cikk ü, jelent meg
[4], (5], [6]. (7].

(Reérkrzeü: J.G(j.rJ, nooember /0.)

I 1:1 ll l:\ LO:\!

l. l{ELLEY, JAMES E. ,J 1i.: ( :,•iLiuul. l 'ul,11 l'l,inning 1.u1d ::Se!, dnlinp : rnat.homu: icu.l basi«.
Operut icnsHescarcb. l!H.iJ. 9j:l. pp. 2.'.H1-:,20.

2. SZABÓ, I.: Atlapoló t ovékenységt ípusok IH•zpksc· u, h1í.iót cchnikai ül,-moző el júrúsokbun.
Informéció-cElekt.roniku, ID(i9. 4. HZ. >:07- :112. ,,.

3. SZABÓ, I.: Az EHALL-2 ,·lj,:í,ní:s mut r murikui ldrúPn. Infcumáció J<:lnklronil-:n Jrl(i7.
2. sz. 98-102. 0.

4. PVC gytíregység-bfívíLés bcruháv.us! l<:v0konysúg-ok EHALL-2 módsvorrol számított,
koordinricióa JJ!'0/2Tf.lrnju J - JJ JT I. (n11dnpcsL - Knv.incbn.rciku, I \l(ií GR.) BVI<­
ÉM. SZAM.GE.l'.

5. ,,Rálókrvozési módszerek.". (4., fi .. (\. f'oj<'ZPI: l•:r,'\fornis 1dlnk1íei<ís módsvorok. Az
'E;RALL-módszor. Gyakorlat L I u.puH1/.I ulat.olc. I G8 - 2:l2.) B11dapc,;I, I !)GS. Ors:oígoH
Ugvvitelgéposltési Fl'I i'1gy\·l1,1.

6. SZABÓ, I.- SZOLNOKY, A.: Az úpíLőip>1ri l01·nll'l/·HHz<wvuzús húlót.cchnikű.n alapuló lllÓd.
szereinek 11166. évi tupusvt ulat ai. H11d111>0HL, 19ti7. l~M, RZAM<ntl'. ,

7. SzAHÓ, J. - SzoLNOKY, A.: Hál◄1L1·1:hnilrn i rn.-ldAz1•1·,·k n 1ryn.lrnrlnlbn.11. 1Vlag,vn ,. l~píUí­
ipar: I !lfl7. 7. !'<7.. 4 2rl 4:l:l. o.

Tl-JI,; 1rn,Al,L-:< Nl•:TWOl.tK ALUOIU.THM

Tho introductory port.ion or: I li1J .ut.iclo /)l'ovidoH roforoncen and j11i:;Lifie1iLiun ul' wh-,:
the heuristicnl algoriLhms, ono of whid1 is tho 1,:JtALL-2, aro gonorn,lly applied in rnodorn
network procedures which deal with the allocation or rnsourcos. Following this, it eon­
taiHs tL short doscripLion of tho matherno,Lieu,I foundation of tho notwork lccl,niquo, intro­
duces the concept of overlapping, and Lhon Lho malhcma(,ioal mo11ol of Lhe problem is
constructed, and Lhe 1,ask its lf defined. Hern t,ho arLiele discus~•Js certain special acti­
vities handled hy the modul (nonna.l, colwn•nl., ~nriPR, altcrnat,ivo, lrneping on-t.he-spoL),
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constraints and variables of the problem, its paramotcos, and certain special stipulations
(uninterruptable or immediate activities, assumptions dependent on time), and here it
gives the method for calculating the time data also needed for the classic CPM technique
(based on the values already given).

In solving the problem, the detailed mathematical description of the ERALL-2 algo­
rit.hm is given in 1,he next chapter, where we can find the method of allocation and
sched uling.

Tho conclusion eontains a brief review on the study of tho offect.ivity of the procedure,
,mr! on the oxporienoos gained with it so far. The reference list contains previous reports
011 the procedure and 011 prat ical results already published.

AJlí'OPl1TM CETEBOíl TEXHvll-{l1: 3PAJlJl-2

BnO/.l,fü\51 'laCTb CTaTbH noxasusaer H OÓ5lCH5)eT TOT, 'iTO 13 c01,peMCHHblX MeTo)l,ax CCTCBOH
TCXHl-lhl1, l(OTOpb!C 3élHH~\él!OTC5l pacnpCACJ!CIH!CM, Ta!{T!-lpOBaHHCM HCTO'IHHl{OB, COOTBCTCTB)'IO­
ruux ;,eHCTBHflM, l104CJI\Y 11pHMCH51IOTC51 0Őb!4HO reypMCTH4CC!{HC arrrcpa'rau, K l{OTOpb!M
OTHOCHTCfl 11 3PAnJl-2. ,aan1,we paöora naer l(paTI<OC onacannc MaTeMaTl!4CCl{HX OCHOB CCTC·
llOH TCXHHl{H, BBO/\HT nOH51THC nepexpurnn 11 flOCJJC sroro COCTaBJl5lCTC5l MélTCMaTH'ICCKa51
MO/.(eJ11, 3ap_at1M H O(jJOj)MJ15lCTC5l sanaua. 3p_ecb 3élHHMaCTC5l CT3TMI HCl{OTOpblMH oco6eHHblMH
THflélMl1 AC5lTCJlbHOCTCh, J{OTOpb!C BKJll04310TC5l B MOACJ1b, orpaHH'ICHH5lMH, nepeMCHHblMH
33/~a'lH, rrapaaerparan 11 T8101<C HCKOTOpb!MH OCOÚCl-ll·lblMH orpallll'-JCHH5lMH (nesrrensnocra,
l{OTOJ)blC HCJ!b351 ncpepunars HJ1H HCMC/~JJ€HHO 1-13/\0 npononxcars, orpaHH4CHH51, 3aBHC51ll.lHCCJ'l
OT llfJCMCIIH), Ji 3).\CCJ, p_aeT MCTOA Bbl'IIICJICIHl51 HY)!Ofü!X A3HHblX BJlCMCHH, rcoropue HY)l<Hbl H K
l{JILICC!l4CCl{Oi1 TCXIIJIKC KpHTH4CC!(OIÍ ny'nr (no sapaxce 3a/~8HHblM BCJJH41-1HaM),

np1-1 pcwe!:ii·ICM '.l3)\il'IH, noapoönoe MaTC)l-13TH'!CCl<OC OllHC,IHHC aJlí'OjJI-IT/,18 3PAJIJ1-2 naercs
B CJ!C/lYIOU.\CM mane, rne Mb! HaXOAHM MCTOA BblnOJJHeHirn pacnpene.nenun H Tal{THponaHH51 BO
npCMCIIII, rpyn11HpOBaI·IHO no OT,'\CJlbHblMH THllilMII /~C5lTCJ1bHOCTCH.

<l)OpMyJJbl 11<1!1\C ncero conpOBO)!(/VIJOTC.51 1(0p0Tl(HM OfrbHCIJCHl-!CM, OCOÓCHHO OTHOCHTCJlbHO
HCl,OTOpblM !IOllbJM IWH51Tl-15lM.

B 3;urn10,1e1mc l,OpOTKO onncunaercs HCflh!TilHHC 31Jtj)Cl{'J'J1lJHOCTH MeTO/_\a H 1-!MCIOUIHHC,1
Ollh[T HCllbITMlll51, a B, CflHCl(C JIIITCpaTyp1,1 HaXOA5lTC~ C OAHOJ1 croponu Y)l(C HMCIOU)HCCfl
OíIHCilHHH MCTO/U.\, a e ,upyroií CTOpOHhl CíIHCOI( J11ITCf);rryp1,1 onyűnnxonauuux pC3Yl1bTaTOB
npi11(Tl-!!(II.


