GLATTFELDER PETER — VAczr PAL

kigy algoritmus input-output sémak elGrebecslésének
korrekeidjara

Az ut6bbi néhdny évben viligszerte szamos cikk, tanulmany jelent meg
az input-output tablak, ezeken beliil is alapvetGen a koefficiensek el8rejelzése
targyaban.t

A nagyfoka érdeklddést a kozép- és hosszitavi tervezés matematikai méod-
szereinek eltérbe keriilése indokolja, valamint az a kériilmény, hogy az input-
output tdblakat ma mar nemcsak elemzési célra hasznaljik, hanem azok alap-
koveivé valtak egy sor olyan (példaul optimalizélisi) modellnek, melyekkel
az eldrejelzés illetve a tervezés tovabb finomithaté, ujabb oldalakrdl koze-
lithetd.

Az input-output analizissel kapesolatban a leggyakoribb a brutté és a netto
output-vektoroknak, valamint a technoldégiai matrix elemeinek a vizsgdlata.
A folyé tervezés egyik alapkérdése, hogy mekkora dgazati ossztermelés (brutté
output) sziikséges a nemtermelé fogyasztas, vagyis a netté output kiboesdta-
sihoz a kozvetlen és a kozvetett raforditasok figyelembevételével, hogyha
ismeretes (vagy elére meghatarozott) a netté output tervévi volumene és
osszetétele. A valaszt kozismert mdédon a raforditdsi szerkezet, a technikai
fejlédés addigi vAltozésa is befolyasolja és igy a jol ismert

X=AX +Y

osszefiiggéshen az Y vektort tekintjik adottnak, az X vektort és az A matrixot
pedig ismeretlennek. Az is elGfordul, hogy az Y-ra nyert eldrejelzéseinket
éppoly pontatlannak tekintjiik, mint az alaposszefiiggés mdasik két osszetevijét,
s fgy mindhdrom tényeziGt ismeretlenként kell kezelni. Dolgozatunk alapkérdé-
s6t tehat az egyedi becslések konzisztencidjanak biztositdsa jelenti, vagyis egy
olyan eljaras kidolgozdsa, amely ezeknek a beesléseknek egy, a Leontief-féle
alapegyenletet is kielégitd korrekeidjit szolgdltatja. Feltételezziik, hogy ren-
delkezésiinkre dllanak az elézéek sorin kapott A’, Y és X' elSrebecslések,
s keressiik az ezekhez legkozelebbi A-t, Y-t és X-et, melyekre mér fenndall
az X = AX + Y oOsszefuggés. A tovabbiakban ennek a feladatnak a meg-
oldésdra adunk egy numerikus algoritmust.

Tegyiik fel, hogy A,(t), Ay(t), Ay(t) .. . A () kétindexes tenzor-skalar,
Xy(1), Xo(t), X4() . . . X,(t) vektor-skalar fiiggvényértékeit — t, (k= 1,2...m)
pontokban ismert matrixok illetve vektorok és eleget tesznek az

' Lésd példaul [37], [5].

I Szigma
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Fi[Ay(2), Ag(t), - All) 5 Xy(8). Xo(t) ... X(8)] — 0
FolAy(0), AglD), - A5 Xylt), Xolt) .. Xo(t)] = 0
FolA(2), Ay(l), ... Al) ;5 Xy(2), Xo(2) ... X(8)] = O
p>0,7r>0,8>0,r4s8>1
feltételeknek. Meghatérozandok e tenzor-skalar illetve vektor-skalir fiiggvé-
nyek extrapolalt (interpoldlt) értékei a ¢ — ¢, pontban.

Nevezziik az ilyen tipusa feladatokat feltételes vektor illetve tenzor extra-
polacidés (interpoliciés) feladatnak, vagy roviden feltételes extrapolicionak
(interpoldcionak). A dolgozat keretében a feltételes extrapoléceid (interpolacid)
altalinos elméletével nem foglalkozunk, esupén a dolgozathan felhasznalasra ke-
riilG extrapoldcids feladat kapesan mutatunk lehetséges megoldasi médszereket.

A konkrét esetben r =1, s =2, p= 1.

Legven

Fi[A(8), X,(1), Xo(0)] = Ay(t) Xy(2) Xo(t) 0

Alkalmazzuk az

Ay(t) = A1)

X, () = X(¢t)

Xq(t) = X (t)
jeloléseket, s jeloljitk a tenzor- illetve vektorkomponenseket a megfelels kis-
betfikkel.

Feladatunk az A({,), X(¢,) és Y(t,) matrix illetve vektorok meghatirozisa
agy, hogy
(X.1) - A(L,) X(ty) = Y(t,)
teljesiiljon, ahol ¢, valamilyen,a ¢;,4,,. .. ¢ L, alappontoktol kiilonhozé (idG-)pont.
Egy lchctsweh megoldds a kovetkezs. Hatdrozzuk meg az z,(t,) és y(t,)

\(kt01— 1lchw az a;(t,) matrixelemeket legjobban kozelité /(¢ 3 yi'(ty) (-,s
a;;(t,) vektor- illetve matrixelemeket az ismert (), 1/,(!,,) ,/(t,‘) (Ic .
=1,2,...m) vektor- illetve matrixelemek surftuorréwl valamilyen skalar
extrapolac 1és mddszerrel. Ha az fgy nyert X'(¢,), Y'(t, ) illetve A’(,) kielégitik
(1.1)-et, akkor a feladatot megoldottnak u*kmthotjuk cgyébként ()lyun meg-
oldast kell keresniink, melyre (1.1) teljesiil, de j(’)l kozeliti a vesszével jelolt
értékeket is. Gyakran el6fordul, hogy az X'(t,), Y'({,) vektorok illetve A'(t,)
matrix valamelyikét kételezéen el kell fogadni, ezért a gyvakorlatban a foladat
aldbhbi részfeladatainak megolddsa vilhat sziikségessé:

a) az elrebecsiilt X(t,), Y({,) és A(t,) viltozdk egvike sem rogzitett.
b) Y(t,) = Y'(t,); Y’ mgzit(tt
c) X(t,) = X'(t;); X' rogzitett;
d) A(t) '(fq): A’ rogzitett.
A tovabbiakban a vektorok és matrixok ¢, argumentumait elhagyjuk. Vezessiik
be a kovetkezi jeloléseket:
H(AA') = 3 (4 — ay)
ij
HX, X)= 3 (@, — 2iy*

Ho (YY) == 2} (, y;)‘-’



INPUT-OUTPUT SEMAK BLOREBECSLESE 167

Vizsgaljuk ezutén kilon-kiilon az el6zdekben jellemzett négy esetet.

a) Konnyen belathatd, hogy az X', V' és A’ eldrebecsléseket jol kozelitd,
(1.1)-nek eleget tevé komponensek meghatarozasa az alibbi szélsGérték
szamitasi feladatra vezet:

H = H(A A) + HyX, X') + Hy(AX, ¥’') — minimum !

A megoldhatosiy szitkséges éx csetiinkben elégséges feltétele is, hogy

1 oH ; , :

28 a3 aymm, Y = 0

2 oy, i

1 (}1/ s ; j

&, Ty + X oy Dy - 2 Gy =0
2 f).l',_v i / i

teljesiiljon. Megoldandd tehat az
(I.a.1) AE + XQOX) = A"+ Y'QOX
(1.a.2) (E + ATA) X —"X" 1 ATY"

vektor-matrix egvenletrendszer, ahol AT-vel az A matrix transzponaltjit

jeloltik, a O ])((htr a vektorok diadikus szorzatdnak miveleti jele.
Az (1.a.1), (1.a.2) egyenletek iterativ eljardssal oldhaték meg. Az iteraciéra

az elGzondl alkalmasabb alak:
(1.a.3) X = (E4 ATA) (X' 4+ AT Y")
' o o 1 2
(1.a.4) A-(A4YOX)IE : X0O0X
b+ & X
Az utdbbi egyenlet levezetésénél felhaszndltuk azt a matrix-elméleti azonossi-
got, amely szerint az invertilandd

R S+ VOW

maltrix inverze
I

1.a.5 R S Sy O WS
e 1+ (WS 1Y) &

alakba irhato, feltéve, hogy az S matrix is invertalhaté; (L. pl. [1].)
Az (1.a.3) - (l.a.4) egy vnlt-tcl\kol definialt iterdcids el]axﬁq a kisérletl szami-
tasok soran gyors konver venciat eredményezett.

b) Ebben az esetben, vagyis amikor az Y rogzitett, a szélsGértékszamitisi
feladatot A ~'-re célszerii felirni, mivel, mint latni fogjuk, A kiszdmitésa igv
kiilonosen egyszeriivé valik. Keressiik tehat a

H- H (A LAY - H(A1T Y, X') -+ minimum!
szélsGérték szamitdsi feladat megoldéasat. Képezve a parcidlis derivaltakat,
1 ol

2 dar?

1 ’ ) § Al 1 ’ ’ ’ p ’ -
Ay Qpr = 24 (l‘kj 7/] Yr Ty Yy - 0
J

llt
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adodik, ami atrendezve illetve matrix-szimbolumokkal felirva azt jelenti,
hogy az

(1.b.1) A7l AT LAY QY - X' QY =0

egyenletet kell megoldanunk. Szorozzuk (1.b.1)-et balrél A-val és rendezaziik
az egvenletet, aminek eredményeként az

AAT - X' QY)=E+ Y QY
osszefiiggéshez jutunk. Ebbol (1.a.5) felhaszndlasival kapjuk a keresett ered-
ményt, a korrigalt A matrixot:
'l 7/ ’ ’v
————X"OQY'A
14 Y'A'X’

Ezutan az X vektor meghatarozisa az (1.1) alapjan méar egyszer feladat.

(1.b.2) A-ELYOY)A|E

¢) Most az X elGrebecsiilt értékét tekintjitk konstans vektornak és olyan
A matrixot illetve Y vektort akarunk meghatarozni, amelyek kielégitik (1.1)-et
és ugyanakkor A’-t6] illetve 17-t6] valé eltérésitk minimdlis. Vagyis a

H— H (A A)+ Hy(A X', Y') > minimum!

feladatot kell megoldanunk. EbbSl a megfelels derivalas utan az

l 811 ’ Al Y P 4 ’
= pp G _\_, @y Txy — Yy @ — 0
2 1]0,\,, /

azaz
A—A+AXOX -Y OX =0

s

formuldhoz jutunk, melybdl (1.a.5) felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

(1.c.1) A-@WHIOX)(E ]'\,Yz\"o X’
o I V' AX)OX
LAk YR

ami mar a keresett megoldis. Az V vektor mechatarozisa ugyancsak az (1.1)
alapjan torténik.

d) Abban az esethen, ha az A-ra vonatkozd elérejelzést rogzitjitk, akkor
az X meghatirozisira szolgdld szélsGértékieladat

H — Hy(X, X') + HyA’" X, Y’) — minimum!
amelvnek megoldisihoz az
1 oH )
. . v 7 v ! 4 . Al { 4 - *
B T x Y ag, _} ;) 2, iy y; = 0
2: ow;; i b i
egvenlet, azaz

X—-—X'+ATAX —-ATY =0
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kell hogy teljesiiljon. Ebbdl
(1.d.1) X=(E+ATA)y (X +ATY)

Az Y vektor meghatdrozasa itt is az (1.1) felhasznaldsdval torténhet.

Ha a fenti eredményeket input-output szdmitdsokban akarjuk alkalmazni,
az A matrix szerepét értelemszertien az E — A matrix veszi 4t.

Megemlitendd, hogy az input-output analizis egyik alapkikotése a techno-
l6giai koefficiens-matrix nem negativitdsa. Ezzel a kérdéssel az algoritmus
kidolgozdsanal nem foglalkoztunk, 1évén, hogy az dgazati kapesolati mérlegek
elérebecslésére val6 alkalmazdst amiigy is csak mint specidlis esetet tekin-
tettiilk. Az egyes fajlagos mutaték idSbeli monoton csikkenése kozismert
jelenség, s a trendszdmitds eszkozei mellett egy id§ milva ezek az értékek
feltétleniil nem-pozitivva kell hogy véljanak. A kozgazdasigi gyakorlat ez
esethen negativ koefficiensek helyett zéréval szokott operdlni.

Bgy numerilus alkalmazds

Példink realitdsa érdekében a KSH illetve az OAH 19591966 évekre
késziilt 15 szektoros védltozatlan dras (1965) nettdsitott és azonos szerkezetre
hozott dgazati kapcesolati mérlegeibél indultunk ki.2

Kzt a mérlegsort vontuk dssze 5 x 5-6s méret(ivé (ipar, épitipar, mezbgazda-
sdg, kozlekedés, kereskedelem) s az fgy nyert brutté és netté outputokat,
valamint technolégiai matrixokat extrapoldltuk. Az el6rebecslés ,ex post”
jellegii volt, vagyis az 1959—65-Gs adatok alapjin tortént 1966-ra. (Mely évre
tehat tényadatunk is volt.) Az alapadatok prognézisa linedris és exponencidlis
trendek alapjin tortént, s lévén, hogy mind az elérejelzésck, mind pedig azok
konzisztencidjdnak biztositdsa vonatkozdsdban egyméshoz igen kizel 4116
eredményt kaptunk, itt csupdn a linedris elérejelzés ercdményét ismertet-
jik.

Brutté termelés (X) 1966-ban (1965-6s dron)

m Ft

Tineilaan ’ Feltételesen extrapolalt

Agazat Tényadat extrapoldlt ahTh — roguftett A

Ipar 206 418 297 233 296 R44 295 358 - 296 817
pitéipar 44 964 42 371 42431 41 862 42 431
Mez8gazdashg 78 346 74 495 74 337 74 156 74 324
Kézlekedés 23 497 23 767 23 929 23 856 23 934
Kereskedelem | 21173 | 21 598 | 21 521 21 201 21 517

* Az alapadatok ebben a formdban megtaldlbaték [7]-ben. A ezéban forgd okono-
metriai modell koefficienseinek elérebecslési, pontosabban konzisztencia-keresési méd-
szertana nem azonos az itt ismertetésre keriilé eljdrdssal.
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Nett6é outputok (¥) 1966-ban (1965-6s dron)

m Ft
| ‘ LineArisan b‘eltételwn extmpolélt
Agazat | Tényadat bty T T 0
: o | extiapoldle [ iteralt { tlig'l(tett X B régz(tert,i A
Ipar ! 154 763 J' 160 936 1 161 574 161 845 161 619
Epitéipar ! 37 625 33 864 34 061 34 010 34 080
Mezbégazdasag i 28 816 ‘ 26 250 l 26 607 26 680 26 635
Kozlekedés 7195 7991 | 7 074 7 809 7 984
Kereskedelem l 15011 15 294 i 5 463 15 529 15 476
Ipar fajlagos (hazai) anyagfelhaszndlisa (A) 1966-ban (1965. évi dron)
S s —w| A BIRAT N Fel%mlw«m thmpolélti_— L
t Tényadat Extrapoldlt [
S ‘ i e L xwrélt I mg'lftett X l rdgzm.u. ¥
e *"T el PRESEEES 1 s
[par I 0,3489 0,3324 ‘ 0,3326 0,3327 0,3367
pitSipar ! 0,0106 1 0,0142 ’ 0,0143 0,0142 0,0137
Mezbgazdasig 0,0870 | 0,0885 I 0,0887 0,0887 0,091)
Kozlekedés ' 0,0203 0,0195 0,0195 0,0195 0,0204
Kereskedelem | 0,0123 { 0,0129 ‘ 0,0130 ’ 0,0130 0,0129
Epitdipar fajlagos (hazai) anyagfelhasznialsa (A) 1966-ban (1965. évi dron)
3 ? mm&@h extrapoldlt
Agazat Tényadat 1 Extrapolalt i S i e
j itordlt ‘ rogzitett X f rogzitett 1
iy ol -t s e xS
}:pm' | 0,3900 | 0,3869 0,3865 ! 0,3869 ! 0,2725
}p(t:’Sipar 0,0217 0,0178 | 0,0178 | 0,0178 | 0,0160
l\!ezogazdaség 0,0070 | 0,0000 0,0011 0,0000 0,0000
Kozlekedés 0,0859 | 0,0856 0,0856 | 0,0856 0,0843
Kereskedelem 0,0176 0,0144 0,0141 i 0,0144 | 0,0135
|
Mez6gazdasig fajlagos (hazai) anyagfelhaszndlisa (A) 1966-ban (1965-6s dron)
= e | i Feltételesen Mtrupu.l;sit;
Agazat Tényadat | Exteapollt | T
i i | i | iterdlt ’ rdg'/it«tt X ! rogaitett ¥
— | L - | s S
lIépal‘ | 0,1483 0,1459 ’ 0,1460 [ 0,1460 } 0,1414
pitdipar 0,0109 00117 0,0117 | 0,0117 0,0111
Mezdgazdasig | 0,205 0,2827 \ 0,2827 |  0,2827 0,2815
Kézlekedés i 0,0020 0,0021 | 0,0021 | 0,002] 0,0018
Kereskedelem 0,0158 | 0,0156 |

0,0157 | 0.0157 ’ 0,0153
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Kozlekedés fajlagos (hazai) anyagfelhasznéldsa (A) 1966-ban (1965-6s dron)

| Feltételesen extrapolalt

Agazat i Tényadat ‘ Bxtrapoldlt |~ T
! } iteralt rogzitett X l régafitett ¥
|
Ipar ’ 0,2810 ' 0,2853 ’ 0,2853 0,2854 L 0,2723
E'[pft('iipar 0,0710 i 0,0797 0,0797 0,0797 i 0,0783
Mezdégazdasag 0,0079 0,0111 0,0112 0,0112 | 0,0073
Kozlekedés 0,0135 ’ 0,0264 0,0264 i 0,0264 l‘ 0,0251
Kereskedelem 0,0125 1 0,0108 0,0108 0,0108 | 0,0100

Kereskedelem fajlagos (hazai) anyagfelhasznaldsa (A) 1966-ban (1965-Gs 4ron)

7777777\
1

| Feltételesen extrapolélt

|
Agazat | Tényadat i Extrapol alt (o
‘ i | iterdlt l rogzitett X | roguitett ¥
Ipar | 0,1167 0,1132 l 0,1132 I 0,1132 0,1124
Epitsipar 0,0324 0,0282 0,0282 0,0282 0,0281
Mezbégazdasig 0,0042 0,0055 ( 0,0055 0,0055 0,00583
Koézlekedés ! 0,2802 0,2663 0,2663 0,2663 ‘ 0,2662
Kereskedelem { 0,0082 0,0079 0,0079 0,0079 0,0078

Mint lathaté, a feltételesen extrapolalt értékek, vagyis melyek az
X = AX + Y egyenletnek is eleget tesznek, igen kozel dllnak az egyedileg
beesiilt értékekhez. Tapasztalatunk szerint a legjobb kozelitést 4ltaliban az
iterdlt, a legrosszabbat pedig a rogzitett ¥-nal torténé szdmités adja. A tény-
adatoktdl vald eltérés, a szérds nagysigrendje a feltételesen extrapolalt érté-
kekre dltaldban nem rosszabb, mint az egyszer(i becslés esetében.

( Beérkezett: 1970. mdjus 15.)
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AN ALGORITHM FOR THE CORRECTION OF THIE FORECAST
OF INPUT-OUTPUT SCHEMES

In this paper the authors try to find a solution to the following problem.

Let us assume the vectors X’ and Y’ (originating mainly from estimates), as well
as the matrix A’ given and let us determine the vectors X, ¥, and the matrix A in a way
hat the equation

AX =¥

should be satisfied and that the sum of the component’s square in the differences
A’ — A, X’ — X and Y’ — Y should be minimum. The main result of the paper is an
iterative procedure, solving the non-linear simultancous equations equivalent to the
above-mentioned extremum problem. Although there is no theoretical convergence proof
in the paper, the procedure proved convergent when applied to practical numerical
problems. The authors deal also with a special caso of the problem, i.e. with the appli-
cability in the input-output analysis, for which the solution can be written down oxpli-
citly.

AJITOPUTM [J151 KOPPEKLIMU NTPEBAPUTEJIbHBIX OLIEHOK INPUT—-OUTPU'T
CXEM

B Hactosielt pafore aBTopbl MILYT PEIIeHHe cjeaylomeH podnempr: Iycrb ganst (06niuno
[0JIyuaioTest U3 oLeHOK) Bektopnl X/ 1 Y7/, marpuua A/, w onpeenum sextopnt X, Y 1 matpHiy
A raxem 06pazom, 4T0OBI BBITOJHSJIOCH YPasHEHHE

AX =¥

H uroCbl CyMMa KBAJIPATOB KOMIIOHCHTOB pasnun A’— A, X' X n ¥ Y Onia MHHUMASIBHAS
I'JapHBiM Pe3yJbTaToOM PaloThl SIBJISICTCS HTCPATHEHBIT MCTOJI, € TIOMOMELIO KOTOPOI0 dBTOPLI
PELIAT HEJIMHCHHYIO CHCTEMY YPABHCHHH, DKBHBAJCHTHYIO YIIOMSIHYTOH 9KCTPEMANbHON 3a-
jnauer. Xorsi B paCore He 10CTAaRJICHA NPHHUHIHAJILHAS KPUTEPUSI KOHBEPI¢HIUMH B ClIyuac
HIPAKTHYCCKHX HYMEPHYCCKHX 3aJ1a4 MCTOJL Ka3aJioCh CXOAHMBIM. ABTOPBLI 3aHHMAI0TCS1 0COOEH-
HBIM CAyuaeM NpoCiieMpl, BOSMOXHOCTLIO ynoTpefuenust B input-—output ananuse, pemenne
KOTOPOT0 MOXXHO HATIMCATL B SIBHOM BHJIC. i



