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Lineáris programozás több paraméterrel a jobb oldalon 
vagy a célfüggvény-koefficiensekben 

E dolgozatunkban célul tűztük ki a többparaméteres lineáris· programozas1
föladat egy megoldási módszerének megadását, amely numerikus megoldásra
alkalmas és gépi programozáshoz is alapot szolgáltathat.

I. A többparaméteres johboldal esete 

I. l. " ?8=M•é 5 > 5 36z =6=•5 >3áÍ =s 

Keresendő a

(I.], ) J g H = 1 { 

fiiggvény maximuma az

(l.l,2) 

-hO J ,:3)

A::e = Me +Ji')., 

Ö~Ög 1 

feltételek mellett, ahol .A Dn (a\ ... , ~ö11) = (aiJ) egy m X P mátrix, cT = (cv 
sss ] 8]Pa] ú e -= (bf, ... , M;]08 konstans vektorok. Megköveteljük, hogy 5 < P 
Ö • A S55CüHN) m legyen. }, = ().) N OOO N " 8)T vektorpararnétor, Ji' = mS4a adott
5] X Í mátrix. A mn.ximáiás az W vektorra történik.

A jobb oldali vektor· számára bevezetjük az alábbi rövidített jelölést:

( r. ?N. J 

Jelöljük l-= {i:i --=I, ... , m}, 0 = wüÖü = 1, ... , n}. Tetszőleges, az A 
3 á ?S~½ ai., .... aJ,,,. osxlopvektorai által alkotott bázis esetén a e=[j) N • • • ,.J111] 

halmazt a bá:,;i;; indexnek nevezzük. A bázismát.rixra a pB = iai», ... , >45 a 
jelölést használjuk. Minthogy ZCB reguláris mátrix, létezik a 3BáZ = (0A1,

... , 0A111) inverz mátrix. Legyen 30Z y 0 az összes bázisváltozó indexének a
hulmnza, QJC e 0 pedig az összes nem bázis változó indexének a halmaza.
Természetesen y2) ua.; ( = 0 és ő0Z 5 V ( = 0. Jelöljük továbbá 'P =
{ k: · áí] I, ... , s }-el az összes paraméter indexének a halmazát.

A OB bázishoz tartozó szimplex táblát a következő módon írjuk fel:

(l.1,5)

{l.1,6) 

ahol

z F acT2; = � ?g" F <- JN 

T" W = 7züéÜ~ F TMe] 

..j Szigrna
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(I.1,7)

(I.1,8)

( 1.1,9)

Qb(),) = TMe + ° v 0ss = QB-ZMm0ssa] 

pMm"a = (0bl(J..), . - . , 0M111ma~aanés 
QCT = CT 0" á CT 9pT = CT pZZZ s]]m]ú]a = ('T pMe mA é mA Ü ö✓ I(! • 

Itt c0 n, bázisvektorok indcxoihcz tartozó célfüggvény együtthatók által al
kotott vektort jelenti.

Tetszőleges rögzített 0ss E \ Í vektor esetén az (I.1,1) - (I.1,3) föladat a
szimplex módszerrel megoldható. Ebben a cikkben a célfüggvény optimális
értékét mint n, } vektor-paraméter függvényét fogjuk vizsgá.lni, mégpedig
azokra 1t pararnótcrértúkekre, amelyekre

(J.1,10) Q).::;; cl. 

Itt G = (gii,) konstans r x 8 mátrix, d = (d1, •.• , d,)1' konstans vektor. Azok
nak a ) E - Í vektoroknak ,L halrnazú.t, arnclvck (l.1,10)-ct kielégítik, M-mel
fogjuk jelölni.

Célun knak n, követ.kcző feladat megoldását toki ntj ük: l. Határozzu k meg
a ). vektorpararnétcrck azon Am e M ta.rtomá.nyá.t, melyre fonnáJJ,hogy minden
). E/( vektorra az (I.l,J) - (Ll,:3) loladatnuk létezik végcfi optimális meg
oldása,}. E .ZZ á uO esetén viszont a7, (J.J,l) - (J.1,3) Ieladutnak nincs végefi
optimális megoldása. 2. Találjunk véges sok nem üres : 3]] sss ] : 3]] tartományt

p 
a;,;;,;al ti tulajclorn,ággcd, hogy U _é3· = Q] <ifi minden /e = l, . , ? esetén

I< I
létezik olva.n 1 ·B bázis, hogy tetszőleges " E } 3]s voktorra ú B az (l.1,1) - (I.1,3)
feladatnak opt.imá.lis báz isa. :t Írjuk le a 0'/J()), z\~~Jx().) függvényeket minden
N

T
]s tartománvon.

L 2. " + >•>?y3S4Pí 8]4ó · 4fÍ öé ö3•3.3 

ZsC]Zs öé ö3•ú Tegyük fol, hogy egy bizonyos ÜsT E •Sa5 vektorra létezik a,,;
(Ll,l) - (I.1,3) feladat véges maximuma. l~kkor tetszőleges }, E 00Z~- Í vok
torra vagy létezik az (1.1,l) - (J.1,3) íoludat véges optirnri.lis megoldása, vagy
,1, feladatnak nincs megengedett mcgold{u-m.

B4+=PÍüí öáÍú Kéazítsük cl az (J.l,l) - (1.1,3) fcladab du,Uis(1,t:

(J. 2, l) 

lcltévc, hog_v

( I. 2,2)

Abból ,1, lcltcvósből, hogy }.0-riL létezik az adott fcludat »ptimuma, a duu.litáai
tétel szcriut. következik, hogy lm ). =- ).0, akkor ,1,z ( 1.2;]) - (l.2,2) foladut
n.i.k is létcz ik egy � 0 E /,)"' megengedett rnegoldúsrL. Mivel a,,,; (1.2,2) feltétel
rendszer nem függ )-túl, 'tl0 a,z ( I. 2,]) - ( I. 2, 2) feladat megengedett rnogol
dása tetszőleges }, E /C5 vektorra, Mm,t a;,; ( 1.2,1) - ( 1.2,2) folada,tra mjnt,
prim{dra a,lkidmazvn, a dualitás tdclt tctszc'.íleges }. E M efoetén, nyerjük a;,;
r. 2. l. t6tcl Oy lí tását-.

•sC]Zs y3S4Pí~ 4ó ú \1inclazolrnt ,L ). E JVl e IC-~ vektorokat, amelyekre létczjk
,1,;,; (T. l, l) (l.1.3) föladat véges optimális megoldása, megengedett vektor-
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paramétereknek nevezzük. Az összes megengedett vektorparaméter zárt
tartományát K-val fogjuk jelölni.

' 3\üw\ V+é Íú Ha legalább egy ). E ZZZ vektorra létezik egy véges optimális
megoldás, akkor az I.2,1. tétel szerint Q azonos mindazon .:l EM vektorok
halmazával, melyekre az (I 1,1) - (I.1,3) feladatnak létezik megengedett
megoldása.

ZsCsCs öé ö3•ú Q konvex poliedrikus halmaz E8-ben.
B4+=PVí öá Íú Legyen \B valamely az " mátrix oszlopvektorai által alkotott

reguláris (m X m) mátrix. Azon " E - Í vektorok halmazát,1 amelyekre az
(I.1,1) - (I.1,3) feladatnak v B (primális) megengedett bázisa, az alábbi fel
tétellel adhatjuk meg:

(I.2,3) 2 B-Zb(),) > 0 ,

azaz

(I.2,4)

Az összes olyan " E - 5 vektor halmaza, amelyekre az (l.1,1) - (I.1,3) feladat
nak létezik megengedett bázisa, véges sok (I.2,4) típusú konvex poliedrikus
halmaz egyesítése. Ezt a halmazt Q 1-el jelöljük.

Megmutatjuk, hogy K1 konvex halmaz.
Legyen .A.1, " w E K1 két különböző vektor. Ekkor léteznek olyan WZ] WC E - p 

vektorok, hogy

" WZ = Me + v ]v ] 

(J.2,5) 

x1 > 0, Ww > 0.

Legyen • E (0, l) valós szám. .Ielöljük

ús81 = (l - /)x1 + öW2~ 

Jel= (J - t)}.I -/- 02.
(I.2,6)

( f.2,5)-Ml következik, hogy

(f.2, 7)
" W1 = h* + /?J.1, 

:.i.;'>O.

t<:z azt jelenti, hogy a }, = }.' vektorra :i:1 az (1.1,1) - (J..1,3) feladat meg
engedett megoldása, úgy hogy }.t E Q v 

A 1(1 e \ Í halmaz tehát konvex poliedrikus halmaz, mert konvex, és ki
lehet fejezni véges számú konvex poliedrikus halmaz egyesítéseként. Követ
kezésképpen um = J11 n Kt szintén konvex policdrikus halmaz." Qu.c.d.

ZsC]Xs öé ö3•ú Zmax(Jc) konkáv függvény a Q e v0! halmazon.
I~ tétel bizonyítását CHARNt~s és Coor un és később NYKOWSKI [25], [26]

közölték.

' Természetesen ez a halmaz üres is lehet.
'l:lallgatóla.gosan feltettük, hogy [( nem üres halmaz. Ekkor az ] .2, I. definícióhoz

fűzöt.t, megjegyzés miau írható 0O = 0NuK n. K,. A K = f} ,esr'f. énlnkU•IL,n, egyébként akkor
a tötol tr-ivié.lisnn igaz.

*e 
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ZsC]Cs y3S4Pí ~4ó ú A 3B bázist optimális bázisnak nevezzük, ha létezik olyan
). E K, melyre mA B primálisan és duálisan is megengedett.

' 3\ü3\ V+é Íú A 3B bázis primálisan megengedett, ha az (l.2,3) vagy (I.2,4)
feltétel teljesül, és duálisan megengedett, ha a

(I.2,8)

feltételt kielégíti.
Tetszőleges OB optimális bázishoz hozzárendelünk egy : 0 e Q zárt tarto

mányt, amelyet a

(l.2,9)

(I.2,10)

feltételekkel definiálunk. B3 tehát azon megengedett vcktorpararnóterek
halmaza, amelyekre ü B az (1.1.1) -- (J.1,3) föladat optimális bázisa.

usC]Xs y3S4Pí ~4ó ú Legyen 3]B és 0]ZX két különböző optimális bázis. Ha
1. létezik ).* EK úgy, hogy 3]B és ~]ÜX mindegyike a7, (I.1,1) - (Ll,3)

feladat optimális bizisa ). = ).* esetén, és
2. a � ]B bázisból a 0]B bázisba (vagy fordítva) át lehct_monni egy duális

szimplex algoritmus lépéssel,
akkor a 3]B és a TCB bázisokat szornazéd kízisoknak nevezzük.

ZsC]*s y344P4~4á ú Ha az BT] és _ T] tartományoknu.k megfelelő bázisok szom
széd bázisok, akkor az : 0, és : � ] ta.r-tornányokat azomszód turtomá.nyoknak
nevezzük.

A fonti dofiníciókból nyilvánvaló, hogy az BT] és : T] szomszéd tartomá
nyokra fennáll

(I.2,11)
I

•sC]*s •é ö3Aú Ha : 0, és : 3] szomszéd tartományok, akkor ,1,1 \ Í tér ellen-
tétes féltoreibon helyezkednek cl.

B4+=PVí öá Íú Jelöljük =]B és e,JJ-vcl a:,; 4öá3] és : ü ] tartományok hoz hozzá
rendelt optimális b(1zisokat. A mcgfcloló szimplex tr'd>lák:

(I.2,12)

(I.2,13)

3]" W = =]Süéas + 3]u0e] 

3] Bú ááá + -1- 3]~ú8 W = =]?np0]] -j- z(e,l,

=]" W = 3]?Ü] +- o,/J*.

Legyen 3]>;]0] a kulcselem (pivot) "':,; 3]" mátrixban a 3] 13 bázisból a 3]zX 
bázisba való átmenetnél. Ez az elem feltevés szerint negatív. Az ( l.2,13)
rendszer ·i0-ik sorát az (I.2,12) rendszer i0-ik sorának 3é>;]Z]á=• való osztásával
kapjuk." Ennélfogva

(I.2,14) sgn t>1b;J.A.) -= - san =]ú · (Jc)h ,,

3 Feltesszük, hogy a két rendszernél a sorok sorrendje ugyanaz, abban az értelemben,
hogy az egyik bázisból a másik bázisba vc1J6 átmenetnél nem kell 6ket átszámozni.
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minden }, E - Í · vektorra. Mivel ? E : 01 esetén 9 • M;]ma]a > 0, }, E : 0, esetén
pedig TCM;." a >- 0, azaz (l.2,14) szerint 01b;0(}c) :S: 0, megkaptuk a tétel állí
tását.

" + optimális bázisok halmazának szerkezetét. jól le lehet írni a gráfelmélet
segítségével. A továbbiakban az (8, ga szimbólum egy irányítatlan gráfot
fog jelenteni, ahol ! a csúcsok vagy másszóval csomópontok halmaza, ué 
pedig egy többrétű leképezés, amely minden 7 E S csomóponthoz a szornszé
dm, csomópontokat rendeli hozzá, azaz olyan csomókat, amelyeket e-val él
köt össze.

ZsC]cs y3S4Pí ~4ó ú " + (l.1,1) - (I.J,3) feladathoz hozzárendeljük a következő
(S, Fa gráfot:

1. " + (S, l') gráf minden csomópontja egy 3( KÜp1, ... ,jmJ halmaz," ahol
a, J;-k különböző pozitív egész számok, 1 :S: 0; ú!ú n. 

2. e E ! akkor és csak akkor, ha 0B az (1.1,1) - (I.1,3) feladat optimális
bázisa. 1

3. ei, (h E S, e1 # eC esetén 12C E l'(et) (egyúttal e1 E T(eCaa akkor és csak
.akkor, ha 0]B és 3]B szomszédok.

usC]cs öé ö3•ú Legyen Ü0] Ü]w E }( két tctsz őlcges megengedett vektorpara
méter és legyen e1 E S olyan, melyre i0 E R0,. Ekkor az (S, T) gráfban léte
zik olyan { Q1, ... , e"} út, hogy 0sw E : >· · 

B4+~5Íü� á Í ú Fejezzük ki parametrikusan a )1, },C pontokat összekötő sza
kaszt:

(J.2,15) )(t) =},I.+ t()C · áá }J), 

I( konvexitása miatt },(t) E K minden ö E [0, 1] értékre. }, helyébe a )(t) 
kifejezést helyettesítve a;1, (l.1,1) - (T.1,3) feladatban, egy egyparaméteres
Iincária progra,mozási feladatot ka.punk a ö paraméterrel. Elvégezzük e fel
adatra, u, 0 ~ ö úá 1 intervallumon 11 s;1,iszternatilrns parametrizációt úgy, hogy
,1 3] 1J bázisból k iindulvu folyamatosan átmegyünk további optimális bázisok
hoz ;.L duális szimplex algor.itmw-; segítségével. Eredményül egy olyan bázis
sorozatot fogunk kapni, amely megfelel a keresett útnak az (S, T) gráfban.

ZsCst s öé ö3•ú Legyen (80, ué0) az m, ] ga gráf egy tetszőleges komponense."
l~kkor fennáll U s: 3 = K. 

e ES,
n0]4]+=Pőí• •Í , ú Az cl6ző tételből közvetlenül következik :1z állítás.

! .3. 44 öö úM?>8>5 é ö383, ü=.0M =•y>•4 ő3· ö=8 Í+4Í+435 >•4· � Í ?>8>53 ö843á ~4=üá 5 >•~ 
5 á yÍ+383 8ös •4P3á8 4Í ?8=68>5 =+á ÍM>Í4 

Az J.2.G. tétel azt mutatja, hogy a7, J.l. szn.kaszban kitűzöt.t parametrikus
probléma megoldása tulajdonképpen a,7, (8, T) gráf egy tetszőleges (S0, I'0)
komponense összes csúcspontjának meghatározását jelenti.

Eo-y (}o E 8 szögpont választásával egyértelműen meghatározott az az
(80, ./'0) l ornponons, amelyre 3= E ST• Az (ST] TTa gráf összes csomópontjainak
meghatározására hatékony módszernek látszik a, következő algoritmus.

4 Különbövö csornólmak természetesen különböző m elemű halmazok felelnek meg.
5 Az, (8, I') gráf egy komponensén lelszőlcges olyan összefüggő részgráfot értünk,

amely nem részgráfja (S, I') más összefüggő részgráfjainak.
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I.3,1. Algoritmus az összefüggő (S0, I'0) gráf összes csomópontjának meqkere
sésére.

Az algoritmus során két jegyzéket konstruálunk, melyek egyike a már
megtalált csomópontok regisztrálására szolgál, a másik pedig az összes, az
előző jegyzékben még nem szereplő, szomszédos csomópontot tartalmazza.

A) Választunk egy r?o E S0 csomót.
B) Elkészítjük a

halmazokat (jegyzékeket).
0) Tegyük fel, hogy az algoritmus k-ik lépése során megkaptuk a r?,,_1

csomót és a V1c_1, W1c_1 jegyzékeket. Leírjuk most a (k + 1)-ik lépést:
C.l. Ha W1r-i = 0, akkor a7, eljárás véget ér mert az (S0, I'0) gráf összes

csomópontját feljegyeztük a V1c_1 jegyzékben ..
C.2. Ha W"_1 =/= 0, választunk egy (!" E W1c-i csomót. A választást

- amennyiben lehetséges - úgy végezzük, hogy (!Ir E W,,_1 n I'((!!c_1) Jegyen.
Egyébként arra törekszünk, hogy e,,_1 és e" minél közelebb legyenek egymás
hoz.

C.3. Elkészítjük a

(I.3,1,1) 

(I.3,1,2) 

v" = V1r_1 u {e"},

w1, = wl<-J. u F(c1r) - V1r 
halmazokat. Ezután áttérünk az algoritmus (le+ 2)-ik lépésére.

A fenti algoritmus véges számú lépésben célhoz vezet. Bizonyítása meg
található a [22] munkában.
I.3,2. Az algoritmus alkalmazása az adott problémára.
Lássuk, mit jelentenek az algoritmue egyes lépései az adott probléma

esetén.
Először egy bizonyos eo E S elemet kell meghatározni, ami azt jelenti,

hogy meg kell találni az (I.1,1) - (l.1,3) feladat egy optimális bázisát. Ezt
a következő módon fogjuk megtenni:

1 ° Meghatárnzzuk az

(I.3,2,1) 

(I.3,2,2) 

(I.3,2,2a)

Ax - J;'). = b*,

G). + 17 = d, 

X > 0, 1J ~ 0
rendszer egy (x0, J,0) megengedett megoldását. (). előjelhen nem korlátozott
változó.) Ha az (I.3,2,l) - (I.3,2,2) rendszernek nincs megoldása, akkor
I( = 0, és így nincs mit megoldani.

2° Az (I.1,1) - (T. l,3) feladatba a ). = ;,,o vektort holyettesítjük és meg
oldjuk '-"
(I.3,2,3) 

(I.3,2,4)

max z = cTx, 
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feladatot. Ha ennek a feladatnak nincs véges optimuma, akkor az I.2.1.
tétel szerint K = 0. Ellenkező esetben létezik az (I.3,2,3) - (I.3,2,4) feladat
nak egy optimális e,B bázisa, amely egyidejűleg az (I.1,1) - (I.1,3) feladat
optimális bázisa az I.2,2. definíció értelmében. Emellett },0 E Re, e K és
o-, az S halmaz keresett eleme.
~ · Bővebb magyarázatot igényel még a C.3. pont is.

Itt feltételeztük, hogy a lc-ik lépésben elkészítettük a Vk-l és Wk-I jegyzé
keket. A V1c-i jegyzék tartalmazza azon optimális bázisok (és megfelelő tar
tományok) indexeit, amelyeket már teljesen le tudunk írni. Ismerjük az
Be,, ... , R0._1

tartományok meghatározó feltételeit és a feladat megoldását
ezeken a tartományokon.

A W1c_1 jegyzék azon Re tartományok indexeit tartalmazza, amelyeknek
meghatároztuk a létezését az előző lépések folyamán, de nem ismerjük a
teljes leírásukat.

A (h E W"_1 elem választása után átmegyünk a Ok-,B bázisból a s-B bá
zisba. Megkapjuk a

s 
_J;1.1,a1JXJ - _J;ekf 1i },1 = e,bi,
JE} l=I 

(1.3,2,5)

s 
.J: Ok(l,m j X J - .J: 0'/ml A1 = e,bt,,
JE] l=I 

x1 ~ o, j EJ
rendszert.

(L.3,1,2) clőáJlítható

(l.3,2,6)

alakban, ahol

(C~,2,7)

Most W,,_1 n Q,, = 0, a Q,, halmaz tehát éppen azokat ::t csomókat tartaJ
mazza, amelyeket a W,,_1-he7, kell csatolni. (Azután már csak a e,, csomót
kell áthelyezni a Wk-i jegyzékből a V,, jegyzékbe.)

A Q,, halmaz meghatározáBán1 alkalmazobt módszer könnyebb leírása cél
jából bevezetjük a következő definíciót.

l.3,2,1. definíció: Az R tartománynak (e E S) az i-edik fal szerint (i E I)
szomszédja van, ha át leh6t menni egy szomszéd tartományba az i-edik bázis
változónak, xh-nok a bázjshól való kidobásával az (I.3,2,5) rendszerben.

Megjegyzés: A bázisváltozók sorrendjét az (I. 3, 2,5) rendszer sorainak sor
rendje határozza meg. A falak számozása tehát függ a rendszer leírásának
módjától, vagyis egy transzformáció sorozattal van megadva, amellyel az
(I.3,2,5) rendszert megkapjuk az (I.1,1) - (I.1,3) rendszerből.
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Az Re tartománynak van tehát szomszédja az i-eclik fal szerint, ha

l' ekaij < O legalább egy j E ekJ 2-re,
2' létezik ).0 E RQk úgy, hogy e,b;(A0) = 0.

A Q" halmaz konstrukcióját az alábbi terv szerint végezzük:
1 °0 Mcgh::1tárczzuk a (!le csomó potenciális nt ... , n\' szomszédait, vagyis

azon duálisan megengedett bázisok indexeit, amelyekhez át lehet menni egy
duális szimplex algoritmus lépéssel.

Az ily módon nyert csomók közül egyesek már bent lehetnek a W1c-i vagy
V1._1 jegyzékekben.

2°0 Jelöljük P( e J)-vcl az Bek tartomány azon falai indexeinek a halma
zát, amelyekről még n~m tudjuk, hogy létezik-e szerintük szomszéd tarto
mány. (Nem tudjuk, toljesü 1-e a 2' feltétcl.)

3°0 Elkészítjük a

(1.3,2,8)

l; = e,b,;, -- (_Q1.Ji') ?, 

17 = d - G}., 

l; > 0, Y/? 0,

vagyis i1

s 
é_ - Ukb°'!'_ - ~·( - Uk/.·)). 
~ ! - l _£../ lj j ' 

J=I
'Í = ], ... ,m,

(l. 3,2,ü)
s

l/1 = d1 - 2' Ütj ),) ,
J~I 

t=l ..... r,

~i > 0, 'r/1 ?. 0
rendszert és keressük (; minimumát az (J.3,2,ü) feltételekre nézve minden
egyes i E P indexre.

4°0 Legyen p azon ,i, EP indexek halmaza, amelyekre min~,::..::. 0 (oz
(I.8,2,ü) feltételek mellett).

5°0 A Qk jegyzékhez hozzácsapjuk az Rck tartomány összes, eddig nH.\g
nem regisztrált azon falak szerinti azomszéda.it, melyek indexeit a P ha lmaz
tartalmazza."

Az algoritmus használatához a szimplex algoritmuson néhány fontos, dc
egyszerű módosítást kell végrehajtani. Ezekkel itt helyszűke miatt nem fog
lalkozunk, hanem az ]£lwnornidrn Matcmat.icky Obzor című Iapbun való
publikálásra előkészített kéziratra [24] utalunk.

II. A célfüggvény együtthatóinak lineáris paramctrizációja 

II. l. A probléma megfogalmazása, ala.ptélelelc és de/iníciólc

A jobb oldali vektor J,i,neáris paramctrizáoiójának az I. részben tárf!yalt
módszere bizonyos módosításokkal használható a célfüggvény cgyi.itthatóina.k
(az árvektornak) lineáris pararnetrizációjára is. Mivel az egész eljárás analóg,

6 Egy fal szerint több szomszéd is létezhet, ha a kulcselem választása nem egyértelmű.
a megfelel6 sorban. ·



LIN E., Í:RIS PROGRAMOZÁS TÖBB PARAMÉTERREL 221 

nem fogjuk részletesen leírni. Csak azokkal az eltérésekkel kívánunk foglal e

kozni, amelyek a definíciókat, vagy a számítás technikáját érintik.

A feladat most a következő:

(Il.1,1)

feltéve, hogy

(Il.1,2) 

(Il.1,3)

max w =(e*+ Hvfx,

Ax= b,

x> 0.

Itt A konstans m X n mátrix, H konstans n X s mátrix, v E E8 vektor pa,ra
méter, e* E En, b E Em konstans vektorok. Jelöljük

(Il.1,4) c(v) = e* + Hv,

A parametrizációt most is egy Me E5 halmazon végezzük, melyet a

(II.1,5)

egyenlőtlenségrendszer definiál, (G és d ugyanaz, mint az I. részben.)
A feladatot most célszerű a következő ekvivalens alakba átírni:

(Il.1,6)

(Il.1,7)

(Il.1,8)

(Il. l, \))

(H.l,10)

max w = vTy + z,

Ax= b,

z - c*Tx = 0,

A vektorparamétert továbbra is (Il.1,5)-el korlátozzuk. y EE8 változó vek
tor, z skalár változó.

Mivel y komponensei és z elöjelbcn nem korlátozott változók, végig a
bázisban maradnak, így a (11.l,G) - (U.l,10) feladat bázisait karakterizálni
lehet az x vektor komponensei közé tartozó bázisváltozók indexeivel.

A e= [j1, ... ,jm] bázis indexet É8 a hozzá tartozó 0B bázist ugyanúgy
értelmezzük, mint az I. részben. A (Jl.J,7) - (II.1,10) rendszer, a "B bázisba,
traszformálva, a következő alakot ölti.

(Il.1,11)

(Il. l,12)

(Il.1,13)

(II.1,14)

ahol

(Il.1,15) eA = 0B-1A, 0b = 0B-J b,
továbbá, He-val H-nak aet a részét jelölve, amely H-nak a-bázisváltozókhoz
tartozó soraiból áll,

0Ax = 0b,

!J + oHTx = óq, 

z + ec*Tx = zC0>, 
w = -(e/ív + gc*)7 J; + vT oq + zfo>,
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(II. 1,16)

(II. 1,17)

QJJT = H; eB-1 A -- JJT, uc*T = c;r eB-1 A - c*T'

eq = H{ "b , z(u) = c:Tab .

A eB prirnál megengedett bázis azokra a 1! E M e /1}5 voktorparaméterekre
optimális, melyekre ec(v) > 0 vagyis

(IL 1,18)
és ezenk ívül

(II. l, rn) a- ~d. 

A (II.1,18) és (II.1,19) feltételek meghatározzák a 0B bázishoz tartozó Re e Es
tartományt. 0B tt (II.1,1) - (II.1,3) föladatnak (vagyis a (ll.l,G) - (lI.1,10)
feladatnak) optimális bázisa, ha Re =/= 0. A megengedett vcktorparamétert
ug_vn,núgy definiáljuk, mint az l.2,1 definícióban (A helyébe v-t téve).

.Ielöljük most iB K-vtd az összes megengedett 11 E /!)5 voktorparamóter
ha.lmazát. 1( r1,1 összes optiuui.lis uB h1hiBl1oz tartozó R0 halmazok egyesítése.

A,1 J. 2, l. tétellel anulóg a következő tétel.
lJ.1,1. tétel: Tegyük fol, hogy egy bizonyos v0 E /t5 vektorra létezik véges

optimum. Ekkor a (II.l,l) - (lJ.1,3) feladatnak tetszőleges v E Es esetén
van megengedett megoldúsa, tehát tetszőleges v E /Cs esetén vagy létezik
véges optimum, vagy pe(lig a foladatnn.k nem korlátos rncgoldása van.

Változás nélkül fennáll az J.2,2. tétel. Az J.2,a. tétel a,nalógja. a következő:
A w,m,Jv) függvény konvex a /( e J;'s hn.lmnzon.
II.] ,1. rtefiníc'ÍÓ: A e, IJ, r, 8 optirn{d is h{1,z i:-mlc,tt szomszéd bázisoknak nevez
ziik, ha

l. létezik v* E/{ úg_v, lwg.v e,JJ ÓH u,IJ n, (11.1,1) (IJ.1,3) ícludat optimális
bázisai v = i·* esetén, továhbá

2. a e, R házisból a, e,JJ bázis1Ja, (vagy Conlítv:L) (Lt lehet menni egy prirnál
szimplex algoritmus lópéssol.

Változto.tés nélkül érvényesek ,l,,, J.2,4., 1.2,5. definíciók és az T.2,4. - l.2,6.
tételek (természetesen f1, ), és v vektorok r·seréjé{el).

Ll. 2. Az eijárás

Az (8, 1') gráf egy (80, I'I)) komponense összes csomópontjának megkere
sésére ismét az előző részben ismertetett algoritrnu8t fogjuk használni. Most
is tüzetesebben meg fogjuk vizsgálni ,t e, IJ optim,'Liis bázis meghatározásá
nak (azaz az 80 ha.lrnaz e1Hé5 eleme mcgtal{d:ísúnnk) mórljűt, továbbá a szom
sződok megadásánál követett módszert.

A a,J_J optimális bázil, kcrcsésúhcz
l * Mogha.tározzuk az

(Jl.2, l)

- Ov ~ -d

rendszer egy (-u0, v0) megengedett megoldását. A (] 1.2,1) rendszert duálisan
oldhatjuk meg az ,.
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Ax = b,
y - HTx - QTv = 0,

z - c*Tx + dTv = 0,

X > 0, V > 0

rendszer duálisan megengedett megoldásának keresése útján. Ha a (II.2,1)
rendszernek nincs megoldása, akkor K = 0.

2* A (II.2,1) rendszer megoldásával kapott v0 vektorparamétert behelyet
tesítjük (II.1,1) be és megoldjuk a

(II.2,2)

(ll.2,3)

(Il.2,4)

föladatot, ahol

(Jl.2,5)

max w = cT(v0)x,

Ax= b,
X :2; 0

c(v0) = Ih0 + e*.

Ha ennek a feladatnak van megengedett megoldása, akkor létezik a (II.2,2) -
(TJ.2,4) feladat e,B optimális bázisa, amely a (II.1,1) - (Il.1,3) feladatnak is
optimális bázisa minden v E Reu vektorra.

Az algoritmus általános lépésénél keressük a (h csomó még nem regisztrált
(azaz szabad) szomszédait. A potenciális szomszédokat most természetesen
mindazon primál megengedett bázisok között keressük, melyekhez át tudnuk
menni a OkB bázisból :t primál szimplex módszer egy lépésével.

II.2,1. de/iníc-ió: A:,,; Ruk tartománynak létezik szomszédja a j-edik fal
szerint, ha át lehet menni egy szomszéd tartománylm, a j-edik nem bázis vál
tozónak a bázisba való bevonásával a (IL I,] 1)- (11.1,13) rendszerben, azaz ha

I" e;aiJ > 0 lega.lább egy i E I-re,
2" létezik v0 E n.; úg5r, hogy o;.:c1(v

0) == 0. 

A Q,, halmaz mcghaté.rozására az első részben leírt módszerrel analóg eljá
rú::;t alkalmazunk . Most. a

(U.2,6) 'YJ = d - Gv,

f :2; 0, 'YJ ~ 0

rendszert tanulmányozzuk, ahol $ E ]!)11-m, 'YJ E Er. UkJIN a a,J1 mátrixnak azt
a részét jelöli, amely rkH-nak a nem bázis változókhoz tartozó soraiból áll,
hasonlóan a a,c*N vektor a a,-c'1' vektornak a nem bázis változókhoz tartozó
komponensei által alkotott része. A Q,, halmazba berendeljük az .RQk tartomány
összes, eddig még nem regisztrált azon falak szerinti szomszédait, melyek in
dexére min $1 = 0 (j E QkJ2).
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III. Illusztrációs példák 

III. I. A jobb oldali 'Vektor parametrizációja,

Tekintsük a következő feladatot:

max z = 3x1 + 2x~ 

'.l'1 + x,, 20

-Xl + X2 > 4

:i;1 + 2x3 ;S; 12 + Ai. 

X1 > 0, X2 > Ü

feltételek mellett, továbbá a A vektorparamótm-t korlátozó

Al+ A2 ~ 10

Al+ ).2 + A,1 2 20
mellékfeltételek mellett.

Az adott feltételrendszert átírjuk az (I.:l,2,1) -- (J. :\,2,2) rendszernek
felelő alakba:

mevc,

X 1 - Jc1 -- 2Jc2
:x2 + ).1 - A~

:,;I+ X2 

--Xl + X2 

::t:1 + 2x2 -- A1 

+ },2

-1- X3

-1- X4 

+ x,,

= 10 

=--= 20

A1 + A2
},l -f- >2 + A3

17 I

-- ½

+ JJ1

--= 12
= JO

-1- P2-=- 20

Az induló szimplex táblát az 1,1 táblázat tartulmazza. .A Ao megengedett
vektorparaméterhcz az 1,2-1,4 táblákon kcrcsz.tűl jutunk . .A,; 1,4 táblából
már a szimplex algorrtmue egyetlen lépésével (a .P2 mesterséges változó helyett
11 Jc2 változót helyezve n, bázisba) át lehet menni. a, megengedett megoldásra,

(
10 4 4Ü) Tamely a ), 0 = - , - - , - vcktorpararnétort 8:t,olgáJtatji1.
3 3 3 . - 

A ,= A "-nak a kitűzött fol adatba való behelyettesítésével kapott új feladat
nak egyetlen lépéssel (2. ->- I. táblázat) megkapjuk egy optimális megoldását.
Végrehajtottuk egyúttal a -Ji' mátrix és a b* vektor transzforrnáoióját.
A f!o = (1, 3, 4, 5, 6] bázis indexhez tartozó R0, tartományt tehát a
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- 2?c2 - ?ca< - 2,
A1 - },2 ~ 2,

A1 + ),2 - ?ca< 8'
(III. I, I) A1 - 2),3 < -16'

-Al + Aa :S: 12,

A1 + Az < 10'
A1 + l.2 +. },3 > 20,

feltételrendszer definiálja. Az Re, halmazon a célfüggvény maximumát és
az optimális megoldást a következő függvények adják meg:

z~0Jx(},) = 36 + 3A1

x1().) = 12 + ?c1
x2(?c) = 0,

(III.1,3) 

1:,,(A) =
X,;(A) =·

2 - ?c1 + Jc2,

8 - Al - ;,2 + },3,

,c6 (A) =- - 16 - ;i 1

X7(}c) = 0.

Az A algoritm us szerint most meghatározzuk a potenciális szomszé
dokat. P = {l, :3, 4}, tehát a potenciális szomszédok n2 = [l, 2, 4, 5, 6],
n2 = LI, :I, -'le, 6, 71 és ng =-a [l, 2, 3, 4, 5]. Ezután a 3°0 pontnak megfelelően
elvégezve a t1, ta, t4 változók minimálását, (I.1-I.6 táblázatok) azt talál
juk, hogy csak a negyedik fal szerint létezik szomszéd, vagyis P = {4}. Így
tehát megkaptuk, hogy VI)= {[l, 3, 4, 5, 6]}, W0 = {[I, 2, 3 ,4 ,5]}, és át
térhetünk az algorit.mus második lépésére.

e, = [l, 2, 3, 4, 5] választása, most kötött. Az x6 változó helyett bevonva,
a bázisba az x2 változót, e~ TL. táblé.t kapjuk. Itt negatív együtthatók az l., 
2., 3. és 4. sorban vannak. Mivel a negyedik fal szerinti, még nem regisztrált
szomszéd most nem Ichotaéges, elég a következő potenciális szomszédokat
tekinteni:

nl == [l, 2, 4, !'í, üJ, n1 = [l, 2, 3, 5, 7], nfi = [l, 2, 3, 4, 7].

Az előbbivel azonos módon kapjuk, hogy P~= {2},

tehát V, = { [l, 3, 4, 5, 6], ['1, 2, 3, 4, 5]},

w, = {[J, 2, 3, 5, 7]}.

Az algoritmus következő lépésére térve, vesszük a e2 = [l, 2, 3, 5, 7] indexet.
A hozzátartozó szimplex tábla a III. táblázat. Megismételve a szokásos eljá
rást, újabb szomszédot már nem kapunk, tehát az algoritmus végetér. Végül
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V2 = {[1. 3, 4, 5, 6], [l, 2, 3, 4, 5], [l, 2, 3, 5, 7]},

W2 = 0.

A II. és Hl. tábla alapján könnyen felírhatók az Ru, ill. Ru, tartományok meg
határozó feltételei, valamint a z,m,xP.) és X;(A) függvények e tartományokon.

JII. 2. Az árvelctor parametrizár:iója

'I'űzzük ki a

<;:: 10,

feladatot. (Az cgyszerCiség kedvéért kihagytuk i.1 mcllékfcltételeket, így !It 
most azonos az /j)5 térrel.)

Az x4, x5 maradékváltozók bevezetésével a foltétclrcndszcr

1:1 - 2x2 -- X;i -/- X,1 = 11,
Xi + X2 + x, =:::: lO, 
xj > 0, j = l, 2, ... , 5.

A kiinduló szimplex tábl,1 ft 3. táblázatban van. Mivel az induló mcgoldá»
duálisan nem megengedett, a táblázatot kibővítjük a 7>

1
, p2 duál mcstorsógos

változókka.l.
A Pt+ ]J2 függvényt a duűl algoritmw, i,ugít8égévcl minimálva, folya.mn

tosan elimináljuk a mosterségcs változókat, és végül :.1 IV. táblázathoz jutunk.
amely a eo = [2, 4] bázis indexhez tartozik. Alkalmazva ,t dolgozat első rószé
ben közölt t1,lgoritrnust, annak egyes lépései aorán a

110 = {12, 41}, W0 = {l'l, 2]};

v1 = {[2, 41, LI, 2J}, w1 -- {[t, :q};

V2 = {l2, 41, [l, 2], j'I, :11}, FV~ v,

halmazokut kapjuk. A megfelelő táblázatokból most ifl fel tudjuk írni ay;
R H. . B,0 tartománvok megrhatározó foltételeit, vulamint az optimáli-.eo' et, ._2 ~
megoldást ÓH nz optimumot megadó függvényeket e turtományokon.

( Beérkezett: 1969 január JG.) 
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TÁBLÁZATOK 

1.J. tábla

X1 X2 XG Á1 J,2 }.3 T/2

X3 1 0 0 -1 -2 0 0

X,i 0 1 0 1 --1 0 0

X5 1 l 0 0 J 0 0

P, --1 l -1 0 0 I 1 I 0

X7 1 2 0 -1 0 1 0

1)1 0 0 0 1 1 0 0

P2 0 0 0 l l l -1 

~: P; l --1 L --1 -1 -2 I
i=I

10
2

20 

4

12 

IO 

20 

-24

l .2. L á b la

J,l I
x, X2 XG l•2 1/z

-- -
X3 l 0 0 -1 -2 0 10

x, 0 1 () I l I -1 0 2

X5 1 1 0 0 l 0 20

Á3 --1 I -1 0 0 0 4

X 2 l I --1 () 0 87 

11, 0 0 0 1 l 0 10

P2 1 -1 1 l 1 -1 16

2 -I -Iü:E Pi -1 I - L -] I
i=I

t.s. Lá bl a

x, X2 x,: X,1 i; n« 
----- ----- - - ----

X3 IJ ---3 0 12

J,1 I) () -I 0 2

x, I) 0 0 20

?,3 -) -] 0 0 0 4

X7 2 '.l 11 I -I 0 10

1/J ú -I ü -1 2 0 8

Pt -2 -1 2 -1 14
--- -- -- -·-----

2
- ,. P; -1 '! -I -2 l -14

i=l
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1.4. tábla.

X1 X2 X7 X4 Az r12
--- ---------·· ----- --

X3 1 1 0 1 -3 0 12 
},l 0 l 0 1 -1 0 2

X5 1 1 0 0 l 0 20

).3 l 3 l 1 -1 0 14

XG 2 2 l l -] 0 10

r/1 0 -1 0 -1 2 0 8'·

P2 --1 -4 --1 -2 13-1 -1 ,1
1-

---·
2_,, P; l ,i 2 --3 _,j.

i--;;:t 

2. t á b La

xi

-~~ --1
},l /42 A3 b* b(JU)

X3

; I

--1 -2 0 JO Hl

X Ii l -1 0 2 0_,

X;, 0 0 20 !íG/3
X -1 0 0 -I -~ :341;,, "
X7 l-1.J 2 -1 0 J 2 ()

----· ----•--
-3 -2 0 0 () () ()

I. 1":ib la

X7 x~ ?-1 Az ?-3 C!olJ*(},) U•IJ(AO)
---~ -- - --

X3 ---1 -2 0 -2 --1 -2 1ű
X () -1 () 2 ()4

X5 -l --I l l -1 8 56/3
Xe - -J l-31 l 0 --2 -lli 34-/3
x, 2 -1 () I 12 ()
----~- - -----·

3 4 --a () 3 313 ()
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I.l. tábla. I.2. tábla 

}.l ).2 Ág I ¢2 Li .:la
--1

qi 0 -2 -1 I -2 ¢1 0 -2 -1 -2 
I

¢: 1-1 I -] 0 I 2 J.l l --1 0 2 I .1 '
¢s J -1 8 ¢a -1 2 -1 6

e;. 0 -2 -16 t. -] 1 -2 -18
-1 0 l 12 ¢s 1 1--1 . 1 14¢s -=-~I

'h 0 10 r7, -I 2 0 8

'7% -1 -] -1 -20 ½ --2 -1 -18

1.3. tii b I a 1.4. t, iÍ, bl a
I
l2 ' J,8 I

¢2 ¢5_J s1, 'h·-I ---·------ -
i:j -2 -2 -3 ' -30 t -1 () -1 J(lS 1

?., (J --1 -I -12 Á J /3 -l/3 -1/3 10/3I
t 2 34 ¢3 2/3 4/3 l /:1 50/3""
éil 0 -] -4 ¢4 l/3 1-1 -1/3 34/31:'V-1!.
i,t -I -I -14 ;.2 -2/3 -l/3 --·1/3 4/3
,7, l 2 ~ so 111 l/3 2/:l 2/3 H\/:l

½ --1 -·2 1-3; --4.6 J.3 I /3 2j:{ -l/3 46/3

l.G. Ló. b I l'l, LG. Láb la

¢i f, ½ "11 i:, ½

t -I 0 -1 JG ¢1 5 -2 8 20'L 

A1 2/5 1/6 ·-2/ú 28/5 A1 -2 l -2 4
¢s 2/!í -4/fi '.l/5 48/5 ¢3 -2 0 -1 8

¢6 l/5 3/5 --1/5 3-í/5 ¢5 -1 --] (j

),, -3/5 1/5 -2/.5 18/5 ),2 :J -1 2 6

'l, [~~I -2/ú 4/.5 4/5 ¢2 5 -2 4 4I
tJ. I 1/5 -2/5 -1/5 ;,4/5 ),8 -l 0 -1 10 

G Szigma
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II. t áh la

X7 x6 A1 A2 J.3 Gtb(A)
---- ---~---

X3 -1/3 -2/3 -2/3 -2 l/3 26/3
x. J-1/3J 1/3 4/3 -1 -2/3 -10/3
X5 -2/3 -1/3 2/3 l -1/3 40/3
X2 1/3 -l/3 -1/3 0 2/3 16/3
Xl 1/3 2/3 -1/3 0 -1/3 4/3

--~
5/3 4/3 -5/3 0 1/3 44/3

ILI. tábla II.2. t á b I 11

,1.1 ).2 Aa /,I r12 Aa
---~--

E;, -2/3 -.2 1/3 26/3 [;I 4/3 -2 7/3 l4ü/3
[;2 4/3 -1 -2/3 -10/3 [;2 7/3 -] l/:l 50/3
[;8 2/3 l -1/3 4.0/3 t -J/:3 1 -4/3 -20/3S;i

!;4 -1/3 0 2/3 16/:3 E; 4 1-1/:.iJ 0 2/3 Hl/3
/;5 -1/3 0 -1/3 · 4/3 [;6 -1/3 0 -1/:} 4/:l
1/1 l l 0 JO n. () 1 -1 -10

'r/2 -1 j-11 -1 -20 Áz --1 20

II.3. tábla

¢4 'f/2 A3 

t1 4 -2 5 70

fi 7 -1, 1~1 54

¢3 -I 1 -2 -12
).1 -3 0 -2 -16

t5 -1 0 -1 -4

'f/1 0 l -1 -10

Á2 3 -1 3 30

II.4. tábla

ti 'r/2 ¢2

ti -3 -1 -1 16

A3 7/5 -1/5 1/5 54/5

ta 9/5 3/5 2/5 48/5

Á1 -1/5 -2/5 2/5 28/5
¢r, 2/5 -1/5 1/5 34/5

'T/1 7/5 4/5 I I/5 J 4/5
,1.2 -6/5 -2/5 -3/5 18/5
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II.5. t á b I a

<;4 T/2 n,

!, 4 3 5 20 

l.a 0 -1 -1 10 

<;3 -1 -1 -2 s
/..1 -3 -2 -2 4

<;5 -1 -1 -1 6

!2 7 4 1 4

?,2 3 2 3 6

III. tábla 

X4 Xr, ?.1 Az ).3 ~2b(J,)

X3 -1 -1 -2 -1 1 12 

X7 -3 --1 -4 3 2 10 

X5 -2 -] -2 :3 l 20 

Xz 0 1 -J. 0 2

XI l -1 -1 -2 
---- - --------

5 3 5 -!5 -3 ---2

IU.l. tábln nu. tábla 

),1 J,2 J.3 r, ?.2 ?.a
-- -----

!1 -2 -1 12 !1 2 -3 1 16 

!2 -4 3 2 10 <;2 4 j-11 2 18 

~3 -2 3 l 20 $3 2 1 1 24

/:l l . .!:_I -1 0 2 ;., 1 -1 0 2 
): -1 --1 --2 <;5 -1 0 -1 -4 ,5

T/1 l. 0 10 ?/J. -1 2 \0 8

172 -1 -1 --1 --20 172 1 -2 -1 -18

5* 
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III.3. tábla HL4 tábla 

¢4 ¢2 ).3 ¢4 ¢2 '1]4

¢1 -10 -3 -5 -38 ' -3 l -1 16 s1

A2 -4 -1 -2 -18 ),2 -ö/5 -1/5 -2/5 18/5

/;3 6 l 3 42 " 9/5 -1/5 3/5 48/5<:a
).1 -3 -1 -2 -16 ).I -1/5 -1/5 -2/5 28/5
,t -1 0 -1 -4 ¢5 2/5 2/5 -1/G 34/5,5

r1i 7 2 4 44 1'/t 7/5 1~151 4/G 4/5

r12 -7 -2 l-51 -54 Ji" 7/:i 2/5 -1/5 54/G

III.5. tábla III.G. t á b I a

¢4 'f/1 '172 ¢2 '1)1 ·172
---- ----- - -- ----- -

¢1 -13/2 -5/2 -3 14 /;1 1:3/7 JG/7 4/7 124/7

).2 -1/2 1/2 [) 4 ).2 1/7 1\/7 2/7 :30/7

¢3 5/2 1/2 10 t -G/7 -9/7 -:3/7 (i0/7S;J 

).1 1/2 1/2 0 fj }.) -1/7 J/7 -2/7 40/7

~5 -1 -] -1 fi ¢5 2/7 -2/7 -·3/7 4(1/7

¢2 7/2 15/2) 2 2 $J 2/7 G/7 4/7 4/7

Aa 0 -] -1 IO ?,3 (j -1 -·l 10

:i. t á bl a

(t13) (ll.1} ( 115)

X1 X2 X;i 

- ---~·~ -
(u1) X --2 --1. 4'
(u2) X5 () 10
- -- ---

l'1 --~ () ()

1'2 --2 .] 1 () 

2 - I -1 (I
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3a. tábla

(u3) (u,1) (us)

X1 x~ X3

(u1) x4 
~2 -1 4

(uz) Xs 0 10 
--~- ---

P1 0 0 0

P2 0 0 0
~·--- -- ~--

V1 -2 0 0

l'z -2 -1 0

2 -] -1 0

3.b. tábla

X1 P, Pe

x, 1 2 1

Xi; l -1 0
--

Xz 0 I 0

X3 0 () l

Vi -2 -l 0

V2 -2 1 -I

2 l l

2
~'p,

í=I

4 3 -

10 -1

0 I

0 l

0 -1
0 0

0 2

4. t, á bl a

2
X1 X P2 :::..,' Pi5

i=l

x,, 3 2 24 1

X2 1 l 0 10 0

X3 0 () 0 l

VI -3 -1 0 -10 0

)J:.! -1 -I 1.0 -1

3 1 1 10 1
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IV. t á b 1 a

2. 

'-----•---

--1

-1

3

0 --lO

lO

--1 

2 0

lO

zo

IV.I. t á bl 1.1

-VJ 1\=! 

~J a 1 3
<;'!. I --1 

¢3 0 j-11 -I

IV.2. L 11 b I IJ.

1:3:1 l
----J. 

0 --l 

2
2

V. L ,\, b I tt

X X5 X:i1 

X1 l/3 2/:t --1/3 8

x, - I /:l I /:3 PTil 2
- -----·-

VI 14

Vt J/3 ,,;:i 2/'.l 18

--1 () -14

J.V.:L tábla

¢1 ¢3
-- ---

·v1 1/3 J/3 2/:-l
l:2 -1/:l -4/3 4/:-l
V2 0 ---1

V.J. I; ft bl 11 V.2. L ,í, 1, I i\ vx L ,i b I a

-I
1,l 1\? t

''i I
t

~3 ½ J "I
- --

/; 1 l~J -1/3 --l 'j/1 -I 1/3 "1 --2/3 1/3 2/:J

¢i I -l -5/3 -I /;2 -I 4/;l () t -7/3 -4/3 4/?.'2-1 l::i ' 11 --1 v:! --1
/;3 i -2/3 () - I
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VI. t á b 1 a

X X5 X24

Xl 0 l 1 10

X3 -1 3 6 

111 0 2 3 20

"z 1 l -2 14

-1 --J 0 -1,4

VU. tábla VI.2. tábla VI.3. tábla

1\ 112 111 ti <;3 ,;1
---- ----- ---
t 01-11 -1 Yz 0 -1 -1 V2 0 -1'I
t -2 -1 -l <;z -2 -] 0 <;z -2/3 -7/3 4/3,,
!:, -3 2 () i:3 1~-31 2 -2 Y1 -1/3 -2/3 2/3
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MULTI-PARAMETRIC LJNEAR PRO( :HAMJVUNG ON TH.IE HIGilT-HANlJ sn»:
OR JN TllE OHJE;CTlVE l.1'DNCTION COEFl<'J:CJfi:NTS

Tho problem of multiparamotrio linear prognunming hmi boon sLuclied aud solvud
in several works on ti high thoornLical level. '.l.'ho application howovor, requires the know
ledge not only of thoorntical rnlati.ons, but also of' methods which can bo used in praLical
work.

The purposo of tho work undor rnview is Lo pt·esonL ri, method of rnultipurumoLric
linear programming of the righthand siclo vector, or Lhu vector of priccs, which may be
found convoniont for nrnnorical compuLa1,ion, and, honco, for tho oonsLruotion of cones
ponding computer programmos. An example illu.stratos 1,ho applicabil.iLy of Lhe method.

Tho multiparametrie li.noar progrumrning problem can be written down as follows·
Maximize

subject to
Ax= IJ(,1), ,e :2; 0

where A is an m by n rnatrix of constant cooffieionts, r;, x:, 0 E E\ ,1 E lJJ5 is a vecLor
parameter, IJ(,1) E E"'. Further:

b(,1) = b* + F',1,

where Fis an m by s rnatrix of constant entries.
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Or: Maximize

subject to

where
Ax= b, x ~ 0,

c(v) = e* + Hl', 

and His an n by s matrix of constant coefficients, v E E5 is a vectorparameter.
The structure of the matrix, F, or His closely connected with the analysis of a specified

system, and its environmental interrelations. The economic interpretation of the coeffici
ents of the vectorparameters is not discussed here.

The method of multiparametric linear programming is based upon a method for
finding all vertices (extreme points) of a convex polyhedron, which works with the aid
of the theory of graphs.

ln deriving the method of multiparametric linear programming the simplex algorithm
had to be slightly modified.

Jll1HEHHOE nrorPAMMl1POBAl-ll,-IE e HEG{OJ1bl{l1Ml1 nAPAMETPAMl1 HA
nPABOVÍ: CTOPOHE 11m1 B l{OE<l>(J)l1Ul1EHTAX UEJ1EBOYI (J)YHI{Lll1!1

Flpofincwa MIIOf'OnapaMCTJJWICCi(OrO Jll1HC!1HOl'O nporpaMM11JJOBaHIUI (nanee TOJll(O MLP)
fü,IJla H3y01e11a H f)CUJCHa B HCl<OTüpb!X 11ayYHblX paöorax Ha DUCO!(OM TeopeTH01eCKOM yposue.
,UJ15l npauruuccxoru 11cnom,3013aHM5l 3TOl'O MCTOl-\a He 5ll3Jl5lCTC5l )].OCTaTQl!HblM 8HaTb TOJlbKO
TCO()CTJl'ICC1<1·1C COOTHOIUCIIMH, 110 1-IY)l{HÜ MMCTb MCTO)l, KOTOf)UM MO)KHO fl0Jlb30BaTbC5l neno
cpcncrucuno 11a npaicrarcc.

UCJIOii npcncrauncunoü paöoru }113Jl5lCTC5l paapaöorica MCTOJ~a JlMHd'urnií napaaerpnsanaa
JJCl(TOpa npanux CTOpOll, IIJHI l<034J(jll1l~HCl·l'rax L\CJICIJOH (jJy1-m!.(HH, npMMCHCHHC xoroporo
rlJ)Hl'O)_\CII )_\Jl5l HYMCJ)ll'ICCl(MX BblCIJ,!CJlCHMt'i 11 pa31~a60Tl(M )].Jl,1 3BM. 8 «onye CTaTbl1 npen
CTilUJIHCTC}l MCTOH 11a IIJIJIIOCTpaTJl[JHOJ\\ npnwcpe.

ílpOGJICM ML p M())IOIO CljJOJJMYJIIIJ)OflélTb IG\I( CJlC/.(YIOLLlYIO sana-ry:
Mal(CIIMJI:niponaTb 1j1y111,111111

11p1t ycnouunx
l'/\C A MélTf)III.FI Tllll,I

,[(,IJICC

;: ~ crx (max)

A~., -= /J(?,), X ,,; o,
(Ill, 11), e x, 0 E /:'11/J (-1) E l:'111, A EJ:' ackrop-napaacrp.

b (},) = h* + F Jc,
1'/lC fi' A1,1Tj)Hl\il nocrosuuu.rx :rnCMCIITOl.l Tllílil (m, s).

v!Jlll »ce: Mill(CIIMll311jll>llé1Th 1j1y111(l(Hl·l

z=cT(J1)1· (max)
Íl]lll ycriouunx

rne

Ax ~ /J, X ~ Ü,

e(,,) = e* + I-/ 11 

II / / MaTf)blll.l IIOCT()}J I II ll,IX :u1CMCI IT(JB Tllllil (n, s), 1' E l:s BCKTOp-napiiMCTf),
!{011c-rpy1<Llll)I :u1C,\ICIITOn AlélTj)blll 1" 11 /-/ TCCI'IO CB513aHa C a11aml30M 1,a1-1HOJ:'1 8KOHOMM'JCCI(OH

CIICTCMl,1 H C u:w11MOCll/lTIIOIIIClll15IMJ.I cc cpenoü. '1l(OHOMM'ICCl(HM HCTOJll(ODaHHCM nOMOLl.1113JJe
MCIITOíl IJCl(TOp-napaMCTjlOB 13 paüorc auropu 11e '..l<IH11Mé110C5l.

MCTO)'\ M L p OCHOll:111 ua MCTOi\C 11;1XO}l()~CIIH5l nccx uepurun uunyromro 1,mororpaHIIHKél;
llJlll rIOMO!lll·I 11:-1 TCOJ)Jfll rpaqnucou

,UJI5l IJbll3CJlCHH51 CO(lTUeTCBy1ou111x COOTHOLUCHHii MCTO/_\a M L p HY)t<Hbl 1-ICKOTOpbiC MOJ\11-
(j)lll(<iljfHI CI-IMIIJ!Ci,C MCTO!lél.


