SIMONOVITS ANDRAS

Pozitiv matrixok domindns Rayleigh-hanyadosarol

1. Elméletileg és gyakorlatilag egyarant fontos a kivetkezs két kérdés: adott
matrix sajatvektoranak kozelitG ismeretében hogyan szamithaté a sajatvek-
torhoz tartozo kozelitd sajatérték? Adott szdmitdsi eljards esetén hogyan
becsiiljiikk meg e sajatérték hibajat?

Az altalam ismert irodalom e kérdéseket csak normdlis matrixok esetében
targyalja. Kimutatjak, hogy alkalmas (euklideszi) vektornormdt hasznélva,
kozelits sajatérték relativ hibdja a kozelitd sajitvektor relativ hibdjanak
négyzetével azonos nagysigrendii. Azonban a kozgazdasigi alkalmazisokban
szereplé matrixok 4ltaldban nem normalisak. Jellemzd tulajdonsiguk ezzel
szemben az, hogy pozitivak. Az alkalmazisokban kiilonosen a legnagyobb
abszolat értékii, in. dominans sajétérték és a megfeleld sajatvektor szdmitésa
sziikséges. Az aldbbiakban erre a domindns sajatértékre bizonyitom a hiba
négyzetes jellegét.

2. Allapodjunk meg a kivetkezs jelolésekben: kis gorog betiik skaldrokat,
kis latin betiik vektorokat, nagy latin betiik matrixokat jelolnek. Végig valos
szdmokkal dolgozunk, a vektortér n-dimenziés, a matrixok nXn-szere-
sek. A bal és a jobb oldali vektorok jelzése azonos, sor és oszlopvektorokat
tehdt nem kiilonboztetiink meg. Két vektor skalarszorzatat egyszerd egy-
méas mellé irassal jeloljiik.

Elméleti bevezetésiil vetjiik fel a kivetkezs problémat: Adott 7' és v esetén
milyen 2 mellett lesz 2 a 7' valamilyen sajatértékének ,legjobb’” kozelitése?
Azaz |Tec — v | milyen A-ra minimélis? (Vektor abszolit értéke a koordi-
natdk négyzet-osszegének pozitiv négyzetgyoke.) Felhasznilva, hogy @
|v | =yww, |Tv— v |* pedig A-ban miasodfoki, egyszerlien adédik, hogy

ol vT . ot
a minimum-hely 7 = 7(v) = »U*—~, (v 54 0); azaz itt v a o figgvénye ([1]
v

172. old.). Ez az észrevétel szemléletesen azt jelenti, hogy a Av egyenes T'v-hoz
legkozelebbi pontja T'v pont vetiilete a Av egyenesre. Kz a 7(v) érték a T mat-
rix v vektorahoz tartozé un. Rayleigh-hdanyados.

A Rayleigh-hdnyados szamlaléjaban szereplé kvadratikus alak helyébe
Altalanosabb bilinedris formdt irhatunk, a nevezébe pedig skalarszorzatot.
Kz a formalis altaldnositds matematikailag nem ad tjat, de kozgazdasigi

értelmezése jol kiaknazhaté. Pl a bal oldali vektor valamilyen drat, a jobb
1

4 , (uv 54 0) a T matrix :
uw

u és v vektoraihoz tartozé Rayleigh-hdnyadost jelenti. ([1] 179. old.) Kozgaz-

dasagilag ez altaliban hatékonysigi mutatoként értelmezhets.

oldali vektor volument jelolhet. 7 = 7(u, v) — -
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3. R4tériink a hibabecslésre. LegyenT pozitiv (elemf) matrix, u, és vyaT
domindns bal ill. jobb oldali sajatvektorai, 7, kozos domindns sajatértékiik.
Ismert, hogy egy skalar faktortdl eltekintve u, és v, egyértelmiien adottak
és pozitivak 7,-val egyiitt ([2] 283. old.). J6l lathatd, hogy 7(uy, v) = 7, és
T(u, v,) = 7,; természetesen 7(u,, v)) = 7, — ezért a nullaindexelés meg-
feleld.

Altaldnossigban a szorzat hibdja a tényezdk hibajinak dsszege. Két szorzat
hényadosinak hib4ja még nagyobba valhat. Itt azonban més a helyzet. Ha
egyik tényezd, pontos, az ereds is pontos. Az eredd hiba szorzat jellegét
mutatja a kovetkezd elemi 4talakitds:

M= u—uy, dv=0v—v, jeloléssel = — 70— iy - ;
T T U
(g + AW)T (v, + Av) — 7o(uy + Au)(v, + Av)
To(uy + du)(v, + Av)
(Itt a zardjelek arimetikai jelolések.)
Felhasznalva, hogy u/T' = 7,u, és Tv,= 7,v,, Osszevonas utan a —t—:i =
0

M {iT 1|
= L I formulat kapjuk.
uv

Mivel a vektorok elemei a kizgazdasdgtanban gyakran osszemérhetetlen
mennyiségek (pl. a volumenvektor esetében), célszerti a relativ hibdt elemenként
venni. Vektorok kozotti egyenlGtlenség is elemenként értends, tehdt az «
hibakorlat — awuy< u << au, képlettel értelmezends. Természetesen o >0
és uy, >0, vy >0.

Ha a hényadost feliilrsl beesiiljiik, akkor a szdmldlét is feliilrSl, a nevezét
alulrél becsiilhetjiikk. Az elemenkénti irdsmédbdl létszik, hogy —aumw, <
< (u) vy < a gy — Pge < (o) S Bugvy; Ty fo, < TAv < vy B oy
—a Ty fugv, < duTAv < oty f g 0y

Osszegezve:

d ctdv |4 | dudv | < 24 Buyv,

Ty

/Ju(—l—T~—I] Av

Ty

s |uv | = ugwe— U — (Aupy — dudv = ugwy(l — o — g — ap)
azaz —*&[g _—ﬁfﬁéng, ha « + B+ «f < 1.
7 Lotssidt i fronlth 8

.E'zzel bizonyitdsunk végére _];utottujlk. Nyilvénvals, hogy kicsi o és B
hibdkra a jobb oldal 2«8 nagysigrendii.

Megjegyzések :

4. Konkrét kozgazdasigi elemzésnél jol lathato az egész kérdés szemléletes
tartalma. Vegyiik példanak Leontief dinamikus linedris modelljét, ahol 4 a
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foly6-, B az eszkozlekotési raforditdsok matrixa. @ = (I —4) ! az 1n.
Leontief-inverz, a teljes raforditisok matrixa. Vezessiik be 7' = B() matrixot,
amely v netté termékhez sziikséges T'v brutté eszkozlekotést mutatja. Ha

P | uTv 5 5
u a termelési ar vektora, ekkor v = t(u, v) = —— az w Arakon és v netto
)

termelés mellett szamitott tin. idGtényezd, az dtlagos novekedési iitem = at-
lagprofitriata) reciproka ([2], 175. old. 223—225. old.) Példankban 7 nemcsak
a Rayleigh-hdnyadost jelenti, hanem egy centrilis gazdasigi-hatékonysagi
mutatoként is értelmezhets. A becslés szerint az idStényezd relativ hibaja
nem nagyobb, mint a termelési ar és a netté termék relativ hibainak kétszeres
szorzata. Kz egyben igazolja az aggregdlis jogossigdt is az ilyen tipust
modellek esetében.

5. Erdekesség kedvéért megemlitem a kovetkezs eredményeket ([1] 172—
173. old.): MegfelelGen értelmezve vektorok és matrixok normajat, altalanos
esetben a kovetkezG becslés igaz:

1

S ) B S R

i) ¥ -
——'< ; b ([1] 179. old.)

To Au Ao

Normdlis matrixndl a domindns sajatértékre cuklideszi  normaval a
2afp oo 2 . ; .
2 eredd hibakorlatot kapjuk, amely azonos 3.-beli eredmé-
l—a—pf—af
nyeinkkel, csak mds normavall!

6. Pozitiv matrixok helyett lehet nem-negativ primitiv matrixokat is vizs-
gilni. A-rél és B-rél ugyis csak az utoébbit tehetjiik fel. ¢) viszont pozitiv,
ezért példankban 7' is pozitiv.

( Beérkezett: 1968. X1. 28.)
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ON THE DOMINANT RAYLEIGH QUOTIENT OF POSITIVE MATRICES

The Rayleigh quotient serves for the computation of eigenvalues of matrices. The esti-
mation of errors in this computation method, when applied to normal matrices, is well
known from the literature, These results are extended in the paper to the case of positive
(not necessarily normal) matrices occuring in mathematical economics.

0 JIOMMHAHTHOM KPATHOM PAMJIENT'A TTOJIOYKUTEJIbHBIX MATPUL]L

Kparnoe Paineiira cayskut st Mcunciiennst codcTBenHblX 3navennii marpui. M3 nurepa-
TYpPbl U3BECTHO OINpe/leJieHHe TMOrPEUIHOCTH ITOr0 MET0/a MCUUCIIeHHsT B Cllyyae HOPMaJibHbIX
marpuil. B cratbe 9ti 00uien3BecTHbIe Pe3yJILTATLI PACHPOCTPAHSIOTCS HA BCTpevalonuecs
B MaTeMaTH4YeCKOil 9KOHOMHM IOJIOYKUTesIbHBIe (M He 00513aTe/bHO HOPMaJIbHbIE) MATPHILb



