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Egy moédszer nemlinearis programozasi problémak
kozelitd megoldasara*

Bevezetés

A nemlineéris programozési probléméak széles osztalya a kovetkezs formé-
ban fogalmazhaté meg:

f(x) — min (1)
gi(x) < 0 i=1,2,...,m

ahol x az n dimenzids euklideszi tér — a tovabbiakban réviden E" — vektora,
[ 91 o - - . g figgvények pedig az egész K" felett értelmezett skalarértékii
alulrdl félig folytonos fiiggvények.

Az (1) probléma megnyugtat6, szamitastechnikailag is kivitelezhetd meg-
olddsa csak specidlis f, g,, g5 ... gm fiiggvények esetén ismeretes. Szdmos
modszer van arra az esetre, amikor az elGfordulé fiiggvények mindegyike
konvex, azonban ezek, kivéve a lineéris g; (¢ = 1, 2, ... m) fiiggvények esetét,
gyakorlati méret(i feladatok esetén szamitastechnikailag nehezen kezelheték.

Jelen dolgozat célja az (1) feladat bizonyos értelemben kozelité megolddsat
keresni. Az (1) probléma kozelité megoldasat visszavezetjiik egy nemlinedris
fiiggvény feltétel nélkiili minimalizéldsara.

Amennyiben van olyan médszeriink, mely alkalmas egy tobbvéltozés fiigg-
vény feltétel nélkiili globdlis minimumanak meghatirozdsira, akkor az (1)
probléma egy globdlis optimumpontjinak megkeresését is célul tiizhetjiik ki.

Az (1) megolddsra 4ltalunk javasolt médszer alapgondolatit tekintve az
un. SUMT (Sequential Unconstrained Minimization Technique) médszerek
kozé tartozik [6].

Az altalanos eset

Az eddigi feltételezéseinken til még két feltételezéssel fogunk élni. A vil-
gossdg kedvéért foglaljuk dssze az (1) probléméra tett valamennyi kikotést.

L f, g1 g9 ... gm alulrél félig folytonos fiiggvények!

* Bz a cikk a ,,Szdmitégépek alkalmazdsa” cimii, 1968 —72. évi kutatdsi program
keretében kidolgozott egyes eredményeket tartalmazza. A kutatds a Kohé- és Gépipari
Minisztérium Miiszaki Foosztdlyénak megbizdsdbodl és a KGM Ipargazdasdgi, Uzemszer-
vezési és Szamitdstechnikai Intézetének irdnyitdsaval folyik.

1 Ez a feltétel biztositja azt, hogy a lehetséges megoldasok halmaza zdrt, és ha ez a
halmaz korldtos is, akkor a célfiiggvény felveszi a minimumét.

b*
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II. Ly = {x | gs(x ‘50, t=1,2, ... m} nem iires és van olyan A > 0
xekt()n]hom L, = {x lgix) < A3 i=1, 2, ... m} korldtos (A* = [1,, Ay
)

I11. f(x) 2 0 minden x€A" esetén.
Tekintsiik a kovetkezd fiiggvényt:

D(x, 0, B) = fix) + - 3 expla gio)] (2)

ahol a és b hatarozatlan pozitiv paraméterek.
Definialjuk feltétel nélkiili minimumfeladatok sorozatit a kivetkezéképpen:

k-ik probléma (kb =1, 2, ...)

(b (x, Ay, bk) — min (3)
ahol
hm (lk = o0 0 < (lk < ak_'_l
k—»o0o
llm bk = OO 0 ‘/\ bk < bk""l (4) ]
K—>o0
k—o0 ay

L(‘tryen {e,} egy monoton csokkend, 0-hoz tartozé sorozat, és x (ay, by, &) =
= x; (3)-nak egy tUn. g kozelité megolddsa, amelyen a kivetkezd értend6:

P(Xy» g, by) < Ny + &
ahol N, = inf® (x,a,,b;,) >0

xsE”
1. tétel: {x,} sorozat minden torlédasi pontja (1)-nek optimdlis megolddsa.

Bizonyitds : Minthogy f(x) alulrél félig folytonos és L, nemiires, zart és korlatos,

f(x) Lgon felveszi a minimumdt. Legyen
M = min f(x)

x6L,

Vilasszunk egy optimalis megolddst, x°-t. Ekkor mivel %, a (3) feladatnak &

kozelité megoldasa, fenndll a kovetkezs egyenldtlenség:
s m
D (kg ay, by) < P (X% a4, b)) + & < f(x0)+ B + - (5)
k

(Mivel x°€L, és exp [a;, g,(x°)] < 1). Az (5) egyenlGtlenség bal oldaldt nem-
negativ tagok elhagyasival nem noveljiik, igy kapjuk az

1 £ m )
exp [ay g:(x,)] < f(@°) + ——+ & i=12, ... m
bk blr

egyenlGtlenségeket. (Itt hasznéltuk ki a II1. kikotést.) Innen adddik

|

dilky) < ~-log (B + m bye) = ¢ i=12 ... m (O}
a g

(3
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A (4) feltételek miatt

llm Ck = O- (7)

K—>o00

Ugyanis tetsz6leges kis @ pozitiv szémhoz van olyan k, kiiszobszdm, hogy
minden k >k, esetén b, >1, és fennillnak a kovetkez§ egyenlStlenségek:

(-11— log {b,f(x°) + m + by &} <-Liog {0l/(x°) + & + m]} =

k Ay,

_logh | log[/ef) f e tml _ g
fgy van olyan %, index is, hogy minden kE>kjeseténc, < A (1 =1,2,...m),
és igy x,€L,. Mivel L zart és korlatos, az {x,} sorozatnak van torl6dasi pontja.
Legyen x egy torlédési pont. (7) miatt x¢L,. Azt kell tehdt még belatni, hogy
X optimalis is. Konnyen belathatd, hogy a kovetkezd egyenlétlenségek fenn-
4llnak: '

k) < Ol ap b) < [0+ Y

k
ahonnan

5 m

f(xk)—f(x")gb——l- & = dy . (8)
k

Mivel lim d, = 0, x optimélis. Q.e.d.

k—so0

Az 1. tétel alapjan meg tudunk fogalmazni egy olyan feltétel nélkiili szélsG-
értékfeladatot, melynek kozelité megoldésa ,,j6 kozelitd megolddsa™ lesz
(1)-nek is. ¢

Az (1) probléma (8, 0)-kozelitd megoldésdnak (6 > 0, ¢ > 0) olyan y€E" pon-
tot fogjuk nevezni, melyre fennall

gily) < 6 vi= 025 s am
fly) —f(x) < e.

Ez a kozelit§ megoldds, tekintve hogy d és p tetszdlegesen Kkicsi lehet, gya-

korlati szemponthél mindig kielégitd. } B

Ha teh4t ismerjiik (1) egy lehetséges megoldasat, x-t, és (6, p)-kozelitd meg-
old4st keresiink, akkor @ fiiggvény a és b paraméterét a kovetkezGképpen
hatirozzuk meg:
A (6) és (8) bsszefiiggések alapjan

%’i'b‘gg:

ahonnan
m

Boagertt (e <o) (9)

(e
valamint

4 log {bf(x°) +m + ¢ b} ~<%log {bf(x) +m + ¢ by< 8
a
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ahonnan

a:_)_—;—log {bf(x) +m 4 eb} (10)

Ha tehat @ és b paramétereket a fenti formuliknak megfelelGen vilasztjuk,
akkor a

D (x,a,b) » min

egyetlen szélsGértékfeladat e-kozelitd megoldisa egyuttal (1) probléma (9, o)-
kozelité megoldasa.

Konvex fiiggvények esete

Az el6z6ekben az (1) problémat visszavezettiik a @ fiiggvény feltétel nél-
kiili minimalizdldasdra. A (10) probléma megoldisa azonban egyes specidlis,
kevés valtozoja feladatok kivételével szamitistechnikailag csak akkor kezel-
heté hatdsosan, ha /, gy, g2 .-+ gm fiiggvények konvexek. Konnyti belatni,
hogy ekkor @ is konvex. hgy konvex fiiggvény minimalizaldsara szamos
modszer ismert (ldsd [4]). Vizsgaljuk meg, hogyan lehet ®-nek e-kozelitd
megoldédsat kapni, ha feltessziik, hogy f, g, g3, . . . g folytonosan differencidl-
hat6é konvex fiiggvények.

Tegyiik fel, hogy ismeriink egy x€L, megoldast. Legyen

1 =
¢ =— log {bf(x) + m + &b} (11)
a
és L, = {x |g; (x) < ¢; 7 = 1, ... m}. Aza megfelel§ vilasztdsaval I1. kikotés
értelmébcn mmdlg (,lcrht,to, h(),t_,y c << X (i=1,...m),sigy L korlitos legyen.

Mivel @ folytonos, Le-n felveszi a minimumat. Viszont minden kozelité meg-
oldés eleme L¢-nek, igy @ feltétel nélkiili minimumat is felveszi Z-ben.

Agyazzuk be Le-t egy egyszerii T tartomanyba, ahol konnycn ki tudjuk
szamitani a maximalis tavolsiagot:

D = max [x—y]|.
x, ysT

A feltétel nélkiili minimumpont staciondrius pont, melyre fennall
no (b )?
Wix) — .
Y(x)= D> —-| =0.
i=1 | Ox;

Tegyiik fel, hogy @ minimalizilisa soran megillunk, ha ¥(x) < 4. @ foly-
tonos differencialhatésaga miatt

| D(x) — D(y) | < V¥(x)|x—y|<VAD

ahol y @-nek minimumpontja.
2 kozelité megoldas nyerése érdekében teljesiilni kell a

DVde
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egyenlStlenségnek, vagyis elére megadott e-hoz, 4-t a

i
4< =) (12)
egyenl8tlenségnek megfeleléen kell megvalasztani.
(10) megold4sa sordn tehdt az adott minimalizaldsi eljardst (példdul gradi-
ens moédszert) addig folytatjuk, mig Lc-be érve ¥(x) < 4 teljesiil.

Az alkalmazott feltételezésekrol

Elgszor a 1I. feltétel kozgazdasigi realitdsat, ill. teljesithetGségét vizsgaljuk
meg. A II. feltétel implicite tartalmazza azt az allitast, hogy L, korladtos. Mit
jelentene, ha L, nem lenne korlatos? Tekintsiink egy olyan modellt, amelyben
x termelésvektor, a g;(x) < 0 feltételek pedig a kapacitdskorlatozdsokat feje-
zik ki. Ekkor I, nemkorlatossiga miatt

sup [max |z; | ] = oo,
x¢lo 1<j<n

mas szoval legalabb egy olyan termék van, melybél korlatlan mennyiséget
n

18het termelni véges erdforrds felhaszndlasival. Ezirredlis, tehdta 3' | z; | < K
=1

feltétel csatoldsa, ahol K egy alkalmas nagy pozitiv szdm, a gyakjorlati esetek-
ben kozgazdasigilag mindig indokolt.

Mit jelent a IL. feltétel azon része, mely megkoveteli olyan 4 > 0 létezését,
hogy L korlatos legyen? Tegyiik fel, hogy nincs ilyen. Ez azt jelentené, hogy
a kapacitdsokat barmilyen kis mértékben novelve, legaldbb egy termék ter-
melését korlatlanul novelni lehetne. KEgybevetve ezt L, korlitos voltdval,
azt a kiovetkeztetést vonhatndnk le, hogy a kapacitdsok (,,termelési tényezsk’)
egyiittes hatdrtermelékenysége végtelen. Kz pedig nyilvinvalé kozgazdasigi
képtelenség.

A TI1. feltétel pedig olyan természeti, melynek teljesiilését mindig biztositani
lehet. Tegyiik fel ugyanis, hogy eredeti problémank

¢(x) — min (13)
gi(x) < 0 ! Bi==aly 20 b

volt és g(x) nem teljesiti a IIL. kikotést. Ha p(x) alulrdl korlitos £"-en, vagyis
p(x) Z R, x¢B", akkor f(x) = q(x) + R célfiiggvény mar teljesiti a ITI. kiko-
tést. Ha @(x) nem korldtos, akkor legyen f(x) = exp {¢p(x)} a célfiiggvény.
Minthogy az exponenciélis fiiggvény monoton, az optimélis pontok ugyanazok
maradnak; ha ¢(x) konvex és differencidlhaté volt, /(x) is az. Véltozik azonban
az optimalis célfiiggvényérték.

Az el6zéekben leirt (8, o)-kozelité megoldds, y olvan, hogy

fly) —(x%) < e
Kz igy is irhato :

exp {[¢(y) — ¢(x")] + ¢(x")} —exp {p(x*)} < o
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tovabbalakitva
[exp {¢(x°)}] [exp {p(y) —e(x")} —1]Z 0 (14)

Tegyiik fel, hogy ismerjiik exp {¢(x°) } egy pozitiv alsé korlatjét o-t (ez min-
dig létezik I, korlitossiga miatt, és gyakorlatilag mindig kénnyen meg-
hatarozhaté). Ekkor (1 )bol kovetkezik

afexp {p(y) —o(x%)} —1]1< 0
tovabbalakitva

p(y) — @(x?) < log (1 . %]

Ha tehat a (13) feladatnak szeretnénk (4, w)-kozelité megoldast valasztani,
akkor fenn kell allni a

log (1 -+ —9—] <o
o
vagy masképpen a
e < «[(exp ®) —1)

egyenlStlenségnek. p-t igy vdalasztva biztosak lehetiink abban, hogy az f(x
cclfuggvenmcl rendelkezi feladat (6, p)-megoldasa a (13) probléma (4, w)
megoldasa is.

Egy numerikus példa

Tekintsiitk a kovetkezé konvex programozasi problémat:
Qz,, z,) = 0,3 @, + a} + 0,32, + % 4 0,0450 — min
-5 <0 (15)
—x, <0
— 14222+ 325 < 0.

Keressiik meg a (15) feladat egy (9, p)-kozelité megoldasat, ahol 6 = 0,125,
o = 0,1, Konnvcn igazolhatd, hogy a (15) probléma eleget tesz az I-—IIL.
kikotéseknek. Valasszuk et (9)-nek megfelelGen, &= 0,05. Mivel m = 3

b= — LR =60.
0,1 — 0,05

Az x, = 0, x, = 0 (15)-nek egy lehetséges megoldasa, Q(0,0) = 0,0450. Ekkor
(9)-nek megfelelGen®

1
a> log {60 + 0,0450 + 3 4 3} = 7,516 .
T0,125

Legyen a = 8.

2 A példa sordn log tizes alap, In pedig természetes alapa logaritmust jelent.
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Ekkor a minimalizdlandé fiiggvény:
1
D(z,, 2,) = 0,32, + 2 + 0,3z, 4 3 + G—O[exp {—8x,} + exp {—8x,} +

+ exp {8(22% + 32§ —1)}].
A gradiens abszolit értékének négyzete pedig
8 In10

V(@ 2g) = [0,3 +22; — ) exp {— 8x,} — 4, exp {8(223 +

81In 10

323 — 1)+ [0.3 + 22, — )exp {— 82y} — 62, exp {8(2a2 +

+ 3¢ — 1}

: 1
(11) szerint ¢ = —é—log {60 - 0,0450 + 3 + 3} = 0,1174

L, tehat a kovetkezd egyenlStlenségek altal leirt tartomany:
—x, < 0,1174
— 2, < 0,1174
2a% + 323 < 1,1174
Konnyti belatni, hogy L, a kovetkezd esticspontkoordindtédkkal rendelkezd

négyszogtartoményba esik: (—0,2; —0,2) (—0,2; 0,8), (0,8; —0,2), (0,8; 0,8).
Ebben a tartoményban a maximélis tdvolsig [/2. Tehat (12) szerint

2
4= Rl = 0,00125.
V2
Ezek utan konnyen igazolhatjuk, hogy indulé lehetséges megolddsunk
=0, x, =0 (J, 0)-kozelité megoldds. Ugyanis

(0,0) = 0,000098 < /. (16)

A példa a rovidség kedvéért leegyszertisitett volt. Amennyiben a kiindulé
megold4s nem elégitette volna ki a (16) egyenlStlenséget, d(x,, x,)-t vala-
milyen gradiensmaodszerrel minimalizalni kellene, és minden 1épésnél ellenérizni

a (12) egyenlStlenség teljesiilését.
( Beérkezett: 1968. X. 10.)
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A METHOD FOR THE APPROXIMATIVE SOLUTION OF NON-LINEAR PROG- .
RAMING PROBLEMS

Solve the non-linear programing problem:

f(x) = min

gix) << 0i=1, ..., m (1)

with the following assumptions:
L. f, 91 99 -y gm are lower serii-continuous scalar-valued functions

II. Lo = {x|gi(x) < 0; % =1, ..., m} is non-empty and there exists a 4>0 vector
such that
Ly, = {x|gi(x)<A; i =1, ...,m} is bounded A" = [}, 4,,..., Ay])
CIILL f(x) > 0 for all xe E"
We will consider as (0, o)-approximate solution (6 > 0,p - 0) of problem (1) the

n

point y € £" satisfying:
gi(y) <0 % = Yy s o IR
Jy) — 1) < e,

where x° is an optimal solution of (1).
Our principal result is the following: The unconditional minimurm point of the function
l mn .
D(x, a,b) = f(x) + - X exp [a g(x)]

>-
b =}

where parameters « and b are suitably constructed from the initial data, will be (6,0)-
approximate solution of problem (1).

The article also contains the application of the method in the case of convex functions,
the economic motivation of assumptions (L—111), the comparison of the method to
Kremsoum’s procedure [3], as well as a numerical example.

METOJ1 INPUBJIM)KEHHOI'O PEIIEHMS TTPOBJIEM
HEJIMHENHOI'O I[MTPOI'PAMMUPOBAHMSI

Llesib 3akciiouaercst B peutenun clieytouieit npoduemnl HeJHMHEHHOr0 MporpammupoBaHms:
f (x) — min
gix) L0+ =1, ;s (1)
NPH  CJIEIYI0IUX  TIPE/ITI0I0KEHUAX:

L f, 00, 9s - s §p— (QYHKIU, CKAJSIPHOE 3HAUEHIE KOTOPLIX SIBJISIETCS] CHUBY HATIOJI0BHHY
HETP ePLIBHLIM
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II. Ly={x| g;(x) < 0;2=1, ..., m} SIBISETCS HENyCTbIM M HMEETCS] TaKOH BEKTOp
A>0, r1o Ly = {x| g;(x) < A;1=1,..., m} ABnsieTcs OrpaHndeHusM (A% = | A, 4, ...,4,])

I11. f(x) >0 B cayuae Jiodoro x ¢ E"
(0, o) — npubmwKeHHBIM pemenem (¢ >0, ¢ >0) npodnemsr (I) Oyaem cuMTaTh TOYKY
y € B, st KoTopoil 1elCTBUTENBHO, 4TO

gily) <90 U=y sy T
fy) —r(x°) <e

rae x° sBNsieTCsl OAHUM M3 ONTHMaJbHLIX peweHuil npodnemsr (I).
OCHOBHO# pe3yJIbTaT 3aKJII04aeTcst B ceyomeM. Touxa 6esycioBHOro MUHUMyMa (yHKLM

mn

Bx, a,b) = f(x) + 5 " exp [ (o))

MOCTPOEHHOI IPH MOMOLIM TOAXOASIIHM 00pasoM BLIODAHHBLIX NMAPAMETPOB a u 6, sBnsieTcs
(6, 0) — npudaKeHHBIM pewennem 3agaun (I). :

CTathsi COAEPIKUT eIlle M PUMEHEHHE METOA B CJ1yYae BBIYKJIBIX (Y HKLMH, SKOHOMUYECKY 10
MOTHUBALIHIO npennongmenm‘& (I—111), comocraBnenne merona ¢ merogom HueiiGoma [3], a
TaKyKe HyMepHyecKuii mpumep.



