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INTENZITASALAPU MODELLEZES ES A
MERTEKCSERE!

MEDVEGYEV PETER - PLANK PETER
Budapesti Corvinus Egyetem — Morgan Stanley

A dolgozatban a hitelderivativak intenzitdsalapi modellezésének néhany kér-
dését vizsgaljuk meg. Megmutatjuk, hogy alkalmas mértékcserével nemcsak
a duplan sztochasztikus folyamatok, hanem tetszoleges intenzitassal rendel-
kez6 pontfolyamat esetén is kiszdmolhatd az Gsszetett kar- és csodfolyamat
eloszlasanak Laplace-transzformaltja.

Bevezetés

A hitelderivativék valésziniiségszamitési eszk6zokkel torténé matematikai le-
irasédra két alapvet6en eltéré modellezési filozdfia all rendelkezésiinkre. A
strukturalis modellek a cs6doket kozvetetten, pl. a vallalati kbtvényekre vo-
natkozé CDS-ekbol all6 portfolio esetében a véllalatok értékének alakuldsabol
prébaljak visszakovetkeztetni, am ekkor jelentés szami, s legtbbszor meg-
kérddjelezhet6 feltételezéssel kell élntink. Ezzel szemben a redukalt formaja
modellek esetében kozvetleniil a cs6didék és a cs6dok soran realizalédd karok
modellezése a célunk, mely ekvivalens a cs6dok egy adott idopontbeli szamat
megado szamlélé folyamat, illetve a veszteség nagysagat is figyelembe vevo
Osszetett folyamat tanulmanyozasival. Ilyenkor a kar vagy cs6desemények
okardl, egymasutanjarol lényegében semmilyen kozgazdasagi, strukturalis fel-
tétellel nem éliink. Mindossze azt koveteljilk meg, hogy az egyes karese-
mények bekovetkezésekor az esemény bekovetkezésérdl tudoméasunk legyen.
Matematikai terminolégiaban ez azt jelenti, hogy az egyes karesemények be-
kovetkezési idépontjai igynevezett megallasi idoket alkotnak.

Vegytik észre, hogy a helyzet nagyon hasonlé ahhoz, amivel az operacids
kockazat meghatarozasakor szembesiiliink. E teriilet alapmodellje szerint a
hibak bekovetkezését Poisson-folyamattal, mig a kar nagysigat lognormalis
eloszlasu valdszintiségi valtozdval szokas modellezni, melyek egyiitt egy Gssze-
tett Poisson-folyamatot hatdroznak meg. A hitelderivativdk esetéhez hason-
l6an végs6 soron itt is az egyes idopontokban fenndllé kumulativ karnagysag
(tehdt az Osszetett Poisson-folyamat adott id6pontbeli értékének) eloszldsit
szeretnénk megadni. A feladat megolddsa azonban mér ezen az egyszeril
szinten is komoly kihivast jelent, hiszen a keresett eloszlast kézvetleniil nem
tudjuk kiszdmolni. A kozismert technika a Laplace-transzformalt inverts-
ldsara éptil. Nem meglep6 tehat, hogy a hitelderivativak redukalt formaja
modellezése soran is e transzformélt meghatarozasa a célunk.
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Fontos kiilonbség azonban az operacids kockazat modellezése és a pénziigyi
matematika kozott, hogy az utébbi esetén az a valdsziniiségszamitasban alap-
vetd szerepet jatszé feltétel, miszerint a valdszinliségi mérték ismert és elore
rogzitett nem hasznalhaté. A pénziigyi matematika legf6bb matematikai
triikkje az, hogy a piaci szereplck preferenciait a kockazatmentes mértékbe
olvasztja be. Ennek nagyon egyszerii oka van: a pénziigyi dontésekre altalaban
a nagy szamok torvénye nem hasznalhat6. Bar fajéan sokan tgy képzelik, a
pénziigyek nem szerencsejaték, ahol a tomegjelenségek viselkedési szabalyai
érvényesek, hanem kockazatkezelés, ahol a veszteségtol vald félelem, a koc-
kazat minimalizdlasa a cél. Eleve kérdéses, hogy az egyes pénziigyi szitud-
ciok tekinthetCk-e ismétlédo eseményeknek, de ha annak is tekintheték, az
egyes kimenetektdl valo félelem automatikusan torzitja a kimenetek arat.
Hidba lesz egy ismétlddo helyzetben két kimenet valdsziniisége azonos, ha az
egyiktol jobban féliink, mint a mésiktdl, akkor az arakban nem elssorban a
kimenetelek valésziniisége, hanem a félelmek relativ foka fog tiikrozédni. A
pénziigyekben ugyantgy, ahogyan a kézgazdasdgtan minden més teriiletén az
arakat lényegében a kereslet és a kinalat hatarozza meg, amelyek pedig alap-
vetden a piaci szereplok motivumaitél, vagyis azok hasznossagi fiiggvényeitol
fliggenek. Az alapveté moddszertani probléma az, hogy mivel a piaci sze-
replok gondolatait nem ismerjiik, feltessziik, hogy az dltaluk bevitt torzitast
az arakbdl tudjuk visszakovetkeztetni. Feltessziik tehat, hogy adott egy Q
mérték, amely kodolt formaban tartalmazza mind a valdszinliségeket, mind
a hasznossagi fliggvények &ltal a piaci mechanizmusokon keresztil gyako-
rolt torzité hatasokat. Az igy kapott mértékrél egyetlen dolgot tehetiink fel,
nevezetesen, hogy a mérték ekvivalens az eredeti esetlegesen 1étez6 valdszi-
niségi mértékkel. Ez alatt azt értjik, hogy a nulla valésziniiségli események
a két mérték alatt megegyeznek. Vagyis a két mérték alatt a lehetetlen-
nek, kovetkezésképpen a biztosnak tekintett események azonosak. Feltessziik
tovabba, hogy ezen mérték szerinti diszkontdlt varhatd értékként szamoljuk
ki az aktudalis arakat. Ezt a modellfeltételt két dologra tudjuk felhasznalni:
egyrészt az ismert arakbdl kovetkeztetni tudunk az ismeretlen Q mértékre
(ezt hivjuk kalibréldsnak), mésrészt a kalibrélt Q segitségével kovetkeztetni
tudunk az esetleges ismeretlen drakra. Az drakat tobb okbdl nem ismerjiik:
vagy azért, mert még a termék nincs is a piacon és az esetleges alkalmas
piaci arat akarjuk kitalalni, vagy, igen gyakran azért, mert a termék piaca
nem elég likvid ahhoz, hogy az utoljara megfigyelt drak mogotti tényleges
kereslet-kindlati viszonyokat mérvadénak tekintsiik. A kalibracid, vagyis a Q
mérték kiszamolasanak tovabbi elénye, hogy a Q mérték informaciét nyujt
a piaci szereplOk kockazati preferencidjardl is, vagyis az egyes kockazati for-
rasoktdl vald félelem relativ szintjére. Példaul a CDS-ek esetén a CDS-ek
arabdl kovetkeztetni lehet a cs6d Q mérték alatti valdsziniiségére, amely
nemcsak az esemény bekovetkezésének valdszintiségét tikrozi, hanem a cs6d
kovetkezményeitdl vald félelem fokara is ravilagit.

Ezzel a megkozelitéssel van azonban egy alapveté matematikai problémas:
a kiilonbo6z6 sztochasztikus tulajdonsagok egy jelentés része nem invarians
az ekvivalens mértékcserére nézve. Mivel a valdszinliségszamitasi intuicid
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altaldban a ,,valédi” valészintségre épiil, kérdéses, hogy a kicserélt mérték
esetén milyen sztochasztikus tulajdonsdgok maradnak érvényben. A pénziigyi
modellezés soran gyakran keveredik e tulajdonsagok valds és a kockazatmentes
mérték alatti vizsgdlata, s a ketté kozotti eltérés a modellkockazat legf6bb
forrasa. Miként megjegyeztiik, az egyediili alkalmazhaté megkotés, hogy a
nulla valdsziniiségli események halmaza nem véltozik. Ennek igen egyszeri
kozgazdasagi oka van: azoknak és csakis azoknak a véletlen kifizetéseknek
lesz értelmes médon pozitiv az ara, amikor pozitiv valészintiséggel kapunk is
valamit. Kovetkezésképp feltehetjiik, hogy a mértékcsere ekvivalens. Ha nem
is tul sok tulajdonsig, de azért néhany nem valtozik az ekvivalens mérték-
csere soran. lIlyen az ekvivalencia osztalyok fogalma, az arbitrézs fogalma,
a szemimartingalok osztdlya, illetve a kvadratikus variacid, tovabba a tra-
jektdridk topoldgiai tulajdonsdgai (mint amilyen pl. a folytonossig vagy a
differencidlhatésag).

Az aldbbi targyalds kiindulépontja, hogy a szamlalé folyamatok egy bi-
zonyos csalddja, nevezetesen az intenzitdssal rendelkezd szamlélé folyamatok
osztalya is invarians az ekvivalens mértékcserére nézve, azaz a valds és kocka-
zatmentes mérték kozotti eltérés az intenzitds valtozasan keresztiil modellez-
het6. Ez a tétel taldn nem annyira ismert, mint az emlitett tobbi invariancia
tulajdonsag, igy a bizonyitasat a kovetkezOkben ismertetni fogjuk.

Az intenzitdssal rendelkezé szamldlé folyamatok osztdlydnak egyik igen
hasznos részcsaladjat alkotjak az igynevezett duplan sztochasztikus folyama-
tok. Ezek esetében ugyanis a Poisson-folyamatokra érvényes szamos elegans
szamoldsi szabdly kozvetleniil atviheto. fgy példaul meghatarozhatd az Gssze-
tett folyamat eloszldsa, vagyis amikor a véletlenszeriien bekovetkezo karok
modellezésekor nemcsak a karok szamat, hanem azok nagysagat is figyelem-
be akarjuk venni. Az eljdras kiindulépontjaul az az észrevétel szolgal, hogy
az Osszetett eloszlas Laplace-transzformdltja az intenzitds alapjan felirhaté.
Felirunk egy modellt az intenzitds alakuldsara, ez alapjan kiszamoljuk az
Osszetett eloszlas Laplace-transzformaltjat, majd a transzformalt invertala-
saval meghatarozzuk az osszetett eloszlast. Ezen elv kozponti szerepet jatszik
az intenzitdsalapu modellezés soran, s ramutat miért is jelentenek e folyama-
tok hatékony vizsgalddasi eszkozt.

A dupldn sztochasztikus folyamatok csalddja azonban tulsadgosan sziik:
egyrészt e folyamatok nem invaridnsak az ekvivalens mértékcserére nézve
(1d. [7]), médsrészt nem képesck reprodukdlni a cs6dok klaszterezédésének
jelenségét, azaz a korabban bekovetkezett csédok szama nem novelheti a
késobbi cs6dok bekovetkezésének esélyét. Altaldnos esetben azonban az in-
tenzitassal rendelkez6 szamlalé folyamatok Laplace-transzformaltjanak meg-
hatérozasa kozvetlentil nem egyszerii feladat. A megolddst az [5] dolgozat
egy igen szép gondolata tartalmazza: egy tovabbi mértékcserével a Laplace-
transzformélt nem duplan sztochasztikus folyamat esetén is kiszamolhato az
intenzitas alapjan. Az emlitett publikdci6 egy kordbbi verziéja azonban hibéds
volt, az aktualis valtozata viszont til koriilményes és igen nehezen kovetheto,
igy vélhetéen akaddlyozza a technika széles kord elterjedését. Mivel vé-
leménytink szerint egy igen fontos matematikai eszkozrél van szé, igy az
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alabbiakban részletesen bemutatunk egy olyan, tolink szarmazd egyszerii
gondolatmenetet, amivel az [5] dolgozat eredményei kénnyen — legalédbbis a
sztochasztikus analizisben jaratos olvasd szamara konnyen — megérthetoek.
Az altalunk bemutatott megkozelités segitséget adhat a konkrét alkalma-
zasok hatékony kidolgozasa soran, ugyanakkor a médszer alapgondolatanak
megértéséhez nem sziikséges, hogy az olvasé a sztochasztikus analizis sajatos
nyelvezetének minden részletével tisztaban legyen. Az egyes lépések mate-
matikai targyalasa mellett megprobdlunk a sztochasztikus analizisbol atvett
tételek egyszerl kozgazdasagi interpretacidjara is ravilagitani.

1 A kozgazdasagi hattér rovid bemutatasa

A dolgozatban targyalt matematikai probléma koézgazdasiagi héatterének be-
mutatasadhoz érdemes a jelzaloghitelekre épild szarmaztatott termékek ara-
zésdnak kérdésébol kiindulni. A probléma fontossiaga nemcsak abbdl fakad,
hogy torténetileg éppen ezen derivativak piacdnak osszeomldsa vezetett a je-
lenlegi pénziigyi valsighoz, hanem azért is, mert az alaptermék jelentosége a
valsdgot kovetden is fennmarad, hiszen a jelzaloghitelek teszik ki a lakossagi
hitelalloméany tilnyomé tobbségét. Vagyis a vélsag kapcsan felmeriilt prob-
lémék nem tiintették el ezt az alapterméket és az avval kapcsolatos kockaza-
tokat, igy a jelzaloghitelek viselkedésének megértése tovabbra is a pénziligyi
elmélet egyik fontos feladata marad.

De mibdl is fakad a jelzaloghitelek kockazatossaga? Ennek tobb oka van:
egyrészt a hitelt felvevo személy becsédolhet, igy nem tudja fizetni a tovabbi
részleteket. A cs6d lehetéségén kiviili tovabbi probléma a torlesztérészlet bi-
zonytalansdga, melynek nagysiaga lényegében a piaci szereploktdl fiiggetlen
kiils6 — nagyrészt makrookonémiai — tényezok alakulasatol fiigg. Normal
piaci-pénziigyi koriilmények kozott a torlesztorészlet az aktualis kamatlab
fiiggvénye, 4m tovabbi (kozvetett) hatdsként megemlitendd, hogy magas ka-
matlab esetén altalaban alacsony a foglalkoztatéds, tehat kisebb a kolcsont
felvevo jovedelme, igy né a cs6d valdszintisége. Magyarorszagon a torleszto-
részletek gyakran idegen devizdban vannak meghatarozva, kovetkezésképpen
a kamatlabak ingadozasan kiviil még a devizaarfolyamok alakuldsa is egy bi-
zonytalansagi forrasul szolgal. Ezzel ellentétes folyamat az djrafinanszirozas
lehetdsége, melyre szamos orszagban addédik lehetoség: amikor a gazdasagi
kornyezet javul és igy a kamatldbak csokkennek az addsok egy esetlegesen
kedvezSbb hitellel kivalthatjak a korabbi hiteleiket, 4m ez a hitelez6 szem-
pontjabdl szintén veszteséget jelent. Kovetkezésképpen a jelzdloghitelekbol
szarmazo pénzaram lényegében attekinthetetlen médon fiigg a makrookond-
miai feltételektol. Ezen bizonytalansagok egyiittese olyan nagy, hogy egyetlen
piaci szerepld sem szivesen vallalja at 6ket, a kolesont nytjté helyi bankok és
pénziigyi intézmények tehdat megprébalnak ezektol a kockazatoktdl megsza-
badulni. A dolog némiképpen emlékeztet a viszontbiztositas problémajihoz.
A helyi ,kis” biztositék az egyedi biztositdsi kotvényeket egy ,,nagyobb”
kosarba helyezik és abban biznak, hogy az egyedi kockazatok ingadozasa —
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a nagy szamok torvénye alapjan — kiegyenlitédik és igy a kockazatos pénz-
aramokat biztos pénzaramma4 lehet konvertalni. A jelzdloghitelek esetén az
analég trilkk a jelzdlogalapi kotvények kibocsatdsa: egy sor egyedi jelza-
logko6tvénybol egy 1j ,,szuperkotvényt” hozunk létre, e ezen 1Gj kotvény bir-
tokosanak atadjuk a ,,szuperkotvény” alapjiaul szolgald egyedi jelzdlogokbdl
szarmazo bizonytalan pénzaramokat, természetesen egy fix vagy elore meg-
hatarozott rendben felmeriil6 dij ellenében. A kérdés mar csak annyi, hogy
mennyi ez a dij?

A probléma megoldasédra két ut kinalkozik. Az egyik lehetéség az, hogy
szakitunk a valdszinliségszamitasi nyelvezettel és a pénziigyi folyamatokat
a hagyomanyos kozgazdasigtani eszkozokkel prébéaljuk modellezni. Ilyenkor
azonban szembekeriiliink avval, hogy a mikro6konémiai szemléletti kozgazda-
sagi modellek jelentOs része nagyon nehezen operacionalizalhatd, ugyanis az
elméletben alapvetd szerepet jatszo hasznossagi fiiggvények nehezen figyel-
hetok meg. Gyakran elhangzik, hogy a pénziigyi elemzésben jatékelméleti
eszkozoket kellene hasznalni. Elvileg igen, de a pénziigyi gyakorlat minden-
napjaiban e modellek hasznalhatdsagat még nem sikeriilt igazolni, fGleg azért
nem, mert a jatékelmélet alapjaul szolgalé fogalmak nem kozvetleniil meg-
figyelhetok, fixen adatbazisokban nem irhatok le. Egy masik lehetOség a
makrotényez6k beépitése a modellekbe, de ilyenkor meg avval kell szamolni,
hogy a modellek adattartalma és idGhorizontja egyszeriien alkalmatlan a piaci
gyakorlat altal tamasztott pontossag kielégitésére. Tovabbi — jobb alternativa
hijan felmeril6 — lehet6ség, hogy megérizziik a sztochasztikus nyelvezetet, an-
nak ellenére, hogy pontosan latjuk az ebbdl ered6 problémékat, de dvatosan
és rendkivil korultekintGen jarunk el: csak olyan valdszinliségi modelleket
engediink meg, amelyek invariansak az ekvivalens mértékcserére.

Osszetett veszteségfolyamatok kézgazdasagi problémai

Miként az el6z6 pontban emlitettiik, a kiillonb6z6 pénziigyi elemzések egyik
alapveto kérdése, hogy miként modellezhetjik egy adott idészak alatt beko-
vetkezd karesemények egyiittesének eloszlasat, mely nyilvanvalé médon két
komponenstdl fiigg: milyen gyakran és mekkora kar kbvetkezett be. A klasszi-
kus biztositasmatematikdban feltehetjiik, hogy a két folyamat egyméstdl fiig-
getlen, igy e megkozelitési mdéd soran ezek egymastol kiilonédlléan model-
lezhetéek. E feltétel jelentSs egyszerisitést jelent a modell becslése szem-
pontjabdl, hiszen hosszabb idOszak alatt nagy szamu adat figyelheté meg
mind az egyes események kozott eltelt idészakokrdl, mind a bekdvetkezd
karok nagysagarol. A valdszinliségszamitasban azonban altaldnosan nem a
peremeloszlasok modellezése, hanem az egytittes eloszlasok megadésa jelenti
a problémat. A feltételezett fiiggetlenség miatt természetesen az egylittes
eloszlas teljességgel leirhaté a peremeloszlasok segitségével, &m mint arra a
bevezetGben is kitértiink, a jelzdloghitelek esetében a fliggetlenség feltételezése
nem elfogadhatd, hiszen a pénziigyi csédesemények esetén az egyik alapveto
észrevétel a folyamatok Onerdsité volta. A bekdévetkezd cs6dok szaménak
novekedése tovabb néveli a cs6dok intenzitasdt, illetve nagysagat.
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Tovabbi problémat jelent, hogy a karesemények Osszetett eloszlasanak
modellezését két kiilonbozd célra lehet felhasznalni: a toketartalék megha-
tarozasara, illetve a cs6deseményekhez kotott szarmaztatott termékek el6zo
pontban felvetett arazdsara. Az elsd esetben arra vagyunk kivancsiak, hogy
egy adott valoszinliség mellett mekkora veszteséget szenvedhetiink el, ilyenkor
tehat a szamitdsok soran a valds veszteségadatokra tdmaszkodunk. A pénz-
igyi matematika emlitett alapmddszertana szerint azonban a szarmaztatott
termékek arazasakor hasonld, de semmiképpen sem azonos médon kell eljarni.
Ekkor a modellben szereplo veszteségfolyamat viselkedésére nem a tényleges,
hanem egy mesterséges — a kockazatokat és a piaci szereplok vélekedését egy-
arant tikroz6é — valoszinliségi mérték alatt, a piacon megfigyelhetd drakboél
kiindulva prébalunk kévetkeztetni. Vagyis gy kell meghatdrozni (kalibralni)
a folyamatot leiré paramétereket, hogy a kalibralt paraméterekkel az adott
modellkereten beliil a lehetd legjobban tudjuk kozeliteni a szarmaztatott ter-
mékek aktualis, piacon megfigyelt arait.

Valamely jovébeli kifizetés jelenbeli dra két tényezotdl fliigg: egyrészt a
kifizetés id6pontjatdl, méasrészt annak bizonytalansdgatdl. Az idével kapcso-
latos problémakat a diszkontéalassal oldjuk meg, az ehhez sziikséges diszkont-
tényez6 pedig a piacon megfigyelhet6 kamatokra tamaszkodva meghataroz-
hat6. A diszkonttényezd, illetve a kamatok azonban csak a biztos kifizetések
id6ben valé atcsoportositasaért jaré kompenzacié mértékét irjak le. Nem
véletleniil hasznéaljuk a bizonytalansag kifejezést, ugyanis a hagyomanyos va-
16szintiségszamitasi értelemben nem feltétlentil tudjuk az egyes kimenetelek
eloszlésat. Altaldban nem tomegeseményekrol van szo, hanem egyedi torténé-
sekrdl. A bizonytalansag modellezése gy torténik, hogy az egyes lehetséges
kimenetelek mindegyikéhez egy-egy stlyt rendeliink. Ezeket a stlyokat szokas
szubjektiv valosziniiségnek nevezni, a silyok relativ nagysiga pedig a vesz-
teségektdl valo félelem mértékét tiikrozik.

A minden pénziigyi tankonyvben megjelen6 példa szerint a lottd jaték
varhato nyeresége negativ, de a kockazati preferencidk miatt a lottd jaték ara
mégis pozitiv. Ennek oka, hogy a kis valdsziniliségii nagy nyereség lehetéségét
tobbre értékeljiik, mint a nagy valészintiségili kis veszteséget. A preferencidk
altal indukalt torzitds ardnyara az arbdl és az eladott szelvények szamdabdl
kovetkeztethetlink. Ezek a félelmek azonban kozvetleniil nem figyelhetok
meg, csak a piaci darakon keresztiil kovetkeztethetiink rajuk, vagyis az aktudlis,
a diszkontdlashoz haszndalt kamatokat megadd hozamgorbe és a bizonytalan
kifizetéssel rendelkez6 termékek arabdl visszaszamoljuk a félelmeket megadd
stlyokat. A modellt tehat az drakhoz és nem a tényleges gyakorisdgi tablakhoz
kalibraljuk. A modell tovabbi hasznélatakor implicite feltételezziik, hogy a
kalibracié soran kapott sulyok — legaldbbis egy rovid idGhorizonton — sta-
bilak és fiiggetlenek a kozvetlentiil megfigyelt helyzettdl, kovetkezésképpen
az ismeretlen aru kifizetések esetén is alkalmazhatdak. Vegyiik észre, hogy a
kalibraci6 széleskori haszndlatara épiil a vallalati pénziigyek azon szamtalan-
szor hasznalt szabdlya is, miszerint valamely beruhdzas jovOobeli pénzaramat
egy vele azonos bizonytalansagti pénzaram ismert diszkonttényezojével kell
diszkontélni.
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Az igy kapott mddszertan nyilvanvalé elénye, hogy nagymértékben t&-
maszkodhat a sztochasztikus folyamatok és a valdszinliségszamitas kiterjedt
irodalmara. Szintén fontos tulajdonsag, hogy a kockazatkezelési gyakorlatban
hasznalt eszkoztar (legaldbbis részben) azonos matematikai alapokra épiil,
mint a kalibracié mddszertana, igy az alkalmazas soran egyfajta kereszthatas
léphet fel. Ama megkozelités elénye egyuttal a hatranyava is valik: alapve-
téen a valdszinlségszamitdsi intuiciéra éptil, A&m miként jeleztiik, mindossze
feliiletes formai azonossagrdl van szé. A valdszintiségrél mindenkinek van egy
tobbé-kevéshé meghizhato intuicidja, ami viszont nem mondhaté el a bizony-
talan kortilmények kozotti dralakulasrol, illetve az egyenstlyi piaci folyama-
tokrdl.

Miként mar jeleztiik, matematikailag az egyik alapvetd kérdés a kovetkezo:
ekvivalens mértékcsere esetén miként valtoznak a kiilonbozé sztochasztikus
tulajdonsagok? Melyek azok a modellfeltételek, modszerek, amelyek inva-
ridnsak az ekvivalens mértékcserére? Tekintsiik példaul a sztochasztikus fo-
lyamatok irodalméanak egyik leggyakrabban hasznalt modelljét, a Markov-
lancokat. Ha megvaltoztatjuk az alapul vett mértéket, nyilvanvaléan megval-
tozhatnak az dtmenetvaldsziniiségek, de sajnos maga a Markov-tulajdonsag
is eltinhet. Gondoljunk csak arra, hogy a kovetkezd csod bekovetkezésének
idopontja adott esetben fliggetlen lehet a kordbban bekovetkezett csodidé-
pontoktdl, de a kovetkezd csod elleni biztositas dra fligg a még rendelkezésre
all6 tartalékoktol, igy azok folyamatos kimeriilése esetén az tjabb cséd elleni
biztositas ara nd, vagyis a folyamat nem Markov-jellegli, ugyanis az ar fiigg
a korabban megtett 1ttdl, nem csak a jelen helyzettol. Ez még akkor is igaz,
ha a csodfolyamat ténylegesen Markov-lanc volt. Felvetheti valaki, hogy a
tartalékokat is beépitve a modellbe a Markov-tulajdonsag megorizhetd, de ez
félrevezetd, ugyanis a kitoré panik egyszertien a multbeli események lefolyasa-
tol fiigg, amelynek csak egyik eleme a tartalék nagysdga. Kovetkezésképpen
az aktualis ar nemcsak a jelen helyzettdl fiigg, hanem igen nagy mértékben
a jelen helyzethez vezeto uttol is. Hangsulyozzuk, hogy ez akkor is igaz, ha
az alapul vett tényleges folyamat statisztikailag kimutathatélag Markov-fo-
lyamat volt. De egy Markov-folyamat alakulasatol valo félelem miért is lenne
Markov-folyamat?

Fiiggetlen és azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok adott sorozata esetén
a mértékcsere soran nemcsak az eloszlas, illetve a hozza kapcsolédd paramé-
terek (mint amelyiken a vérhaté érték és szérds) valtozhatnak meg, hanem a
fliggetlenség is eltiinhet, s6t a valdsziniiségi valtozok azonos eloszlasara tett
megkotés sem marad felétleniil érvényben. Es ezen semmit sem segit az,
hogy a mértékcsere ekvivalens. A sztochasztikus modellezés mésik kedvence
a Poisson-folyamat, ahol az egyes események kozotti varakozasi idot fuggetlen
és azonos exponencidlis eloszlasu valészintségi valtozok adjak. Mivel ekvi-
valens mértékcserére ezen tulajdonsagok egyike sem invarians, milyen tulaj-
donsdgi marad a folyamat a mértékcsere utan? Az drazds szempontjabdl
milyen eloszlast fognak kovetni az egyes események kozott eltelt idopontok?
Példaul ahogyan n6 a csédesemények szama, igy no a kovetkezd cs6dtol vald
félelem, amely a cséd elleni biztositas dranak novekedésében jelenik meg.
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A hagyoményos biztositdasmatematikai szemléletben az ar a varhaté vesz-
teségektdl fligg, igy az arazas szempontjabol gy tinik, mintha a folyamat
intenzitdsa néne, valéjaban pedig esetleg csokkenhet is, ugyanis adott szamu
csOd esetén — éppen a rendelkezésre all6 eréforrasok végessége miatt — a panik
akkor is kitorhet, ha a tovabbi veszteségek idobeli gyakorisaga mar elkezdett
csokkeni. Még ha fel is tessziik, hogy a cs6dok szama tovabbra is Poisson-
folyamatot kovet, hogyan hatarozzuk meg a folyamat intenzitasat megadd A
paraméter alakuldsat, ha a ténylegesen megfigyelt folyamat paramétere nem
hasznalhaté? Ismételten hangsilyozzuk, hogy a statisztikailag megfigyelt
csodintenzitas a varhaté veszteségek eloszlasanak kiszamolasara hasznélhato,
de a veszteségért fizetend? ,,biztositas aranak” meghatarozasira nem, ugyanis
ez az ar nem valdszinliségi kérdés, hanem a kereslet és kinalat eredéje, vagyis
végeredményben a kockézati preferencidk fiiggvénye.

2 Intenzitassal rendelkezo pontfolyamatok

A hitelderivativak, illetve altaldban az Gsszetett veszteségfolyamatok mate-
matikai modellezésének legegyszeriibb, de mégis talan a leghatékonyabb tech-
nikdjat az intenzitassal rendelkezé pontfolyamatok adjak. E modellek leg-
alapvetobbike a Poisson-folyamat, a pontfolyamatokat pedig mint a Poisson-
folyamat altaldnositasait kell elképzelniink. A pontfolyamatok megaddsahoz
elegendo ismerniink az egyes események bekovetkezésének idépontjat leird
() megallasi id6kbél ll6 sorozatot?. Ertelemszertien feltessziik, hogy 7o = 0
és minden n-re 7, < T,41. A (7,,) sorozat felirdsdval ekvivalens, ha ismerjiik az
N (t) = 3272, x (7 < t) sz4mlal6 folyamatot. Miként a nevébdl is kideriil, az
N (t) a t id6pontig bekovetkezett események szamét adja meg. Az N szamlald
folyamat modellezése kozvetleniil nehéz feladat, ezért tovabbi megkdtéseket
szokas tenni. A cimben szerepld intenzitds szé arra utal, hogy valamiképpen
mérheté, hogy az ugrdsok milyen ,,intenzitdssal” kévetkeznek be. A pontos
matematikai definicié a kovetkezo:

1. Definicié. Legyen N egy tetszoleges szamldlo folyamat, s > 0 pedig
eqy progressziven mérhetd folyamat®. Azt mondjuk, hogy a X az N folyamat
intenzitdsa, ha az

M(t)éN(t)—/OtAsds

2Emlékeztetiink, hogy megsllasi idén olyan véletlen idépontot értiink, amely mogotti
esemény bekovetkezésekor tudjuk, hogy az esemény bekovetkezett. Vagyis példaul egy
adott idGszakban az ar minimumaénak idépontja nem megéllasi id6, ugyanis csak késébb
deriil ki, hogy mikor volt az ar minimélis. Vagyis feltessziik, hogy a cs6d id6pontjaban
tudjuk, hogy a cséd bekovetkezett. Ez praktikusan azt jelenti, hogy a cs6dot az elsé
nemfizetéssel azonositjuk.

3Ha az olvasé nem jaratos a sztochasztikus analizis nyelvezetében, a progressziven
mérhet§ jelz6t figyelmen kiviil hagyhatja. Elegendd, ha olyan folyamatra gondol, amely
folytonos komponensek mellett ugrasokat is tartalmazhat, vagyis egy igen b8, szakaddsokat
is megengedd csalddrdl van szé.
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dgynevezett kompenzdlt folyamat lokdlis martingdl*.

A Poisson-folyamat esetén a A\; = A\ konstans, az integrél pedig éppen a
Poisson-folyamat varhaté értékét megado At alakra egyszertisodik. Ilyenkor
az M folyamatot szokds kompenzalt Poisson-folyamatnak is nevezni. Mivel a
Poisson-folyamat esetén az M fiiggetlen novekményti és nulla varhaté értéki,
igy ekkor az M nemcsak lokalis martingdl lesz, hanem valédi martingal is.
Szamos technikai probléma elkeriilése céljabdl a sztochasztikus analizisben
megszokott moédon azonban célszerii megengedniink a definiciéban, hogy al-
taldnos esetben az M nem feltétleniil valédi martingdl. Az intenzitdst tartal-
mazé integral specidlis esete az dltaldnos kompenzator fogalménak. A spe-
cialitds abbdl ered, hogy a kompenzatorrdl feltessziik, hogy derivalhato. Meg-
mutathatd, hogy minden N pontfolyamathoz taldlhaté egy olyan (N? médon
jelolt) el6rejelezhetd, monoton névekeds és jobbrél folytonos® folyamat, hogy
az N — NP kifejezés lokélis martingal. Ha az NP folytonos, akkor azt szokés
mondani, hogy az N folytonosan kompenzalhaté. Az intenzitds létezésének
feltétele azt jelenti, hogy a kompenzator nemcsak folytonos, hanem abszolit
folytonos is, és a kompenzator derivaltja éppen az intenzitas. Folytonos eset-
ben a kompenzator interpretdciéja igen kézenfekvé. Az N egy olyan ugrd
folyamat, amely a véletlenszerlien megjelené egységnyi veszteségek Gsszegét
adja meg. Az NP egy olyan folyamatosan fizetett biztositasi dijként inter-
pretalhatd, amely az atlagban eltekinthetének gondolhaté lokélis martingdl
erejéig koltség szempontbdl atlagban azonos az N-nel.

A lokalis martingal feltételnek szamos elénye van, tobbek k6zott az, hogy
a kompenzator kiszamolasara hasznalhaté a kovetkezd egyszeriien alkalmaz-
haté kritérium.

2. Allitas. Egy NP eldrejelezhetd folyamat pontosan akkor lesz az N szamldlo

4A lokalis martingal fogalma mdgott intuitive egy olyan folyamat értendd, amely sta-
tisztikai értelemben elhanyagolhaté és lényegében a szokasos ,,hibatag” sztochasztikus
analizisben hasznalt absztrakcidja. A kés6bbiek szempontjabdl nem lényeges, hogy az
olvasé pontosan értse a lokdlis martingal kifinomult fogalmanak részleteit. A lényeges ész-
revétel az, hogy a definicié szerint az N szadmlal6 folyamat két részre bonthaté: egy trend
tagra és egy hibatagra. A definici6é lényeges feltétele az, hogy a trend tag egy differen-
cidlhaté trajektéridkkal rendelkezd folyamat és a trend derivaltja éppen az intenzitds. A
tovabbiak megértése szempontjabdl a kulcs megjegyzés az, hogy az N hibatagra és trendre
valé felbontdsa valtozhat az ekvivalens mértékcserével. Az ekvivalens mértékcsere képes
a trendet megvaltoztatni a hibatag rovasara, ugyanis egy valdsziniliségi valtozé varhaté
értéke a valdszinliségi mértéktdl is fligg és nem csak a valtozétél. A meglepé matematikai
eredmény, amely az aldbbi gondolatmenet kiindulépontja, hogy intenzitdssal rendelkezé
folyamat esetén az ekvivalens mértékcserével médositott 1j trend szintén derivalhaté lesz.
Vagyis a derivalhaté trend 1étezése fliggetlen az aktudlis ekvivalens mértéktdl, bar a trend
nagysiga nyilvan valtozhat. Kovetkezésképpen a lehetséges mértékcserék az intenzitds
segitségével modellezhetk.

5Az elbrejelezhetdség ismét egy a sztochasztikus analizisben hasznalt j6l definidlt foga-
lom, amely alatt az olvasé gondolhat a folytonossagra is, ugyanis minden folytonos folya-
mat elérejelezhetd is. Emlékeztetiink, hogy az eldrejelezhetd folyamatok o-algebraja éppen
a folytonos, adaptalt folyamatok generaljdk. Vagyis bar nem tudjuk mindig garantdlni
azt, hogy a kompenzitor folytonos legyen, legaldbb a mérhetdségi struktira szintjén
megprébaljuk a folytonossdgot ,,megtartani”. Ugyanakkor most is egy olyan technikai
részletrél van szd, amely az dltaldnos keret miatt sziikséges, valéjaban éppen az a célunk,
hogy megmutassuk, elég a derividlhaté folyamatokkal foglalkozni.
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folyamat kompenzdtora, ha tetszdleges C' eldrejelezhets folyamat esetén

E </O°° Cst(s)> _E </O°° c, dNP(s)> .

Specidlisan eqgy \s > 0 progressziven mérhetd folyamat pontosan akkor lesz
az N szamldlo folyamat intenzitdsa, ha tetszéleges C elérejelezhetd folyamat

esetén - -
E</ Cst(s)> =E</ Cs)\sds> .
0 0

Miel6tt tovabbmegyiink, érdemes a tétel kozgazdasdgi interpretacidjara
roviden kitérniink. A definiciéban szereplé C' folyamat igen absztrakt szin-
ten portfélidsilyoknak tekinthets. A C' elérejelezhetésége pedig éppen azt
jelenti, hogy a befektetés soran hasznalt sily nem fligg a kovetkezo ugras
idopontjatol, azaz nem kotiink biztositast azt kovetden, hogy a kiresemény
mar bekovetkezett. Mivel az N szamlalo folyamat diszkrét idépontokban
egységnyi ugrasokat tartalmaz, igy a varhato értékben szerepld fooo Cs dN(s)

integral a
/ CLAN(s) =3 C(ry),
0 k=0

kifejezésre egyszertisodik, vagyis a 1 idépontokban bekovetkezo karok esetén
az éppen akkor aktudlis portfélié nagysaga keriil kifizetésre. A lényeges
észrevétel, hogy a kifizetések véletlen, de diszkrét idépontokban jelentkeznek.
A mésik oldalon szerepld [~ Cs dNP(s) integrdl az N? (jellemzéen folytonos)
folyamat altal meghatérozott dijfizetéseket tartalmazza. A két varhaté érték
azonossaga pontosan azt jelenti, hogy az iizlet két adga atlagban azonos ered-
ményre vezet. Osszefoglalva tehat tetszOleges N szamlalé folyamathoz tar-
tozik egy olyan dijfolyamat, amely segitségével az N-ben diszkrét médon fel-
meril6 kifizetések kisimithatéak, vagyis a kockazatok, legalabbis dtlag szint-
jén kompenzéalhatdak egy folytonos dijfizetés dltal. A tétel természetesen igen
absztrakt, bizonyitasa pedig meghaladja a dolgozat kereteit, am az érdekl6dé
Olvaso a legtobb sztochasztikus analizissel foglalkozd konyvben megtalalhat-
ja (Id. pl. [9]).

De mi torténik a mértékcsere soran? Mivel a szamlalo folyamatok defini-
ciéjaban csak mérhetdségi feltételek jatszanak szerepet, igy N az 1j mérték
alatt is szamlalo folyamat marad, tehat az a tény sem valtozik, hogy ren-
delkezik kompenzatorral, mely természetesen nem feltétleniil lesz azonos az
eredetivel. De milyen csaldadban keressiik az 1j kompenzatort? Ugyan a
késObbiekben erre nem lesz sziikséglink, de érdemes megjegyezni, hogy egy
N szamlélé folyamat NP kompenzatora pontosan akkor folytonos, ha az ug-
résokat megadé megallasi id6k nem elérejelezhetéek®. A megallasi iddk elé-
rejelezhetOsége nem fiigg a mértékeserétol, kovetkezésképpen a kompenzator

SEgy ¢ megallasi idS elérejelezhetSsége definicié szerint azt jelenti, hogy megadhaté
egy olyan (o) megélldsi id8kbdl 4ll6 sorozat, amely ,,figyelmeztet” a o bekovetkezésére,
vagyis a (o} ) szigortian monoton ndvekeddleg tart a o-hoz, azaz o, " 0. Ha nem tudunk
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folytonossdga is invaridns a mértékcserére nézve. A targyaléds kiindulépontja
a kovetkezo tétel.

3. Tétel (Artzner-Delbaen). Ha N egy intenzitdssal rendelkezd szdmldlo
folyamat valamilyen P valdszinidségi mérték alatt, akkor az N intenzitdssal
rendelkezd szamldlo folyamat minden P-vel ekvivalens Q valdsziniségi mérték
alatt is.

A tétel bizonyitdsanak megismerése nem sziikséges a dolgozat tovabbi
gondolatmenetének megértéséhez, igy az elhagyhato. Mégis ugy gondoljuk,
hogy részletes kozlése segitheti a téma irant mélyebben érdeklodé Olvaséd
munkdjat, hiszen az allitds nem tartozik a sztochasztikus analizis altaldnos
elméletéhez, igy kevéshé ismert. Ugyanakkor a tétel tartalmanak megértése
a késobbi gondolatmenet alapja: a szamldlé folyamat intenzitasanak létezése
univerzalis, vagyis tetszoleges ekvivalens mérték esetén fennall6 tulajdonsag.
A mértékesere hatdsa tehat az intenzitdsok modellezésével megoldhatd.

BizoNYiTAs. Jelolje Z az ekvivalens mértékeserét megvaldsité dQ/dP
Radon-Nikodym-derivaltat és legyen Z; = EF(Z | ;) a derivélt folyamat.
A Q alatti intenzitds meghatdrozdsat az elézdekben idézett dllitas alapjan
fogjuk elvégezni. Tekintsiik a kovetkez6 szamolast:

EQ</OOOCst(s)>=EP</O CydN(s) > EP<ZCTk ):
—ZEP ZEP E(Z | Fp,)),

ahol EQ értelemszertien a Q alatti varhaté értéket jeloli. Vegyiik észre, hogy
kihasznéltuk, hogy mivel a C' folyamat elérejelezhetd, ezért a C' (73,) mérhetd
az F., _ o-algebrara nézve. A bizonyitds végén megmutatjuk, hogy létezik
olyan K el6rejelezheté folyamat, hogy minden k indexre EP (7 | F,, ) =
K (11). Ezt kihasznélva az el6bbicket folytatva:

ZEP E(Z | Fr-)) =Y EP(C(m)K(m)) =
K

o </O 0K dN(S)> _gP </O°O C K ds> _

oo o0 1
= / EP (C,K\,)ds = / EQ(C,K,—\,)ds =
0 0 Z

b 1
= EQ S‘KS‘_ s .
</o C K, Z. A ds>

A szamolés elejét és végét Osszevetve lathatd, hogy az N intenzitdsa a Q
alatt éppen a A\;K;/Z, folyamat.

megadni egy ilyen sorozatot, akkor a o bekovetkezésének idépontja semmilyen mdédszerrel
nem lathaté el6re. Az emlitett tétel szerint az N folyamatnak pontosan akkor van folytonos
kompenzatora, ha az egyedi kdrok el6rejelezhetetlenek, ahol az el6rejelezhetetlenséget akar
koznapi értelemben is hasznalhatjuk.
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A bizonyités befejezéseként be kell latnunk a K folyamat 1étezését, melyre
tobb lehetdségiink is adddik attdl fliggden, hogy miképpen definidljuk az F,
o-algebrédkat. A legegyszeriibb megoldas taldan a kovetkezé: tetszdleges T
megalldsi id6 esetén jelolje F,_ azt a o-algebrait, amelyet azok az X (7) alaki
valtozok generalnak, ahol az X folyamatok a folytonos és adaptélt folyama-
tok osztalyat futjak be. Definicié szerint legyen tehdt F._ az a legsziikebb
o-algebra, amelyre nézve az X(7) megillitott valtozék mérhetdek minden
folytonos és adaptdlt folyamat esetén. A monoton osztaly tételbdl kbzvetleniil
kovetkezik, hogy az X (7) mérhet§ lesz minden olyan X folyamat esetén,
amely mérhetd a folytonos és adaptalt folyamatok altal generdlt o-algebrara
nézve, vagyis az X (1) mérhet$ minden el6rejelezhetd folyamat esetén, ugyanis
definicié szerint az elérejelezhetd folyamatok éppen a folytonos és adaptalt
folyamatok altal generdlt o-algebrara nézve mérheté folyamatok halmaza.
Ebbdl kovetkezéen megadhatéak olyan K, elérejelezheté folyamatok, ame-
lyekre

K.(m)=E¥(Z | F, _).

Vezessiik be a K = >0 X((Tn=1,T]) K, folyamatot. Vildgos, hogy K(7,) =
K, (7,) minden n index esetén. Az allitds bizonyitdsdhoz elég megmutatni,
hogy az X,, = X((Th—1,7n]) folyamatok mindegyike el6rejelezhets. Vegyiik
észre, hogy

Xp = X([()?T”D - X([OaT‘rb—l]) )

igy elég belatni, hogy tetsz6leges T megalldsi idS esetén az X = x([0, 7))
folyamat elérejelezhets. Legyen

1, ha t < 7(w)
Yo(t,w) =4 1—n(t—71(w)), hat(w)<t<7t(w)+1/n
0, hat > 7(w)+1/n .

Konnyen lathato, hogy Y,, folytonos és adaptalt. Mivel Y,, — X, ezért az X
elorejelezhetd. |

A kovetkez6 kérdés az, hogy miként moédosithatjuk mértékeserével az in-
tenzitast. Ehhez és a késébbiek megértéséhez azonban réviden emlékeztet-
niink kell az igynevezett Doléans-formulara és tulajdonsagaira.

Idézziik fel, hogy a szemimartingal fogalma tekinthetd a trend plusz hiba-
tag felbontas altalanositasanak, tehdt a szemimartingalokra a legegyszeriibb
példaul éppen a szamldld folyamatok szolgalnak. Természetes kérdésként
mertl fel, hogy miként érdemes definidlni az exponencialis fiiggvényt e fo-
lyamatok esetében. Az exponenciilis fliggvény legfontosabb tulajdonsiga,
hogy 6nmaga derivéltja, &m tavolrdl sem nyilvanvald, hogy egy sztochasztikus
folyamat esetén miként értelmezziik a derivélt fogalmat. A szemimartingdlok
specidlis esetében viszont egyszerfien definialhatjuk az integralt”, igy az ex-
ponencialis fiiggvényt differencial- helyett integralegyenlettel adjuk meg:

"Erdemes emlékeztetni arra, hogy szdmos szerzé éppen tigy definidlja a szemimartings-
lokat, mint azon folyamatok osztdlyat, amelyek esetén az integral értelmezhetd.
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4. Definicié. Ha X egy tetszéleges szemimartingdl, akkor az

Et)=1+ /Ot E(s—)dX(s)

sztochasztikus differencidlegyenlet megolddsdt E(X)-szel fogjuk jeldlni és az
X -hez tartozo exponencidlis szemimartingdlnak fogjuk nevezni.

A szokasos differencidldsos jelolést hasznédlva a fenti Doléans-egyenletnek
is nevezett kifejezés dE = F_dX alakban irhatd. Vegyiik észre, hogy az ex-
ponencialis szemimartingdl definicidja éppen arra épiil, hogy az y = exp(ax)
exponenciglis fiiggvény kielégiti a dy = (ay) dz kozonséges differencidlegyen-
letet. Az egyenlet megoldéasat a kdvetkezd allitds tartalmazza.

5. Allitas (Doléans-formula). Ha X egy tetszéleges szemimartingdl, akkor
a fenti Doléans-egyenlet rendelkezik egy E(X) mddon jeldlt egyértelmd meg-
olddssal, amelyre teljesiilnek a kovetkezdek:

1. Ha az X véges vdltozdsu, akkor az E(X) is véges vdltozdsy.
2. Ha az X lokdlis martingdl, akkor az E(X) is lokdlis martingdl.
3. Az E(X) felirhaté a kovetkezd formuldval:

£(X) = exp(X — X(0) - 5X1%) [J(1 + AX) exp(~AX)

Erdemes ismét néhany kiegészité megjegyzést tenniink, ugyanis a for-
mula elsé rénézésre taldn nehezen &ttekinthetd. A kifejezés tartalménak
megértéséhez gondoljunk arra, hogy a kozgazdasidgtanban az exponencialis
fliggvényt elsosorban a bankbetétek alakuldsanak leirdsara szokas hasznalni.
Az egyszerii interpreticié céljabdl tehat tegyiik fel, hogy X a kamatldbak
folyamata, £ (X) pedig az indukdlt bankbetét alakuldsit adja meg. Az
X folyamat felbonthaté egy folytonos rész és a AX mdédon jelolt ugrasok
Osszegére. Az exponencialis fiiggvény az Osszegeket szorzatba viszi, ebbdl
kovetkez6en az additiv ugrasok hatdsa az exponencialis fliggvényben multi-
plikativ alakban jelentkezik. Az £(X) formula két részre bonthaté, melyek
koziil valészintileg a masodik tag dttekintése egyszeriibb, ahol a [ szimb6lum
értelemszertien azt jelenti, hogy az (1 + AX)exp(—AX) tagokat minden e-
setben az adott ¢ idépontig Gssze kell szorozni. Az exp(—AX) kifejezéscket
azért szerepeltetjik az 1+ AX tagokkal egyiitt, mert ezek nélkiil esetlegesen
a szorzat nem lenne konvergens. Ha azonban ettdl eltekintiink, vagyis ha
feltessziik, hogy a szorzat ezek nélkiil is konvergens, tovabba az exp(—AX)
tagokat atvissziik az exponencidlis fiiggvénybe, akkor a kitevoben szereplo
negativ jel miatt az ugrdsok levonhatjuk az X-bol és ilyenkor az exp(z) ex-
ponencialis fuggvényben a folyamat folytonos része szerepel, mig a produk-
tumban pedig csak az 1 + AX ugrasok szorzata marad. Ez teljesen analdg
avval, hogy ha adott az r; kamatlabak egy sorozata, akkor a kamatos kamat
szabdlya szerint a betét adott iddszakban valé névekménye éppen [, (147;),
vagyis diszkrét sorozat esetén az exponencialis fliggvényt a kamatos kamat
szabalyanak megfeleloen kell szamolni.
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Joval fogésabb az elsé tag intuitiv tartalmanak megértése. Az el6zdek
alapjan legyen tehat az X egy folytonos folyamat. Ebben az esetben az
egyetemi tananyagban is szerepl6 It6-kalkulus szabalyai alkalmazanddak, am
attél még, hogy egy folyamat folytonos, nem biztos, hogy derivalhaté is. Ha
az X folyamatot kis dX folyamatok Osszegeként képzeljiik el, akkor egy ilyen
névekményen a hagyomdanyos exp(z) exponencidlis fliiggvény infinitezimalisan
az 1+ dX hatést gyakorolja, feltéve, hogy a masodrendii 1/2(dX)? tag mar
elég kicsi, mely akkor teljesiil, ha X derivalhaté. Ha nem ez a helyzet, akkor
az exp(z) exponencidlis fliggvény hatdsa

1
1+¢X+§MXV

lesz, feltéve, hogy mar a harmadrendii tag elég kicsi. Az Ito-kalkulus érdemi
észrevétele éppen az, hogy nincsen sziikség a harmadrendi tagokra, elég a
méasodrendli korrekciot alkalmazni. Ez mésképpen fogalmazva azt jelenti,
hogy a hagyomdnyos exp(z) exponencidlis fliggvény a sztochasztikus (X))
transzforméacidhoz képest az 1/2(dX)? taggal ,,t1illé a célon”, ugyanis példaul
a kamatlab hatasa a bankbetétre tovabbra is természetesen 14+dX szorzdként
jelentkezik. Ha a hagyomanyos exponencidlis fiiggvénnyel akarjuk kifejezni a
sztochasztikus exponencialis transzformdaciot, akkor ezt a tagot le kell vonni.
Mivel az X folyamat a dX novekmények Gsszege, igy az exponencidlis fligg-
vény ezek szorzata:

ﬁX%:wMX—XﬂD—%E:MXY%

ahol a >"(dX)? tag a masodrend{i megvaltozdsok dsszege, amit kvadratikus
varidciénak szokas nevezni és [X] médon szokés jelolni®.
A Doléans-formula ismeretében térjiink vissza a mértékcsere kérdéséhez.

6. Tétel. Legyen N egy intenzitdssal rendelkezd szdmldlo folyamat és jelolje
(tx) az N ugrdsainak idépontjdt, valamint legyen

M@éN@—Aums

a kompenzdlt szdmldlo folyamat. Ha @ > 0 egy olyan elérejelezhetd folyamat,
amelyre fot Asps ds < 0o, akkor a

20 = e [ (1= g ds) I] #(r).

folyamat lokdlis martingdl. Ha a Z egyenletesen integrdlhato martingdl, akkor
a dQ/dP = Z(c0) mértékesere utdn az N intenzitdsa Ao les?’.

8 Az eredeti képletben szerepld c felsé index arra utal, hogy a folytonos részét kell venni

9A tétel tekinthetd a klasszikus Girszanov-tétel dltaldnositasianak. A probléma pontosan
ugyanaz, mint a klasszikus esetben.
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A bizonyitas ugyan a Doléans-formula kozvetlen kovetkezménye és egysze-
ri szamolassal megkaphatd, am ismételten nem sziikséges a dolgozat tovabbi
gondolatmenetének megértéséhez. Amit fontos latni az a kévetkezd: a tétel
egy médszert tartalmaz arra nézve, hogy miként lehet egy adott intenzitashoz
megkeresni a hozza tartozé mértéket. Ha egy N folyamat intenzitasat ki
akarjuk cserélni egy Ay folyamatra, akkor a ¢ folyamatnak két feltételt kell
teljesitenie: eg%/részt a Ay folyamatnak szintaktikusan helyesnek kell lennie,
hiszen ha az fo Asps ds integral nem véges, akkor definicié szerint a A¢ nem
lehet intenzitds. Ez a dolog kevésbé érdekes része. Ugyanakkor a tételben
szereplé Z kifejezésnek bizonyos korlatozo feltételeknek is eleget kell tennie,
azaz nem minden szintaktikusan megfelel§ Ay folyamat lehet intenzitds. A
tételben szereplo feltételt legegyszeribben akkor tudjuk teljesiteni, ha a Z
folyamat korlatos. Ha a ¢ kicsi (példdul kisebb mint egy), akkor a szorzat
gyorsan konvergél és korlatos lesz, de ilyenkor az integral alatt szereplo 1 — ¢
tag nagy lesz, legalabbis pozitiv, igy az integralrél nem tudjuk, hogy korlatos
lesz vagy sem. A tétel tehat a lehetséges példak konstrudldsanak nehézségeit
mutatja be.

A formula megértéséhez legyen N egy Poisson-folyamat A = \ konstans
intenzitdsparaméterrel. A Z nemnegativ lokdlis martingal, igy szupermar-
tingal, kovetkezésképpen ha nem veszti a varhato értéket, akkor valédi mar-
tingal. Legyen ¢ egy tetszbleges nemnegativ konstanst, ekkor:

E(Z;) = E(exp(/ot(l — ©s)As ds) H (p(’Ti)) =

“L (AR
= E(exp(M — toX\)p™) = exp(Mt — to)) Z @k% exp(—At) =
k=0 '

= exp(At — to)) exp(pAt) exp(—At) = 1.

Alkalmas mértékeserével tehat a Poisson-folyamat intenzitdsa barmilyen po-
zitiv értékre kicserélheto. Kovetkezésképpen a statisztikailag megfigyelt in-
tenzitds nem ad hasznalhaté informaciot a kockazatsemleges mérték alatt.

BI1ZONYITAS. Vezessiik be az

002 [ (oo vars) = [ e - 1t - [ oo vras

folyamatot. Els6 1épésként vegyiik észre, hogy Z éppen a

Z(t)=1+ /Ot Z(s—)dU(s)

Doléans-egyenlet megoldasa. Valéban, mivel az U korlatos valtozasu, ezért
a Doléans-formuldban szereplé kvadratikus varidciés tag nulla. Az U ugrésai
tehat megegyeznek az fot (ps—1) dN(s) ugrasaival, amelyek éppen a ¢(73,) —1
kifejezések. Konnyen ldthatd, hogy a []exp(—AU) szorzata éppen az

eXp(— /Ot(ws -1) dN(S))
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kifejezés. Ezt beirva az imént tett megjegyzés mar evidens. Mivel a ¢ elére-
jelezheto, ezért tetszoleges C' elérejelezhet6 folyamat esetén

o0

B([ e -nav) =E([ " Culo. - rds)

amibdl kovetkezik, hogy az fot (ps — 1) dN(s) folyamat kompenzétora éppen
fot (ps—1)As ds lesz. Kovetkezésképpen az U lokalis martingél, igy a Doléans-
formula miatt a Z is lokalis martingdl.

Végezetiil szamoljuk ki az 1j kompenzatort. Miként az Artzner—Delbaen
tétel bizonyitdsakor lattuk, az 4j mérték alatt a kompenzétor AK/Z lesz.
Hatarozzuk meg a K folyamatot. Ha a Z egyenletesen integralhatd, akkor
minden n-re a megallasi opcidkrol sz6l6 tétel miatt

E(Z | ]:m—) = E(E(Z | ]:m) | ]:m—) = E(Z(T‘rb) | ]:TW—) = Z(T’rb) )

ahol kihasznaltuk, hogy mivel a ¢ elorejelezhetd, igy minden 74 < 7, esetén
a (1) mérhetd az F, _ o-algebréra nézve. De mik lesznek a bizonyitasban
szereplo K, fliggvények? Konnyen lathatd, hogy a

n—1

K0 2 esp( [ (1~ pnas) TT ) o0 x(0 > 70)
0 k=1

fliggvény adaptdlt és balrol folytonos, igy tehat elorejelezheto és ezért valaszt-
haté K, figgvénynek. A K konstrukcigjabdl, illetve abbdl, hogy a [1,—1,T»)
szakaszokon a [] _, ¢(7;) kifejezés konstans, lathaté, hogy K/Z = ¢. |

3 Duplan sztochasztikus folyamatok

Az intenzitdssal rendelkez6 szamlalé folyamatok fontos alosztdlyat alkotjdk
a duplan sztochasztikus folyamatok.

7. Definicié. Legyen N egy szdmldlé folyamat és legyen (F:) a hozzd tartozé
filtracio. Ha az (Ft) egy alkalmas (G:) részfiltracidjira létezik egy As > 0
progressziven mérhetd, a (G:) filtrdcidra adaptdlt folyamat, hogy minden s < t
ésk=0,1,... esetén

¢ k .
P(Nt—Ns=k|ﬂVQt)=Mexp(—/ )\udu),

akkor azt mondjuk, hogy az N folyamat dupldn sztochasztikus.

A duplén sztochasztikus folyamatok osztélya értelemszeriien a Poisson-
folyamatok osztalyat &altalanositja. Poisson-folyamat esetén az intenzitas
konstans, duplan sztochasztikus folyamat esetén ,,majdnem” konstans. Ter-
mészetesen a definiciébdl nem evidens, hogy a duplén sztochasztikus folyam-
atok valéban az intenzitdssal rendelkez6 folyamatok egy alosztalyat alkotjak.
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A definialé egyenletet k-val beszorozva, majd Gsszegezve és a Poisson-eloszlas
varhato értékének képletét hasznalva viszont azonnal lathato, hogy

t
E(Nt—Nsmvgt):/Audu_

Mind a két oldalon az F; szerint feltételes varhaté értéket véve és kihasznélva,
hogy a A progressziven mérheté volta miatt az integrdl adaptalt marad:

¢ ¢
E(Nt—Ns|.7:s)=E(/ )\udu|.7';)=/)\udu,

amibdl — az eredeti (Tk) megallabi id6ket lokalizaciés sorozatként haszndlva —
vildgos, hogy az N (¢ fo Ay du lokalis martingal.

A duplén sztochasztlkus folyamatok nagy elénye, hogy ilyenkor az Gssze-
tett folyamat eloszlasanak Laplace-transzformadltja az intenzitds segitségével
szamolhaté. Legyen (&) az egyes veszteségek nagysiga, melyekrdl tegyiik
fel, hogy azonos eloszlasuak, tovabbé fiiggetlenek egymastdl és az ugrasok
idépontjat megadd N folyamattdl. Az alapvetd kérdés a kovetkez6: mi lesz az

X(t) = ZN( )fk. Osszetett folyamat eloszlasa? Mivel az eloszlas kozvetleniil
nem szamolhatd, igy a szokasos eljaras, hogy az Osszetett folyamat Laplace-
transzforméltjat hatarozzuk meg. Jelolje H az ugrasok kozos eloszlasanak
Laplace-transzformaltjat és legyen ¢ (u) = 1 — H(u). Ha az N dupldn
sztochasztikus, akkor a definiciobdl, illetve a teljes varhatd érték tételbol
kovetkezben:

N(t)
Li(u) = E(exp(—uX(t))) (exp Z & )

N(¢)

E(E (eXp(—u Z gk) | N(t) = n)) _
(E(QXP(—UiSk) | N(t)=n)) =

E(HN(t)(u)) = E(E(HN(t)(u) | Qt)) _
ZH”(“)M exp(— /Ot As ds)) °

(
(exp(—w(u) /Ot As ds)) .

E

|
=

(o)

E

A baj csak az, hogy az ekvivalens mértékcsere sordn a duplan sztochasztikus
jelleg nem marad meg. Mit lehet mondani altaldban az intenzitdsalapi mo-
dellekre?
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4 Egy mértékcsere

A kovetkezékben megvizsgdljuk, hogyan szdamolhato ki az Osszetett

N(t)

XM=Y &
=1

folyamat kompenzatora tetszOleges intenzitdsalapti modell esetén. Ismert,
hogy az tigynevezett lokalisan integralhaté folyamatoknak létezik kompenzé-
tora, igy ahhoz tehat, hogy beszélhessiink az Osszetett folyamat kompenza-
torardl, az ugrasok nagysdganak véges varhaté értékkel kell rendelkeznie. A
tovdbbiakban feltessziik, hogy a (&) ugrdsok nagysdga azonos eloszldsu, és
az ugras mindenkori nagysaga fiiggetlen a folyamat multjatol. Ezt formélisan
ugy definidljuk, hogy minden k indexre a ¢, ugras fiiggetlen az F,, _ o-al-
gebratdl. Az F., _ szokdsos interpreticidja, hogy a 73 véletlen idépont el6tt
bekovetkezo események halmaza. Ugyanakkor, mivel az Gsszetett folyamat-
nak adaptdltnak kell lenni, a & = AX (1) mérhet§ az F,, -ra, igy miel6tt
tovabbhaladhatnank, be kell latnunk, hogy e feltétel nem mond ellent az
elébbi kévetelménytinknek.

Az Osszetett folyamatra az alapeset, amikor a filtracié éppen a folyamat
altal definidlt kanonikus filtracio és a & ugrasok egymastol és az N szamlilo
folyamattdl is fliggetlenek. Az F,, _ o-algebranak a kordbban emlitettel egyik
ekvivalens definici6ja szerint az F., _ azon legsziikebb o-algebra, amelyet az
Fo és az olyan A halmazok generdlnak, amelyek elédllithatéak A = F N
{t < 7%} médon, ahol F € F;. Egy o-algebratdl valé fliggetlenség igazoldss-
hoz elég megmutatni a o-algebrat generalé halmazoktdl valo fliggetlenséget.
A kanonikus esetben az X (0) = 0 miatt Fo = { (), Q }, amely nyilvén fliggetlen
a &-tol. Ha F € F;, akkor a generalt o-algebra definici6ja alapjan alkalmas
s, < t sorozatra és B C IR Borel-halmazra F = (X (s1), X (s),...)” " (B).
Ebbdl kovetkezéen az A N {t < 7.} halmaz eleme a &1,&,...,8k—1 és az N
altal generalt o-algebranak, ami fliggetlen a &-tol.

8. Lemma. Ha a (&) ugrdsok kozds eloszlisdnak van M vdrhaté értéke,

akkor az X = ZkN:(tl) &, osszetett folyamatnak is van kompenzdtora, amely
éppen XP = M - NP,

A lemma interpretécidja ismét igen kézenfekvd: a teljes karfolyamatban
figyelembe kell venni a kdresemények gyakorisagat és nagysagat. Az dsszetett
folyamat kompenzatora éppen a gyakorisigi folyamat kompenzatora szorozva
az atlagos kar nagysdgaval.

BizoNYITAS. A védrhatd érték létezése miatt az X szintén lokdlisan
integralhaté, vagyis eleme az Aj,. térnek, igy tehat létezik kompenzétora.
A feltételezett fiiggetlenség miatt a &, ugrés fliggetlen az F,, _ o-algebratdl.
Tetsz6leges C' > 0 elérejelezhetd folyamat esetén, felhasznélva, hogy a C (73)
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mérhet6 az F,, _ eseménytérre:

E(/OOo C.dX,) = E(i C(r)&) = ZE (Tk)€) =

E(E(C(mo)&r | Fr-)) =

3

=~
Il
—

o

E(C(7)E(& | Fr,-)) =

=~
Il
—

o

E(C(m)E(&)) = M - E(/OOO Cs st) =

M-E(/OOCstf),
0

amibdl a lemma mar evidens. O

=~
Il

9. Allitas. Tegyiik fel, hogy az NP kompenzdtor folytonos. Vezessik be a
vi =1 —exp(—ug;), V= ZkN(1) vk, valamint U = VP —V jeloléseket. A

Z = exp(yp(u) - NP —u - X)

folyamat felirhaté Z = E(U) mddon, kivetkezésképpen a Z egy lokdlis martin-
gdl. Ha valamely T iddpontban E(exp(NP(T))) < oo, akkor a Z egyenletesen
integrdalhatdé martingdl a [0,T] iddintervallumon.

BizonyiTAS. Emlékeztetiink, hogy definicié szerint a Z = £(U) egyenls-
ség azt jelenti, hogy a Z éppen az egyetlen megoldésa a

Z=1+7Z_eU

egyenletnek. A Doléans-formula szerint (felhasznélva, hogy az N? folytonos,
tovabbd az €l6z6 lemma miatt VP = ¢(u) - NP):

U—U(0) - [U°) [[(1 + AU) exp(-AU) =
xp(VP = V) H(l — AV)exp(AV) =

xp(
(
=exp(V?) [J(1 —wiAN) =
(
(
(

Il
@

= exp(V?P) H(l — (1 —exp(—u&;))AN) =
= exp(V?) exp(—uX) = exp(VP —uX) =
exp(¢(u)N? —uX) =7 .

Az U lokalis martingdl voltabol kévetkezben a Z szintén lokalis martingl.
Mivel pedig 0 < ¢(u) <1, ezért

0 < exp(¥(u)N? —uX) < exp(NP) < exp(NP?(T)) .
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A majoralt konvergencia tétel kozvetlen alkalmazdsabdl az allitds mér kovet-
kezik. |

Tetszéleges u esetén a Z (T') tekinthetd a [0, T] id6szakaszra megszoritott
folyamatokra egy mértékcsere stiriiségfiiggvényének. Jeloljik a tovabbiakban
ezt a mértéket P¥-val, az alatta vett varhat6 értéket pedig E*-val. A Z (T')
definiciéja alapjan konnyen lathato, hogy

Ly(u) = E(exp(—uX (1)) = E*(exp(=¢(u)N*(1))) =

_ gu (exp(—w(u) /Ot s ds)) ,

azaz a mértékesere segitségével (a duplén sztochasztikus folyamatok esetében
latottakhoz hasonléan) tetsz6leges intenzitdssal rendelkezd szamlalé folyamat
Laplace-transzformaltjat is ki tudjuk fejezni az intenzitas segitségével.

Az altaldnos Girszanov-tétel miatt, ha az M egy lokélis martingal, akkor
az M — Z~' e [Z, M] szintén lokalis martingdl az 1j mérték alatt. Mivel a
Z korldtos véltozési, ezért ha az M folytonos, akkor a [Z, M] = 0. Ebbél
kovetkez6en a mértékesere nem érinti a folytonos lokdlis martingdlokat, igy
példaul nem véltozik a Wiener-folyamatok osztalya sem.

10. Allitas. Tegyiik fel, hogy az NP folytonos. Az N kompenzdtora az j
mérték alatt H(u) - NP alakid, ahol NP tovdbbra is az N kompenzdtora az
eredeti mérték alatt, a kordbbiakhoz hasonldan pedig H(u) jeloli az ugrdsok
eloszlasanak Laplace-transzformdltjat az eredeti mérték alatt. Legyen g > 0
eqy Borel-mérhetd fiigguény és legyen Y = ZkN(tl) g( k). Tegyiik fel, hogy
a (g(&k)) ugrdsoknak van kézés M wvdrhaté értéke, igy az Y -nak van kom-
penzdtora az eredeti mérték alatt. Ha

M(u) = EP (g(&) exp(—u - &) ,
akkor azY kompenzdtora az uj mérték alatt YP = M (u) - NP.

Bi1zoNYITAS. Meg kell mutatni, hogy a
K= (Y —~M(u) -NP)-Z

lokélis martingal az eredeti mérték alatt. A parcidlis integralds formuldja
alapjan

K=(Y—M(u)-N°)_eZ+Z_e(Y —Mu) N*)+[Z,Y — M(u)- N*] .

A Z definicidja alapjan, felhasznalva, hogy az NP folytonos, Z pedig véges
valtozasu

[Z,Y — M(u)-N?| = [Z_ e (VP —V),Y] = —[Z_eV,Y] = —Z_ e [V,Y] .

Az integrator kompenzéatora az eredeti mérték alatt

VY] (Zgg (1 — exp(—u- @))AN) = (M — M(u)) - NP .
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Kovetkezésképpen

K=Y —-M(u)-NP)_eZ+Z_ (Y —M(u)-NP)—Z_e[V,Y]=
=Y -—M(u)-NP)_eZ+Z_ (Y —M-NP)+
+Z_o((M—M(u)-N* - [V,Y]),
ami lokalis martingal, ugyanis mind a harom integralban az integrator lokdlis
martingdl az eredeti mérték alatt. Ha g = 1, akkor a tétel masodik felébol
kovetkezik az elsé. O

Ha g = x B, akkor a kompenzator

»_ B € Bexp(—ug) o
Y= (eXp( f)) ( p( f))

modon is {rhatd. Ilyenkor pedig az

E(x(¢§ € B) exp(-uf))
E(exp(-ug))

kifejezés tekinthetd egy valdszintiségi mértéknek, a szorzat masodik tagja pe-
dig éppen az N kompenzatora az 1ij mérték alatt. A formula tehat formalisan
emlékeztet a korabbi lemmaban szerepl6 kifejezésre, &m nem tudjuk, hogy a
mértékesere utan az Osszetett eloszlasra alkalmazhaté lesz-e a lemma gon-
dolatmenete, ugyanis kérdéses, hogy az azonos eloszlasra és a fliggetlenségre
tett feltételek érvényben maradnak-e. A kovetkezékben a célunk éppen az,
hogy megmutassuk e feltételek fennallasat az Gj mérték alatt is, ehhez viszont
az elébbiekben bizonyitott allitds jelenti a kiindulépontot.

11. Allitss. Tegyiik fel, hogy az NP folytonos. Ha & az ugrdsok kézil az
egyik, akkor
o EP(x(¢ € B) exp(—u))

H (u) ’
vagyis az emlitett mérték éppen az ugrdsok eloszldsa az uj mérték esetén. Ko-
vetkezésképpen az ugrdsok eloszldsa a mértékcsere sordn egyformdn vdltozik.

P“(feB) =

BizonYITAS. Jeldlje M a kifejezés jobb oldaldt. Mivel a jobb oldalon 4116
kifejezés a P alatt szamolandd, ezért az értéke minden n esetén azonos. Jelolje
NP az N kompenzatorat a P* alatt. Legyen C' = x((7,,_1,7,]). Mivel a C
elorejelezheto, igy az Y 4j mérték alatti kompenzatorat megadd Gsszefliggést
hasznalva kapjuk, hogy

Pu(&n € B) = Eu(XB (grb)) = Eu(Y(T’rL) - Y(Tn—l)) =

:E“( /O C;dY):E“( /O Osdwzoz
:M-E“(/O Cst”):M-E“(/O Cst)zM.
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12. Allit4s. Tegyiik fel, hogy az NP folytonos. Ekkor az uj P" mérték alatt
is fenndll, hogy a &, figgetlen az F-,_ o-algebrdtdl.

BizoNYITAS. Nyilvdn elegendd megmutatni, hogy & fiiggetlen a o-
algebrat generdld halmazrendszertdl. Legyen tehat F' egy ilyen halmaz. Ha
F=An{r, >t}, A€ F, tovébba

C = x((Th—1, 7] N (t,7k]) - XA
akkor a C elérejelezhetd, mivel adaptalt és balrdl folytonos. Ezért
PUFNG ! (B) = B (vexa(6) = BY( | Caav) =BY([  CLav?) =
0 0
oo P _
0

. H(u)
_ E¥(xs(§) exp(—ul)) ., [~ _
T E(/O C.dN) =
_ EY (xB(§) exp(—uf)) -, _

— P(¢7(B)) - PU(F) .

Ha F € Fy, akkor pedig az C' = xpx(Tr_1, 7] folyamatra alkalmazva kapjuk
az allitast. |

5 Alkalmazasi lehetoségek

A matematikai héttér dttekintése utan réviden ismertetjiik a szamlalé folya-
matok felhasznalasi lehet0ségét a hitelderivativak modellezésében. Elséként
a legismertebb portféli hitelderivativa, a szintetikus CDO arazési alapelvét
tekintjiik at, majd ratérink a Laplace-transzformalt intenzitds altal valé kife-
jezésének jelentOségére.

Hitelderivativak modellezése

A szintetikus CDO-k jellemzdje, hogy az alapul szolgalé portféliét n darab
egységnyi névértéki, T lejdraty, illetve azonos (t,,) prémiumfizetési idépon-
tokkal rendelezé6 CDS alkotja. Egy adott CDO t&bb kiilénbz6 savbol (més
néven tranche-bdl) tevidik Gssze, melyeket az alsé és felsé csatlakozdsi pontok
hatdroznak meg (a tovdbbiakban ezeket rendre K € [0,1) és K € (K, 1]
jeloli), s melyek megadjdk, hogy az adott tranche-ot vdlaszté befektetd a
portfoliot ér6 veszteség mekkora szeletét koteles tériteni. Egy adott tranche
névértéke Kn, ahol K = K — K.

A védelem eladdja a rendszeres S nagysigu spread-fizetések mellett a
prémium egy részét a szerzodéskotéskor eldleg formjaban is megkaphatja, ezt
nevezziikk upfront fee-nek, mely kordbban elssorban a legalsé (jellemzéen 0
és 3% kozé esé equity-nek nevezett) tranche-ot érintette. Az upfront fee-t
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G-vel jeldljiik, s a spread-hez hasonléan a névértékre vetitve adjuk meg. A
termék pénzaramlasa a résztveve felek szerint:

e A védelem eladdja fedezi a portfélioban bekdvetkezd veszteségeket a
bekovetkezés pillanataban, de csak abban az esetben, ha a kumulativ
veszteség (melyet a kordbbiakhoz hasonléan jeloljon X) az alsé és felsd
csatlakozasi pontok altal meghatarozott intervallumba esik. A védelem
eladéjanak szemszogébdl tehat az U, = (X; — Kn)t — (X; — Kn)*
veszteségfolyamat ugrasai a mérvadoak. E kifizetéseket nevezziik az
adott tranche csédaganak (Default Leg, DL).

o A védelem vevéje a szerzddéskotéskor kifizeti a GKn nagysigi upfront
fee-t, majd a prémiumfizetések (t,,) idépontjaiban a tranche fennélld
névértékre vonatkozé spread osszegét: SC,,(Kn — Uy, ), ahol Cy, a
két prémiumfizetés kozott eltelt idé (a gyakorlatban erre negyedévente
keriil sor, igy C, ~ 1/4). E kifizetéseket nevezziik az adott tranche
prémium dgénak (Premium Leg, PL).

Minél magasabb az alsé K csatlakozasi pont, az eladé annal kisebb kocka-
zatot véllal, s ebbol kévetkez6en anndl kisebb prémiumra szamithat. Ennek
oka, hogy els6ként az alsébb tranche-ok fogjdk fel a veszteségeket, biztonsagi
hélét nyujtva a magasabb csatlakozasi ponton beszallé eladénak. A legalsd,
equity-nek nevezett K = 0 csatlakozasi pontu tranche a legkockézatosabb,
hiszen minden felmeril6 veszteséget tériteni koteles, amig névértéke teljesen
fel nem emésztédik. Epp e kockdzatos voltabél fakad, hogy a sztenderdizélt
kereskedése az upfront-ja alapjan torténik rogzitett spread mellett, mikézben
a magasabb savok esetében a spreadeket jegyezték rogzitett G = 0 upfront
mellett. A vilsdg hatdsdra az utébbi években a kockdzatossiag megugrdsa
miatt mar a magasabb tranche-ok jegyzése is az upfront alapjan tortént.

A szerzddéskotéskor a felek célja egy igazsigos S spread meghatarozésa,
amihez kiilonb6z6 id6pontokban adott veszteségértékek (mint specidlis termé-
kek) igazsdgos drét kellene ismerniink. A szokésos gyakorlat a martingdlmér-
tékre éplld arazas technikdjanak felhasznédlasa. Tehat a bevezeto fejezetben
ismertetett elv alapjan feltessziik, hogy létezik egy ekvivalens Q mérték, hogy
mind a cs6dag, mind a prémium ag t-beli értéke megkaphaté a kifizetések
diszkontélt értékének e mérték alatt vett varhato értékeként:

T
DL,(K,K) = EQ (/ B(t,s)dU, | J-"t) =

t

T
= B(t,T)EQUr | F) —Ut+r/ B(t,s)EQ(U, | F;)ds
t
PL(K,K,G,8) = GKn+S Y B(t,tm)Cn(Kn—EX(U,, | R)),
tm >t

ahol B(t,s) = exp(—r(s — t)) a diszkontfaktor. Rogzitett G' upfront fee
mellett a ¢ idépontbeli igazsagos S =< Si(K,K,G,T) spread a DL(K,K) =
PL(K, K,G,S) egyenlet megolddsaként kaphatd.
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Figyeljiik meg, hogy az igazsagos spread és upfront fee meghatarozasakor
valéjaban call spread-ek értékét kell megallapitanunk, ahol alaptermékiil most
nem egy részvény, hanem az X veszteségfolyamat szolgal:

B(t,s)EQ(U, | ;) = B(t,s)(BEQ((X, —Kn)* | ) —(BEQ((X,-KEn)" | 7).

Intenzitasalapt modellek

Lathato tehat, hogy az Osszetett X folyamat eloszlasat kell meghataroznunk
a portfdli6 hitelderiativik drazdsa kapcsdn. Az el6zéekben emlitettek alapjdn
ennek szokdasos gyakorlata a Laplace-transzformalt kiszamitdasan alapul, s
mint megmutattuk, tetszéleges szamlalé folyamat Laplace-transzformaltja
megkaphaté a kompenzator P* mérték alatt vett Laplace-transzformaéltjaként:

Eafa) = Blexp(-uX(0)) = B (exp(0) [ Ao )

mely formalisan megegyezik a zérokupon kétvények sztochasztikus kamat-
labak melletti arat megadd képlettel. Eppen ez az Osszefliggés az, mely az
intenzitasalapi modellezés erGsségét adja: a hitelderivativak adrazdasahoz al-
kalmazhatéva tehetjiik a kamatlabak irodalmanak kiterjedt eredményeit.

A kamatldbmodellek a kidolgozott elméleti héttér mellett meglepéen sok
olyan tulajdonsaggal rendelkeznek, melyek képesek reprodukalni a hitelderi-
vativakkal kapcsolatos empirikus megfigyeléseket, mint amilyen példaul a
bekovetkezések gyakorisdganak atlaghoz visszahuzoé jellege, illetve a cs6dok
klaszterezodésének jelensége.

Legyen példaul X tovabbra is az Osszetett szamlalé folyamat, melynek
ugrasai most a cs6dok bekovetkezésekor realizald veszteséget reprezentaljak,
az X ugrasait szamlalé folyamat A intenzitdsa pedig legyen egy A folyamat
egyszerii affin fiiggvénye!®, azaz \y = Ry + Ry A;. Tegyiik fel tovabbé, hogy
a A dinamikajat a kovetkezo sztochasztikus differencidlegyenlet irja le:

d)\t = M()\t) dt + U()\t) th + (SdXt s

ahol rogton lathato az ongerjesztd jelleg, hiszen X korabbi realizacidja befo-
lyasolja az intenzitdst, nevezetesen A minden egyes csod esetén ugrik. Sza-
mitdsi szempontbdl kedvezd (Am a megszoritdssal egyiitt is viszonylag bd)
modellosztalyt kapunk, ha a u és o fiiggvényekre affin strukturat tételeziink
fel, azaz p(x) = po + ww, o(x) = o + o1x, valamilyen konstans g
és 1, illetve o¢ és o1 egyiitthatok mellett. Ekkor ugyanis a jol ismert
Vasicek- és CIR-modellek gondolatmenetébol kiindulva reménykedhetiink ab-
ban, hogy a Laplace-transzformalt megadhaté valamilyen kezelhet6 alakban.

10A kiinduldsul szolgélé (azaz esetiinkben a kockdzatsemleges) mérték alatt éliink a
At = )¢ feltételezéssel, azaz Rop = 0 és R1 = 1. A paraméter szerepeltetésének oka, hogy
(mint a kovetkezOkben latni fogjuk) elszor az eredeti mérték alatt vizsgdjuk a varhatd
érték meghatdrozasat, s csak ezutdan térink at a P alatt vett kifejezés kiszdmitasara.
Amint pedig a kordbbiakban lathattuk, ekkor az intenzitds egy konstanssal skalazédik at,
tehat az eredeti folyamat affin fiiggvénye lesz. fgy a mértékcsere hatdsa a paraméterek
valtozasan keresztiil valik kovethetové.
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Az egyszeriiség érdekében egy pillanatra tekintsiink el attdl a ténytél, hogy
a varhaté értéket a P* mérték alatt kell meghataroznunk. Ebben az esetben
a kamatlabak affin lejérati szerkezetére (Affine Term Structure) gondolva az
a sejtésiink tdmadhat, hogy az elérejelezheté kompenzétor 1 (u) helyen vett
Laplace-transzformaltja (mely értelmezhetd egy zérékupon kétvény draként)
megadhaté az

E(exp(—w(u) /Ot s ds)) = exp(a(0) + B(0)\o)

alakban, ahol az a és 3 fiiggvények analitikusan, vagy legalabbis konnyen
kiszamolhato formaban adottak. Valoban, bizonyos technikai feltételek fenn-
alldsa esetén a [4] dolgozat eredményei alapjan a fenti vérhaté érték el6all
ilyen alakban, az «, (3 fiiggvényeket pedig kozonséges (dltalanositott Riccati-)
differencidlegyenletek megoldasaval kaphatjuk:

0.5(t) = b(u) — mB(t) — 5ou5(t) ~ Ba(H(1L— B(1)))
Bia(t) = mA(L) ~ 5ol (1) — Ro(H (1~ A1)
B = 0. a)=0,

ahol H(u) tovdbbra is az ugrdsok Laplace-transzformaltja a kiinduldsul szol-
galé mérték alatt.

Igen 4m, de a szamunkra a P* mérték alatt vett varhaté érték meghataro-
zasa a cél. Itt valnak fontossa a korabbi fejezet mértékeserét vizsgdlo tételei.
Nevezetesen belattuk, hogy a Wiener-folyamatok invariansak a mértékcserére
nézve, a szamlélo folyamat intenzitdsa a 10. &llitds alapjén (a konstans H (u)
szorzéval) médosul, mig a ugrdsok eloszldsa a 11. 4llitds alapjén valtozik
meg. Ez alapjan minden sziikséges ismeret a rendelkezésiinkre &ll, hogy a P
mérték alatt alkalmazzuk a varhato érték meghatarozasara szolgald allitast.
Mindossze arra kell figyelniink, hogy az eredeti Ry = 0 és R1 = 1 helyett
az Ry = 0 és Ry = H(u) paramétereket hasznaljuk 6sszhangban a szdmlalé
folyamat 4j intenzitasaval, a fenti differencialegyenletekben szerepl6 Laplace-
transzformaltat pedig mar az Gj P* mérték alatt kell venntink.

6 Osszefoglalas

A dolgozatban roviden attekintettiik az intenzitdsalapi modellezés matema-
tikai pénziligyi problémadit. Miként hangsilyoztuk, a biztositasmatematikaval
szemben a pénziigyi elméletben a kareseményekbol szarmazd Gsszetett vesz-
teségfolyamat eloszlasanak meghatarozasakor olyan modszereket szabad csak
hasznalni, amelyek robusztusak az alapul vett mértékcserére és a modell fel-
irasakor csak igen korlatozottan tamaszkodhatunk az alapul vett karfolyama-
tok konkrétan megfigyelt statisztikai tulajdonsagaira, ugyanis az arazaskor
hasznalt médszerek csak forméalisan emlékeztetnek a klasszikus eljarasra. Az
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itt targyalt modszer 1ényege, hogy a pénziigyi elméletben jol kidolgozott ka-
matldbmodellekkel tetszéleges mérték alatt kozvetleniil kiszamolhatjuk az
Osszetett karfolyamat Laplace-transzformaltjat. A Laplace-transzformélt in-
vertaldsdval mér a kozismert (a biztositdsmatematikdban is hasznalt) médon
az Osszetett veszteségfolyamat kockdzatsemleges mérték melletti eloszldsa is
kiszamolhaté. A mddszer elénye, hogy robusztus és minimélis matematikai
elofeltételre épiil, tovabba kozvetlentil felhasznalhatova teszi a kamatlabmo-
dellek irodalmat, illetve az ezen a teriileten felhalmozott jelentds ismereteket.
A moédszer hatranya, hogy kozvetleniil nem az eloszldst adja, hanem annak
Laplace-transzformaljat, és ezért a kalibraciét az eloszlas Laplace-transzfor-
macidjan keresztiil kell elvégezni, ami komoly numerikus terhet jelent.
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INTENSITY-BASED MODELING AND THE CHANGE OF MEASURE

The paper addresses questions concerning the use of intensity based modeling in
the pricing of credit derivatives. As the specification of the distribution of the loss-
process is a non-trivial exercise, the well-know technique for this task utilizes the
inversion of the Laplace-transform. A popular choice for the model is the class of
doubly stochastic processes given that their Laplace-transforms can be determined
easily. Unfortunately these processes lack several key features supported by the
empirical observations, e.g. they cannot replicate the self-exciting nature of de-
faults. The aim of the paper is to show that by using an appropriate change of
measure the Laplace-transform can be calculated not only for a doubly stochastic
process, but for an arbitrary point process with intensity as well. To support the
application of the technique, we investigate the effect of the change of measure on
the stochastic nature of the underlying process.
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JAVASLAT AZ OPTIMALIS JARADEKFUGGVENYRE!

BANYAR JOZSEF
Budapesti Corvinus Egyetem

A tanulmany Simonovits Andrés optimalis jaradékfiiggvényt vizsgdld tanul-
manyaihoz kapcsolédik. Mas eszkézokkel, mint 6, szemléletesen bemutatom a
hiperbolikus jaradékfiiggvény altala feltart és lefrt hibait, majd ugyanezekkel
az eszkozokkel megmutatok egy egész fliggvénycsaladot, amelyek elkertilik
ezeket a hibdkat, s igy eleget tesznek Simonovits optimalis jaradékfiiggvényre
megalkotott kritériumainak. Majd Gsszehasonlitom ezeket a jaradékfliggvé-
nyeket a tapasztalati halanddésdg alapjan konstrualtakkal, mint olyanokkal,
amelyeket a gyakorlatban alkalmazni szoktak, s megéllapitom, hogy azok
nagyon hasonlitanak a gyakorlati jaradékfliggvényekre. Egyben kiterjesztem
elemzésemet —az jonnan bevezetett szemléletes technikaval— ezekre a gya-
korlati jaradékfiiggvényekre is, s megéallapitom, hogy ezek kismértékben, de
tartalmazzak a hiperbolikus jaradékfliiggvények Simonovits dltal feltart nega-
tiv tulajdonsigait. Megmutatom, hogy hasznélva az ezekhez nagyon hasonlo,
az optimalis jaradékfiiggvény kritériumainak megfelelo fiiggvénycsalddot, ezek
a negativ tulajdonsagok kikiiszobolhetoek, kiillondsen, ha figyelembe vessziik,
hogy a varhaté élettartam novekedése miatt, a historikus halanddsagi tablak
nem alkalmasak a jaradék-kalkulaciora, ezek helyett projektaltakat kell al-
kalmazni. A projekcié sordn viszont kénnyen elvégezhetd azok sziikséges
simitdsa, amivel azok optimélis jaradékfliggvénnyé teheték. A tanulmany
egyben bemutatja, hogy Simonovits a ,,biztositdasmatematikai korrektség”
nem szokasos fogalmat hasznélja.

1 Kiindulas

1.1 A kiindulé modell az optimalis jaradékfiiggvény
kereséséhez

Az alabbi vizsgdléddsommal az optimdlis jaradékfiiggvény kereséséhez sze-
retnék hozzdjarulni. A témat Simonovits Andrés vetette fel egy évtizeddel
ezelott, s elemezte t6bb tanulmanyaban, azéta. Tobb lehetséges fliggvény-
,,jeloltrél” bizonyitotta be, hogy az nem tesz eleget az optimalis jaradékflige-
vénnyel szemben tamasztott kovetelményeknek. Kitiintetetten vizsgdlta a
hiperbolikus jaradékfiiggvényt, ami a vizsgélatra alkotott modelljébol, mint-
egy automatikusan koévetkezett. Mivel vizsgalatom szorosan kapcsolodik Si-
monovitséhoz, azt az ¢ modelljének az ismertetésével kezdem.

1A szerzd koszonetet mond Kovacs Erzsébetnek és Szegd Laszlonak értékes észrevéte-
leikért. Beérkezett: 2011. augusztus 4. E-mail: banyarj@gmail.com.
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Simonovits alapmodelljét 2001-ben alkotta meg (Simonovits [2001]), amit
—mnémi finomitdsokkal— a tovébbi tanulményaiban is alkalmazott. A mo-
dellben a kovetkezd egyszeriisito feltételezésekkel él:

mindenki dolgozik, s mindenki ugyanabban az életkorban kezdi el a
munkét (az egyszertiség kedvéért 0 korban)

egységnyi idére, életkortdl fiiggetleniil 1 bért kap (vagyis eltekint a kor
szerint novo fizetésektdl, a képzettség szerinti fizetési eltérésektol és a
redlbér-névekedéstél)

az egyénnek a korméanyzat el6irja, hogy évente keresetének hanyadrészét
tegye félre (vagyis a nyugdijjarulék 7*, amire igaz, hogy 0 < 7* < 1),
de az egyén donthet arrdl, hogy mennyi id6t dolgozik, és mennyit tolt
nyugdijban (kotott vélasztés). Erre vonatkozdlag csak egyetlen, mes-
terkélt korldtozas van, ami a modellb8l kévetkezik (1d. aldbb!): senki
sem mehet nyugdijba a varhaté atlagos élettartama eltelte utdn, mert
(az aldbbi modell szerint) negativ nyugdijat kapna!

minden dolgozdnak torzitatlan varakozasa van sajat élettartamardl, jele
D. Ez a D élettartam szorédik. Az egyéni varakozdsok atlaga pedig
D*.

a biztositasmatematikai korrektség miatt teljesiilnie kell, hogy

b(R)-(D*—R)=7"'R,
vagyis a kifizetett Osszes jaradéknak egyenlének kell lennie a befizetett
Osszes jarulékkal. (A b(R) a b(R) dltaldnos jaradékfiiggvény egy konkrét
megvaldsuldsa.)

ennek alapjan a kormanyzat meghirdeti, hogy ha valaki R évig dolgozik,
az a D* atlagos élettartamra vett

TR=bD-R), 0<R<D
szerinti nyugdijat kapja halalaig.
A modellbdl kovetkezik egy jaradékfiiggvény, mégpedig az alabbi, az R
valtozd szerint hiperbolikus fliggvény:

b(R)=——=, 0<R<D*

ez azt fejezi ki, hogy a torvényhozdk azt feltételezik, hogy a kiilonb6z6
életkorban nyugdijba menoknek a nyugdijkorhatar-minimum elérésekor
a varhato élettartamuk azonos.

A fenti hiperbolikus jaradékfiiggvény dltal megvaldsitott dsztonzést Si-
monovits ,,tompitatlannak” nevezi, magat a hiperbolikus jaradékfiigg-
vényt pedig ,,biztositdsmatematikailag tisztességesnek”. Ennek a tom-
pitatlan Osztonzésnek az eredménye, hogy
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o valakinek minél hosszabb/révidebb az élettartama, annal késébb/ha-
marabb megy nyugdijba. Ezen beliil a hiperbolikus jaradékfiiggvény

1. azoknak kedvez, akik az atlagosnal tovabb akarnak dolgozni, mert
azok tovabb élnek, és emiatt tGbbet nyernek (a biztositdsmate-
matikailag tisztességes rendszerben), mint ami biztositasi alapon
indokolhatd,

2. tulbiinteti azokat, akik az atlagosnél korabban mennek nyugdijba,
mert 6k az atlagosnal kevesebb ideig élnek, s emiatt kevesebbet
kapnak, mint ami biztositasi alapon indokolhaté.

e vagyis a hiperbolikus jaradékfiiggvény altal a késébbi nyugdijba vonu-
lasra bevetett 6sztonzo tul erds, ami ahhoz vezet, hogy nagyon nagy
redisztribicié torténik az ex-ante rovidebb élettartamuiaktdl az ex-ante
hosszabb élettartamuiak felé.

e Osszességében a fenti jutalmak és blintetések nem kompenzaljdk egymast,
hanem a kormdnyzat rdfizet a rugalmas dszténzésre.

,,Tehat az allitolagosan tisztességes rendszer a hosszabb életiieknek ked-
vez, mig a rovidebb életlieket biinteti. ... Ezt a torzitast vélhetdleg
tovabb fokozza az a tény, hogy a nagyobb keresetiiek statisztikailag
tovabb élnek — és tovabb is dolgoznak.” Ezt § ,,anomdlidnak” (Simo-
novits [2001] 395. o.) 14tja.

emiatt (Simonovits [2001] 403. 0.) ,,az Ugynevezett biztositdsmatema-
tikailag tisztességes megoldas inkonzisztens.”

e A fentieket, mint ,,sejtést” megfogalmazdk koézott emliti sajat magédt,
mér egy kordbbi frdsdban is (Simonovits [1998]). Ebben a tanulmédnyban
a kovetkez&képpen fogalmaz: (699-700. o.) ,,Nagyon valészintinek tar-
tom, hogy azok az emberek, akik tovabb akarnak dolgozni, az dtlagosnal
tovabb élnek, és emiatt tobbet nyernének, mint ami biztositasi alapon
indokolhatd. Hasonlé a helyzet, csak éppen forditott elGjellel, azok
esetében, akik korai nyugdijazast vesznek igénybe. Kisebb a varhato
élettartamuk és emiatt tobbet vesztenének, mint ami akar biztositési
alapon indokolt.”

A megoldést (Simonovits [2001] 403. 0.) ,,Az informécié-gazdasagtanbdl
ismert modon a biztositas és a hatékonysag Gsszehangolasat a kelloen tompi-
tott dsztonzés jelentheti.” | Tompitott 6sztonzésrol beszélink, ha 1. a nyugdij
a szolgalati id6 nem csokkené pozitiv fliggvénye: b* nem csokken; és 2. a
nyugdij kisebb/nagyobb az igynevezett biztositdsmatematikailag tisztességes
nyugdijndl, ha a szolgélati id6 nagyobb/kisebb a korményzati optimumnél.”
(403. 0.)

A Simonovits [2007]-ben megéllapitja, hogy a tompitds segiti ugyan az
egyensulyt, de nagyon lerontja az 0sztonzést a kés6bbi nyugdijba vonulasra,
és Osszességében nem viladgos, hogy mi lesz annak célszeri mértéke. Vagyis
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szerinte a tilosztonzés hatalmas, a tompitas ereje korlatozott. Itt két konkrét
megoldast emlit. Eszerint:

e alinedris jaradékfiiggvény (vagyis, ha a jaradékfiiggvény linedrisan emel-
kedne a nyugdijkorhatér emelésével) jobb, mint hiperbolikus, de a prob-
lémat nem oldja meg. Szamitdsai szerint ez javitja az eredményeket, a
tanulmanyban kozolt szimulacié ezt mutatja.

e a probléma trividlis megoldasa, ha a jaradékot kisebb jarulékkulccsal
szdmoljdk ki, mint amit befizettek (vagyis annak mértékét altaldban,
kortdl fiiggetleniil csokkentik).

1.2 A pénz idéértéke, s ami ebbol kovetkezik — néhany
egyszeriisito feltételezés

A fentiek alapjan az is vildgos, hogy ebben a modellben —egy magabdl értédé
egyszerlsitd feltételezésként— a pénz id6éértéke dllandé. A tovébbiakban,
elemzésemben én is ezzel az egyszerisitd feltevéssel élek. Ebbol azonban
tobb dolog is kovetkezik, amelyeket célszerli expliciten szamba venni:

e a kiilénb6z6 idépontbeli pénzeket nem kell (vagy ami ugyanaz: 0%-
os kamatldbbal kell) diszkontalni. Ezért példaul a jaradékfiiggvény, a
jaradékkal kapcsolatos aktuariusi szamitasok tobbségétdl eltéréen nem
tartalmaz diszkontélast (illetve 0%-os kamatldbbal torténd diszkontalast
tartalmaz).

e Emiatt az egyes egyének életpélydjan, az altaluk kiilonb6z6 idépontok-
ban teljesitett befizetéseket, illetve kapott kifizetéseket egyszertien 6ssze-
adhatjuk egymassal. fgy ha példaul azt vizsgaljuk, hogy az allam
rafizet-e, vagy sem az Osztonzésre egyszeriien gy lehet megéllapitani,
hogy a befizetések egyszert Osszegét hasonlitjuk a kifizetések egyszerii
Osszegéhez.

Természetesen az egyén szamara, szubjektive kiilonb6zhetnek a kiilonb6z6
idopontokban kapott pénzek értékei. Simonovits ezt be is vezeti a modelljébe,
mindegyik egyénhez hozzarendel egy hasznossagi fliggvényt, s feltételezi, hogy
az alternativak kozott ez alapjan dont. En magam ezt a mozzanatot kihagy-
tam a vizsgalodasbdl a kovetkezo megfontolasbol:

e az dllam szintjén végzett vizsgélatokndl (s mikor az optimélis jaradék-
fiiggvényt keressiik, akkor ilyet végziink) mindegy, hogy a kiilonb6z6
idopontokban kapott, illetve adott pénzeket az egyes egyének hogyan
értékelik, az allam szempontjabol 1 Ft az 1 Ft, akarmikor is kertil ki-
fizetésre, illetve akarmikor is folyik be (hiszen a pénz id6értéke dllandd).
Vagyis ugyan lehetséges, hogy mondjuk 5 Ft kifizetését szubjektive
valaki 4-nek, vagy 6-nak értékel Gsszesen, attdl fliggéen, hogy milyen
iitemezésben kapja azt meg, de abbdl a szempontbdl, hogy az allam ra-
fizet-e vagy sem a kifizetésre, mindkét esetben az 5 Ft-ot kell hasznélni.
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e természetesen az 0sztonzés szempontjabdl lehet jelentésége annak, hogy
valaki szubjektiven hogyan értékeli egy jaradékfiiggvény kifizetéseit, de
a befizetések és kifizetések egyensilya szempontjabol az allamnak csak
az szamit, hogy & vajon preferdlja-e vagy sem az abszolut értékben
minél nagyobb kifizetést. Az allam, illetve az egyensily szempontjabdl
ez a legrosszabb eset, igy csak ezt vizsgalom, illetve ezt teszem fel.
Ha a legrosszabb esetben is megfelel6 eredményre jutok, akkor a tobbi
esettel mar nem kell foglalkozni. (Az 6szténzés kérdésével kés6bb még
foglalkozom.)

2 A hiperbolikus jaradékfiiggvény hibai

A hiperbolikus jaradékfiiggvény valéban tilosztonzést, és tilelosztds valdsit
meg (vagyis nem biztositja a befizetések és kifizetések kozti egyensilyt és
Osszességében fenntarthatatlannd teszi a nyugdijrendszert). Ezt —Simono-
vitsétdl eltéré mddon (de a lényeget, illetve eredményt tekintve azonosan)
szemléltetve— a kovetkez6 médon lehet megmutatni. Ha a

b(R)=—, O0<R<D"

jaradékfiiggvénnyel, ahol D* jelenti (Simonovitssal megegyezden) a sziiletéskor
(=munkéba &llaskor) varhaté hatralévd élettartamot, R viszont a nyugdijba
vonuldsi életkort jelenti (szintén Simonovitssal megegyezéen, bar 6 ezt elsé-
sorban, mint az ezzel amigy megegyez6 szolgdlati idét tekinti). Mint mdr
jeleztem, e mogott az az implicit feltételezés huzodik meg, hogy:

e minden nyugdijas azonos korban (D*) hal meg, vagyis
e sem D* kor el6tt, sem utdna nem hal meg senki, vagyis

e a virhaté hatralévé élettartam fiiggvénye (LEXPS — a végén az S arra
utal, hogy ez a ,,Simonovits-féle” hétralévé élettartam fiiggvény) az R
szerint linedris fiiggvény:

D*—R, haO<R<D*

Ez utébbi allitds, és az az allitas, hogy a jaradékfiiggvény hiperbolikus,
egymassal ekvivalens (1. dbra).
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1. d@bra. A hiperbolikus jaradékfiiggvény varhaté hatralévé élettartam-fiiggvénye.
Forras: sajat szamitas.

Most az a kérdés, hogy ez milyen 6sztonzést valésit meg (feltéve, hogy
mégsem igaz, amit a kormany feltételez a varhaté hatralévé élettartamokrol,
vagyis nem mindenkire érvényes a fenti LEXPS)? A korményra, illetve a TB

egyensulyara nézve legrosszabb eset, ha

e az egyes nyugdijasok pontosan ismerik a hitralévé élettartamukat (vagy-
is haldluk idejét)

e az a céljuk, hogy —a fenti informéaciot kihasznalva— maximalizaljak a

hatralévo élettartamuk alatt kapott osszes jaradékot.

Ez a két feltételezés Simonovits eredeti feltételezéseinek a szélsé esete,
vagyis ez valdsitja meg az altala feltételezett (a TB egyensilya szempontjabol)
legrosszabb szcenariot.

Nézzunk két esetet, az egyikben a nyugdijas tudja, hogy rovidebb ideig
él (mondjuk D’ < D* évig), a mésikban pedig tudja, hogy hosszabb ideig
(mondjuk D" > D* évig), mint a korményzat dltal feltételezett 4tlag. Ekkor
az 0 személyes varhato hatralévo élettartamukat a lehetséges nyugdijba vonu-
lasi korokban a 2. dbra mutatja (LEXPD’-vel és LEXPD”-vel —éltaldnosan
pedig LEXPD-vel— jellve az egyes eseteket).

Ha feltételezziik, hogy a jaradékfiiggvény hiperbolikus a LEXPS feltéte-
lezései szerint, akkor az egész hatralévé élettartam alatt kapott jaradék, 1
egység Osszegylijtott toke esetén?:

D-R  LEXPD(R)
D*—R LEXPS(R) "

2Ezt 7* R-rel kellene megszorozni, hogy a Simonovits-féle nyugdijat kapjuk, de az ab-
szolut értékek eltérése nem befolydsolja a gorbék egymadashoz viszonyitott alakjat, ami az
elemzés 1ényege.
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2. dbra. A feltételezett tarsadalmi atlagos és ,,biztos tuddson alapulé” egyéni hatralévd
élettartam fliggvények. Forrds: sajat szamités.

Vagyis a két konkrét példaban a fenti két-két egyenes hanyadosat kell
maximalizdlni. A 3. dbrdba berajzolom (az attekinthetGség kedvéért némileg
felnagyitva) a két-két egyenes hényadosait.

Latszik, hogy aki hosszabb élettartamot var, mint a , hivatalos”, an-
nak egyre elonyosebb halasztani, egészen addig, amig egyaltalan lehetséges,
vagyis a ,,hivatalos” élettartamig, aki viszont anndl rovidebbet, annak az
elsé lehetséges alkalommal érdemes elmennie nyugdijba. Aki pontosan D*
élettartamot var, annak a kapott Osszjaradék ugyanannyi lesz, barmikor is
megy nyugdijba (természetesen D* kor el6tt, mint mindenki mas!).
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8. dbra. A hétralévd élettartam fiiggvények és hanyadosaik (ezek felnagyitva). Forrds: sajit
szamitas.
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A D* kort vardk szamara ezért a hanyados egy egyenes lesz, ami a két
fenti gorbe kozotti atmenetet jelenti. Ezek a megallapitasok a kozépiskolai
geometriai tételek (hasonlé héromszogek, parhuzamos szel6k tétele) alapjin
egyszerlen belathatoak.

A hiperbolikus jaradékfiiggvény tehat nagyon erésen jutalmazza azokat,
akik egy ,hivatalos” élettartamnal tobbre szamitanak, vagyis nagyon erés
Osztonzést valosit meg koriikben a minél késébbi nyugdijba vonulésra. Koriik-
ben anndl jobban jar valaki, minél kés6bb vonul nyugdijba, hiszen itt lénye-
gében az a szabaly, hogy valaki akarmikor megy is nyugdijba, de még D*
kor elott, s megéli ezt a D* kort, akkor eddig a korig Gsszességében megkapja
a teljes addig felhalmozott nyugdijtékéjével (a befizetett Gsszes jarulékdval)
megegyez6 jaradékot, s ez utdn a kor utan pedig még évente halaldig egy
pluszt, ami (évente!) anndl nagyobb, minél kés6bb megy valaki nyugdijba.

Az érintett kor pedig, akinek megéri késébb nyugdijba vonulni, nem a
nyugdijasok fele, hanem —a magyar néphalanddsagi tablak tanulsiaga alap-
jan— ennél valamivel t&bb. Ilyen feltételek mellett, mondhatni ilyen bikaerds
Osztonzés mellett —anélkiil, hogy részletesebben utdna kellene ennek szamol-
nunk— intuitive is belathatjuk, hogy a hiperbolikus jaradékfiiggvény nagyon
er0s tulelosztast valdsit meg, vagyis t6bb nyugdijat ad Osszességében, mint a
befizetett jarulékok, vagyis ez felboritja a TB nyugdijkasszat.

3 A biztositasmatematikai korrektség fogalma

Tehat az eddigi elemzés is kimutatta, hogy a hiperbolikus jaradékfiiggvény a
Simonovits altal feltart hibakkal rendelkezik. Miel6tt tovabbmennénk azon-
ban, pontositani sziikkséges Simonovits egy masik allitasat, miszerint a hi-
perbolikus jaradékfliggvény egyben ,,biztositdsmatematikailag tisztességes”
lenne. (A magam részérdl az eredeti angol fogalom, az ,actuarial fair” egy
mésik forditasat, a ,,biztositdsmatematikailag korrektet” preferdlom.) Si-
monovits ugyanis nem pontosan hasznélja a biztositdsmatematikai korrektség
fogalmat, s ennek van jelentésége, ugyanis a hiperbolikus jaradékfiiggvény
altala feltart hibéit altalaban a biztositasmatematikai korrekt jaradékfiiggvé-
nyek hibainak is tartja. Ugyanakkor ez nem ,korrekt”, mert a hiperbolikus
jaradékfiiggvény nem biztositasmatematikailag korrekt jaradékfiggvény.

A biztositasmatematikai korrektséget ugyanis leginkdbb az aktudriusok
(biztositdsmatematikusok) altal hasznalt kalkuldcids alapelv, az ekvivalencia
elv fejezi ki. Eszerint a befizetések jelenértékei varhaté értékeinek meg kell
egyezni a kifizetések jelenértékeinek varhato értékével. Masképp: varhato
értékben meg kell egyezni az tigyfél befizetéseinek és kifizetéseinek.

Az ekvivalencia elv alkalmazhaté az egyes biztositottakra, s a biztositottak
egy csoportjdra is, ami akdr az (adott tipusi biztositdson beliili) &sszes biz-
tositottat is jelentheti. A gyakorlati lehet6ségek dontik el, hogy milyen kicsi
csoportra alkalmazzak. Ez igy jelenik meg, hogy mennyire tesznek kiilonb-
séget a biztositottak egyes csoportjai kozott. Lényegében minél inkabb, anndl
inkabb lehet a kalkulaciét biztositasmatematikailag korrektnek nevezni.
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Simonovits egy olyan példat hoz, ahol a , kalkulaciékor” irredlis feltevésbdl
indulnak ki, de ezen feltevés mellett teljesiil az ekvivalencia elv, tehat a be-
fizetések (a nyugdijazdsig befizetett Gsszes jarulék) megegyeznek a kifizeté-
sekkel (a haldlozésig varhaté Osszes nyugdfjjal). Az irredlis feltevés, hogy
mindenki ugyanabban a korban hal meg. Errél azonban mindenki tudja, hogy
nem igaz, s ilyen feltevést biztositasmatematikus kalkulaciékor sohasem tesz.
Ehelyett abbdl a kézismert gyakorlati megfigyelésbol indulnak ki, hogy valaki
minél tovabb élt mar eddig, annal nagyobb lesz a varhato osszes élettartama
(vagyis annédl magasabb korban hal meg).

Ez egyszertien abbdl kovetkezik, hogy az x évesek varhaté élettartamaba
beleszamitjak azoknak az élettartamat is, akik abban az évben meghalnak,
mig az x + 1 évesek élettartamédba mar —értelemszeriien— nem, s pont 6k
hiztak le az x évesek varhatéd élettartamdat. Tehat a kor elérehaladtaval
mindenkinek a vérhaté Osszes élettartama (vagyis az aktudlis kora, s az
abban a korban varhaté hatralévd élettartam Gsszege) automatikusan ma-
gasabb lesz, akdr szdmit erre, s ez alapjan cselekszik (mint Simonovitsnal
is), akdr nem. A gyakorlatban, a nyugd{jjaradék-biztositdsra konkretizdlva
ez azt jelenti, hogy minél késébb megy valaki nyugdijba, egyre tobb évre
kell elosztani az Osszegyujtott jarulékat ahhoz képest, mint amennyi ab-
ban a korban még a sziiletéskor (vagy munkéba &lliskor) atlagos hatralévé
élettartambdl még hatra van. Ha kalkulacidkor ezt az egyszerii tényt nem
veszik figyelembe (marpedig a hiperbolikus jaradékfiiggvény pont ennek a
figyelmen kiviil hagydsat jelenti), akkor azt a kalkuldciét nem lehet biz-
tositasmatematikailag korrektnek nevezni.

Azt, hogy a hiperbolikus jaradékfiiggvény biztositdsmatematikailag nem
korrekt, egyszertien is lathatjuk, hiszen itt azért sem teljesiil a befizetett
jarulékok és a kapott jaradékok varhaté egyenlosége, mert aki D* kornal
tovdbb él, az biztosan (tehdt nem vérhatéan!) tébbet kap, mint amit be-
fizetett. A biztositdsmatematikailag korrekt kalkuldcié esetén nincs ilyen
bizonyossag, itt egy joval sziikebb kor kap tobbet a befizetéseinél: azok,
akik tovabb élnek anndl, ami a nyugdijba vonuldsi koruk esetén a varhaté
hatralévo élettartam.

Mindezekbdl az kovetkezik, hogy a megoldast, vagyis a megfelel6 jara-
dékfiiggvényt nyugodtan kereshetjik a biztositasmatematikailag korrekt ja-
radékfiiggvények kozott, s az aldbbiakban ezt is teszem. Fel kell viszont
oldani azt a feltevést, hogy minden korban megegyezik (dllandé) a kor plusz
abban a korban varhaté hétralévo élettartam, s ehelyett a kor plusz abban
a korban varhaté élettartamra a kor fiiggvényében névekvo fiiggvényt kell
feltételezni.

Az aldbbiakban ilyen fliggvényt keresek, s ezt jél meg is alapozza az,
hogy a hiperbolikus jaradékfiiggvény hibainak bemutatasaban Simonovitsétol
eltér6 gondolatmenetet haszndltam.
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4 Egy analitikusan jél viselkedo, relevans figg-
vényosztaly

Az &ltalam haszndlt gondolatmenetben a f6 eltérés Simonovitstél az volt,
hogy én nem kozvetleniil a jaradékfiiggvényt, hanem (az aktudriusoknél szo-
késos médon) annak reciprokat, a ,,jaradékosztét” (annuity divisor) prébal-
tam megragadni. Ez a jaradék-oszté 0%-os diszkontraténdl (amit ebben a
tanulmanyban végig feltételezek — 1d. fent!) megegyezik a vdarhaté hatralévé
élettartammal a LEXP fliggvénnyel. Mint megmutatom, analitikusan jol
viselkedd (relevéns) LEXP fiiggvényt sokkal konnyebb konstrudlni, mint an-
nak reciprokat, a jaradékfiiggvényt.

Kezdhetjik mindjart a legkézenfekvobb jelolttel, a linearis LEXP fiigg-
vénnyell Ez nem vezet tilosztonzésre, amint azt az aldbbi dbra mutatja.
Legyen ez az aldbbi dbrdban a LEXPK (a K a ,konstrudltra” utal) egy
olyan linedris fiiggvény, ami w kornél (a szokésos jelolés a megfigyelt legma-
gasabb életkorra) éri el a 0-t. (Ez a fiiggvény természetes médon teljesiti az
elobbi kovetelménytinket, hogy a kor + abban a korban varhaté hatralévo
élettartam novekvo legyen, egyszeriien azzal, hogy nem olyan meredek, mint
a Simonovits-féle — (—1) meredekségli — LEXPS fiiggvény.) Ekkor az 6sz-
tonzést a 4. dbra mutatja egy tetszoleges D < w varhaté élettartamnal, ahol
feltessziik, hogy valaki pontosan ismeri magara vonatkozolag ezt a D értéket:

Az 4brabdl latszik, hogy a Simonovits-féle LEXPS alkalmazésa esetén, ha
valaki tudja, hogy tovabb él, mint D*, akkor a lehet6 legkésobbi idopontban
(D*-ban) kell nyugdijba vonulnia, ha maximalizélni akarja az 6ssznyugdijat.
Ezzel szemben egy linearis LEXPK alkalmazasa esetén barmeddig él is valaki,
a leginkabb az éri meg neki, ha az els6 lehetséges alkalommal nyugdijba vonul
— megint csak: ha célja az, hogy a kapott 6ssznyugdijat maximalizalja.

!
[
.."".'."'.-0-;.._ I
:

Hatralévd élettartam

D* D w
Kor
LEXPS = ===LEXPD ceesse- LEXPK === | EXPD/LEXPS <% -: LEXPD/LEXPK

4. dbra. A hiperbolikus jaradékfiiggvény és a linedris varhaté hatralévd élettartamon alapuld
jaradékfliiggvény Osszehasonlitdsa. Forrds: sajat szamités.
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Vagyis egy ilyen LEXP (=inverz jéradékfiiggvény) nem alkalmaz tlész-
tonzést. Emiatt tulelosztast sem valdsithat meg, hiszen ha valaki késobb
megy nyugdijba, akkor minden esetben cstkken a kapott Gssznyugdij (val-
tozatlan tékét feltételezve, vagyis az 6ssznyugdij kisebb mértékben nd, mint
amilyen mértékben a tovabbi munkavallalds miatt a befizetett Gsszjaradék).
Vagyis, ha a nyugdijba vonuldsi kornél j6l volt kiszdmitva a jaradék (tehat a
rendszer egyensilyban volt), akkor a késébbi nyugdijba vonulds miatt ez az
egyensily nem romlik!

Osszességében talaltunk egy analitikusan jol viselked¢ fliggvényt, ami biz-
tositja a fenntarthatésagot, és elkeriili a tulosztonzést. Raadasul ez még
eléggé realisztikus is, hiszen tudjuk, hogy a realisztikus LEXP-nek monoton
kell csokkennie egészen 0-ig, amit csak w-nél ér el (akkor viszont eléri azt).
Ezt a feltételt pedig a fenti, linedris LEXPK teljesiti (a LEXPS pedig nem).

A LEXPK-b4l kiindulva viszont —bizonyos mértékig azt altaldnositva—
talalunk egy egész fliggvényosztalyt, amelyre szintén igaz, hogy:

1. az el6bbi értelemben realisztikus LEXP-ket adnak,

2. areciprokukként el6allo jaradékfiiggvény elkeriili a tilosztonzést — vagy-
is a kor novekedésével egyre kisebb Gsszjaradékot szolgaltat.
Ez a figgvényosztaly a

D*

w n

LEXP(R) = (w—=R)",
aminek specidlis esete az n = 1, vagyis a linearis LEXP fiiggvény, a fenti
LEXPK. Az n egyfajta ,intuitiv”’ paraméter, azt biztositja, hogy linedristdl
eltérd eseteket is vizsgdlhassunk. Ekkor R = 0 életkornal a varhaté hatralévd
élettartam D* (egyezden az indulé modell feltételezésével), R = w-nél pedig
0. A fiiggvények alakjirdl, ami nyilvan n fiiggvényében véltozik, az 5. dbra ad
képet. A kép alapjan latszik, hogy —szemben a lineéris esettel— n # 1 esetén
mar nem magatol értet6dd, hogy a nyugdijba vonuldsi kor névekedésével
itt is csokken a kifizetett Osszjaradék, természetesen most is egységnyi meg-
takaritasra. Emiatt ezt analitikusan bizonyitom be, illetve analitikusan kere-
sem azt a feltételt n-re, amikor még ez a csokkenés igaz lesz. Vagyis az a
kérdés, hogy a

D—-R
fn (w—R)"

fliggvény csokkend-e, vagyis, hogy a derivaltja negativ-e? A fiiggvény azt
mutatja, hogy, ha valaki tudja, hogy D < w életkorig fog élni, akkor meny-
nyi varhaté 6ssznyugdija az R nyugdijba vonulasi kor fiiggvényében, feltéve
természetesen, hogy egyéltaldn megéri a nyugdijkorhatart R (< D), és, hogy
egységnyi tékét halmozott fel. Ahhoz, hogy megtudjuk, hogy a fenti fiiggvény
az R csokkend fiiggvénye-e, azt R szerint derivalni kell. A derivalt

—(w—R)+n-(D—-R)
D* (w _ R)n+1 ’

wn
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Az adott feltételek mellett ennek nevezéje mindig pozitiv, vagyis a tort akkor
negativ, ha a szamldldja negativ:

—(w—R)+n(D—-R)<0.

Ezt n-re megoldva:
w—R

n<D—R

a feltétele a derivalt negativitasanak. Mivel ennek R-szerinti derivéltja

ezért ez monoton névekvo fiiggvény, vagyis a legkisebb értékét R = 0-nal veszi
fel (ennél kisebb nyugdijba vonuldsi kort nem tudunk elképzelni). Tehdt ha
R = 0-nal igaz lesz az Gsszefliggés, akkor a derivalt minden R-re negativ lesz,
vagyis teljesiilnie kell a
w
n < D
egyenl6tlenségnek. Viszont minden, ennek az egyenldtlenségnek megfeleld
n-re egy, a nyugdijba vonulasi korra monoton csokkené Ossznyugdijat pro-
dukéld, analitikusan jél viselkedé LEXP fliggvényt kapunk. Az n konkrét
értéke fligg a vart élettartamtol, de mivel w > D minden élettartamra, ezért
ezek kozott a fiiggvények kozott mindig szerepel a linedris LEXP fiiggvény
is.
Az érdekesség kedvéért nézzilkk meg ezeknek a fiiggvényeknek az alakjat
példaul a D = (w + 3D*)/4 értékre, és tegyiik fel®, hogy D* = 2/3w. Ekkor
n-re teljestilnie kell, hogy

w w 4-w 4

"D w+3D)4d wi3-2B83w 3

n = 1,25 még biztos eleget tesz ennek, ezért megnézhetjik a fiiggvények
alakjat ennél nagyobb és kisebb értékekre, példaul legyen n =133 ,n =1,
n=0,5én=0,1(5 dbra).

Tehét az analitikusan jol viselkedo, relevans LEXP fliggvényosztdly, amely
nem okoz tilosztonzést és tulelosztast, az egyenes koriil helyezkedik el felfele
is és lefele is, bar lefele erdsen korlatozott, hogy meddig terjedhet. Mint aldbb
latni fogjuk, pont ez a lefele eltérd (viszont korldtozott) fliggvényhalmaz fog
leginkabb hasonlitani a ténylegesen megfigyelt LEXP értékekhez.

3Vagyis a sziiletéskor varhaté élettartam a maximalis lehetséges kétharmada (Magyar-
orszagon pl. a szokdsos w = 100 esetében ez 66,7 évet jelent, ami kozel van a férfiak ’90-es
években megfigyelt sziiletéskori varhaté hatralévé élettartamahoz. D pedig igy a D* és az
w olyan linedris kombindacidja, ami kozelebb van a varhaté élettartamhoz.



Javaslat az optimalis jaradékfiiggvényre 117

.....................
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...........
.......

Hatralévd élettartam
/

Kor

LEXP1,33 = = LEXP1 LEXPO,5 eeeeeee LEXPO,1

5. dbra. A linedris varhaté hatralévé élettartam fliggvénybdl dltaldnositott, konstrudlt
hatralévs élettartam fliggvény-osztdly. Forrds: sajat szamités.

Ezt a relevans fliggvényosztalyt az elobbiekhez képest még lehet boviteni,
gy, hogy a D*-nak nem sziikséges azt az értéket adni, amit Simonovits
adott neki, vagyis nem sziikséges, hogy az a sziiletéskor varhaté hatralévo
élettartam legyen. Adhatjuk annak példdul a nyugdijba vonulaskor érvényes
hatralévo élettartam értéket is, s ezzel bovitettiik a fiiggvényosztalyt. Ekkor
a fliggvényosztaly a kovetkezOképpen médosul:

D*

LEXP(R) = PR

(w—-R)",

ahol R* a hivatalos nyugdijkorhatdr (elvileg ez elétt nem lehet nyugdijba
menni) és D* ekkor az chhez tartozé varhaté hétralévé élettartam. Ekkor a
varhato 6ssznyugdij D varhato életkor esetén, R tényleges nyugdijba vonulési
kor esetén:

D—-R

oy W= R

Ennek derivaltja:
—(w—-R)+n-(D-R)
. (w _ R)TL+1

__ D+ _
(w—R*)"
negativ, ha teljesiil, hogy

—(w—R)+n-(D—R)<0.

Vagyis
< w— R*
n<—=——".
D — R*
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5 Az eredmény elemzése, tovabbi problémak

Bizonyos szempontbdl itt befejezhetnénk az elemzésiinket, hiszen talaltunk
egy tulosztonzésre nem biztatd, relevans figgvényosztilyt a jaradékokra.
Azonban az eredménnyel kapcsolatosan logikusan vetédnek fel tovabbi kér-
dések:

1. Hogyan viszonyul egyméshoz a gyakorlatban alkalmazott jaradékfiigg-
vény, és a fenti fliggvényosztaly? Elkeriili a gyakorlati jaradékfiiggvény
is a tulelosztast?

2. Ha nem, akkor mit lehet tenni?

3. Megfelel6en 6sztonoznek a ,,javitott” jaradékfiiggvények?

Az aldbbiakban ezeket a kérdéseket vizsgdlom meg egyenként.

5.1 A gyakorlati és a konstrualt jaradékfiiggvény Ossze-
hasonlitasa

A gyakorlatban a jaradékfiiggvényeket a megfigyelt halanddsagi tablaval sz&-
moljak ki, vagyis jaradékosztoként a megfigyelt varhaté hatralévo idotar-
tamokat hasznaljdk. Felvetédik egyrészt, hogy ezek hasonlitanak-e, illetve
mennyire hasonlitanak a mi konstrudlt varhaté hatralévé idétartam fliggvé-
nyeinkhez, masrészt pedig, hogy a megfigyelt halanddésagi tablaval szamolt
jaradékfiiggvény mentes-e, vagy sem a Simonovits altal feltart hibatol?
Nézziik el6szor az els6 kérdést. Ez lényegében azt jelenti, hogy a

D—-R
D (w—R)"

wn

fliggvény hasonlit-e a konkrét LEXP fiiggvényekhez? A dolog természetébdl
addéddan ezt csak példalédzva tudjuk bemutatni. Vegyiik példaul a 2000. év
magyar férfi néphalanddsagi tablaja alapjan szamitott LEXP értékeket. Ez
a 0. abran lathaté gorbe, a hivatalos, R* = 65 éves életkortdl szdmitva (az
abraba két mésik, konstrualt LEXP-t is berajzoltunk, ezekrdl alabb).

Ekkor egyébként R* = 65-nél D* = 12/49. Néhany probalgatassal kideriil,
hogy ha n > 1,478, akkor a

*

LEXP(R) = m(

w — R)TL

gorbe (w = 100) mindig ez alatt a tényleges LEXP gorbe alatt lesz.
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2000. éviférfi LEXP = = Konstrualt LEXP n=1,479-re

Konstrualt LEXP n=1,1666-re

6. abra. A konstrudlt és a megfigyelt hatralévé élettartam fliiggvények. Forrds: sajat szamités.

Ha az

egyenl6tlenséget most ,,visszafele” megoldjuk D-re n = 1,479 értékre, akkor
azt kapjuk, hogy

100 — 65 35
1,479 = —— 2 D=2 - .
ATy =—— 2 — ot 65 = 88,66

Ha most ,,rendesen” D = 95-re is megoldjuk, akkor kapjuk, hogy

100 - 65

=——2-1]16.
5o 10

Mindkét konstrualt LEXP-t berajzoltuk a 6. abraba. Latjuk, hogy meg-
felel6 n érték esetén a konstrualt LEXP értékek a megfigyelt LEXP-hez na-
gyon hasonlé gorbét adnak. Ugyanakkor a gérbék nem ,,simulnak” teljesen
Ossze, féleg a magas élettartamoknal tér el a megfigyelt és a konstrualt LEXP
fliggvény.

Ha &attériink a maésodik kérdésre, akkor a fenti abran a megfigyelt és a
konstrualt LEXP gorbe metszéspontjat ugy is interpretalhatjuk, hogy ha
valaki a hivatalos nyugdijba vonulasi korban varhaté 12,49 évnél hosszabb,
de 23,66 évnél rovidebb élettartamra szamit, akkor —ha a jaradékokat a ta-
pasztalati LEXP-el szamoljak ki— nem éri meg neki csak azért elhalasztani a
nyugdijba vonulast, hogy 6sszességében tobb nyugdijat kapjon. Ekkor ugyan-
is nem fog tobbet kapni. Ha ellenben ennél hosszabb élettartamra szamit,
akkor el6fordulhat, hogy halasztds esetén némileg magasabb lesz a nyugdija.
Nézziink erre néhany konkrét szamitast az 1. tdabldzatban.
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Kor Hétralévs élettartam (elhaldlozdsi korban)

87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
65 1,76 1,84 1,92 2,00 2,08 2,16 2,24 2,32 2,40 2,48 2,56 2,64 2,72 2,80
66 1,76 1,84 1,92 2,01 2,09 2,17 2,26 2,34 2,42 2,51 2,59 2,67 2,76 2,84
67 1,75 1,83 1,92 2,01 2,10 2,18 2,27 236 2,45 2,53 2,62 2,71 2,80 2,88
68 1,74 1,83 1,92 2,01 2,10 2,19 2,29 238 2,47 2,56 2,65 2,74 2,83 2,93
69 1,72 1,82 1,92 2,01 2,11 2,20 2,30 2,40 2,49 2,59 2,68 2,78 2,87 2,97
70 1,71 1,81 1,91 2,01 2,11 2,21 231 241 2,51 2,62 2,72 2,82 2,92 3,02
71 1,69 1,80 1,90 2,01 2,12 2,22 233 2,43 2,54 2,64 2,75 2,86 2,96 3,07
72 1,67 1,78 1,89 2,00 2,12 2,23 234 2,45 2,56 2,67 2,78 2,89 3,01 3,12
73 1,64 1,76 1,88 1,99 2,11 2,23 235 2,46 2,58 2,70 2,82 2,93 3,05 3,17
74 1,61 1,73 1,86 1,98 2,10 2,23 2,35 2,47 2,60 2,72 2,85 2,97 3,09 3,22
75 1,57 1,70 1,83 1,96 2,09 2,22 235 2,48 2,61 2,74 288 3,01 3,14 3,27
76 1,52 1,66 1,80 1,93 2,07 2,21 2,35 2,49 2,63 2,76 2,90 3,04 3,18 3,32
77 145 1,59 1,74 1,88 2,03 2,17 2,32 2,46 2,61 2,75 2,90 3,04 3,19 3,33
78 1,37 1,52 1,68 1,83 1,98 2,13 2,29 2,44 2,59 2,74 2,90 3,05 3,20 3,35
79 1,29 1,45 1,61 1,77 1,93 2,09 226 2,42 2,58 2,74 2,90 3,06 3,22 3,38
80 1,20 1,37 1,54 1,71 1,88 2,05 2,22 2,39 2,56 2,73 2,91 3,08 3,25 3,42
81 1,00 1,28 1,46 1,64 1,82 2,00 2,19 237 2,55 2,73 2,91 3,10 3,28 3,46
82 0,98 1,17 1,37 1,56 1,76 1,95 2,15 2,34 2,54 2,73 2,93 3,12 3,32 3,51
83 0,84 1,05 1,26 1,47 1,68 1,89 2,10 2,31 2,52 2,73 2,94 3,15 3,36 3,57
84 0,68 091 1,14 1,36 1,59 1,82 2,05 2,27 2,50 2,73 2,96 3,18 3,41 3,64
85 0,50 0,74 0,99 1,24 1,48 1,73 1,98 223 2,47 2,72 2,97 3,22 3,46 3,71
86 0,27 0,54 0,81 1,08 1,35 1,62 1,90 2,17 2,44 2,71 2,98 325 3,52 3,79
87 0,00 0,30 0,60 0,89 1,19 1,49 1,79 2,09 2,38 2,68 2,98 3,28 3,58 3,87

88 0,00 0,33 0,66 0,99 1,32 1,65 1,98 2,31 2,64 2,97 3,30 3,63 3,96
89 0,00 0,37 0,74 1,10 1,47 1,84 2,20 2,57 2,94 3,31 3,67 4,04
90 0,00 0,41 0,82 1,23 1,65 2,06 2,47 2,88 3,29 3,70 4,11

a) 29 -1,7 -06 0,5 1,4 23 32 39 47 53 60 66 7,1 7,7

b 11,0 -7,8 48 -21 04 2,7 49 69 88 10,5 12,2 13,7 152 16,6

<) 00 05 16 31 49 7,1 93 11,3 16,3 25,1 36,0 46,8

d) 25 23 20 1,7 14 11 08 06 03 02 01 0,0 0,0
@) Nyereség 70 évnél (%) b)Nyereség 75 évnél (%) ©)Maximalis nyereség (%)
) A nyugdijas népesség %-a, aki ennyi idés korban megy nyugdijba

1. tabldzat. Az 6ssznyugdij 1 Ft tékére kiilonb6zd nyugdijba vonulédsi korok esetén.
Forrds: sajat szamitas, KSH

A 2000-es magyar férfi néphalandéségi tabla szerint 88,66 éves korig (tehat
akik maximum ilyen hosszi élettartamot varnak) senkinek nem éri meg el-
halasztani a nyugdijba vonulast. Ez latszik is a fenti, 87 éves korban indulé
tabldzaton, hiszen 87 és 88 éves korban is (vagyis azokndl, akik ennyi éves ko-
rig élnek, s ezt tudjdk is magukrdl) akkor kapjak a maximalis 6ssznyugdijat,
ha a hivatalos nyugdijba vonuldsi korndl (65 évnél) mennek nyugdijba. A
maximalis Gssznyugdijat az attekinthet&ség kedvéért aldhizéssal jeloltem.
(Ez a tébldzatban nem szerepld, 87 évnél kisebb vérhaté életkorokndl is 65
évnél van.) Létszik, hogy példdul, aki 93 éves korig ,,tervezi” életben maradni
(az 4tlagos 77,49 év helyett), annak 75 éves korban érdemes nyugdijba vonul-
nia, s ezért egész életében Osszesen 4,9%-kal tobbet fog kapni, mintha mér
65 éves korban nyugdijba menne. Ez viszont csak a 65 évet megéltek (vagyis
a nyugdijba vonuldk) 1,1%-4ra vonatkozik. Jéval tobbet nyer az a 6 {6, aki
100 éves maximadlis kort remél, 46,8%-ot nyernek, de ehhez 90 éves korban
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kell nyugdijba vonulniuk. Ha ezt nem tudjak kivarni, s mar 75 éves korban
nyugdijba mennek, akkor nyereségiik csak 16,6%.

Lathaté, hogy a nyugdijba vonulék 86,8%-4dnak a legjobb dontés, ha azon-
nal nyugdijba vonulnak, amint az lehetséges, s csak a maradék 13,2%-nak éri
meg késobb nyugdijba vonulni. T6bbségiiknek azonban a nyeresége csekély.
Réadasul, egyéltalan nem biztos, hogy valaki csak azért var 87 éves koraig
a nyugdijjal, hogy a maximdlis 25,1%-os tobbletet ,,tegye zsebre”. Lehet,
hogy neki megéri a 6%-os nyereség 70 évnél, ami viszont mar nagyon csekély
hatdssal van az egyenstlyra.

Osszességében tehdt azt mondhatjuk, hogy a megfigyelt halandéségi tabla
felhasznalasaval késziilt jaradékfiiggvény esetében is ki lehet mutatni a hiper-
bolikus jaradékfliiggvénynél feltart problémaékat, viszont nagyon er6sen kor-
latozott korben. Ugyanakkor ez a ,,hiba” lehet egy ok arra, hogy a tényleges
jaradékkalkulaciéban ne ezeket a varhato hatralévo élettartamokat hasznaljak.
Ugyanakkor erre van mas ok is.

5.2 A gyakorlati jaradékfiiggvény hibai és lehetséges
kijavitasuk

A megfigyelt halanddsagi tdblaval szamolt jaradékfiiggvénnyel vannak més
gondok is, nevezetesen ketto:

1. A korményzati hivatalos LEXP adatok aktudlisan megfigyelt, vagyis
,,historikus” adatok. Olyan emberek haldlozasi valdszinliségeibol alli-
tottak Ossze Oket, akik mar meghaltak, mikézben olyan emberekre kell
ezeket alkalmazni, akik még élnek. Ha a varhat6 hatralévo élettartam
stacionér lenne, akkor ezzel nem lenne semmi baj, de tudjuk, hogy az
a fejlett vildgban (s most mar Magyarorszagon is) mér évtizedek dta
dinamikusan valtozik, alapvetéen no. fgy ha aktuariusilag korrekt ja-
radékfiiggvényt akarunk hasznalni, akkor projektalt, s nem megfigyelt
varhaté hatralévo élettartammal kell dolgozni.

Példaként alljon itt egy amerikai példa a néphalanddsagi és a jaradék
célbdl projektalt varhaté hatralévs élettartamok kiilonbségére (7. dbra).
A projekcié médszertana ismert, s a korményhivatalok tébb-kevesebb
rendszerességgel adnak is kozzé minden orszagban projektalt halandé-
sagi tablakat. Raaddsul semmi akadélya nincs, hogy a projektalt halan-
déségi tdblakat (varhatd hatralévé élettartamokat) a fenti fliggvényekkel
agy ,,simitsak”, hogy elvileg is kikiiszoboljuk bel6liik a tulosztonzést.
Beépitett probléméaja azonban a projekciénak, hogy arrdl csak utdlag
deriil ki, hogy jé volt-e.

2. A maésik probléma, hogy nem vildgos, hogy a LEXP milyen rétegre
vonatkozik. A statisztikdkat altaldban az egész orszdg népességére,
férfi-né bontasban szoktak megadni. Ugyanakkor az orszag egészének
a népessége és a nyugdijas népesség nem teljesen egyforma halanddsagi
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jellemzokkel bir. A nyugdijas népességen beliil is vannak kiilonb6z6 ha-
landésagu alcsoportok, hiszen a végzettség, lakdhely, munkahely /mun-
kakor, fizetés, stb. erds korrelaciét mutat az élettartammal. Indokolt
lenne ezért az egész lakossagra vonatkozd, csak kor szerint differencialt
halandodsagi tablék helyett mas jellemzdk szerint is differencialt tablakat
alkalmazni, hogy méltdnyosabb legyen a jaradék. Az aktudriusi kor-
rektség fogalmaba a differencidlas is beletartozik. Ugy tlnik azonban,
hogy a politika akadédlya a differencidlasnak. Ujabban még a kordbban
szokésos férfi és né szerinti differencidldst is tiltjak?*, s tovabbi, més
tényezok szerinti differencidldsrol sz sem lehet.

Osszességében azonban megéllapithat6, hogy lehetséges megfelelden ki-
simitott, projektalt halandésagi tabla készitése, amivel t1losztonzéstol mentes
és biztositasmatematikailag korrekt jaradékfiiggvényeket készithetiink. Ré-
adasul ugy tinik, hogy ha a ,simitatlan” adatokat alkalmazzuk, a tilsz-
tonzés hatdkore akkor is erdsen korlatozott. Ugyanakkor a simitdst az is
indokolja, hogy tudjuk, hogy a néphalanddsagi tablaban a 85 éves kor feletti
korokra (tehdt pont azokra a korokra, ahol a tuldszténzés fent eléfordult)
vonatkozé értékeket mar eleve nagyvonalian, erételjes matematikai ,,simi-
tassal” szamitjdk, vagyis mar az sem a tényleges, pontos érték. Tehat ha
mar ugyis simitanak, akkor azt a fenti probléma figyelembe vételével célszerti
megtenni.
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7. dbra. Az 1990-es amerikai férfi néphalandésagi tablabdl szamolt és az 1996-os projektalt férfi
varhaté hatralévd élettartam fliggvények. Forrds: U.S. Department of Health and Human
Services, NAIC.

1Az életbiztositisban, vagyis a piaci jaradékok vonatkozdsiban. A TB jaradékok
esetében a nemek szerinti differencidlds eleve nem volt szokasban.
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5.3 A biztositasmatematikailag korrekt kalkulacio 6sz-
tonzo hatasa

A fentiek alapjan a biztositdsmatematikailag korrekt jaradékfiiggvény ese-
tében —mint lattuk— szinte mindig (vagyis a nyugdij el6tt allék tilnyomd
tobbsége szdmdra) az a célszerli, ha valaki minél kordbban megy nyugdijba,
vagyis az nem tartalmaz talosztonzést. Tehat az eleget tesz a Simonovits-
féle ,,tompitott Osztonzés” kovetelményének, vagyis a nyugdij n6 a nyugdijba
vonuldsi korral, de (messze!) nem annyira, mint amit a hiperbolikus jaradék-
fliggvény adna. Ezzel raadasul egyfajta ,,természetes” moédon megvalaszoltuk
Simonovitsnak azt a kérdését is, hogy mi legyen a tompitis mértéke.

A | tompitas” viszont Simonovits szerint ,lerontja az 6sztonzést”. Valo-
ban, mivel a biztositasmatematikailag korrekt jaradékfiiggvény szinte mindig
kisebb Gssznyugdijat ad a késobb nyugdijba vonuléknak, mint akik az els6
adandé alkalommal nyugdijba vonulnak, ez egyaltalan nem 6szt6noz a késébbi
nyugdijba vonuldsra. Vagyis az aktuariusilag korrekt jaradékfliiggvény ,,csak”
korrektebbé teszi a nyugdijrendszert azokkal szemben, akik maguktdl is to-
vabb dolgoznanak. Ilyen emberek vannak, emiatt szerintem nem tugy kell fel-
tenni a kérdést, hogy hogyan 6sztonozziik az embereket a tovdbbdolgozésra,
hanem, hogy hogyan kell eltdvolitani azokat az ellendsztonzoéket, amelyek
ettdl a szandékuktdl eltantoritjik. Ha ugyanis a korabban nyugdijba mendk
aranytalanul jél jarnak, akkor —barmennyire is szeretnének néhanyan tovabb
dolgozni— mindenki inkdbb a korai nyugdijba vonulast (vagyis az elsé lehet-
séges alkalmat) vélasztja. Tehdt a biztositdsmatematikailag korrekt jaradék-
fliggvény valdjaban nem 0sztonoz a tovabbdolgozasra, hanem egyszeriien az-
zal, hogy korrektiil jar el, megsziinteti a tovabbi munkavallalassal szembeni
ellen6sztonzést.
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A PROPOSAL FOR THE OPTIMAL ANNUITY FUNCTION

This paper joins to the papers of Andréas Simonovits examining the optimal annuity
function. With different tools as used by Simonovits, I also present the faults of the
hyperbolic annuity function revealed and described by him. Following that with
the same tools I also present a whole function-family which avoids these faults,
so they fulfill the criteria for the optimal annuity functions made by Simonovits.
Comparing these annuity functions with ones constructed upon the experienced
mortality used in the daily practice I concluded that they quite resemble to each
other. Extending my analysis —with the newly introduced graphical tool— to
these annuity functions used in the practice I conclude that these functions share
—however quite a limited manner— some faults of hyperbolic annuity functions
revealed by Simonovits. I show that using a specific function family fulfilling the
criteria of the optimal annuity functions and which are quite resemble to these
practical annuity functions, these faults can be eliminated. Moreover we have
to take into account that the historic mortality tables are not really appropriate
calculating annuities because of the phenomenon of ,longevity”, so we have to
project the mortality. During the projection it is quite easy to ,,smooth” the data,
so the practical annuity functions can easily make to optimal annuity functions. The
paper also presents that Simonovits uses a non conventional concept of ,,actuarial
fairness”.
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BIZTOSITOTARSASAGOK TARTALEKKEPZESI
FOLYAMATANAK VIZSGALATA ADO- ES
OSZTALEKFIZETES MELLETT!

SZABO TIBOR — MIHALYKONE ORBAN EVA — MIHALYKO CSABA
Pannon Egyetem, Veszprém

Cikkiink biztositétarsasagok tartalékképzési folyamatanak modellezésével fog-
lalkozik, egy alkalmas célfiiggvény optimalizaldsan keresztiil kontrollalva a
biztositétarsasadg mitkodését. A biztositasi alapmodell lényege, hogy véletlen
idopontokban véletlen nagysagu karigények érkeznek be a biztositohoz, amit
a tartalékbdl, azaz a kezd6t6kébdl és a befizetett dijakbdl fedeznek. A tarta-
1ék mennyiségét igy egy sztochasztikus folyamat adja meg. Ezt az alapmodellt
a szakirodalomban részletesen vizsgalték, és tobbféleképpen mdédositottdk. A
cikkben ismertetiink egy, az alapmodellt altalanositd, dltalunk djonnan kidol-
gozott, az ado- és osztalékfizetést egyiittesen kezeld Gsszetett modellt, és egy
olyan 1j célfiiggvényt, amely mind az allam, mind az tgyfelek, mind a biz-
tositotarsasag tulajdonosainak érdekeit figyelembe veszi. Ez a célfiiggvény a
biztositotarsasag mitkodése révén létrejott értéket, eredményességet hivatott
mérni. Az Gsszetett modellt a kiiszob (threshold) osztalékfizetési stratégia
alkalmazdsa esetén részletesebben elemezziik. A célfiiggvény értékeit Monte-
Carlo szimulaciéval szamitottuk ki, optimalizaldsat a szimulaciés eredmények
alapjan numerikus modszerek segitségével végezziik el. Végezetil megvizs-
galjuk a mikodést egy masik szempontbdl, nevezetesen a jovedelmezGségi
szempontbdl is, azaz meghatarozzuk, hogy mennyi kezd6tokét érdemes be-
fektetni az optimalis jovedelmezoOségi index elérése érdekében.

1 Bevezetés

Az iizleti élet barmely teriiletén miikodé vallalatok, igy a biztositotarsasagok
szamara is fontos, hogy a miikodésiiket veszélyeztetd, tizleti kornyezetiikbol
fakadd kockazatok felismerhet6vé, kezelhetévé valjanak, a menedzsment, a
tulajdonosok déntései tervezhetbek, kiszamithatéak legyenek. A biztositok
kockazata az lzleti kornyezeten kiviil természetesen az altaluk kindlt szol-
galtatas, a biztositas sztochasztikus természetébdl is fakad. Kockazatukra
tobbek kozott a portfélidjukon, draikon, osztalékpolitikdjukon keresztiil lehet-
nek hatéssal, ezek révén tudjak befolyasolni azt.

E kockazatok felmérése mind a tarsasagok szaméra, mind tarsadalmi
szempontbdl kivdnatos. A biztositétarsasdgok szerte a vildgban kiterjedt
ugyfélkorrel rendelkeznek, a lakossag szinte egésze rendelkezik valamiféle biz-
tositassal, igy a tarsasdgok stabil miikodése nem csak a tulajdonosok érdeke,

IBeérkezett: 2011. november 17. E-mail: orbane@almos.uni-pannon.hu.
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hanem az tigyfeleké is. Szamukra is fontos, hogy a megkotott szerzodés ér-
vényben maradjon; a biztositd, amennyiben a biztositdsi esemény bekovetke-
zik, a keletkezd kar egy részét vagy teljes egészét megtéritse.

Dolgozatunkban a biztositétarsasagok tartalékképzési folyamatat vizsgdl-
juk meg; matematikai, illetve szamitégépes, in. Monte Carlo szimuldcidval
torténd modellezési lehetOségeit kivanjuk bemutatni a teljesség igénye nélkiil.
A tarsasidgok miikodését tobb jellemzon keresztiil fogjuk értékelni: tonkre-
menési valdsziniliség, tonkremenési ido, kifizetett diszkontdlt osztalék varhatd
értéke, befizetett diszkontalt add varhatd értéke.

El6szor réviden bemutatjuk az alapmodellt, majd ezt kovetoen ismertet-
jik az irodalomban altalanosan elfogadott és dltalunk felhasznalt ado-, illetve
osztalékfizetés esetét. Jelen publikdcidoban, bar a szakirodalomban az oszta-
1ékfizetés szamos médja ismert, f6leg az in. kiiszob stratégidval foglalkozunk.
Ezutdn targyaljuk az altalunk megfogalmazott, a tovdbbiakban Osszetett
jelzovel illetett modellt, amely egyszerre kezeli az osztalék-, illetve az adé-
fizetés problémajat, igy egy, a valdsighoz kozelebb allé modellhez jutunk,
amelyet ismereteink szerint a szakirodalomban eddig nem vizsgéltak. Az
Osszetett modell azon esetével foglalkozunk, amikor a kiiszob osztalékfizetési
stratégia szerint torténik az osztalékfizetés.

A modell tovabbi elemekkel is bévithet6 lenne, példdul a tartalék pénziigyi
befektetésének figyelembe vételével, viszontbiztositas kotésével, a tartalék
kritikus szint ala esése esetén a cséd elkeriilése érdekében tovabbi tokebe-
fektetéssel vagy athidalé kolcson felvételével, de jelen dolgozatunkban ezeket
nem épitettitk be a modellbe.

Az egyes modellek altalanos vizsgdlati mdédszere az, hogy a megadott
célfiiggvényre egy integralegyenletet illetve integro-differencidlegyenletet irnak
fel, s ezt prébaljadk megoldani (Lin, S. et al., 2003, Gerber & Shiu, 2006,
Albrecher & Hipp, 2007). Ezek az egyenletek azonban csak nagyon speciélis
esetekben oldhatdk meg analitikusan (jellemz8en exponenciélis-exponenciélis
eloszldspar mellett), {gy az Gsszetett modellben az elemzés eszkozéiil a Monte-
Carlo szimulaciét alkalmaztuk. A szamitégépes szimuldcié nagy elénye, hogy
barmilyen id6- és karigényeloszlas mellett alkalmazhato, igy akkor is képes
kiszamolni a kérdéses varhaté értékeket, amikor rajuk vonatkozolag analitikus
formula nem all rendelkezéstinkre. Szimuldcidval valé megoldésra talalhatunk
a szakirodalomban is példat tobbek kozdtt az (Albrecher & Kainhofer, 2002)
és az (Albrecher et al., 2005) publikdciékban. Az elemzések elvégzéséhez szi-
muléciés programokat készitettiink. A dolgozatban lathaté dbrékat, illetve
az eléallitasukhoz felhasznalt szimulaciés programokat a MatLab R2007b
verziéji matematikai programcsomag alkalmazéasaval készitettiik el.

2 A modell

2.1 Az alapmodell

A modell a biztositétarsasag tartalékképzési folyamatabdl adéddan a tartalék
mennyiségét adja meg barmely ¢ > 0 idopontban. E tartalék harom Osszetevd
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eredGjeként 4ll elé: a biztositotarsasag tulajdonosai altal induldskor rendel-
kezésre bocsatott kezdotékébol, a tarsasag miikddése soran az iigyfelek altal
befizetett biztositasi dijakbdl, valamint a biztositotarsasag altal az iigyfelek
részére kifizetett karosszegekbél. A tartalék értékét az idé fliggvényében
tehdt a kovetkezéképpen irhatjuk fel (Gerber & Shiu, 1998, Albrecher &
Thonhauser, 2007, Ming & Junyi, 2008):

N(t)
U(t)=x+d—2n. (1)

A fenti képletben 0 < x jelenti a kezd6t6két, amely a tulajdonosok altal a biz-
tositétdrsasag alapitdsakor befektetett tkemennyiség. A ct az in. dijbevételi
folyamat, amely soran az egységnyi id6 alatt befolyd biztositasi dijak Gsszegét
—a szakirodalomban altaldnosan elfogadottan— idoben allanddnak feltéte-
lezziik. A harmadik tag az un. kéarfolyamat, amely abbdl dll, hogy véletlen
idopontokban véletlen nagysagu karigények érkeznek be a biztositéhoz, ame-
lyek kifizetése csokkenti a tartalék értékét.

A képletben szereplé Y; mennyiségek az i-edik beérkezé karigény nagysé-
gét jelolik. Szokdsos feltevés Y;-krél, hogy azonos G(y) eloszlasi, nemnegativ
értéki, egymastol fliggetlen valészintiségi valtozok, 11y véges varhatd értékkel.
Tovabbi szokasos feltevés, hogy az ¢ — 1-edik és az i-edik karigény kozt eltelt
idok nagysagat t; nemnegativ, fliggetlen valdszinliségi valtozok adjak meg,
amelyeknek F'(t) eloszldsfliggvénye azonos, py vérhaté értéke véges. N(t) a
kovetkezoképpen definidlhatéd sztochasztikus folyamat:

N(t) = 0, hat<t 2)
Tk ha Yt <t det <Mt

Azon esetben, amikor a kédrok kozt eltelt id6kozok eloszldsa tetszoleges, Sparre
Andersen modellrél beszéliink (Sparre Andersen, 1957).

A Sparre Andersen modell egy specidlis esete, ha a karok kozt eltelt idék
exponenciglis eloszldsiak a paraméterrel. Ebben az esetben N (t) a paramé-
tert Poisson-folyamat, s ekkor klasszikus kockazati folyamatrol beszélhetiink
(Lundberg, 1909).

Altaldban fel szokték tételezni, hogy N(t) és Y; egymastél fiiggetlen. E
korlatozas feloldédsa azt jelentené, hogy a beérkezé karigény nagysaga fiigg an-
nak idépontjatdl, példdul természeti kérok esetén (&rviz, foldrengés, tornadd)
altalaban tobb és nagyobb karigényt nyudjtanak be. A tovébbiakban meg-
maradunk a fliggetlenség feltételezése mellett, hiszen ez mind analitikusan,
mind szimulaciéval kénnyebben kezelheto.

Mint a bevezetGben emlitettiik, vizsgalni fogjuk a tonkremenés valdszi-
niségét is. Ez annak az eseménynek a valdszinliségét jelenti, hogy valamely
rogzitett x kezdGtoke esetén elfogy a biztositotarsasag tartalékja, s igy a
biztositotarsasag tonkremegy, vagyis

N(t)
Y(z) = P(x+ct — Z Y; < 0 valamely 0 < t esetén) . (3)

i=1
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1. dbra. A tartalék valtozdsa az id6 fliggvényében

Természetesen érdekes a tonkremenés ideje is, amelyet a kovetkezOképpen
frhatunk fel:

inf{t>0:u(t) <0}, halétezik 0 < ¢, amelyre U(t) <0
Ty = (4)

00, ha 0 < U(t) minden 0 < ¢ esetén,

vagyis ha a biztositétarsasdg tonkremegy, akkor a tonkremenés idejének a
legels6 olyan idépillanatot tekintjik, amikor a tartalék értéke 0 ald csokken,
azaz tartozasa lesz az tligyfelek felé. Ha ez sosem torténik meg, akkor a tonk-
remenés idejét végtelennek definialjuk.

Az 1. dbrdan bemutatjuk a fent definialt kockézati folyamat egy lehetséges
realizacidjat.

Az dbran a folyamatot x = 2 kezd6tOkérdl inditottuk. A tartalék értéke
egyenletesen, ¢ = 2 intenzitdssal néne (2 meredekségii szakaszok), amennyi-
ben nem érkeznének be véletlen idépontokban véletlen nagysagi karigények
(fiigg6leges ugrasok). A realizcié sordan mind az id6kozok, mind pedig a kar-
igények generalasara exponencialis eloszlast hasznaltunk, o = 0,5 és 8 = 0,3
paraméterrel. Az dbrérdl leolvashaté a cséd idSpontja, ami Ty (2) = 28,66
idGegység.

2.2 Osztalékfizetés
2.2.1 Az osztalékfizetés altalanos leirasa

Médositsuk az alapmodellt oly médon, hogy a tulajdonosok szamara osz-
talékot fizetnek a tarsasag tartalékabdl a kockazati folyamatok irodalmaban
altaldnosan elfogadott mdédon (Gerber & Shiu, 2006, Ming & Junyi, 2007,
Avanzi, 2007).

Jelolje D(t) a t ideig kifizetett nomindlis, vagyis az inflaciéval nem ki-
igazitott osztalék értékét. Ekkor a tartalék értéke a t id6pontban D(t)
értékével csokken, vagyis

Rp(t) =U(t) -~ D(t), t>0. (5)
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A tulajdonosok altal megkapott osztalék jelenértékét a kiovetkezd Stieltjes-
integrallal szamithatjuk ki:

To(x)
Kp(z) = /O e~ dD(1) . (6)

A képletben szerepldé ¢ az inflaciés rdta. Kizardlag a 0 < § esetekkel fo-
gunk foglalkozni, vagyis amikor az arszinvonal valtozatlan, illetve inflacié
van. Mivel folytonos esetrol van szd, ezért ¢ idopillanatban a diszkonttényezo
értékét az e % kifejezés adja meg. Bar a valésigot nyilvdn nem irja le
tokéletesen, a kockazati folyamatok elemzésénél altalanosan elfogadott a kon-
stans inflacids réta feltételezése (Albrecher et al. 2005, Gerber & Shiu, 2006,
Avanzi, 2007).

Az integral fels6 hatardban szereplé Tp(z) a tonkremenési id6 osztalék-
fizetés mellett, amely a kordbbiakhoz hasonléan definidlhaté. Az integralban
a D(t) folyamat szerint végezzik az integraldst, mert az osztalékfizetési stra-
tégia sordn osztalékként ijonnan kifizetett 6sszegek (D(t) véltozdsainak) je-
lenértékére vagyunk kivancsiak.

Osztalékot, mint korabban emlitettiik, tobbféle stratégia szerint fizethet-
nek. Ha megadunk egy osztalékfizetési szabalyt, vagyis, hogy mely esetben
mi moédon fizetnek osztalékot a tulajdonosok részére, azzal meghatarozzuk
D(t)-t. A szakirodalomban, hogy az optimdlis stratégia meghatdrozass-
nak kérdése matematikailag kezelheto legyen, a vizsgalt stratégidk halmazat
lesziikitik az Gin. megengedett stratégiak halmazéara. Ezt jelolje C, és legyen
D = { D(t) }+>0 olyan osztalékfizetési folyamat, amelyre D € C. E C hal-
mazba tartozo stratégidkra az alabbi harom feltételnek kell teljesiilnie:

2. D(t) novekvd fliggvény,
3. D(t+) — D(t) < Rp(t).

Az elsé tulajdonsig pusztdn a matematikai kezelhet&ség miatt fontos; a
masodik feltétel szerint a tulajdonosok nem fizethetnek vissza a tarsasag
kasszajaba a kapott osztalékbdl; mig a harmadik azt fejezi ki, hogy az jjonnan
kifizetett osztalék nem lehet t6bb, mint a tartalék mennyisége, vagyis osz-
talékfizetés miatt kozvetleniil nem mehet csédbe a biztositétarsasag.

Mivel D(t) értéke a sztochasztikus alapmodellté] fiigg, valamint T (x) is
egy véletlentdl fiiggd mennyiség, ezért Kp(x) értéke egy valdsziniiségi viltozo,
igy Kp(x) vérhat6 értékét érdemes figyelembe venni.

Ugyan a tulajdonosok érdeke az is, hogy a véllalat értéke minél nagyobb
legyen, azonban jelen publikdciéban ezt a részérdeket figyelembevételének
modellbeli bonyolultsdga miatt elhagyjuk. fgy a szakirodalomban altalanosan
elfogadott médon, az osztalék jelenértéke varhatd értékének maximalizaldsat
vizsgdljuk mi is (Asmussen & Taksar 1997, Lin et al. 2003, Avanzi, 2007). Az
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Osszes megengedett stratégia halmazan optimalizalandé célfiiggvény matema-
tikailag tehat a kovetkezo:

V() = B(Kp(x)) = B( / P e an(r)) . (7)

Jelen esetben azonban csupan a kiiszob stratégidk halmazan kivanjuk a ma-
ximumot megkeresni a stratégia paramétereinek optimalis kivalasztdsaval.

2.2.2 Kiiszob osztalékfizetési stratégia

Kiiszob stratégian a biztositétarsasag olyan osztalékfizetési stratégidjat ért-
juk, amely soran a befoly6 dijak egy részét kifizetik osztalékként, ha a tarta-
1ék értéke elér egy meghatarozott szintet, illetve afelett van, a beszedett dijak
masik része viszont a tartalék szintjét noveli. Ezzel szemben, ha a tartalék
értéke nem éri el ezt a korlatot, a dijak teljes egészében a tartalékhoz kertilnek.
Matematikailag ezt a kovetkezoképpen fogalmazhatjuk meg:

0, ha 0 < Rp(t) <b

dD(t) =
®) {)\cdt, ha b < Rp(t),

(®)

vagyis ha a tartalék szintje 0 és a korlat értéke kozott van, a nomindlis osz-
talék értéke nem valtozik, ellenkezd esetben A € [0, 1] részét a ¢ intenzitds-
sal befoly6 dijaknak kifizetik a tulajdonosok részére (Gerber & Shiu, 2006,
Avanzi, 2007, Ming & Junyi 2008). Tehét a kiiszob stratégianak két szabadon
megvalaszthaté paramétere van, a b kiiszob és a A intenzitas.

A X\ =1 széls6 esetben az in. konstans korldt (constant barrier) straté-
giardl beszélhetiink, amikor is, ha a tartalék értéke eléri az osztalékfizetési
korlatot, a teljes befolyd dijat kifizetik osztalékként, igy a tartalék értéke nem
véltozik (Lin et al., 2003, Avanzi, 2007). E stratégidra még a kés6bbiekben
hivatkozunk. Ha A = 0, akkor nem torténik osztalékfizetés, igy az alapmo-
dellhez jutunk.

A kiiszob stratégia optimalis az Osszes megengedett stratégia korében,
ha az osztalék novekedési titeme korldtos (Asmussen & Taksar, 1997). Ez
esetben létezik a szakirodalomban a diszkontalt osztalék varhatéd értékére,
illetve az optimalis korlat szintjére analitikus formula abban a specidlis eset-
ben, amikor mind az id6koézok, mind a karigények eloszldsa exponencidlis. A
megolddsokat Gerber és Shiu dolgozték ki (Gerber & Shiu, 2006). Ebben az
esetben a szakirodalomban megtalalhaté a tonkremenés valdszintiségének ex-
plicit megadasa is, amelyet Ming és Junyi publikdltak (Ming & Junyi, 2008).
Mindezek miatt kiemelten érdekes ez a tipusu stratégia.

Az aldbbi dbrdkon a kiiszob osztalékfizetési stratégia mellett a tartalék
és a tulajdonosok szamara kifizetett osztalék alakuldsanak egy realizacigjat
szemléltet]jik.
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Ry(t)
b(y)
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2. dbra. A tartalék id&beli valtozdsa 3. dbra. A nomindlis osztalék alakuldsa
kiiszOb osztalékfizetési stratégia szerinti osz-  kiiszOb osztalékfizetési stratégia szerinti osz-
talékfizetés esetén talékfizetés esetén

A 2. dbrdan a kiiszob osztalékfizetési stratégiaval médositott folyamatot
tiintettiik fel. Lathaté az dbrdn, hogy amikor b < Rp(t), akkor A - ¢ in-
tenzitdssal fizetnek osztalékot (a tartalék értéke (1 — A) - ¢ intenzitdssal né),
igy a 8. dbrdn lathaté nominalis osztalék értéke novekszik, ellenkezd esetben
valtozatlan marad.

2.3 Adodfizetés

Az altalunk vizsgalt addfizetési médot elészor Albrecher és Hipp vezették be,
és vizsgaltak a tonkremenés valdszinlségének és a diszkontalt add varhato
értékének tulajdonsdgait (Albrecher & Hipp, 2007).

Cikkiikben olyan adéfizetési modellt tekintettek, amely sordan, ha a bizto-
sité tartalékanak értéke elér egy meghatarozott szintet, adokotelessé valik, és
ezutan olyan esetekben fizet az dllamnak adot, amikor a tartalék értéke eléri,
illetve meghaladja a korabbi maximumat, vagyis amikor a korabbiakhoz ké-
pest nyereséges helyzetben van. Ellenkez6 esetekben nem torténik addfizetés.

Jelolje v € [0, 1] az adékulcsot, amely azt adja meg, hogy addfizetés esetén
a c intenzitassal befolyé dijak mekkora hanyadét fizeti be a tarsasiag addként,
illetve RT a tartalék azon szintjét, amelynek elérésétél méar addkoteles a biz-
tositétarsasdg. Erre a tovdbbiakban adézési szintként hivatkozunk. I'(¢)-vel
jeloljiik a t ideig befizetett nominalis adé értékét. Ekkor a tartalék értéke
adofizetés esetén:

Rr(t)y=U(®)—-T(t), t>0. (9)

Addfizetés abban az esetben torténik, ha a biztositétarsasdg tartalékdnak
értéke elérte az addzasi szintet, illetve e szint felett nyereséges helyzetben
van, vagyis amikor

Rr(t) = max{ Rr(u) : u < t; R" } (10)

Ekkor a befoly6 dijak v hanyadat befizetik addként, vagyis id6egységenként
az dllam - ¢ bevételre tesz szert és a fennmaradé (1 — ) - ¢ rész keril a biz-
tositétarsasag kasszajaba. Ellenkez6 esetben a tartalék értéke a befolyé dijak
teljes intenzitdsaval novekszik, és az allam addbevétele ekkor nem valtozik.
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Az effajta adbztatési politika, ha nem is pontosan az ismertetett médon,
de az iizleti életben megtalalhatd, hiszen a tarsasagok veszteségeiket szamvi-
teli eljarasok soran elszamolhatjak késobbi bevételiik terhére, igy addét csak
a kiegyenlités utan keletkez6 bevételeikbol fizetnek.

A fent definidlt adéztatds sordn a befizetett ad6 értéke a sztochasztikus
alapfolyamattdl, illetve a véletlentdl fiiggd Tr(z)-t6l, vagyis az addfizetés mel-
letti tonkremenési id6tdl fligg, igy egy sztochasztikus folyamat, emiatt az
inflaciéval kiigazitott varhato értékét vizsgaljuk, amely a koévetkezSképpen
irhat6 fel (Albrecher & Hipp, 2007):

v(x,y, R') = E(/OTW) =0t dF(t)) . (11)

A korabbiakhoz hasonléan a tonkremenés valésziniisége azon esemény beko-
vetkezésének az esélye, hogy addfizetés mellett elfogy a tartalék. E valdszini-
ségre Albrecher és Hipp analitikus formulédt adtak azon esetben, amikor mind
az id6kozok, mind a karigények eloszldsa exponencialis, valamint R' = x,
vagyis a tarsasidg az induldsatol kezdve a nyereséges helyzetekben addt fizet
(Albrecher & Hipp, 2007).

A 4-5. dbrdkon az addfizetéssel bovitett kockédzati folyamat egy realizé-
ciéjat mutatjuk be. Az dbrdk egyazon realizdcié kiillonb6z6 részfolyamatait
mutatjak. A paraméterek a kovetkezEk voltak: a kezd6téke értéke z = 1,
a befolyd dijak mértéke idéegységenként ¢ = 2, az exponencidlis eloszlasok
paraméterei a = 0,5 és = 0,5 volt. A szimuldcié sordn 60%-os addkulcsot
alkalmaztunk, vagyis v értékét 0,6-ra allitottuk a jobb illusztracié érdekében.
Az adézési szint RY = 3 volt.

A 4. dbrdn az addfizetés melletti kockdzati folyamatot tiintettiik fel. Lat-
hatd, hogy adoéfizetés esetén, amint a tartalék eléri az addzasi szintet, illetve
ezutan a korabbi maximalis értékét, a kovetkezo kareseményig a tartalék
(1 — %) - c-vel né idBegységenként. Ekkor az 5. dbrdn lathaté nomindlis adé
értéke v-c meredekséggel né. Ha a tartalék a korabbi maximuma alatt marad,
akkor nincs addfizetés.

» | s
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4. dbra. A tartalék idébeli valtozasa addéfize- 5. @bra. A nomindlis ad6 iddbeli valtozasa

téssel bévitett folyamat esetén adofizetéssel bovitett folyamat esetén
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3 Osszetett modell

3.1 Az osszetett modell és a to6bbszempontui biztositasi
célfiiggvény

A tovdbbiakban olyan modellt vizsgalunk, amelyben mind adé-, mind osz-
talékfizetés torténik. Bar az irodalomban kiilon-kiilén mind az adéfizetést,
mind az osztalékfizetést vizsgaltak, nincs tudoméasunk olyan modellrol, amely
az add- és az osztalékfizetést egyszerre kezelné.

Jelélje tovébbra is D(t) a nomindlis osztalék, mig I'(t) a nomindlis adé
értékét. Ekkor az Osszetett modell esetében a pénziigyi tartalék értéke a ¢
id6pontban:

R py(t) =U(t) — D(t) —-T(t), t>0. (12)

A tonkremenési id6 alatt —amelyet T(r p)(z)-szel jeloliink— az eddigiekhez
hasonléan azt a legkorabbi idopontot értjiik, amikor a tartalék értéke negativ-
va valik; a tonkremenés valoszinlisége pedig ezen esemény bekovetkezésének
a valdszintisége.

A tovébbiakban féként a kovetkezd célfiiggvényt vizsgiljuk, s ennek ke-
ressiik a maximumaét:

T(r,p) ()
W(z,D,v,R") = E<A1 / e %t dD(t) +
0
T(r,p) () T, p)(x)
+ AQ/ e 0t dF(t) + Ag/ e ot dt) .
0 0

A tulajdonosok szdmadra kifizetett osztalék varhaté értékét Albrecher és Thon-
hauser 2007-ben vizsgaltdk (Albrecher & Thonhauser, 2007) és az altaluk
elemzett fiiggvény W (z, D,v, R') specidlis esete v = 0, A3 € Ri, Ay =1,
Ay = 0 vélasztas mellett. v = 0 biztositja, hogy nem torténik adéfizetés.

A W(x,D,v,R") célfiiggvényben a biztositdsi piac harom fébb szerep-
16jének érdekét megtestesité mennyiségek varhato értéke szerepel silyozva,
ahol a nemnegativ silyokra igaz, hogy Gsszegiik egy, azaz 0 < A;, i =1,2,3,
A1 + Ao + A3 = 1. A silyok egymadshoz viszonyitott ardnya az egyes szerep-
16k érdekeinek fontossdgat mutatja. A célfiggvényben az els6 tag a vizsgalt
biztositotarsasag tulajdonosai részére kifizetett diszkontdlt osztalék varhatéd
értékének Ai-szerese. Az Gsszeg méasodik tagja az dllamnak befizetett disz-
kontalt adé vérhaté értéke As-vel silyozva. Mivel az allam a beszedett
addokbdl kozjavakat allit elo, kozjavakat biztosit, amelybol mind az tigyfelek,
mind a tulajdonosok részesiilnek, ezért ez mindenki szamara valamekkora
elénnyel jar. Masrészt azonban a biztositétarsasag megaddztatisa a tulaj-
donosokat és az tgyfeleket negativan érinti, hiszen az allam pénzt von el a
biztosito tartalékabdl, igy hamarabb torténik esetlegesen cséd, illetve az osz-
talék értéke is csokken mind az addzéas, mind a kordbban bekovetkezo esetle-
ges ¢s6d miatt. Az adé effajta hatdsa megjelenik a diszkontalt osztalék és a
tonkremenési id6 varhaté értékében is, csokkentve azt. A célfiiggvény utolsd
tagja a biztositétarsasag miikodését méri oly modon, hogy a tarsasag késobbi

(13)
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id6ében torténé miikodtetését egyre kisebb mértékben veszi figyelembe. Ezt
értelmezhetjiik tigyis, mintha minden idéegység alatt a tarsasag mitkodése 1
pénzegység hasznot jelentene az tigyfelek szamara, és ennek az Gsszegnek a
diszkontalt értékét szerepeltetjiik a célfiiggvényben silyozva. Megjegyezziik,
hogy diszkontdlas miatt a harmadik tag akkor is végessé valik, ha a tonk-
remenési id6 végtelen. Mivel jelen esetben a biztositasi piac szerepldinek
érdekeit egyesitjiik, az igy értelmezett W (x, D, v, R') fiiggvényt tobbszem-
pontt biztositasi célfiiggvénynek nevezziik.

Mivel nem ismeriink analitikus formuldkat W (x, D, v, R') értékeire, cik-
kiink kovetkezo6 részében Monte-Carlo szimulacién alapuld, altalunk kidolgo-
zott programok segitségével mutatjuk be az addfizetés és a kiiszob stratégia
szerinti osztalékfizetés esetében az egyes fliggvények alakjat, értelmezziik a
kapott eredményeket, valamint szimulaciés moédszeren alapulé numerikus el-
jarast felhaszndlva elvégezziik bizonyos paraméterekben az optimalizalast.

3.2 Kiiszob osztalékfizetési stratégia adofizetés mellett

Ebben a részben a kiiszob osztalékfizetési stratégia melletti addfizetés kérdését
elemezziik. Miutan definidltuk és bemutattuk a folyamatot, megvizsgaljuk
egyes valtozdk hatdsat, értelmezziikk a kapott eredményeket, végiil néhany
példat mutatunk a W (z, D,~, RY) fiiggvény maximalizdlaséra.

Kiiszob stratégia esetén a tartalék szintjétdl fiiggben tobb esetet is meg
kell kiilonboztetniink. Ha R py(t) < b és R p)(t) < max{ R p)y(u) :
u < t; RV} teljesiil, a befizetett biztositdsi dijak teljes egésze a pénziigyi
tartalék értékét noveli, a biztositotarsasag sem add-, sem osztalékfizetési
helyzetben nincs, igy a karrendezéseken feliil egyéb kifizetés nem torténik.
Ha a tarsasdg addkotelessé valt és nyereséges helyzetben van, de a tartalék
értéke nem éri el az osztalékfizetési korlatot, azaz a max{ R py(u) : u <
t; RV} = Rp,py(t) < beset all fenn, akkor az adéfizetés miatt a biztositénak
csak a befolyé dijak (1 — ) hényada jut, a befizetett adé nominélis értéke
idGegységenként ~y - c-vel no.

Ha b < R py(t) < max{ R p)(u) : u < t; R" }, vagyis a tulajdonosok
részére osztalékot fizetnek, de adofizetés nem torténik, akkor a tulajdonosok
idGegységenként nomindlisan A - ¢ osztalékhoz jutnak, emiatt a kasszaban
16v6 tartalék értéke csak (1 — A) - c-vel n6. Azonban, ha b < R p(t) és
az R py(t) = max{ R py(u) : u < t; R" } eset all fenn, vagyis egyszer-
re torténik add- és osztalékfizetés, nem egyértelmi a valtozds. Feltessziik,
hogy az allam megkertilhetetleniil tudja érdekeit érvényesiteni, igy elGszor
adofizetés torténik. Emiatt vizsgalnunk kell, hogy ezen kotelezettség tel-
jesitése utan a befolyé dijak meghaladjak-e az osztalékfizetés esetén érvényes
tartalékndvekedési iitemet, vagy sem. Ha az (1—\) < (1—+) eset &ll fenn, az
allamnak befizetett nomindlis adé értéke «y - c-vel, az osztaléké (A — ) - c-vel,
mig a biztositétarsasig tartaléka idSegységenként (1 — X) - c-vel névekszik.
Ellenkez6 esetben (vagyis ha (1 —«) < (1 — X)) az adé befizetése utdn a biz-
tositétarsasag nem jut annyi szolgaltatasi dijhoz, hogy annak egy részét ki-
fizethetné osztalékként. Ekkor az eddig kifizetett osztalék értéke valtozatlan
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marad, az ad6é nomindlis értéke azonban 7 - c-vel, mig a pénziigyi tartalék
értéke (1 —7) - c-vel né.

A kiiszob stratégia azon eseteiben, amikor A # 1, béar kozgazdasigilag nem
logikus, matematikai szempontbol akar meg is engedhetjik, hogy az oszta-
lékfizetési korlat kisebb legyen, mint az addzési szint. Ekkor a késébbiek
soran torténhet adéfizetés, hiszen osztalékfizetés mellett is novekszik a tar-
talék értéke, s elérheti az addfizetési korlatot.

A 6-9. abrdkon bemutatjuk a folyamat egy lehetséges realizacidjét.
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6. dbra. A tartalék alakuldsa adé- és osztalék- 7. dabra. A tartalék alakuldsa adé- és osztalék-
fizetés nélkiil fizetés esetén
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8. dbra. A nomindlis osztalék alakuldsa 9. dbra. A nomindlis adé alakuldsa

A fenti dbrdk mindegyike egy realizaci6 kiilonb6z6 részfolyamatait mu-
tatja. A bedllitott paraméterek a kovetkezdk voltak: x = 1, ¢ = 2, b = 2,
A=06,v=0,3, RF =1. Az exponencialis eloszlasok paramétereit a = 0,5
és B = 0,5-nek valasztottuk.

A 7. dbran a biztositétarsasag tartalékanak véltozdsat abrazoltuk. Mivel
az addzasi szint alacsonyabban van, mint az osztalékfizetési korlat, igy azt
hamarabb éri el a tartalék értéke. A t = 0,25 id6pillanattdl kezdve térténik
addfizetés, igy a 9. dbrdn feltiintetett I'(t) fliggvény értéke v - c-vel, mig
R py(t) értéke (1 — ) - c-vel novekszik idéegységenként ¢ = 0,9643-ig,
amikortdl is osztalékfizetés is torténik. Az id6egységenként befoly6 dijak
adofizetés utan fennmarado részébol, mivel annak értéke nagyobb, mint oszta-
1ékfizetés mellett a tartalék novekedési iiteme, (A—~)-c Gsszeget kifizetnek osz-
talékként, amelynek alakuldsat a 8. dbrdn lathatjuk. A ¢t = 3,731 id6ponttdl



136 Szabé Tibor — Mihalykoné Orban Eva - Mihalyko Csaba

ismét torténik osztalékfizetés, am mivel a tartalék értékének korabbi maxi-
muma az e pontbeli tartalék értékénél magasabban van, igy addfizetés nem
torténik. Ez csak t = 4,854-t6l torténik meg ismét, amikor eléri a tartalék
értéke annak korabbi maximumat, igy a nomindlis osztalék névekedési iiteme
lecsokken, azért lathaté az abréan a torés. A cséd t = 8,685-nél kovetkezik
be. A 6. dbrdn az alapfolyamatot tiintettiik fel, amikor sem adé-, sem osz-
talékfizetés nem torténik.

A tovdbbiakban az addzési szint és az addkulcs valtozdsanak hatdsat jar-
juk kérbe. A bemutatasra keriils abrak egyazon futtatas eredményei, amely-
nek paraméterei a kovetkezOk voltak: =z = 1, ¢ = 2, 6 = 0,08, b = 3,
A = 0,3, Tmax = 1000, N = 10000. TItt Tp,.x jeloli azt az idOt, amed-
dig az egyes realizdciékat maximalisan vizsgédljuk, s N darab realizaciébol
szamitottuk ki az egyes fiiggvényértékeket. Az id6kozok eloszldsa expo-
nencidlis volt a = 0,5 paraméterrel, mig a karigények a = 4 paraméteri
Pareto-eloszlasbol szarmaztak, azaz

4
G(y):{l_m’ ha 0=y
0, hay<O0.

A 10. dbrdn az Ssszetett modell esetén a diszkontalt adé varhatéd értékét
megadd v(r,py(1,3,0,3,7, R") figgvényt dbrazoltuk R" és v fiiggvényében.
Lathaté, hogy a v = 1 és RT' = 3 pontban a fiiggvénynek maximuma van.
Ennek oka, hogy a 3 = b < R' esetekben a tartalék értéke elébb éri el az
osztalékfizetési korlatot, mint az addzasi szintet, illetve a kordbbi maximalis
értékét, igy az osztalékfizetési korlat elérése utdn annak értéke csak (1—M\)-c
intenzitdssal névekszik az osztalékfizetés miatt. A tartalék értékének lassabb
novekedési liteme miatt igy kevesebbszer és atlagosan idoben késébb torténik
adofizetés. A vizsgalt esetben a diszkontélt add jelenértéke 100%-o0s addkules
mellett maximalis, azonban ez nem jelenti azt, hogy a tarsadalom szamaéra is
ez lenne az optimalis.

A diszkontalt osztalék varhaté értékét megadd Vir p)(1,3,0,3,, RY) fiigg-
vényt a 11. dbrdn tiintettiik fel az addkulcs és az addzasi szint fiiggvényében.
Megallapithatjuk, hogy ennek értéke -ban szigorian monoton csokkend,
vagyis tobb osztalék keriil jelenértékben kifizetésre, ha csokken az addkulcs.

\AmD’(1,3,0.3,Rr,y)

10. dbra. A diszkontdlt ad6 varhaté értéke az 11. dbra. A diszkontdlt osztalék varhaté értéke
ado6zasi szint és az addkulcs fliggvényében az addzasi szint és az addkules fliggvényében
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Ekkor a befizetett dijak egysége v értékének csokkenése miatt kisebb addkulcs
ala esik, igy egyideji ado- és osztalékfizetés esetén az allam kevesebbet von
el a tarsasagtdl, a befizetett dijak nagyobb részét fizethetik ki a tulajdonosok
szamara. Megéllapithatjuk tovabbd az dbra alapjan, hogy v € (0,1) esetén
az osztalék jelenértéke az addzasi szint novekedésével monoton né, hiszen igy
csak magasabb tartalékszint elérése utan valik a biztosité addkotelessé. A
v = 0 esetben nem torténik adéfizetés, igy a Vir py(1,3,0,3,7, R") fiiggvény
értéke valtozatlan. Amennyiben v = 1, az RU' < b = 3 esetekben nem fizetnek
sosem osztalékot, hiszen el6bb éri el a biztositotarsasag tartaléka az addzasi
szintet (amelyet v = 1 miatt nem haladhat meg), mint az osztalékfizetési
korlat értékét.

A 12. dbrdn a tonkremenés valészintiségét megadd W (p p)(1) fiiggvényt
abrazoltuk. Adott paraméterek mellett a tonkremenés valésziniisége mono-
ton n6vekvo y-ban, vagyis nagyobb addkulcs mellett nagyobb valdszintiséggel
megy csédbe a tarsasag, valamint az adézdsi szint névekedésével W p p)(1)
értéke monoton csokken, hiszen magasabb tartalék felhalmozasa utan valik
a tarsasag addkotelessé, igy kisebb eséllyel fogy el a tartalék.

Az E(T(p py(1) - lT(r,D)(1)<oo) fliggvényt, vagyis a véges tonkremenési
id6 varhato értékét abrazoltuk a 13. dbrdn az addkulcs és az addzasi szint
fliggvényében egységnyi kezdStéke mellett. A tonkremenési idé varhaté értéke
egészen v = 0,9-ig n6vekvo az addkulcs fliggvényében. Ennek oka, hogy ezek-
ben az esetekben a tonkremenés valdszinlisége kiilonbozik egytdl, és a csod
varhatéan akkor torténik meg, amikor még nem halmozddott fel akkora tar-
talék, hogy a nagyobb karigényeket is ki tudja a tarsasag elégiteni. Ha azon-
ban v = 1, a tonkremenés valdszintisége 1. Ekkor az el6z6 esetekhez képest
a tartalék értéke nem ndhet R! folé, és emiatt a cséd atlagosan korabban
kovetkezik be. E(T(r p)(1) - lT(r,D)(1)<oo) értéke az addzdsi szint monoton
novekvo fliggvénye.

Ezen szimulacidébdl szarmazdé utolsé két bemutatasra kerilé abrank a
W(1,3,0,3,7, R') fiiggvényt mutatja eltérd silyok esetén (14.a-b dbrdk).

S
SR B
N, 2

12. dbra. A tonkremenés valdszinlisége az 18. dbra. A tonkremenési idé varhaté értéke
adézési szint és az addkulces fliggvényében az adézasi szint és az addkules fiiggvényében
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W(1,3,0.3,1,R")

W(1,3,0.3,,R")

0o

14.a dbra. A tobbszemponti biztositasi cél- 14.b dbra. A tobbszemponti biztositasi cél-
fliggvény az addézasi szint és az addkulecs  fliggvény az addzasi szint és az addkulcs
fiiggvényében A1 = 0,4, A = 0,2, A3 = 0,4 fliggvényében Ay = 0,05, Ao = 0,45, A3 = 0,5
sulyok alkalmazdsaval silyok alkalmazdsaval

A 14.a dbrdn a siulyok a kovetkezbk voltak: A; = 0,4, Ay = 0,2, A3 =
0,4. Az alkalmazott stlyoknak készonhetéen az abra alakjaban hangsilyos
a diszkontélt osztalék varhato értékének alakja. A 14.b dbrdn lathatd, hogy
a megadott sulyok miatt, amelyek rendre A; = 0,05, Ay = 0,45 és A3 =
0,5 voltak, a W (1,3,0,3,~, R'') fiiggvénynek az 4brazolt véltozékban belsd
optimuma van. Ez azzal magyarazhatd, hogy legnagyobb sillyal az iigyfelek
érdekét vettiik figyelembe.

Legvégiil bemutatunk harom példat a tobbszemponti biztositasi célfiigg-
vény értékét maximalizglé b*, A*, R'" és v* véltozék értékére, amelyeket
—analitikus megoldasok hianyaban— szimulaciés eljarason alapuld szimplex
modszerrel kerestiink meg.

Az optimalizalds sordn kiilonvalasztottuk a X\ # 1 és a A = 1 eseteket. Az
utébbinal csak olyan eseteket vizsgaltunk, amikor az osztalékfizetési korlat
nagyobb, mint az adoéfizetési korlat, mert csakis ilyen esetekben torténhet
adofizetés. Emiatt az optimalizdlast két részben végeztiik el: megkerestiik
A # 1é N = 1 esetén az optimumot, majd a kapott eredmények koziil
a nagyobb célfiiggvény-értékhez tartozé maximumhelyet tekintettiik a meg-
oldasnak.

A bemutatdsra keriilé harom példdban a kézos paraméterek a kovetkezéek
voltak: x =1, ¢ = 2, 6 = 0,08, Tmax = 1000, N = 100000. Az alkalmazott
eloszlasparok varhatd értéke azonos volt, &m a tobbszempontid biztositasi
célfiiggvényben szerepld silyokon valtoztattunk. A kapott eredményeket az
1. tabldzatban lathatjuk. A bemutatott eredmények alapjan lathaté, hogy az
optimdlis paraméterértékek a tobbszemponti biztositasi célfiiggvény silyai-
nak valtoztatdsaval jelentGsen mdédosulnak.

Id8kozok  Karigények Ay Ay Az A b* v RI™
eloszlasa eloszlasa

Exp(0,5) Exp(0,5) 0,35 0,35 0,3 1 8,6276  0,4168  4,9352
Exp(0,5) Pareto(4) 0,35 0,35 0,3 1 7,5139  0,3505 1,5107

Exp(0,5) Pareto(4) 0,056 0,05 0,9 0,8699 19,7875 0,9096 18,6219

1. tabldzat. Az optimélis paraméterek kozelits értéke addfizetés és kiiszOb osztalékfizetési
stratégia esetén
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4 Osztalékfizetési stratégiak osszehasonlitasa
a tobbszempontu biztositasi célfiiggvény
segitségével

Ebben a részben a tébbszempont biztositasi célfiiggvény segitségével szemlé-
letesen is megvizsgaljuk, hogy az allam adott adépolitikaja mellett a konstans
korlat (amikor A = 1) vagy a kiisz6b osztalékfizetési stratégia az optimélis
A < 1 értékkel.

A kovetkezékben ugyanazon szimuldcidébdl szarmazd abrak segitségével
mutatjuk be, hogy milyen hatdsa van a célfliggvényben szerepld sulyok meg-
valasztasanak az optimélis osztalékfizetési stratégia tipusara, valamint a tobb-
szempontu biztositasi célfiiggvény értékére.

A szimul4ci soréan exponencidlis eloszldst hasznaltunk o = 0,5 és 3 = 0,5
paraméterrel, illetve az egyéb paraméterek a kovetkezoek voltak: = = 1,
c=2,6=0,08v=0,3, R =4, N = 10000, Tjax = 1000.

b=8

a=1
W(1,8,1,0.3,4)=3,09

W(1,6,3,0.3,4)

e

o
L W B
oo v

15.a dbra. A tOébbszemponti biztositdsi 15.b dbra. A tOébbszemponti biztositdsi

célfiiggvény az osztalékfizetési korlat és az osz- célfiiggvény az osztalékfizetési korlat és az osz-
talékfizetési hanyad fiiggvényében Ay = 0,3, talékfizetési hanyad fliggvényében A7 = 0,4,
Ao = 0,6, A3 = 0,1 silyok alkalmazdsaval Ao = 0,05, A3 = 0,55 sulyok alkalmazasaval

A 15.a dbrdn a tobbszemponti biztositasi célfiiggvényben szereplé silyok
A1 =0,3, A2 = 0,6, A3 = 0,1. Ekkor az optimum X\ = 1-ben taldlhatd, vagyis
konstans korlat osztalékfizetési stratégia szerint torténik az osztalékfizetés.
A 15.b dbrdn a kovetkezd silyok mellett tiuntettiik fel a W(1,b, A, 0,3,4)
fliggvény értékét: Ay = 04, Ay = 0,05, A3 = 0,55. Mivel a A; silyok
egymashoz viszonyitott értékei az elozbekhez képest valtoztak, eltolédott a
tobbszempontd biztositasi célfliggvény optimuma. Ebben az esetben mar
nem optimdlis a konstans korldt stratégia, hiszen A # 1, igy a kiiszob osz-
talékfizetési stratégidhoz jutunk A < 1l-gyel. Az dbrakon feltiintettiik az
optimumok kozelito értékeit is.

A kapott eredmény azért kiilonosen érdekes, mert exponencidlis eloszlasi
idokozok és karigények mellett a kizardlag osztalékfizetéses modell esetében
a konstans korlat osztalékfizetési stratégia a megengedett stratégiak hal-
mazan optimélis (Gerber, 1969), mig az Osszetett modell esetén ez nem
mindig igaz, mint a példa is mutatja, hiszen a tobbszempontu biztositési
célfiiggvényt maximalizalé optimalis osztalékfizetési stratégia tipusa fiigg a
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sulyok megvalasztasatol.

Szabé Tibor — Mihdlykoné Orban Eva — Mihalyké Csaba

A megallapitasunk més eloszlasparokra is igaz,

példaul exponencidlis id6kozok és Pareto-eloszlasi karigények esetén az alabbi

abrakon is lathaté ez.

W(0,6,,0.5,2)

* g?\;\xﬁ/(s‘(‘ 5lz
i
16.a dbra. A tobbszemponti biztositédsi

célfiiggvény az osztalékfizetési korlat és az osz-
talékfizetési hanyad fiiggvényében Ay = 0,4,
Ao = 0,5, A3 = 0,1 silyok alkalmazasdval
Pareto-eloszldasu karigények esetén

b=3

2=0,8
W(0,3,0.8,0.5,2)=2,875
LSS

16.b dbra. A tobbszemponti biztositdsi
célfiiggvény az osztalékfizetési korlat és az osz-
talékfizetési hdnyad fiiggvényében A; = 0,5,
Ao = 0,3, A3 = 0,2 silyok alkalmazdasdval
Pareto-eloszldsu karigények esetén

5 A jovedelmezoOségi index vizsgalata

A tulajdonosok érdekeinek vizsgdlata sordn nem csak a diszkontalt osztalék
varhato értéke lehet a vizsgalat targya, hanem annak a befektetett tokéhez
viszonyitott ardnya is. Ez esetben nem a diszkontalt osztalék varhaté értékét
maximalizaljuk, hanem a tOkeraforditasokat is figyelembe vessziik. Ezt vé-
gezhetjik a jovedelmezOségi index segitségével, amely a befektetett tOke egy-
ségére jutd diszkontalt osztalék nagysagat adja meg. E mutatoban valé ma-
ximalizalassal meghatarozhatjuk a befektetett toke azon szintjét, amely a
legnagyobb megtériilési értékkel bir.

Feltételeziink egy, a biztositotarsasag létrehozasahoz minimélisan sziiksé-
ges pénzmennyiséget, amit a tovabbiakban FC-vel jeldlimk (PSZAF, 2010),
amelyen felil még a tulajdonosok tovabbi tékét fektetnek be, ez utébbi a
kockazati folyamat x kezdotékéje.

Az addfizetést is figyelembe vevé Gsszetett modelliink esetén a diszkontalt
osztalék varhaté értékét a tobbszempontl biztositasi célfiiggvény a A; = 1,
Ay = 0, A3 = 0 sulyok esetén adja meg. Jeldljiik ezen silyok esetén a
Wz, D,v, RY) értékét Wl (x, D,v, RV)-val. Ekkor a jovedelmezdségi index
(profitability index, PI) az aldbbi mdédon szémithaté (Clayman et al. 2008,
p. 57.):

W(z,D,~, RY)

x+ FC
Eszerint a részvényesek szempontjabdl kivanatos a biztositétarsasiag létre-
hozasa, ha PI > 1, vagyis ha az egységnyi befektetésre egységnyinél tobb
osztalék jut.

Rogzitsiik az addfizetési szintet és az addkulcsot, mivel ezeket az allam
hatarozza meg, és vizsgalédjunk most is a kiiszob osztalékfizetési stratégiak

PI =



Biztositotarsasagok tartalékképzési folyamatanak vizsgalata, . . . 141

halmazan. Mivel a tulajdonosok a X\ osztalékfizetési rata, valamint a b oszta-
lékfizetési korlat és az x kezd6tSke megvalasztasaba szélhatnak csupan bele,
ezért vizsgaljuk a PI mennyiség fuggését \-tol, b-tdl és x-tdl.

Az els6 megjegyzésiink az, hogy rogzitett x érték mellett PI viselkedését
W(x, D,v, RY) viselkedése hatdrozza meg. Bar az osztalékfizetési rdta no-
velése altalaban noveli a diszkontalt osztalék varhaté értékét, A = 1-ben a
Wl(x,D,v, RY) fiiggvénynek szakaddsa, ugrdsszerti csokkenése van, és vele
egyltt természetesen a jovedelmezOségi indexnek is. Ennek illusztralasara
mutatjuk a 2. tabldzatot. A folyamat paraméterei az aldbbiak voltak: v =
0,16, RF =0,6 =005 c=2,b=6,a =005 a=4, 1 =1, Thax = 1000,
FC =5, N =100000.

A 0,9 0,99 0,999 1
PI 1,4254 1,4276 1,4286 1,2847

2. tabldzat. A jovedelmez8ségi index az osztalékfizetési hanyad
fliggvényében adofizetés és kiiszOb osztalékfizetési stratégia szerinti
osztalékfizetés esetén

Ez az érdekes jelenség az alabbi gondolatmenettel tamaszthaté ala: A =1
esetén a tartalék nagysdga b f6lé nem megy, viszont a b szintet elérve az
addfizetési kotelezettség ujra jelentkezik, ezaltal a tulajdonosoknak kifizet-
het6 pénzosszeg kevesebb, mint ha adodfizetési kotelezettség nem lenne. Ha
viszont A < 1, de kozel van 1-hez, akkor a tartalék b f6lé tud keriilni, s
ha valaha b f61é keriilt, akkor mivel az osztalékfizetési hanyad kozel 1, ezért
amint a tartalék a b értéket eléri, csaknem az Gsszes dijbefizetés az osztalék
értékét gyarapitja, adét viszont a korabbi maximalis tartalék eléréséig nem
kell fizetni.

Adofizetés nélkiili modellt vizsgalva Gerber és Shiu bebizonyitottdk, hogy
a kiiszob osztalékfizetési stratégia esetén exponencialis eloszlasu karigények
és Poisson karfolyamat esetén az optimalis b osztalékfizetési korlat értéke nem
fiigg a kezd6toke értékétdl (Gerber & Shiu, 2006). Ezen specidlis esetben a
szerzOk analitikusan meg tudtak adni a diszkontalt osztalék varhato értékét,
és azt tapasztaltak, hogy a megadott formula nem fiigg a kezd6tokétol. Mivel
esetiinkben (add- és osztalékfizetés mellett) analitikus formula nem &ll ren-
delkezésre a diszkontalt osztalék varhaté értékére, ezért szimuldcids vizs-
galatokat végeztiink arra vonatkozdlag, hogy az optimalis osztalékfizetési
korldt hogyan fiigg a kezd6tOkétdl. Azt tapasztaltuk, amennyiben az osz-
talékfizetési ratat rogzitjiik, akkor az optimalis osztalékfizetési korldt (b*) a
szimuldcié pontatlansagabol szarmazé hibatol eltekintve allandé. Ennek il-
lusztréldsara mutatjuk be a 17. dbrdt. A karfolyamat Poisson-folyamat volt
a = 0,5 paraméterrel, a karigények eloszlasat Pareto-eloszlasnak valasztottuk
a = 4 paraméterrel, az adéfizetési rata v = 0,16, az addfizetési szint RT = 0,
A =099, 6 =005 ¢c =2 FC =5, Thax = 1000, a szimuldciék szama
N = 150000.
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0 7 H 3 ¢ 5 6 7 5 5 70 75
3 x

17. dbra. Az optimalis osztalékfizetési korlat 18. dbra. A jovedelmezdségi index a kezdd-
a kezd6téke fliiggvényében téke fliggvényében

Figyelembe véve a jovedelmezoségi index megadasara vonatkozé formulat,
ugyanez mondhat6 el a jovedelmezoségi indexrdl is rogzitett osztalékfizetési
rata mellett, azaz az optimdlis osztalékfizetési korlat értéke nem fiigg a kez-
dotokétol. Vagyis az osztalékfizetési rata rogzitése utan a két valtozéban
torténé optimalizélds két 1épcsében is elvégezhetd: rogzitett kezdétoke (pl.
x = 0) esetén megkeressiik az optimalis b* korldtot, majd ezen b* rogzitése
mellett egy véltozéban (z-ben) maximalizaljuk PI értékét. A jovedelmezéségi
indexet x fliggvényében a b = 6,5 (ami a fenti b* értékek dtlaga) vélasztés és
az egyéb paraméterek valtozatlanul hagyasa mellett a 18. dbra mutatja.

Az el6z6 paraméterértékek esetén b = 6,5 vialasztdssal az optimélis x
értéke kozelitleg z* = 1,5-nak adddott, a maximalis jovedelmezdségi index
értéke pedig PI = 1,444.

A\, z, b valtozokban haromvaltozds optimalizalas eredménye a szimplex
modszer alkalmazasaval N = 100000 szimuldcié esetén a kovetkezo lett: az
optimalis paraméterértékek \* = 0,98; b* = 6,4; z* = 1,68-nak adédtak, és az
optimum értéke PI = 1,438. A csekély eltérést a szimuldcié hibéja indokolja.

6 Osszefoglalas

Dolgozatunk téméaja a biztositotarsasag tartalékképzési folyamatanak vizsga-
lata volt add- és osztalékfizetés mellett. Kiindulépontunk egy olyan alapmo-
dell volt, amely szerint a biztositéhoz véletlentdl fliggd idopontokban szintén
véletlentdl fliggd karigények érkeznek be, amelyek kifizetését az idében dllando
intenzitassal beérkezo bevételekbdl fedez. Bemutattuk, hogy az alapmodell
—a szakirodalom alapjan— miként bovithet6 add- vagy osztalékfizetéssel.
Ezt kovetéen Osszevontuk az add- és az osztalékfizetést egyetlen modellbe.
Ezéltal egy, a valosaghoz kozelebb allé modellhez jutottunk, amelyet a szak-
irodalomban eddig még nem vizsgaltak. E modell esetén bevezettink egy 1j
célfiiggvényt, amely mind az dllam, mind az iigyfelek, mind a biztositétarsasag
tulajdonosainak érdekeit figyelembe veszi. Ez a célfiiggvény igy a biztosité-
tarsasig mikodése révén létrejovo, tobb szerepld érdekét figyelembe vevo
fliggvény, emiatt tobbszempontu biztositasi célfliggvénynek neveztiik.
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Az Osszetett modell esetében —mivel nem ismeriink analitikus megol-
dést— az optimum meghatirozasara szamitégépes szimuldcién alapulé nu-
merikus eljarasokat hasznalé programokat dolgoztunk ki, amelyek rendelkez-
nek a szimulécié azon elényével, hogy barmely eloszlas esetén alkalmazhatdak.

Osszehasonlitottuk adott adépolitika mellett a konstans korlat és a kiiszob
osztalékfizetési stratégiat az ijonnan definidlt célfiiggvény segitségével. Arra
a kovetkeztetésre jutottunk, hogy a tobbszempontu biztositasi célfliggvény
értékét maximalizalo osztalékfizetési stratégia fiigg az alkalmazott stulyoktdl,
igy nincs altaldnosan j6 valasztas az optimalis stratégiat illetoen.

Végezetiil megvizsgaltuk a tulajdonosok szamara érdekes jovedelmezoségi
indexet a tulajdonosok altal valtoztathaté paraméterek fliggvényében és szi-
mulécion alapuld eljarast adtunk a jovedelmezbségi index optimalizaldsara.
Megallapitottuk, hogy a diszkontalt osztaléknak és vele egyiitt a jovedelme-
z0ségi indexnek A\ = 1-ben ugrasszeru csokkenése van.

Osszefoglalésképp elmondhato, hogy az 1j modellel és az Gj célfiiggvénnyel
a valésaghoz kozelebb 4ll6, tobb szempontot figyelembe vevs, megbizhatd
vizsgalati eszk6zhoz jutottunk, amit a kapott eredmények egyértelmiien iga-
zoltak, igy akéar egy leendd szakértGi rendszer alapjait is képezhetik az alta-
lunk kidolgozott programok, elemzési szempontok.

A modell tovabb is bévithetd lenne, példaul a tartalék befektetésével, vi-
szontbiztositasok figyelembe vételével vagy fenyegetd csod esetén tékebefek-
tetés vagy athidalé koleson alkalmazasaval, esetleg bevezethet6 tobbkulcsos
addrendszer is. Mivel ezeket a tényezéket mi nem épitettiik be a modelliinkbe,
ezért a levont kovetkeztetések a gyakorlati életben (pl. életbiztositdsok esetén)
csak korldtozottan alkalmazhatdak.
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INVESTIGATION OF THE SURPLUS PROCESS OF AN INSURANCE
COMPANY WITH TAX AND DIVIDEND PAYMENT

The paper deals with modelling of the surplus process of insurance companies.
The basic model contains only two elements: the income of the company paid by
insured and the outcome paid to the insured on the basis of the claims. Claims
occur at random time points and their amounts are random, as well, hence sur-
plus processes are stochastic processes. This basic model has been generalized by
taking into account further factors, for example tax or dividend payment. In our
paper we present a generalized model which has been developed by us and han-
dles together both tax payment and dividend payment. We introduce a new target
function, which respects the interest of the government, the insurance company
and the insured people, as well. We analyze this model applying threshold strategy
concerning dividend payment. We calculate the values of the investigated functions
by Monte-Carlo simulation and we maximize the target function numerically. We
also investigated the profitability index and a method is given to find its maximum
in the function of the initial surplus and the level of dividend payment.
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KONYVEKROL

ZALAI ERNO: Matematikai kézgazdasdgtan I-1I. Akadémiai Kiadé, Bp.
640+742 o.

Orémteli érdeklédéssel vehettitk kézbe tavaly a szerzé6 Matematikai kozgaz-
dasdgtan 1. — Altaldnos egyensulyi modellek és mikrookmonomiai elemzések
cimi konyvét, idén pedig a Matematikai kézgazdasdgtan II. — Tobbszektoros
modellek és makrogazdasdgi elemzések cimen megjelent folytatast. Oromiink
oka egyebek mellett az volt, hogy ritkan jelenik meg magyar nyelven olyan
munka, mely a targyaldsnak mind mélységében, mind pedig szélességében
messze tilmegy a kézépfoki tankonyveken. Erdeklédésiinket pedig — egyebek
mellett — a 11 évvel korabbi, els6 kiadas taplalta, melyet a szerzé atdolgozott
és kibovitett. I. kotetben tett igéretét betartva a szerzo most jelentkezett a
folytatassal, ami mar csak azért is orvendetes, mert az els6 kiadas olvasdsa
soran hamar kideriilt, hogy a tartalom bizony szétfesziti az egyetlen kotet
altal nyujtott terjedelmi korlatokat. Raadasul a II. kétetben targyalt témak
(Iényegében a korabbi konyv III. része) jelentdsen kibdviiltek, és teljesen 1j
szerkezetben, a korabbinal didaktikusabb kifejtésben keriilnek bemutatasra.

Az els6 kotet, mint alcime is jelzi, az altaldnos egyensilyelmélettel és
annak mikrookonomiai vonatkozasaival foglalkozik, az axiomatikus elméleti
alapoktdl kezdve az egyensuly egzisztencidjanak bizonyitdsan at a mikro-
Okonémiai sajatossagokig. Az itt kozolt eredmények alapjaul a termeléi és
fogyasztdi dontések nyoman kialakulé kinalati és keresleti leképezések szolgal-
nak. A méasodik koveti az els6ben megszokott, alapvetéen sokvaltozds targya-
lasmodot, de mar elsésorban olyan modelleket ismertet, melyek részletesebben
abrézoljak a gazdasagot és f6bb részeinek Osszefiiggéseit. A fékusz itt a gaz-
daségi rendszer, strukturdlis sajatossagaira,a javak termelésére, elosztasara és
felhasznalasara, tovabba az ezeket szabalyozd egyensilyi arrendszer kérdéseire
keriil. Bar a problémakort a kotet az els6hoz hasonléan tovabbra is mikro-
Okondmiai alapokon kozeliti meg, tematikdjaban mégis a makrookonémia a
meghatarozo.

Az elsé kotet elsé része meglehetésen elvont szinten, az dltaldnos egyen-
stulyelmélet matematikai kozgazdasagtani alapjait képezd termelés- és fo-
gyasztdselméletet tartalmazza és az egyensily létezésének Arrow—Debreu—
McKenzie-féle altaldnos modellkeretben térténd bizonyitdsat. A targyalds
jellemz6 eszkoztarat ez utobbi esetben a halmazelmélet, a leképezések és a
konvex analizis szolgaltatja. Am ugyanebben a kotetben sor keriil ezen elem-
zések konkretizalasara és kibévitésére a fliggvénytani apparatus és a lokalis
analizis eszkoztara alapjan, a modern mikrookondmiai elemzések szellemében,
a szokasosnal teljesebb matematikai vértezetben. Az esetleges matematikai,
els6sorban tobbvaltozds analizisbeli hianyok pétlasat a kotet fliggeléke szol-
galja.
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A maésodik kotet egyrészt azokra a szamszerlisithetd, tobbszektoros mo-
dellekre 6sszpontositja a figyelmet, melyeket napjainkban a gazdasagpolitikai
elemzések soran rendszeresen igénybe vesznek. Olyan elemzések soran, melyek
célja nem prognoziskészités, hanem gazdasagpolitikai intézkedések varhato
hatdsainak felmérése: konkrét szamadatokon alapulé komparativ statika, il-
letve dinamika. Az ismertetett modellek konzisztens elméleti megalapozott-
saga komoly kihivés a statisztikai-6konometriai elérejelzé modellek szamara.
Ez a kotet tartalmazza mdésrészt a tobbszektoros modellek klasszikusnak
mondhaté djratermelés- és arelméleti alkalmazdsait is, amelyek az utobbi
id6ben sajnélatosan és érdemteleniil hattérbe szorultak a volt szocialista or-
szagokban, igy nalunk is.

A mésodik kétet az els6 ismerete nélkill is tanulményozhatd, mert részlete-
sen ismerteti a vizsgalt modellek elméleti és mddszertani alapjait. Az emlitett
gyakorlati alkalmazhatdsag sziikségessé teszi, hogy roviden kitérjen a model-
lek szamszerisitéséhez sziikséges statisztikai adatok beszerzésének, a megol-
dési algoritmusok és szamitastechnikai eszkozok kérdéseire is. A szerzé sehol
nem marad adods az elméleti és elmélettorténeti vonatkozasok ismertetésével,
ami a targyalas folyamatat helyenként megtorni latszik, de a figyelmes olvaso
elobb-utobb észreveszi, hogy az egyes modellek elmélettorténeti hatterének
megvilagitdsa nem 6ncéli, hanem azok kénnyebb megértését szolgdlja.

A két kotet felépitése

A matematikai kdzgazdasdgtan és az dltalanos egyensulyelmélet kialakuldsé-
nak torténetét bemutato elso fejezet voltaképpen a két kotetet filizi egybe. Ezt
kovetéen kezdddik az 1. kotet 6nalld elsé része. Itt kertilnek ismertetésre a ter-
melési és fogyasztasi modellek olyan altalanos fogalmai és jellemz6i, egyelore
meglehetGsen absztrakt kifejtésben, mint a technoldgiai halmazok, a preferen-
ciarendezés, tovabba az optimalis termel6i és fogyasztoi dontési leképezések.
Ezeken alapulnak a versenyzoi egyensily 1étezésének és hatékonysiaganak fon-
tos alaptételei, koztiikk a Walras-torvény, Brouwer és Kakutani fixponttétele,
a Pareto-hatékonysag, és a szeparacids tételek. Mindezek utan kovetkezik
az altalanos versenyzoi egyensily létezésének részletes bizonyitasa a konvex
analizis eszkoztaranak felhasznalasaval.

A mésodik rész a termelési, hasznossagi és egyéb aggregald fiiggvények
részletes elemzésével kezdodik. Ezt koveti a nyereségmaximum, majd a kolt-
ség- és kiadasminimum kérdésének vizsgalata kiilonféle korlatozo feltételek
mellett. A konyv egyik sajatos jellemzdje, hogy a szerzd, ahol csak lehetséges,
egyltt targyalja a termel6i és fogyasztoi kereslet alakuldsat. Ezek a részek
mar csak azért is kiilénosen érdekesek, mert a téméban megjelent legtobb
publikacioval szemben nem sziikitik le a targyalast a homogén, vagy homo-
tetikus termelési fiiggvényekre és a sziikségességi feltételekre. A Marshall- és
Hicks-féle (kompenzalt) keresleti fliggvények levezetése utdn kertil sor a kom-
parativ statika altaldnos moddszertananak, az optimdlis dontésekbol fakadd
dualitas jelenségének ismertetésére, majd ennek kapcsan a rekonstrualhatosag
és integralhatésag Gsszetett kérdéseire. A szerzo teljes matematikai részletes-
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séggel mutatja be a keresleti- és koltségfiiggvények mikrockonémiai elemzését,
illetve a gyakorlati alkalmazdsokban leginkabb hasznalt, szdmszerisitésre al-
kalmas keresleti rendszerek jellemzéit. A masodik részt az egyensily és a
hatékonysag fliggvénytani eszkozokkel torténd elemzése zarja. Ez a fejezet
elvezet a szamszerisitett altalanos egyensilyelméleti modellek egy stilizalt
valtozatahoz, amely részletesebben és mas oldalrél megkozelitve a II. kotet
egyik f6 témaja lesz.

A négy részbdl 4ll6 II. kotet elsd része a tObbszektoros modellek leg-
fontosabb elméleti, elmélettorténeti és modszertani alapjaival foglalkozik.
Roviden felvazolja a makrogazdasigi modellek mogott meghizodd altalanos
egyensulyelméleti szemlélet f6bb vonasait, attekinti a tobbszektoros modellek
fejlédésének torténetét, majd els6 megkozelitésben bemutatja az altalanos
egyensulyelmélet azon modelljeit, melyek jelentos mértékben hatottak a ma
hasznalatos konstrukcidk felépitésére, elméleti és mddszertani szemléletére.

Ennek a résznek az olvasdsa soran mas fajta nehézség meriilhet fel, mint
az 1. kotetben. Nem lesz kénnyi eligazodni a meglehetésen nagyszamu fo-
galom és modell kozott. Ezek tobbségére azonban a konyv a késébbiekben
visszatér, pontositva az itt bevezetett fogalmakat, részletesebben elemezve a
modelleket, vagy azok egyes lényeges épitoelemeit. Egyuttal a f6bb jelolések
Osszefoglald tablazataval, a fejezetek elé {rt bevezetésekkel és egyes részek
Osszefoglalasaval is igyekszik a szerzo segiteni az olvasé munkajat.

A kotet els6 részében keriil ismertetésre Walras és Cassel modellje és azok
nevezetes Schlesinger—Wald-féle valtozata. A kovetkez6 fejezetben ezeket a
tisztan elméleti célokat szolgalé modelleket a szerzé Osszeveti Leontief gya-
korlati elemzések szamara kidolgozott, ma mar klasszikusnak szamito, input-
output technolégian alapulé altalanos egyensilyi modelljével. Ezutan, vissza-
térve a stilizalt elméleti modellekhez, ismerteti az altalanos egyenstly Hicks és
Samuleson nevével fémjelezhetd, mikrookonémiai indittatasd, neoklasszikus
modelljének egy altalanos, absztrakt és egy egyszeriibb valtozatat. Mai szem-
mel nézve ennek az egyszeriibb és konkrétabb véltozata érdekes kiilonosebben,
amelynek felépitése kozelebb all a gazdasagpolitikai elemzések sordn napja-
inkban kiterjedten alkalmazott szamszerlsitett altaldanos egyensilyelméleti
(CGE) modellekhez.

A neoklasszikus megkozelitésre jellemz6 fliggvénytani elemzés bemutatédsa
utén a targyalds visszatér a korai megkozelitésekre jellemzé mddszertanhoz: a
gazdasag rogzitett kibocsatasi és raforditasi, illetve felhasznalasi egytitthatok
révén torténd abrazoldsdhoz. Az input-output modellen nyugvé, roppant le-
egyszerusitett abrazolassal szemben a Neumann és Koopmans nevéhez fliz6d6
linedris tevékenységelemzési modell (LTM) mér egyenrangi alternativaja, s6t
sok tekintetben megfelelobb eszkoze a gazdasig leirasanak, mint a termelési
és hasznossagi fliggvények. Részletes kifejtésre keriil az LTM alapjat képezo
axiomatikus termeléselmélet, amely nem el6feltételezi, hanem értelmezi és
elemzi a termelési tevékenységek hatékonysagat, és annak kapcsolatat a gaz-
dasdgossaggal, az egyenstllyal és az egyenstlyi és hatékonysagi arakkal.

A kotet mdsodik része a Leontief-féle input-output modellek és makrogaz-
dasagi elemzések médszertanaval és gyakorlati alkalmazésaival foglalkozik. A
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viszonylag kis terjedelem ellenére a szerzo igyekszik minél teljesebb kortien
bemutatni az ,,input-output gazdasigtant”, a produktivitas, hatékonysag
és jovedelmez6ség matematikai alapjait, elsosorban a Perron—Frobenius-féle
sajatértéktételeket, az input-output elemzések gyakorlati alkalmazasait, az
ezekhez szitkséges statisztikai adatforrasokat, az AKM és SAM eltérd tartal-
mu valtozatait, az egyszer{ibb multiplikdtorokkal és a valamivel 6sszetettebb
input-output modellekkel végezhet6 elemzéseket. Itt esetleg a modellvaltoza-
tok bosége okozhat kezdeti nehézséget a témat kevéssé ismero olvaso szamara.

A harmadik rész téméja az eréforrds-allokacié és dralakulds elemzése
programozasi és altalanos egyenstlyi modellekkel. Ennek soran kiterjeszti az
input-output modellekkel végzett elemzéseket: a korlatozott mennyiségben
rendelkezésre all6 erdforrasok figyelembe vételével illusztrélja a linedris tevé-
kenységelemzési modell és a linearis programozas felhasznalasaval végezheto
elméleti és gyakorlati makrogazdasédgi elemzéseket, ramutatva a linearis meg-
kozelités egyes gyengeségeire és arra, hogyan lehet a jelentkezé problémékat
alkalmasan megvalasztott nemlinedaris formék segitségével elfogadhatobb mé-
don kezelni. Bemutatja, és tobb oldalrdl elemzi az input-output modellek,
az optimalis eroforras-allokacié linearis és nemlinearis programozason ala-
pulé modelljei és az altalanos egyensulyi modellek k6zos és elhatarold jegyeit.
Ebbdl az 6sszehasonlitasbol tiinik ki, hogy a szamszertsitett dltalanos egyen-
stulyelméleti modellek lényegében szintetizaljdk az alternativ megkozelitések
lényeges elemeit. Erdemes felfigyelni ra, hogy az els6é kotettel szemben, itt
a fobb makrogazdasagi elszdmolasi azonossagokra Gsszpontositd, holisztikus
modellek fokozatos kibontésa soran jut el a szerzé a szamszerisitett altalanos
egyensulyelméleti modellekhez.

Az el6z6 két résszel szemben a negyedik rész méar nem a modellek gyakor-
lati alkalmazdasaval 6sszefiiggd kérdésekkel foglalkozik, hanem a tobbszektoros
statikus és stacionarius egyensulyi modellekkel végzett elméleti elemzések
gazdag irodalmdaba nyujt betekintést, bemutatva a szerzo e téméban elért
sajat eredményeit is. Részletesen targyalja Neumann nevezetes stacionarius
novekedési modelljét, annak kozgazdasagi és matematikai hatterét, és Gssze-
veti a Leontief-féle, input-output megkozelitésen nyugvd, zart stacionarius
egyenstlyi modellel. Ennek sordan altaldnositja egyrészt a Neumann-modellt,
masrészt megfogalmazza a konstans egytitthatés modellek egy altalanos ke-
retmodelljét. Modern atfogalmazasban bemutatja az Gjratermelés és az arak
makrogazdaségi egyenstlydnak a klasszikusok (Smith, Ricardo, Marx) elmé-
letén nyugvo és az tUjabb, Leontief-, Sraffa- és Neumann-tipusi modelljeit,
lehetové téve tobbek kozott a redlbér és profitrata, illetve a fogyasztds és
felhalmozds kozotti dtvaltdsi (hatargorbék), a technikdk koézotti dtvaltédsi és
visszavaltasi lehetéségek elemzését. Komoly elmélyiilést igényel ebben a rész-
ben a reducibilis gazdasdgok sajatossigait elemzd részek megértése.

Néhany megjegyzés a két kotet aktualitasaval kapcsolatban

Mivel jelen sorok iréjanak lehetGsége volt a II. kotet alapjaul szolgdld kézirat
elolvasasara, helyénvalonak tinik a két kotet aktualitdsaval kapcsolatos elsé
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benyomasok ismertetése. Ennek soran gyakrabban hivatkozom a II. kétetre,
de jé lesz mar most tisztazni, hogy annak feldolgozasat jelentés mértékben
megkonnyiti az I. kotet ismeretanyaga.

Mindenekel6tt arra kell felhivni a figyelmet, hogy a szerzé mindkét kotet-
ben szakit az elmélet és gyakorlat egymas ellen torténd kijatszasanak utobbi
évek sordn hazankban sajnédlatos modon kialakult hagyomanyéaval. E jelen-
ség gyokerei minden bizonnyal a ,,véleményformaléd” kozgazdaszok nagyobb
részének elégtelen felkésziiltségében rejlenek, ami az egyik, a gyakorlati al-
kalmazasok oldalardl irrelevans elméletek és modellek kidolgozasanak vadjat
eredményezi, a masik oldalon pedig a mélyebb elméleti megalapozast nélkii-
1620, kalandor-jellegii gyakorlati alkalmazasok gyanijat ébreszti. Zalai Ernd
konyve meggy6zéen mutatja be, milyen messzire lehet jutni, ha valaki az
elméletet és gyakorlatot nem egymds ellen, hanem egymds alatdmasztasa
érdekében hasznilja.

Ugyanakkor elsésorban a II. kétet szomort aktualitdsat adja Brédy Andrés
két évvel ezel6tt bekovetkezett haldla. Brédy életmiive és a kapcsolodd mun-
kak hazank szélesebb szakmai kozonsége szamara kevéssé ismeretek. Ennek
egyik oka, hogy a politikum &altal determindlt akkori szakma a ,kaszton és
tarsadalmon kiviili tudést” (Zalai (2011)) mellézni igyekezett: nem lett belble
a Magyar Tudoményos Akadémia tagja, és nem kapott egyetemi tanszéket
sem. A masik ok, hogy a Brédy munkdssaginak feldolgozasihoz sziikséges
elismeretekkel a tobbség ma nem is rendelkezik. Ezen segithet Zalai Ernd
konyve, kozelebb hozva Brody munkassagat a szélesebb szakmai kozonséghez,
ilyen modon tisztelegve a 20. szazad egyik legkivalobb magyar kozgazdéasza-
nak emléke elGtt.

Van azonban a maésodik kotetnek més fajta aktualitdsa is: Az utébbi
években, elsésorban az EU nyomdasara, megnott az igény a gazdasagpolitikai
intézkedések bevezetését megel6z6 hatastanulmanyok irant, de elmaradt az
ezek elkészitésére alkalmas modellek mibenlétének pontos tisztazasa. Egye-
bek mellett ezt a régota sziikséges tisztazast is elGsegiti a masodik kotet.
Biztosra vehetd, hogy amennyiben a gazdasagpolitika miivel6i és az annak
kritikai elemzését végzo6 szakérték munkajuk soran a konyv altal rendelkezésre
bocsatott tudasbazist hasznaljak, melyet a szerzé és munkatarsai paradox
modon eddig csak kiilfldon tudtak kamatoztatni, ez a makrogazdasagi prob-
lémakrdl torténd kozgondolkodds hazai szinvonalanak emelkedését fogja ma-
gaval hozni, aminek sziikségességét indokolni f6losleges.

Erdemes tovébba folvetni a tobbvaltozds, illetve tobbszektoros megkoze-
lités aktualitdsdanak kérdését. Ezt mar csak azért is meg kell tenni, mert
Ugy tiinik, mintha a f6dramd makrodkonémia més utat kovetne. Az utébbi
évtizedekben ugyanis széles korben elterjedtek a magasan aggregalt, dinami-
kus, sztochasztikus dltaldnos egyenstilyelméleti (DSGE) modelleken nyugvé,
makrockondmiai jellegli elemzések. Bar ezekben is el6fordul tobb szektor, de
a koztiik fenndlld gazdasédgi kapcsolatok tébbnyire Romer (1990) nevezetes
endogén novekedési modelljének mintdjara a modellfcltevések altal eleve meg-
hatarozottak. fgy ezek a modellek nem képesek figyelembe venni a termékek
termel6felhasznalasan keresztil 1étrejovo multiplikator hatasokat, nem alkal-
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masak dgazati szintl elemzésekre, a téves beruhazasi dontések megragada-
séra. A tObbszektoros modellek kikiiszébolik a fenti hatranyokat hasznosan
kiegészitve a magas szinten aggregalt makromodelleket.

Végiil szolni kell a konyv oktatas teriiletén torténd felhaszndlasanak lehe-
toségeirdl. Mindkét kotetnek elsGsorban a PhD képzések, vagy az igényesebb
kozgazdasagtani mesterképzések vehetik jé hasznét. Az I. kotet halado szintii
mikrockonémia kurzusok alapjat képezheti, de jél hasznosithaté egy bevezeto
matematikai kozgazdasagtani kurzus sordn is. A II. kétet egy gyakorlati al-
kalmazasokra koncentrald, tobbszektoros makromodellezési, vagy mas hang-
sulyokkal, egy haladé szintii termelés- és arelméleti kurzus szamara nyujthat
komoly segitséget. A kozgazdaszképzésen kiviil jél hasznosithatéak a konyv
egyes részei a matematikus doktori képzésben is.

Mindezek alapjan jo szivvel ajanlom e két kotetet, elssorban azoknak,
akik az elmult évtized gyakran folosleges vitai utan eljutottak arra a felis-
merésre, hogy sem a kozgazdasdgi elmélet, sem pedig annak gyakorlati al-
kalmazéasa nem nélkiilozheti a fejlett matematikai apparatus hasznélatat, és
a mikro-, illetve makrogazdasagi elemzések elméleti és gyakorlati kérdéseivel
haladé szinten kivannak foglalkozni. Meggy6zédésem, hogy mindkét kotetet
sokat és sokdig fogjuk hasznos kézikonyvként forgatni.
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