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INTENZIT¶ASALAP¶U MODELLEZ¶ES ¶ES A
M¶ERT¶EKCSERE1

MEDVEGYEV P¶ETER { PLANK P¶ETER
Budapesti Corvinus Egyetem { Morgan Stanley

A dolgozatban a hitelderivat¶³v¶ak intenzit¶asalap¶u modellez¶es¶enek n¶eh¶any k¶er-
d¶es¶et vizsg¶aljuk meg. Megmutatjuk, hogy alkalmas m¶ert¶ekcser¶evel nemcsak
a dupl¶an sztochasztikus folyamatok, hanem tetsz}oleges intenzit¶assal rendel-
kez}o pontfolyamat eset¶en is kisz¶amolhat¶o az Äosszetett k¶ar- ¶es cs}odfolyamat
eloszl¶as¶anak Laplace-transzform¶altja.

Bevezet¶es

A hitelderivativ¶ak val¶osz¶³n}us¶egsz¶am¶³t¶asi eszkÄozÄokkel tÄort¶en}o matematikai le-
¶³r¶as¶ara k¶et alapvet}oen elt¶er}o modellez¶esi ¯loz¶o¯a ¶all rendelkez¶esÄunkre. A
struktur¶alis modellek a cs}odÄoket kÄozvetetten, pl. a v¶allalati kÄotv¶enyekre vo-
natkoz¶o CDS-ekb}ol ¶all¶o portf¶oli¶o eset¶eben a v¶allalatok ¶ert¶ek¶enek alakul¶as¶ab¶ol
pr¶ob¶alj¶ak visszakÄovetkeztetni, ¶am ekkor jelent}os sz¶am¶u, s legtÄobbszÄor meg-
k¶erd}ojelezhet}o felt¶etelez¶essel kell ¶elnÄunk. Ezzel szemben a reduk¶alt form¶aj¶u
modellek eset¶eben kÄozvetlenÄul a cs}odid}ok ¶es a cs}odÄok sor¶an realiz¶al¶od¶o k¶arok
modellez¶ese a c¶elunk, mely ekvivalens a cs}odÄok egy adott id}opontbeli sz¶am¶at
megad¶o sz¶aml¶al¶o folyamat, illetve a vesztes¶eg nagys¶ag¶at is ¯gyelembe vev}o
Äosszetett folyamat tanulm¶anyoz¶as¶aval. Ilyenkor a k¶ar vagy cs}odesem¶enyek
ok¶ar¶ol, egym¶asut¶anj¶ar¶ol l¶enyeg¶eben semmilyen kÄozgazdas¶agi, struktur¶alis fel-
t¶etellel nem ¶elÄunk. MindÄossze azt kÄoveteljÄuk meg, hogy az egyes k¶arese-
m¶enyek bekÄovetkez¶esekor az esem¶eny bekÄovetkez¶es¶er}ol tudom¶asunk legyen.
Matematikai terminol¶ogi¶aban ez azt jelenti, hogy az egyes k¶aresem¶enyek be-
kÄovetkez¶esi id}opontjai ¶ugynevezett meg¶all¶asi id}oket alkotnak.

VegyÄuk ¶eszre, hogy a helyzet nagyon hasonl¶o ahhoz, amivel az oper¶aci¶os
kock¶azat meghat¶aroz¶asakor szembesÄulÄunk. E terÄulet alapmodellje szerint a
hib¶ak bekÄovetkez¶es¶et Poisson-folyamattal, m¶³g a k¶ar nagys¶ag¶at lognorm¶alis
eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶oval szok¶as modellezni, melyek egyÄutt egy Äossze-
tett Poisson-folyamatot hat¶aroznak meg. A hitelderivat¶³v¶ak eset¶ehez hason-
l¶oan v¶egs}o soron itt is az egyes id}opontokban fenn¶all¶o kumulat¶³v k¶arnagys¶ag
(teh¶at az Äosszetett Poisson-folyamat adott id}opontbeli ¶ert¶ek¶enek) eloszl¶as¶at
szeretn¶enk megadni. A feladat megold¶asa azonban m¶ar ezen az egyszer}u
szinten is komoly kih¶³v¶ast jelent, hiszen a keresett eloszl¶ast kÄozvetlenÄul nem
tudjuk kisz¶amolni. A kÄozismert technika a Laplace-transzform¶alt invert¶a-
l¶as¶ara ¶epÄul. Nem meglep}o teh¶at, hogy a hitelderivat¶³v¶ak reduk¶alt form¶aj¶u
modellez¶ese sor¶an is e transzform¶alt meghat¶aroz¶asa a c¶elunk.

1Be¶erkezett: 2011. december 9. E-mail: medvegyev@uni-corvinus.hu.
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Fontos kÄulÄonbs¶eg azonban az oper¶aci¶os kock¶azat modellez¶ese ¶es a p¶enzÄugyi
matematika kÄozÄott, hogy az ut¶obbi eset¶en az a val¶osz¶³n}us¶egsz¶am¶³t¶asban alap-
vet}o szerepet j¶atsz¶o felt¶etel, miszerint a val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek ismert ¶es el}ore
rÄogz¶³tett nem haszn¶alhat¶o. A p¶enzÄugyi matematika legf}obb matematikai
trÄukkje az, hogy a piaci szerepl}ok preferenci¶ait a kock¶azatmentes m¶ert¶ekbe
olvasztja be. Ennek nagyon egyszer}u oka van: a p¶enzÄugyi dÄont¶esekre ¶altal¶aban
a nagy sz¶amok tÄorv¶enye nem haszn¶alhat¶o. B¶ar f¶aj¶oan sokan ¶ugy k¶epzelik, a
p¶enzÄugyek nem szerencsej¶at¶ek, ahol a tÄomegjelens¶egek viselked¶esi szab¶alyai
¶erv¶enyesek, hanem kock¶azatkezel¶es, ahol a vesztes¶egt}ol val¶o f¶elelem, a koc-
k¶azat minimaliz¶al¶asa a c¶el. Eleve k¶erd¶eses, hogy az egyes p¶enzÄugyi szitu¶a-
ci¶ok tekinthet}ok-e ism¶etl}od}o esem¶enyeknek, de ha annak is tekinthet}ok, az
egyes kimenetekt}ol val¶o f¶elelem automatikusan torz¶³tja a kimenetek ¶ar¶at.
Hi¶aba lesz egy ism¶etl}od}o helyzetben k¶et kimenet val¶osz¶³n}us¶ege azonos, ha az
egyikt}ol jobban f¶elÄunk, mint a m¶asikt¶ol, akkor az ¶arakban nem els}osorban a
kimenetelek val¶osz¶³n}us¶ege, hanem a f¶elelmek relat¶³v foka fog tÄukrÄoz}odni. A
p¶enzÄugyekben ugyan¶ugy, ahogyan a kÄozgazdas¶agtan minden m¶as terÄulet¶en az
¶arakat l¶enyeg¶eben a kereslet ¶es a k¶³n¶alat hat¶arozza meg, amelyek pedig alap-
vet}oen a piaci szerepl}ok mot¶³vumait¶ol, vagyis azok hasznoss¶agi fÄuggv¶enyeit}ol
fÄuggenek. Az alapvet}o m¶odszertani probl¶ema az, hogy mivel a piaci sze-
repl}ok gondolatait nem ismerjÄuk, feltesszÄuk, hogy az ¶altaluk bevitt torz¶³t¶ast
az ¶arakb¶ol tudjuk visszakÄovetkeztetni. FeltesszÄuk teh¶at, hogy adott egy Q
m¶ert¶ek, amely k¶odolt form¶aban tartalmazza mind a val¶osz¶³n}us¶egeket, mind
a hasznoss¶agi fÄuggv¶enyek ¶altal a piaci mechanizmusokon keresztÄul gyako-
rolt torz¶³t¶o hat¶asokat. Az ¶³gy kapott m¶ert¶ekr}ol egyetlen dolgot tehetÄunk fel,
nevezetesen, hogy a m¶ert¶ek ekvivalens az eredeti esetlegesen l¶etez}o val¶osz¶³-
n}us¶egi m¶ert¶ekkel. Ez alatt azt ¶ertjÄuk, hogy a nulla val¶osz¶³n}us¶eg}u esem¶enyek
a k¶et m¶ert¶ek alatt megegyeznek. Vagyis a k¶et m¶ert¶ek alatt a lehetetlen-
nek, kÄovetkez¶esk¶eppen a biztosnak tekintett esem¶enyek azonosak. FeltesszÄuk
tov¶abb¶a, hogy ezen m¶ert¶ek szerinti diszkont¶alt v¶arhat¶o ¶ert¶ekk¶ent sz¶amoljuk
ki az aktu¶alis ¶arakat. Ezt a modellfelt¶etelt k¶et dologra tudjuk felhaszn¶alni:
egyr¶eszt az ismert ¶arakb¶ol kÄovetkeztetni tudunk az ismeretlen Q m¶ert¶ekre
(ezt h¶³vjuk kalibr¶al¶asnak), m¶asr¶eszt a kalibr¶alt Q seg¶³ts¶eg¶evel kÄovetkeztetni
tudunk az esetleges ismeretlen ¶arakra. Az ¶arakat tÄobb okb¶ol nem ismerjÄuk:
vagy az¶ert, mert m¶eg a term¶ek nincs is a piacon ¶es az esetleges alkalmas
piaci ¶arat akarjuk kital¶alni, vagy, igen gyakran az¶ert, mert a term¶ek piaca
nem el¶eg likvid ahhoz, hogy az utolj¶ara meg¯gyelt ¶arak mÄogÄotti t¶enyleges
kereslet-k¶³n¶alati viszonyokat m¶ervad¶onak tekintsÄuk. A kalibr¶aci¶o, vagyis a Q
m¶ert¶ek kisz¶amol¶as¶anak tov¶abbi el}onye, hogy a Q m¶ert¶ek inform¶aci¶ot ny¶ujt
a piaci szerepl}ok kock¶azati preferenci¶aj¶ar¶ol is, vagyis az egyes kock¶azati for-
r¶asokt¶ol val¶o f¶elelem relat¶³v szintj¶ere. P¶eld¶aul a CDS-ek eset¶en a CDS-ek
¶ar¶ab¶ol kÄovetkeztetni lehet a cs}od Q m¶ert¶ek alatti val¶osz¶³n}us¶eg¶ere, amely
nemcsak az esem¶eny bekÄovetkez¶es¶enek val¶osz¶³n}us¶eg¶et tÄukrÄozi, hanem a cs}od
kÄovetkezm¶enyeit}ol val¶o f¶elelem fok¶ara is r¶avil¶ag¶³t.

Ezzel a megkÄozel¶³t¶essel van azonban egy alapvet}o matematikai probl¶ema:
a kÄulÄonbÄoz}o sztochasztikus tulajdons¶agok egy jelent}os r¶esze nem invari¶ans
az ekvivalens m¶ert¶ekcser¶ere n¶ezve. Mivel a val¶osz¶³n}us¶egsz¶am¶³t¶asi intu¶³ci¶o
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¶altal¶aban a ,,val¶odi" val¶osz¶³n}us¶egre ¶epÄul, k¶erd¶eses, hogy a kicser¶elt m¶ert¶ek
eset¶en milyen sztochasztikus tulajdons¶agok maradnak ¶erv¶enyben. A p¶enzÄugyi
modellez¶es sor¶an gyakran keveredik e tulajdons¶agok val¶os ¶es a kock¶azatmentes
m¶ert¶ek alatti vizsg¶alata, s a kett}o kÄozÄotti elt¶er¶es a modellkock¶azat legf}obb
forr¶asa. Mik¶ent megjegyeztÄuk, az egyedÄuli alkalmazhat¶o megkÄot¶es, hogy a
nulla val¶osz¶³n}us¶eg}u esem¶enyek halmaza nem v¶altozik. Ennek igen egyszer}u
kÄozgazdas¶agi oka van: azoknak ¶es csakis azoknak a v¶eletlen ki¯zet¶eseknek
lesz ¶ertelmes m¶odon pozit¶³v az ¶ara, amikor pozit¶³v val¶osz¶³n}us¶eggel kapunk is
valamit. KÄovetkez¶esk¶epp feltehetjÄuk, hogy a m¶ert¶ekcsere ekvivalens. Ha nem
is t¶ul sok tulajdons¶ag, de az¶ert n¶eh¶any nem v¶altozik az ekvivalens m¶ert¶ek-
csere sor¶an. Ilyen az ekvivalencia oszt¶alyok fogalma, az arbitr¶azs fogalma,
a szemimarting¶alok oszt¶alya, illetve a kvadratikus vari¶aci¶o, tov¶abb¶a a tra-
jekt¶ori¶ak topol¶ogiai tulajdons¶agai (mint amilyen pl. a folytonoss¶ag vagy a
differenci¶alhat¶os¶ag).

Az al¶abbi t¶argyal¶as kiindul¶opontja, hogy a sz¶aml¶al¶o folyamatok egy bi-
zonyos csal¶adja, nevezetesen az intenzit¶assal rendelkez}o sz¶aml¶al¶o folyamatok
oszt¶alya is invari¶ans az ekvivalens m¶ert¶ekcser¶ere n¶ezve, azaz a val¶os ¶es kock¶a-
zatmentes m¶ert¶ek kÄozÄotti elt¶er¶es az intenzit¶as v¶altoz¶as¶an keresztÄul modellez-
het}o. Ez a t¶etel tal¶an nem annyira ismert, mint az eml¶³tett tÄobbi invariancia
tulajdons¶ag, ¶³gy a bizony¶³t¶as¶at a kÄovetkez}okben ismertetni fogjuk.

Az intenzit¶assal rendelkez}o sz¶aml¶al¶o folyamatok oszt¶aly¶anak egyik igen
hasznos r¶eszcsal¶adj¶at alkotj¶ak az ¶ugynevezett dupl¶an sztochasztikus folyama-
tok. Ezek eset¶eben ugyanis a Poisson-folyamatokra ¶erv¶enyes sz¶amos eleg¶ans
sz¶amol¶asi szab¶aly kÄozvetlenÄul ¶atvihet}o. ¶Igy p¶eld¶aul meghat¶arozhat¶o az Äossze-
tett folyamat eloszl¶asa, vagyis amikor a v¶eletlenszer}uen bekÄovetkez}o k¶arok
modellez¶esekor nemcsak a k¶arok sz¶am¶at, hanem azok nagys¶ag¶at is ¯gyelem-
be akarjuk venni. Az elj¶ar¶as kiindul¶opontj¶aul az az ¶eszrev¶etel szolg¶al, hogy
az Äosszetett eloszl¶as Laplace-transzform¶altja az intenzit¶as alapj¶an fel¶³rhat¶o.
Fel¶³runk egy modellt az intenzit¶as alakul¶as¶ara, ez alapj¶an kisz¶amoljuk az
Äosszetett eloszl¶as Laplace-transzform¶altj¶at, majd a transzform¶alt invert¶al¶a-
s¶aval meghat¶arozzuk az Äosszetett eloszl¶ast. Ezen elv kÄozponti szerepet j¶atszik
az intenzit¶asalap¶u modellez¶es sor¶an, s r¶amutat mi¶ert is jelentenek e folyama-
tok hat¶ekony vizsg¶al¶od¶asi eszkÄozt.

A dupl¶an sztochasztikus folyamatok csal¶adja azonban t¶uls¶agosan sz}uk:
egyr¶eszt e folyamatok nem invari¶ansak az ekvivalens m¶ert¶ekcser¶ere n¶ezve
(ld. [7]), m¶asr¶eszt nem k¶epesek reproduk¶alni a cs}odÄok klaszterez}od¶es¶enek
jelens¶eg¶et, azaz a kor¶abban bekÄovetkezett cs}odÄok sz¶ama nem nÄovelheti a
k¶es}obbi cs}odÄok bekÄovetkez¶es¶enek es¶ely¶et. ¶Altal¶anos esetben azonban az in-
tenzit¶assal rendelkez}o sz¶aml¶al¶o folyamatok Laplace-transzform¶altj¶anak meg-
hat¶aroz¶asa kÄozvetlenÄul nem egyszer}u feladat. A megold¶ast az [5] dolgozat
egy igen sz¶ep gondolata tartalmazza: egy tov¶abbi m¶ert¶ekcser¶evel a Laplace-
transzform¶alt nem dupl¶an sztochasztikus folyamat eset¶en is kisz¶amolhat¶o az
intenzit¶as alapj¶an. Az eml¶³tett publik¶aci¶o egy kor¶abbi verzi¶oja azonban hib¶as
volt, az aktu¶alis v¶altozata viszont t¶ul kÄorÄulm¶enyes ¶es igen nehezen kÄovethet}o,
¶³gy v¶elhet}oen akad¶alyozza a technika sz¶eles kÄor}u elterjed¶es¶et. Mivel v¶e-
lem¶enyÄunk szerint egy igen fontos matematikai eszkÄozr}ol van sz¶o, ¶³gy az
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al¶abbiakban r¶eszletesen bemutatunk egy olyan, t}olÄunk sz¶armaz¶o egyszer}u
gondolatmenetet, amivel az [5] dolgozat eredm¶enyei kÄonnyen { legal¶abbis a
sztochasztikus anal¶³zisben j¶aratos olvas¶o sz¶am¶ara kÄonnyen { meg¶erthet}oek.
Az ¶altalunk bemutatott megkÄozel¶³t¶es seg¶³ts¶eget adhat a konkr¶et alkalma-
z¶asok hat¶ekony kidolgoz¶asa sor¶an, ugyanakkor a m¶odszer alapgondolat¶anak
meg¶ert¶es¶ehez nem szÄuks¶eges, hogy az olvas¶o a sztochasztikus anal¶³zis saj¶atos
nyelvezet¶enek minden r¶eszlet¶evel tiszt¶aban legyen. Az egyes l¶ep¶esek mate-
matikai t¶argyal¶asa mellett megpr¶ob¶alunk a sztochasztikus anal¶³zisb}ol ¶atvett
t¶etelek egyszer}u kÄozgazdas¶agi interpret¶aci¶oj¶ara is r¶avil¶ag¶³tani.

1 A kÄozgazdas¶agi h¶att¶er rÄovid bemutat¶asa

A dolgozatban t¶argyalt matematikai probl¶ema kÄozgazdas¶agi h¶atter¶enek be-
mutat¶as¶ahoz ¶erdemes a jelz¶aloghitelekre ¶epÄul}o sz¶armaztatott term¶ekek ¶ara-
z¶as¶anak k¶erd¶es¶eb}ol kiindulni. A probl¶ema fontoss¶aga nemcsak abb¶ol fakad,
hogy tÄort¶enetileg ¶eppen ezen derivat¶³v¶ak piac¶anak Äosszeoml¶asa vezetett a je-
lenlegi p¶enzÄugyi v¶als¶aghoz, hanem az¶ert is, mert az alapterm¶ek jelent}os¶ege a
v¶als¶agot kÄovet}oen is fennmarad, hiszen a jelz¶aloghitelek teszik ki a lakoss¶agi
hitel¶allom¶any t¶ulnyom¶o tÄobbs¶eg¶et. Vagyis a v¶als¶ag kapcs¶an felmerÄult prob-
l¶em¶ak nem tÄuntett¶ek el ezt az alapterm¶eket ¶es az avval kapcsolatos kock¶aza-
tokat, ¶³gy a jelz¶aloghitelek viselked¶es¶enek meg¶ert¶ese tov¶abbra is a p¶enzÄugyi
elm¶elet egyik fontos feladata marad.

De mib}ol is fakad a jelz¶aloghitelek kock¶azatoss¶aga? Ennek tÄobb oka van:
egyr¶eszt a hitelt felvev}o szem¶ely becs}odÄolhet, ¶³gy nem tudja ¯zetni a tov¶abbi
r¶eszleteket. A cs}od lehet}os¶eg¶en k¶³vÄuli tov¶abbi probl¶ema a tÄorleszt}or¶eszlet bi-
zonytalans¶aga, melynek nagys¶aga l¶enyeg¶eben a piaci szerepl}okt}ol fÄuggetlen
kÄuls}o { nagyr¶eszt makroÄokon¶omiai { t¶enyez}ok alakul¶as¶at¶ol fÄugg. Norm¶al
piaci-p¶enzÄugyi kÄorÄulm¶enyek kÄozÄott a tÄorleszt}or¶eszlet az aktu¶alis kamatl¶ab
fÄuggv¶enye, ¶am tov¶abbi (kÄozvetett) hat¶ask¶ent megeml¶³tend}o, hogy magas ka-
matl¶ab eset¶en ¶altal¶aban alacsony a foglalkoztat¶as, teh¶at kisebb a kÄolcsÄont
felvev}o jÄovedelme, ¶³gy n}o a cs}od val¶osz¶³n}us¶ege. Magyarorsz¶agon a tÄorleszt}o-
r¶eszletek gyakran idegen deviz¶aban vannak meghat¶arozva, kÄovetkez¶esk¶eppen
a kamatl¶abak ingadoz¶as¶an k¶³vÄul m¶eg a deviza¶arfolyamok alakul¶asa is egy bi-
zonytalans¶agi forr¶asul szolg¶al. Ezzel ellent¶etes folyamat az ¶ujra¯nansz¶³roz¶as
lehet}os¶ege, melyre sz¶amos orsz¶agban ad¶odik lehet}os¶eg: amikor a gazdas¶agi
kÄornyezet javul ¶es ¶³gy a kamatl¶abak csÄokkennek az ad¶osok egy esetlegesen
kedvez}obb hitellel kiv¶althatj¶ak a kor¶abbi hiteleiket, ¶am ez a hitelez}o szem-
pontj¶ab¶ol szint¶en vesztes¶eget jelent. KÄovetkez¶esk¶eppen a jelz¶aloghitelekb}ol
sz¶armaz¶o p¶enz¶aram l¶enyeg¶eben ¶attekinthetetlen m¶odon fÄugg a makroÄokon¶o-
miai felt¶etelekt}ol. Ezen bizonytalans¶agok egyÄuttese olyan nagy, hogy egyetlen
piaci szerepl}o sem sz¶³vesen v¶allalja ¶at }oket, a kÄolcsÄont ny¶ujt¶o helyi bankok ¶es
p¶enzÄugyi int¶ezm¶enyek teh¶at megpr¶ob¶alnak ezekt}ol a kock¶azatokt¶ol megsza-
badulni. A dolog n¶emik¶eppen eml¶ekeztet a viszontbiztos¶³t¶as probl¶em¶aj¶ahoz.
A helyi ,,kis" biztos¶³t¶ok az egyedi biztos¶³t¶asi kÄotv¶enyeket egy ,,nagyobb"
kos¶arba helyezik ¶es abban b¶³znak, hogy az egyedi kock¶azatok ingadoz¶asa {
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a nagy sz¶amok tÄorv¶enye alapj¶an { kiegyenl¶³t}odik ¶es ¶³gy a kock¶azatos p¶enz-
¶aramokat biztos p¶enz¶aramm¶a lehet konvert¶alni. A jelz¶aloghitelek eset¶en az
anal¶og trÄukk a jelz¶alogalap¶u kÄotv¶enyek kibocs¶at¶asa: egy sor egyedi jelz¶a-
logkÄotv¶enyb}ol egy ¶uj ,,szuperkÄotv¶enyt" hozunk l¶etre, e ezen ¶uj kÄotv¶eny bir-
tokos¶anak ¶atadjuk a ,,szuperkÄotv¶eny" alapj¶aul szolg¶al¶o egyedi jelz¶alogokb¶ol
sz¶armaz¶o bizonytalan p¶enz¶aramokat, term¶eszetesen egy ¯x vagy el}ore meg-
hat¶arozott rendben felmerÄul}o d¶³j ellen¶eben. A k¶erd¶es m¶ar csak annyi, hogy
mennyi ez a d¶³j?

A probl¶ema megold¶as¶ara k¶et ¶ut k¶³n¶alkozik. Az egyik lehet}os¶eg az, hogy
szak¶³tunk a val¶osz¶³n}us¶egsz¶am¶³t¶asi nyelvezettel ¶es a p¶enzÄugyi folyamatokat
a hagyom¶anyos kÄozgazdas¶agtani eszkÄozÄokkel pr¶ob¶aljuk modellezni. Ilyenkor
azonban szembekerÄulÄunk avval, hogy a mikroÄokon¶omiai szeml¶elet}u kÄozgazda-
s¶agi modellek jelent}os r¶esze nagyon nehezen operacionaliz¶alhat¶o, ugyanis az
elm¶eletben alapvet}o szerepet j¶atsz¶o hasznoss¶agi fÄuggv¶enyek nehezen ¯gyel-
het}ok meg. Gyakran elhangzik, hogy a p¶enzÄugyi elemz¶esben j¶at¶ekelm¶eleti
eszkÄozÄoket kellene haszn¶alni. Elvileg igen, de a p¶enzÄugyi gyakorlat minden-
napjaiban e modellek haszn¶alhat¶os¶ag¶at m¶eg nem sikerÄult igazolni, f}oleg az¶ert
nem, mert a j¶at¶ekelm¶elet alapj¶aul szolg¶al¶o fogalmak nem kÄozvetlenÄul meg-
¯gyelhet}ok, ¯xen adatb¶azisokban nem ¶³rhat¶ok le. Egy m¶asik lehet}os¶eg a
makrot¶enyez}ok be¶ep¶³t¶ese a modellekbe, de ilyenkor meg avval kell sz¶amolni,
hogy a modellek adattartalma ¶es id}ohorizontja egyszer}uen alkalmatlan a piaci
gyakorlat ¶altal t¶amasztott pontoss¶ag kiel¶eg¶³t¶es¶ere. Tov¶abbi { jobb alternat¶³va
h¶³j¶an felmerÄul}o { lehet}os¶eg, hogy meg}orizzÄuk a sztochasztikus nyelvezetet, an-
nak ellen¶ere, hogy pontosan l¶atjuk az ebb}ol ered}o probl¶em¶akat, de ¶ovatosan
¶es rendk¶³vÄul kÄorÄultekint}oen j¶arunk el: csak olyan val¶osz¶³n}us¶egi modelleket
engedÄunk meg, amelyek invari¶ansak az ekvivalens m¶ert¶ekcser¶ere.

ÄOsszetett vesztes¶egfolyamatok kÄozgazdas¶agi probl¶em¶ai

Mik¶ent az el}oz}o pontban eml¶³tettÄuk, a kÄulÄonbÄoz}o p¶enzÄugyi elemz¶esek egyik
alapvet}o k¶erd¶ese, hogy mik¶ent modellezhetjÄuk egy adott id}oszak alatt bekÄo-
vetkez}o k¶aresem¶enyek egyÄuttes¶enek eloszl¶as¶at, mely nyilv¶anval¶o m¶odon k¶et
komponenst}ol fÄugg: milyen gyakran ¶es mekkora k¶ar kÄovetkezett be. A klasszi-
kus biztos¶³t¶asmatematik¶aban feltehetjÄuk, hogy a k¶et folyamat egym¶ast¶ol fÄug-
getlen, ¶³gy e megkÄozel¶³t¶esi m¶od sor¶an ezek egym¶ast¶ol kÄulÄon¶all¶oan model-
lezhet}oek. E felt¶etel jelent}os egyszer}us¶³t¶est jelent a modell becsl¶ese szem-
pontj¶ab¶ol, hiszen hosszabb id}oszak alatt nagy sz¶am¶u adat ¯gyelhet}o meg
mind az egyes esem¶enyek kÄozÄott eltelt id}oszakokr¶ol, mind a bekÄovetkez}o
k¶arok nagys¶ag¶ar¶ol. A val¶osz¶³n}us¶egsz¶am¶³t¶asban azonban ¶altal¶anosan nem a
peremeloszl¶asok modellez¶ese, hanem az egyÄuttes eloszl¶asok megad¶asa jelenti
a probl¶em¶at. A felt¶etelezett fÄuggetlens¶eg miatt term¶eszetesen az egyÄuttes
eloszl¶as teljess¶eggel le¶³rhat¶o a peremeloszl¶asok seg¶³ts¶eg¶evel, ¶am mint arra a
bevezet}oben is kit¶ertÄunk, a jelz¶aloghitelek eset¶eben a fÄuggetlens¶eg felt¶etelez¶ese
nem elfogadhat¶o, hiszen a p¶enzÄugyi cs}odesem¶enyek eset¶en az egyik alapvet}o
¶eszrev¶etel a folyamatok Äoner}os¶³t}o volta. A bekÄovetkez}o cs}odÄok sz¶am¶anak
nÄoveked¶ese tov¶abb nÄoveli a cs}odÄok intenzit¶as¶at, illetve nagys¶ag¶at.
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Tov¶abbi probl¶em¶at jelent, hogy a k¶aresem¶enyek Äosszetett eloszl¶as¶anak
modellez¶es¶et k¶et kÄulÄonbÄoz}o c¶elra lehet felhaszn¶alni: a t}oketartal¶ek megha-
t¶aroz¶as¶ara, illetve a cs}odesem¶enyekhez kÄotÄott sz¶armaztatott term¶ekek el}oz}o
pontban felvetett ¶araz¶as¶ara. Az els}o esetben arra vagyunk k¶³v¶ancsiak, hogy
egy adott val¶osz¶³n}us¶eg mellett mekkora vesztes¶eget szenvedhetÄunk el, ilyenkor
teh¶at a sz¶am¶³t¶asok sor¶an a val¶os vesztes¶egadatokra t¶amaszkodunk. A p¶enz-
Äugyi matematika eml¶³tett alapm¶odszertana szerint azonban a sz¶armaztatott
term¶ekek ¶araz¶asakor hasonl¶o, de semmik¶eppen sem azonos m¶odon kell elj¶arni.
Ekkor a modellben szerepl}o vesztes¶egfolyamat viselked¶es¶ere nem a t¶enyleges,
hanem egy mesters¶eges { a kock¶azatokat ¶es a piaci szerepl}ok v¶eleked¶es¶et egy-
ar¶ant tÄukrÄoz}o { val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek alatt, a piacon meg¯gyelhet}o ¶arakb¶ol
kiindulva pr¶ob¶alunk kÄovetkeztetni. Vagyis ¶ugy kell meghat¶arozni (kalibr¶alni)
a folyamatot le¶³r¶o param¶etereket, hogy a kalibr¶alt param¶eterekkel az adott
modellkereten belÄul a lehet}o legjobban tudjuk kÄozel¶³teni a sz¶armaztatott ter-
m¶ekek aktu¶alis, piacon meg¯gyelt ¶arait.

Valamely jÄov}obeli ki¯zet¶es jelenbeli ¶ara k¶et t¶enyez}ot}ol fÄugg: egyr¶eszt a
ki¯zet¶es id}opontj¶at¶ol, m¶asr¶eszt annak bizonytalans¶ag¶at¶ol. Az id}ovel kapcso-
latos probl¶em¶akat a diszkont¶al¶assal oldjuk meg, az ehhez szÄuks¶eges diszkont-
t¶enyez}o pedig a piacon meg¯gyelhet}o kamatokra t¶amaszkodva meghat¶aroz-
hat¶o. A diszkontt¶enyez}o, illetve a kamatok azonban csak a biztos ki¯zet¶esek
id}oben val¶o ¶atcsoportos¶³t¶as¶a¶ert j¶ar¶o kompenz¶aci¶o m¶ert¶ek¶et ¶³rj¶ak le. Nem
v¶eletlenÄul haszn¶aljuk a bizonytalans¶ag kifejez¶est, ugyanis a hagyom¶anyos va-
l¶osz¶³n}us¶egsz¶am¶³t¶asi ¶ertelemben nem felt¶etlenÄul tudjuk az egyes kimenetelek
eloszl¶as¶at. ¶Altal¶aban nem tÄomegesem¶enyekr}ol van sz¶o, hanem egyedi tÄort¶en¶e-
sekr}ol. A bizonytalans¶ag modellez¶ese ¶ugy tÄort¶enik, hogy az egyes lehets¶eges
kimenetelek mindegyik¶ehez egy-egy s¶ulyt rendelÄunk. Ezeket a s¶ulyokat szok¶as
szubjekt¶³v val¶osz¶³n}us¶egnek nevezni, a s¶ulyok relat¶³v nagys¶aga pedig a vesz-
tes¶egekt}ol val¶o f¶elelem m¶ert¶ek¶et tÄukrÄozik.

A minden p¶enzÄugyi tankÄonyvben megjelen}o p¶elda szerint a lott¶o j¶at¶ek
v¶arhat¶o nyeres¶ege negat¶³v, de a kock¶azati preferenci¶ak miatt a lott¶o j¶at¶ek ¶ara
m¶egis pozit¶³v. Ennek oka, hogy a kis val¶osz¶³n}us¶eg}u nagy nyeres¶eg lehet}os¶eg¶et
tÄobbre ¶ert¶ekeljÄuk, mint a nagy val¶osz¶³n}us¶eg}u kis vesztes¶eget. A preferenci¶ak
¶altal induk¶alt torz¶³t¶as ar¶any¶ara az ¶arb¶ol ¶es az eladott szelv¶enyek sz¶am¶ab¶ol
kÄovetkeztethetÄunk. Ezek a f¶elelmek azonban kÄozvetlenÄul nem ¯gyelhet}ok
meg, csak a piaci ¶arakon keresztÄul kÄovetkeztethetÄunk r¶ajuk, vagyis az aktu¶alis,
a diszkont¶al¶ashoz haszn¶alt kamatokat megad¶o hozamgÄorbe ¶es a bizonytalan
ki¯zet¶essel rendelkez}o term¶ekek ¶ar¶ab¶ol visszasz¶amoljuk a f¶elelmeket megad¶o
s¶ulyokat. A modellt teh¶at az ¶arakhoz ¶es nem a t¶enyleges gyakoris¶agi t¶abl¶akhoz
kalibr¶aljuk. A modell tov¶abbi haszn¶alatakor implicite felt¶etelezzÄuk, hogy a
kalibr¶aci¶o sor¶an kapott s¶ulyok { legal¶abbis egy rÄovid id}ohorizonton { sta-
bilak ¶es fÄuggetlenek a kÄozvetlenÄul meg¯gyelt helyzett}ol, kÄovetkez¶esk¶eppen
az ismeretlen ¶ar¶u ki¯zet¶esek eset¶en is alkalmazhat¶oak. VegyÄuk ¶eszre, hogy a
kalibr¶aci¶o sz¶eleskÄor}u haszn¶alat¶ara ¶epÄul a v¶allalati p¶enzÄugyek azon sz¶amtalan-
szor haszn¶alt szab¶alya is, miszerint valamely beruh¶az¶as jÄov}obeli p¶enz¶aram¶at
egy vele azonos bizonytalans¶ag¶u p¶enz¶aram ismert diszkontt¶enyez}oj¶evel kell
diszkont¶alni.
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Az ¶³gy kapott m¶odszertan nyilv¶anval¶o el}onye, hogy nagym¶ert¶ekben t¶a-
maszkodhat a sztochasztikus folyamatok ¶es a val¶osz¶³n}us¶egsz¶am¶³t¶as kiterjedt
irodalm¶ara. Szint¶en fontos tulajdons¶ag, hogy a kock¶azatkezel¶esi gyakorlatban
haszn¶alt eszkÄozt¶ar (legal¶abbis r¶eszben) azonos matematikai alapokra ¶epÄul,
mint a kalibr¶aci¶o m¶odszertana, ¶³gy az alkalmaz¶as sor¶an egyfajta kereszthat¶as
l¶ephet fel. ¶Am a megkÄozel¶³t¶es el}onye egy¶uttal a h¶atr¶any¶av¶a is v¶alik: alapve-
t}oen a val¶osz¶³n}us¶egsz¶am¶³t¶asi intu¶³ci¶ora ¶epÄul, ¶am mik¶ent jeleztÄuk, mindÄossze
felÄuletes formai azonoss¶agr¶ol van sz¶o. A val¶osz¶³n}us¶egr}ol mindenkinek van egy
tÄobb¶e-kev¶esb¶e megb¶³zhat¶o intu¶³ci¶oja, ami viszont nem mondhat¶o el a bizony-
talan kÄorÄulm¶enyek kÄozÄotti ¶aralakul¶asr¶ol, illetve az egyens¶ulyi piaci folyama-
tokr¶ol.

Mik¶ent m¶ar jeleztÄuk, matematikailag az egyik alapvet}o k¶erd¶es a kÄovetkez}o:
ekvivalens m¶ert¶ekcsere eset¶en mik¶ent v¶altoznak a kÄulÄonbÄoz}o sztochasztikus
tulajdons¶agok? Melyek azok a modellfelt¶etelek, m¶odszerek, amelyek inva-
ri¶ansak az ekvivalens m¶ert¶ekcser¶ere? TekintsÄuk p¶eld¶aul a sztochasztikus fo-
lyamatok irodalm¶anak egyik leggyakrabban haszn¶alt modellj¶et, a Markov-
l¶ancokat. Ha megv¶altoztatjuk az alapul vett m¶ert¶eket, nyilv¶anval¶oan megv¶al-
tozhatnak az ¶atmenetval¶osz¶³n}us¶egek, de sajnos maga a Markov-tulajdons¶ag
is elt}unhet. Gondoljunk csak arra, hogy a kÄovetkez}o cs}od bekÄovetkez¶es¶enek
id}opontja adott esetben fÄuggetlen lehet a kor¶abban bekÄovetkezett cs}odid}o-
pontokt¶ol, de a kÄovetkez}o cs}od elleni biztos¶³t¶as ¶ara fÄugg a m¶eg rendelkez¶esre
¶all¶o tartal¶ekokt¶ol, ¶³gy azok folyamatos kimerÄul¶ese eset¶en az ¶ujabb cs}od elleni
biztos¶³t¶as ¶ara n}o, vagyis a folyamat nem Markov-jelleg}u, ugyanis az ¶ar fÄugg
a kor¶abban megtett ¶utt¶ol, nem csak a jelen helyzett}ol. Ez m¶eg akkor is igaz,
ha a cs}odfolyamat t¶enylegesen Markov-l¶anc volt. Felvetheti valaki, hogy a
tartal¶ekokat is be¶ep¶³tve a modellbe a Markov-tulajdons¶ag meg}orizhet}o, de ez
f¶elrevezet}o, ugyanis a kitÄor}o p¶anik egyszer}uen a m¶ultbeli esem¶enyek lefoly¶as¶a-
t¶ol fÄugg, amelynek csak egyik eleme a tartal¶ek nagys¶aga. KÄovetkez¶esk¶eppen
az aktu¶alis ¶ar nemcsak a jelen helyzett}ol fÄugg, hanem igen nagy m¶ert¶ekben
a jelen helyzethez vezet}o ¶utt¶ol is. Hangs¶ulyozzuk, hogy ez akkor is igaz, ha
az alapul vett t¶enyleges folyamat statisztikailag kimutathat¶olag Markov-fo-
lyamat volt. De egy Markov-folyamat alakul¶as¶at¶ol val¶o f¶elelem mi¶ert is lenne
Markov-folyamat?

FÄuggetlen ¶es azonos eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok adott sorozata eset¶en
a m¶ert¶ekcsere sor¶an nemcsak az eloszl¶as, illetve a hozz¶a kapcsol¶od¶o param¶e-
terek (mint amelyiken a v¶arhat¶o ¶ert¶ek ¶es sz¶or¶as) v¶altozhatnak meg, hanem a
fÄuggetlens¶eg is elt}unhet, s}ot a val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok azonos eloszl¶as¶ara tett
megkÄot¶es sem marad fel¶etlenÄul ¶erv¶enyben. ¶Es ezen semmit sem seg¶³t az,
hogy a m¶ert¶ekcsere ekvivalens. A sztochasztikus modellez¶es m¶asik kedvence
a Poisson-folyamat, ahol az egyes esem¶enyek kÄozÄotti v¶arakoz¶asi id}ot fÄuggetlen
¶es azonos exponenci¶alis eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok adj¶ak. Mivel ekvi-
valens m¶ert¶ekcser¶ere ezen tulajdons¶agok egyike sem invari¶ans, milyen tulaj-
dons¶ag¶u marad a folyamat a m¶ert¶ekcsere ut¶an? Az ¶araz¶as szempontj¶ab¶ol
milyen eloszl¶ast fognak kÄovetni az egyes esem¶enyek kÄozÄott eltelt id}opontok?
P¶eld¶aul ahogyan n}o a cs}odesem¶enyek sz¶ama, ¶ugy n}o a kÄovetkez}o cs}odt}ol val¶o
f¶elelem, amely a cs}od elleni biztos¶³t¶as ¶ar¶anak nÄoveked¶es¶eben jelenik meg.
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A hagyom¶anyos biztos¶³t¶asmatematikai szeml¶eletben az ¶ar a v¶arhat¶o vesz-
tes¶egekt}ol fÄugg, ¶³gy az ¶araz¶as szempontj¶ab¶ol ¶ugy t}unik, mintha a folyamat
intenzit¶asa n}one, val¶oj¶aban pedig esetleg csÄokkenhet is, ugyanis adott sz¶am¶u
cs}od eset¶en { ¶eppen a rendelkez¶esre ¶all¶o er}oforr¶asok v¶egess¶ege miatt { a p¶anik
akkor is kitÄorhet, ha a tov¶abbi vesztes¶egek id}obeli gyakoris¶aga m¶ar elkezdett
csÄokkeni. M¶eg ha fel is tesszÄuk, hogy a cs}odÄok sz¶ama tov¶abbra is Poisson-
folyamatot kÄovet, hogyan hat¶arozzuk meg a folyamat intenzit¶as¶at megad¶o ¸
param¶eter alakul¶as¶at, ha a t¶enylegesen meg¯gyelt folyamat param¶etere nem
haszn¶alhat¶o? Ism¶etelten hangs¶ulyozzuk, hogy a statisztikailag meg¯gyelt
cs}odintenzit¶as a v¶arhat¶o vesztes¶egek eloszl¶as¶anak kisz¶amol¶as¶ara haszn¶alhat¶o,
de a vesztes¶eg¶ert ¯zetend}o ,,biztos¶³t¶as ¶ar¶anak" meghat¶aroz¶as¶ara nem, ugyanis
ez az ¶ar nem val¶osz¶³n}us¶egi k¶erd¶es, hanem a kereslet ¶es k¶³n¶alat ered}oje, vagyis
v¶egeredm¶enyben a kock¶azati preferenci¶ak fÄuggv¶enye.

2 Intenzit¶assal rendelkez}o pontfolyamatok

A hitelderivat¶³v¶ak, illetve ¶altal¶aban az Äosszetett vesztes¶egfolyamatok mate-
matikai modellez¶es¶enek legegyszer}ubb, de m¶egis tal¶an a leghat¶ekonyabb tech-
nik¶aj¶at az intenzit¶assal rendelkez}o pontfolyamatok adj¶ak. E modellek leg-
alapvet}obbike a Poisson-folyamat, a pontfolyamatokat pedig mint a Poisson-
folyamat ¶altal¶anos¶³t¶asait kell elk¶epzelnÄunk. A pontfolyamatok megad¶as¶ahoz
elegend}o ismernÄunk az egyes esem¶enyek bekÄovetkez¶es¶enek id}opontj¶at le¶³r¶o
(¿n) meg¶all¶asi id}okb}ol ¶all¶o sorozatot2. ¶Ertelemszer}uen feltesszÄuk, hogy ¿0 = 0
¶es minden n-re ¿n < ¿n+1: A (¿n) sorozat fel¶³r¶as¶aval ekvivalens, ha ismerjÄuk az

N (t)
±
=

P1
k=1 Â (¿k · t) sz¶aml¶al¶o folyamatot. Mik¶ent a nev¶eb}ol is kiderÄul, az

N (t) a t id}opontig bekÄovetkezett esem¶enyek sz¶am¶at adja meg. Az N sz¶aml¶al¶o
folyamat modellez¶ese kÄozvetlenÄul neh¶ez feladat, ez¶ert tov¶abbi megkÄot¶eseket
szok¶as tenni. A c¶³mben szerepl}o intenzit¶as sz¶o arra utal, hogy valamik¶eppen
m¶erhet}o, hogy az ugr¶asok milyen ,,intenzit¶assal" kÄovetkeznek be. A pontos
matematikai de¯n¶³ci¶o a kÄovetkez}o:

1. De¯n¶³ci¶o. Legyen N egy tetsz}oleges sz¶aml¶al¶o folyamat, ¸s ¸ 0 pedig
egy progressz¶³ven m¶erhet}o folyamat3. Azt mondjuk, hogy a ¸ az N folyamat
intenzit¶asa, ha az

M (t)
±
= N (t) ¡

Z t

0

¸s ds

2Eml¶ekeztetÄunk, hogy meg¶all¶asi id}on olyan v¶eletlen id}opontot ¶ertÄunk, amely mÄogÄotti
esem¶eny bekÄovetkez¶esekor tudjuk, hogy az esem¶eny bekÄovetkezett. Vagyis p¶eld¶aul egy
adott id}oszakban az ¶ar minimum¶anak id}opontja nem meg¶all¶asi id}o, ugyanis csak k¶es}obb
derÄul ki, hogy mikor volt az ¶ar minim¶alis. Vagyis feltesszÄuk, hogy a cs}od id}opontj¶aban
tudjuk, hogy a cs}od bekÄovetkezett. Ez praktikusan azt jelenti, hogy a cs}odÄot az els}o
nem¯zet¶essel azonos¶³tjuk.

3Ha az olvas¶o nem j¶aratos a sztochasztikus anal¶³zis nyelvezet¶eben, a progressz¶³ven
m¶erhet}o jelz}ot ¯gyelmen k¶³vÄul hagyhatja. Elegend}o, ha olyan folyamatra gondol, amely
folytonos komponensek mellett ugr¶asokat is tartalmazhat, vagyis egy igen b}o, szakad¶asokat
is megenged}o csal¶adr¶ol van sz¶o.
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¶ugynevezett kompenz¶alt folyamat lok¶alis marting¶al4.

A Poisson-folyamat eset¶en a ¸s ´ ¸ konstans, az integr¶al pedig ¶eppen a
Poisson-folyamat v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et megad¶o ¸t alakra egyszer}usÄodik. Ilyenkor
az M folyamatot szok¶as kompenz¶alt Poisson-folyamatnak is nevezni. Mivel a
Poisson-folyamat eset¶en az M fÄuggetlen nÄovekm¶eny}u ¶es nulla v¶arhat¶o ¶ert¶ek}u,
¶³gy ekkor az M nemcsak lok¶alis marting¶al lesz, hanem val¶odi marting¶al is.
Sz¶amos technikai probl¶ema elkerÄul¶ese c¶elj¶ab¶ol a sztochasztikus anal¶³zisben
megszokott m¶odon azonban c¶elszer}u megengednÄunk a de¯n¶³ci¶oban, hogy ¶al-
tal¶anos esetben az M nem felt¶etlenÄul val¶odi marting¶al. Az intenzit¶ast tartal-
maz¶o integr¶al speci¶alis esete az ¶altal¶anos kompenz¶ator fogalm¶anak. A spe-
cialit¶as abb¶ol ered, hogy a kompenz¶atorr¶ol feltesszÄuk, hogy deriv¶alhat¶o. Meg-
mutathat¶o, hogy minden N pontfolyamathoz tal¶alhat¶o egy olyan (Np m¶odon
jelÄolt) el}orejelezhet}o, monoton nÄoveked}o ¶es jobbr¶ol folytonos5 folyamat, hogy
az N ¡ Np kifejez¶es lok¶alis marting¶al. Ha az Np folytonos, akkor azt szok¶as
mondani, hogy az N folytonosan kompenz¶alhat¶o. Az intenzit¶as l¶etez¶es¶enek
felt¶etele azt jelenti, hogy a kompenz¶ator nemcsak folytonos, hanem abszol¶ut
folytonos is, ¶es a kompenz¶ator deriv¶altja ¶eppen az intenzit¶as. Folytonos eset-
ben a kompenz¶ator interpret¶aci¶oja igen k¶ezenfekv}o. Az N egy olyan ugr¶o
folyamat, amely a v¶eletlenszer}uen megjelen}o egys¶egnyi vesztes¶egek Äosszeg¶et
adja meg. Az Np egy olyan folyamatosan ¯zetett biztos¶³t¶asi d¶³jk¶ent inter-
pret¶alhat¶o, amely az ¶atlagban eltekinthet}onek gondolhat¶o lok¶alis marting¶al
erej¶eig kÄolts¶eg szempontb¶ol ¶atlagban azonos az N -nel.

A lok¶alis marting¶al felt¶etelnek sz¶amos el}onye van, tÄobbek kÄozÄott az, hogy
a kompenz¶ator kisz¶amol¶as¶ara haszn¶alhat¶o a kÄovetkez}o egyszer}uen alkalmaz-
hat¶o krit¶erium.

2. ¶All¶³t¶as. Egy Np el}orejelezhet}o folyamat pontosan akkor lesz az N sz¶aml¶al¶o

4A lok¶alis marting¶al fogalma mÄogÄott intuit¶³ve egy olyan folyamat ¶ertend}o, amely sta-
tisztikai ¶ertelemben elhanyagolhat¶o ¶es l¶enyeg¶eben a szok¶asos ,,hibatag" sztochasztikus
anal¶³zisben haszn¶alt absztrakci¶oja. A k¶es}obbiek szempontj¶ab¶ol nem l¶enyeges, hogy az
olvas¶o pontosan ¶ertse a lok¶alis marting¶al ki¯nomult fogalm¶anak r¶eszleteit. A l¶enyeges ¶esz-
rev¶etel az, hogy a de¯n¶³ci¶o szerint az N sz¶aml¶al¶o folyamat k¶et r¶eszre bonthat¶o: egy trend
tagra ¶es egy hibatagra. A de¯n¶³ci¶o l¶enyeges felt¶etele az, hogy a trend tag egy differen-
ci¶alhat¶o trajekt¶ori¶akkal rendelkez}o folyamat ¶es a trend deriv¶altja ¶eppen az intenzit¶as. A
tov¶abbiak meg¶ert¶ese szempontj¶ab¶ol a kulcs megjegyz¶es az, hogy az N hibatagra ¶es trendre
val¶o felbont¶asa v¶altozhat az ekvivalens m¶ert¶ekcser¶evel. Az ekvivalens m¶ert¶ekcsere k¶epes
a trendet megv¶altoztatni a hibatag rov¶as¶ara, ugyanis egy val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o v¶arhat¶o
¶ert¶eke a val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ekt}ol is fÄugg ¶es nem csak a v¶altoz¶ot¶ol. A meglep}o matematikai
eredm¶eny, amely az al¶abbi gondolatmenet kiindul¶opontja, hogy intenzit¶assal rendelkez}o
folyamat eset¶en az ekvivalens m¶ert¶ekcser¶evel m¶odos¶³tott ¶uj trend szint¶en deriv¶alhat¶o lesz.
Vagyis a deriv¶alhat¶o trend l¶etez¶ese fÄuggetlen az aktu¶alis ekvivalens m¶ert¶ekt}ol, b¶ar a trend
nagys¶aga nyilv¶an v¶altozhat. KÄovetkez¶esk¶eppen a lehets¶eges m¶ert¶ekcser¶ek az intenzit¶as
seg¶³ts¶eg¶evel modellezhet}ok.

5Az el}orejelezhet}os¶eg ism¶et egy a sztochasztikus anal¶³zisben haszn¶alt j¶ol de¯ni¶alt foga-
lom, amely alatt az olvas¶o gondolhat a folytonoss¶agra is, ugyanis minden folytonos folya-
mat el}orejelezhet}o is. Eml¶ekeztetÄunk, hogy az el}orejelezhet}o folyamatok ¾-algebr¶aja ¶eppen
a folytonos, adapt¶alt folyamatok gener¶alj¶ak. Vagyis b¶ar nem tudjuk mindig garant¶alni
azt, hogy a kompenz¶ator folytonos legyen, legal¶abb a m¶erhet}os¶egi strukt¶ura szintj¶en
megpr¶ob¶aljuk a folytonoss¶agot ,,megtartani". Ugyanakkor most is egy olyan technikai
r¶eszletr}ol van sz¶o, amely az ¶altal¶anos keret miatt szÄuks¶eges, val¶oj¶aban ¶eppen az a c¶elunk,
hogy megmutassuk, el¶eg a deriv¶alhat¶o folyamatokkal foglalkozni.
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folyamat kompenz¶atora, ha tetsz}oleges C el}orejelezhet}o folyamat eset¶en

E

µZ 1

0

Cs dN(s)

¶
= E

µZ 1

0

Cs dNp(s)

¶
:

Speci¶alisan egy ¸s ¸ 0 progressz¶³ven m¶erhet}o folyamat pontosan akkor lesz
az N sz¶aml¶al¶o folyamat intenzit¶asa, ha tetsz}oleges C el}orejelezhet}o folyamat
eset¶en

E

µZ 1

0

Cs dN(s)

¶
= E

µZ 1

0

Cs¸s ds

¶
:

Miel}ott tov¶abbmegyÄunk, ¶erdemes a t¶etel kÄozgazdas¶agi interpret¶aci¶oj¶ara
rÄoviden kit¶ernÄunk. A de¯n¶³ci¶oban szerepl}o C folyamat igen absztrakt szin-
ten portf¶oli¶os¶ulyoknak tekinthet}o. A C el}orejelezhet}os¶ege pedig ¶eppen azt
jelenti, hogy a befektet¶es sor¶an haszn¶alt s¶uly nem fÄugg a kÄovetkez}o ugr¶as
id}opontj¶at¶ol, azaz nem kÄotÄunk biztos¶³t¶ast azt kÄovet}oen, hogy a k¶aresem¶eny
m¶ar bekÄovetkezett. Mivel az N sz¶aml¶al¶o folyamat diszkr¶et id}opontokban
egys¶egnyi ugr¶asokat tartalmaz, ¶³gy a v¶arhat¶o ¶ert¶ekben szerepl}o

R 1
0

Cs dN(s)
integr¶al a Z 1

0

Cs dN(s) =
1X

k=0

C(¿k) ;

kifejez¶esre egyszer}usÄodik, vagyis a ¿k id}opontokban bekÄovetkez}o k¶arok eset¶en
az ¶eppen akkor aktu¶alis portf¶oli¶o nagys¶aga kerÄul ki¯zet¶esre. A l¶enyeges
¶eszrev¶etel, hogy a ki¯zet¶esek v¶eletlen, de diszkr¶et id}opontokban jelentkeznek.
A m¶asik oldalon szerepl}o

R 1
0

Cs dNp(s) integr¶al az Np (jellemz}oen folytonos)
folyamat ¶altal meghat¶arozott d¶³j¯zet¶eseket tartalmazza. A k¶et v¶arhat¶o ¶ert¶ek
azonoss¶aga pontosan azt jelenti, hogy az Äuzlet k¶et ¶aga ¶atlagban azonos ered-
m¶enyre vezet. ÄOsszefoglalva teh¶at tetsz}oleges N sz¶aml¶al¶o folyamathoz tar-
tozik egy olyan d¶³jfolyamat, amely seg¶³ts¶eg¶evel az N -ben diszkr¶et m¶odon fel-
merÄul}o ki¯zet¶esek kisim¶³that¶oak, vagyis a kock¶azatok, legal¶abbis ¶atlag szint-
j¶en kompenz¶alhat¶oak egy folytonos d¶³j¯zet¶es ¶altal. A t¶etel term¶eszetesen igen
absztrakt, bizony¶³t¶asa pedig meghaladja a dolgozat kereteit, ¶am az ¶erdekl}od}o
Olvas¶o a legtÄobb sztochasztikus anal¶³zissel foglalkoz¶o kÄonyvben megtal¶alhat-
ja (ld. pl. [9]).

De mi tÄort¶enik a m¶ert¶ekcsere sor¶an? Mivel a sz¶aml¶al¶o folyamatok de¯n¶³-
ci¶oj¶aban csak m¶erhet}os¶egi felt¶etelek j¶atszanak szerepet, ¶³gy N az ¶uj m¶ert¶ek
alatt is sz¶aml¶al¶o folyamat marad, teh¶at az a t¶eny sem v¶altozik, hogy ren-
delkezik kompenz¶atorral, mely term¶eszetesen nem felt¶etlenÄul lesz azonos az
eredetivel. De milyen csal¶adban keressÄuk az ¶uj kompenz¶atort? Ugyan a
k¶es}obbiekben erre nem lesz szÄuks¶egÄunk, de ¶erdemes megjegyezni, hogy egy
N sz¶aml¶al¶o folyamat Np kompenz¶atora pontosan akkor folytonos, ha az ug-
r¶asokat megad¶o meg¶all¶asi id}ok nem el}orejelezhet}oek6. A meg¶all¶asi id}ok el}o-
rejelezhet}os¶ege nem fÄugg a m¶ert¶ekcser¶et}ol, kÄovetkez¶esk¶eppen a kompenz¶ator

6Egy ¾ meg¶all¶asi id}o el}orejelezhet}os¶ege de¯n¶³ci¶o szerint azt jelenti, hogy megadhat¶o
egy olyan (¾k) meg¶all¶asi id}okb¶ol ¶all¶o sorozat, amely ,,¯gyelmeztet" a ¾ bekÄovetkez¶es¶ere,
vagyis a (¾k) szigor¶uan monoton nÄoveked}oleg tart a ¾-hoz, azaz ¾k % ¾. Ha nem tudunk
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folytonoss¶aga is invari¶ans a m¶ert¶ekcser¶ere n¶ezve. A t¶argyal¶as kiindul¶opontja
a kÄovetkez}o t¶etel.

3. T¶etel (Artzner{Delbaen). Ha N egy intenzit¶assal rendelkez}o sz¶aml¶al¶o
folyamat valamilyen P val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek alatt, akkor az N intenzit¶assal
rendelkez}o sz¶aml¶al¶o folyamat minden P-vel ekvivalens Q val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek
alatt is.

A t¶etel bizony¶³t¶as¶anak megismer¶ese nem szÄuks¶eges a dolgozat tov¶abbi
gondolatmenet¶enek meg¶ert¶es¶ehez, ¶³gy az elhagyhat¶o. M¶egis ¶ugy gondoljuk,
hogy r¶eszletes kÄozl¶ese seg¶³theti a t¶ema ir¶ant m¶elyebben ¶erdekl}od}o Olvas¶o
munk¶aj¶at, hiszen az ¶all¶³t¶as nem tartozik a sztochasztikus anal¶³zis ¶altal¶anos
elm¶elet¶ehez, ¶³gy kev¶esb¶e ismert. Ugyanakkor a t¶etel tartalm¶anak meg¶ert¶ese
a k¶es}obbi gondolatmenet alapja: a sz¶aml¶al¶o folyamat intenzit¶as¶anak l¶etez¶ese
univerz¶alis, vagyis tetsz}oleges ekvivalens m¶ert¶ek eset¶en fenn¶all¶o tulajdons¶ag.
A m¶ert¶ekcsere hat¶asa teh¶at az intenzit¶asok modellez¶es¶evel megoldhat¶o.

Bizony¶³t¶as. JelÄolje Z az ekvivalens m¶ert¶ekcser¶et megval¶os¶³t¶o dQ=dP

Radon{Nikodym-deriv¶altat ¶es legyen Zt
±
= EP(Z j Ft) a deriv¶alt folyamat.

A Q alatti intenzit¶as meghat¶aroz¶as¶at az el}oz}oekben id¶ezett ¶all¶³t¶as alapj¶an
fogjuk elv¶egezni. TekintsÄuk a kÄovetkez}o sz¶amol¶ast:

EQ
µZ 1

0

Cs dN(s)

¶
= EP

µZ 1

0

Cs dN(s)Z

¶
= EP

ÃX

k

C(¿k)Z

!
=

=
X

k

EP(C(¿k)Z) =
X

k

EP(C(¿k)E(Z j F¿k¡)) ;

ahol EQ ¶ertelemszer}uen a Q alatti v¶arhat¶o ¶ert¶eket jelÄoli. VegyÄuk ¶eszre, hogy
kihaszn¶altuk, hogy mivel a C folyamat el}orejelezhet}o, ez¶ert a C (¿k) m¶erhet}o
az F¿k¡ ¾-algebr¶ara n¶ezve. A bizony¶³t¶as v¶eg¶en megmutatjuk, hogy l¶etezik
olyan K el}orejelezhet}o folyamat, hogy minden k indexre EP (Z j F¿k¡) =
K(¿k): Ezt kihaszn¶alva az el}obbieket folytatva:

X

k

EP(C(¿k)E(Z j F¿k¡)) =
X

k

EP(C(¿k)K(¿k)) =

= EP
µZ 1

0

CsKs dN(s)

¶
= EP

µZ 1

0

CsKs¸s ds

¶
=

=

Z 1

0

EP(CsKs¸s) ds =

Z 1

0

EQ(CsKs
1

Zs
¸s) ds =

= EQ
µZ 1

0

CsKs
1

Zs
¸s ds

¶
:

A sz¶amol¶as elej¶et ¶es v¶eg¶et Äosszevetve l¶athat¶o, hogy az N intenzit¶asa a Q
alatt ¶eppen a ¸sKs=Zs folyamat.

megadni egy ilyen sorozatot, akkor a ¾ bekÄovetkez¶es¶enek id}opontja semmilyen m¶odszerrel
nem l¶athat¶o el}ore. Az eml¶³tett t¶etel szerint az N folyamatnak pontosan akkor van folytonos
kompenz¶atora, ha az egyedi k¶arok el}orejelezhetetlenek, ahol az el}orejelezhetetlens¶eget ak¶ar
kÄoznapi ¶ertelemben is haszn¶alhatjuk.
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A bizony¶³t¶as befejez¶esek¶ent be kell l¶atnunk a K folyamat l¶etez¶es¶et, melyre
tÄobb lehet}os¶egÄunk is ad¶odik att¶ol fÄugg}oen, hogy mik¶eppen de¯ni¶aljuk az F¿¡
¾-algebr¶akat. A legegyszer}ubb megold¶as tal¶an a kÄovetkez}o: tetsz}oleges ¿
meg¶all¶asi id}o eset¶en jelÄolje F¿¡ azt a ¾-algebr¶at, amelyet azok az X(¿) alak¶u
v¶altoz¶ok gener¶alnak, ahol az X folyamatok a folytonos ¶es adapt¶alt folyama-
tok oszt¶aly¶at futj¶ak be. De¯n¶³ci¶o szerint legyen teh¶at F¿¡ az a legsz}ukebb
¾-algebra, amelyre n¶ezve az X(¿) meg¶all¶³tott v¶altoz¶ok m¶erhet}oek minden
folytonos ¶es adapt¶alt folyamat eset¶en. A monoton oszt¶aly t¶etelb}ol kÄozvetlenÄul
kÄovetkezik, hogy az X(¿) m¶erhet}o lesz minden olyan X folyamat eset¶en,
amely m¶erhet}o a folytonos ¶es adapt¶alt folyamatok ¶altal gener¶alt ¾-algebr¶ara
n¶ezve, vagyis az X(¿) m¶erhet}o minden el}orejelezhet}o folyamat eset¶en, ugyanis
de¯n¶³ci¶o szerint az el}orejelezhet}o folyamatok ¶eppen a folytonos ¶es adapt¶alt
folyamatok ¶altal gener¶alt ¾-algebr¶ara n¶ezve m¶erhet}o folyamatok halmaza.
Ebb}ol kÄovetkez}oen megadhat¶oak olyan Kn el}orejelezhet}o folyamatok, ame-
lyekre

Kn(¿n) = EP(Z j F¿n¡) :

VezessÄuk be a K
±
=

P
n Â((¿n¡1; ¿n])Kn folyamatot. Vil¶agos, hogy K(¿n) =

Kn(¿n) minden n index eset¶en. Az ¶all¶³t¶as bizony¶³t¶as¶ahoz el¶eg megmutatni,

hogy az Xn
±
= Â((¿n¡1; ¿n]) folyamatok mindegyike el}orejelezhet}o. VegyÄuk

¶eszre, hogy

Xn = Â([0; ¿n]) ¡ Â([0; ¿n¡1]) ;

¶³gy el¶eg bel¶atni, hogy tetsz}oleges ¿ meg¶all¶asi id}o eset¶en az X
±
= Â([0; ¿ ])

folyamat el}orejelezhet}o. Legyen

Yn(t; !)
±
=

8
<
:

1; ha t · ¿(!)
1 ¡ n(t ¡ ¿(!)); ha ¿(!) < t < ¿(!) + 1=n
0; ha t ¸ ¿(!) + 1=n .

KÄonnyen l¶athat¶o, hogy Yn folytonos ¶es adapt¶alt. Mivel Yn ! X, ez¶ert az X
el}orejelezhet}o. 2

A kÄovetkez}o k¶erd¶es az, hogy mik¶ent m¶odos¶³thatjuk m¶ert¶ekcser¶evel az in-
tenzit¶ast. Ehhez ¶es a k¶es}obbiek meg¶ert¶es¶ehez azonban rÄoviden eml¶ekeztet-
nÄunk kell az ¶ugynevezett Dol¶eans-formul¶ara ¶es tulajdons¶agaira.

Id¶ezzÄuk fel, hogy a szemimarting¶al fogalma tekinthet}o a trend plusz hiba-
tag felbont¶as ¶altal¶anos¶³t¶as¶anak, teh¶at a szemimarting¶alokra a legegyszer}ubb
p¶eld¶aul ¶eppen a sz¶aml¶al¶o folyamatok szolg¶alnak. Term¶eszetes k¶erd¶esk¶ent
merÄul fel, hogy mik¶ent ¶erdemes de¯ni¶alni az exponenci¶alis fÄuggv¶enyt e fo-
lyamatok eset¶eben. Az exponenci¶alis fÄuggv¶eny legfontosabb tulajdons¶aga,
hogy Äonmaga deriv¶altja, ¶am t¶avolr¶ol sem nyilv¶anval¶o, hogy egy sztochasztikus
folyamat eset¶en mik¶ent ¶ertelmezzÄuk a deriv¶alt fogalm¶at. A szemimarting¶alok
speci¶alis eset¶eben viszont egyszer}uen de¯ni¶alhatjuk az integr¶alt7, ¶³gy az ex-
ponenci¶alis fÄuggv¶enyt di®erenci¶al- helyett integr¶alegyenlettel adjuk meg:

7¶Erdemes eml¶ekeztetni arra, hogy sz¶amos szerz}o ¶eppen ¶ugy de¯ni¶alja a szemimarting¶a-
lokat, mint azon folyamatok oszt¶aly¶at, amelyek eset¶en az integr¶al ¶ertelmezhet}o.
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4. De¯n¶³ci¶o. Ha X egy tetsz}oleges szemimarting¶al, akkor az

E(t) = 1 +

Z t

0

E(s¡) dX(s)

sztochasztikus di®erenci¶alegyenlet megold¶as¶at E(X)-szel fogjuk jelÄolni ¶es az
X-hez tartoz¶o exponenci¶alis szemimarting¶alnak fogjuk nevezni.

A szok¶asos di®erenci¶al¶asos jelÄol¶est haszn¶alva a fenti Dol¶eans-egyenletnek
is nevezett kifejez¶es dE = E¡dX alakban ¶³rhat¶o. VegyÄuk ¶eszre, hogy az ex-
ponenci¶alis szemimarting¶al de¯n¶³ci¶oja ¶eppen arra ¶epÄul, hogy az y = exp(ax)
exponenci¶alis fÄuggv¶eny kiel¶eg¶³ti a dy = (ay) dx kÄozÄons¶eges differenci¶alegyen-
letet. Az egyenlet megold¶as¶at a kÄovetkez}o ¶all¶³t¶as tartalmazza.

5. ¶All¶³t¶as (Dol¶eans-formula). Ha X egy tetsz}oleges szemimarting¶al, akkor
a fenti Dol¶eans-egyenlet rendelkezik egy E(X) m¶odon jelÄolt egy¶ertelm}u meg-
old¶assal, amelyre teljesÄulnek a kÄovetkez}oek:

1. Ha az X v¶eges v¶altoz¶as¶u, akkor az E(X) is v¶eges v¶altoz¶as¶u.
2. Ha az X lok¶alis marting¶al, akkor az E(X) is lok¶alis marting¶al.
3. Az E(X) fel¶³rhat¶o a kÄovetkez}o formul¶aval:

E(X) = exp
¡
X ¡ X(0) ¡ 1

2
[X]c

¢Y
(1 + ¢X) exp(¡¢X) :

¶Erdemes ism¶et n¶eh¶any kieg¶esz¶³t}o megjegyz¶est tennÄunk, ugyanis a for-
mula els}o r¶an¶ez¶esre tal¶an nehezen ¶attekinthet}o. A kifejez¶es tartalm¶anak
meg¶ert¶es¶ehez gondoljunk arra, hogy a kÄozgazdas¶agtanban az exponenci¶alis
fÄuggv¶enyt els}osorban a bankbet¶etek alakul¶as¶anak le¶³r¶as¶ara szok¶as haszn¶alni.
Az egyszer}u interpret¶aci¶o c¶elj¶ab¶ol teh¶at tegyÄuk fel, hogy X a kamatl¶abak
folyamata, E (X) pedig az induk¶alt bankbet¶et alakul¶as¶at adja meg. Az
X folyamat felbonthat¶o egy folytonos r¶esz ¶es a ¢X m¶odon jelÄolt ugr¶asok
Äosszeg¶ere. Az exponenci¶alis fÄuggv¶eny az Äosszegeket szorzatba viszi, ebb}ol
kÄovetkez}oen az addit¶³v ugr¶asok hat¶asa az exponenci¶alis fÄuggv¶enyben multi-
plikat¶³v alakban jelentkezik. Az E(X) formula k¶et r¶eszre bonthat¶o, melyek
kÄozÄul val¶osz¶³n}uleg a m¶asodik tag ¶attekint¶ese egyszer}ubb, ahol a

Q
szimb¶olum

¶ertelemszer}uen azt jelenti, hogy az (1 + ¢X) exp(¡¢X) tagokat minden e-
setben az adott t id}opontig Äossze kell szorozni. Az exp(¡¢X) kifejez¶eseket
az¶ert szerepeltetjÄuk az 1 +¢X tagokkal egyÄutt, mert ezek n¶elkÄul esetlegesen
a szorzat nem lenne konvergens. Ha azonban ett}ol eltekintÄunk, vagyis ha
feltesszÄuk, hogy a szorzat ezek n¶elkÄul is konvergens, tov¶abb¶a az exp(¡¢X)
tagokat ¶atvisszÄuk az exponenci¶alis fÄuggv¶enybe, akkor a kitev}oben szerepl}o
negat¶³v jel miatt az ugr¶asok levonhatjuk az X-b}ol ¶es ilyenkor az exp(x) ex-
ponenci¶alis fÄuggv¶enyben a folyamat folytonos r¶esze szerepel, m¶³g a produk-
tumban pedig csak az 1 + ¢X ugr¶asok szorzata marad. Ez teljesen anal¶og
avval, hogy ha adott az ri kamatl¶abak egy sorozata, akkor a kamatos kamat
szab¶alya szerint a bet¶et adott id}oszakban val¶o nÄovekm¶enye ¶eppen

Q
i(1+ri),

vagyis diszkr¶et sorozat eset¶en az exponenci¶alis fÄuggv¶enyt a kamatos kamat
szab¶aly¶anak megfelel}oen kell sz¶amolni.
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J¶oval fog¶osabb az els}o tag intuit¶³v tartalm¶anak meg¶ert¶ese. Az el}oz}oek
alapj¶an legyen teh¶at az X egy folytonos folyamat. Ebben az esetben az
egyetemi tananyagban is szerepl}o Itô-kalkulus szab¶alyai alkalmazand¶oak, ¶am
att¶ol m¶eg, hogy egy folyamat folytonos, nem biztos, hogy deriv¶alhat¶o is. Ha
az X folyamatot kis dX folyamatok Äosszegek¶ent k¶epzeljÄuk el, akkor egy ilyen
nÄovekm¶enyen a hagyom¶anyos exp(x) exponenci¶alis fÄuggv¶eny in¯nitezim¶alisan
az 1 + dX hat¶ast gyakorolja, felt¶eve, hogy a m¶asodrend}u 1=2(dX)2 tag m¶ar
el¶eg kicsi, mely akkor teljesÄul, ha X deriv¶alhat¶o. Ha nem ez a helyzet, akkor
az exp(x) exponenci¶alis fÄuggv¶eny hat¶asa

1 + dX +
1

2
(dX)2

lesz, felt¶eve, hogy m¶ar a harmadrend}u tag el¶eg kicsi. Az Itô-kalkulus ¶erdemi
¶eszrev¶etele ¶eppen az, hogy nincsen szÄuks¶eg a harmadrend}u tagokra, el¶eg a
m¶asodrend}u korrekci¶ot alkalmazni. Ez m¶ask¶eppen fogalmazva azt jelenti,
hogy a hagyom¶anyos exp(x) exponenci¶alis fÄuggv¶eny a sztochasztikus E(X)
transzform¶aci¶ohoz k¶epest az 1=2(dX)2 taggal ,,t¶ull}o a c¶elon", ugyanis p¶eld¶aul
a kamatl¶ab hat¶asa a bankbet¶etre tov¶abbra is term¶eszetesen 1+dX szorz¶ok¶ent
jelentkezik. Ha a hagyom¶anyos exponenci¶alis fÄuggv¶ennyel akarjuk kifejezni a
sztochasztikus exponenci¶alis transzform¶aci¶ot, akkor ezt a tagot le kell vonni.
Mivel az X folyamat a dX nÄovekm¶enyek Äosszege, ¶³gy az exponenci¶alis fÄugg-
v¶eny ezek szorzata:

E(X) = exp
¡
X ¡ X(0) ¡ 1

2

X
(dX)2

¢
;

ahol a
P

(dX)2 tag a m¶asodrend}u megv¶altoz¶asok Äosszege, amit kvadratikus
vari¶aci¶onak szok¶as nevezni ¶es [X] m¶odon szok¶as jelÄolni8.

A Dol¶eans-formula ismeret¶eben t¶erjÄunk vissza a m¶ert¶ekcsere k¶erd¶es¶ehez.

6. T¶etel. Legyen N egy intenzit¶assal rendelkez}o sz¶aml¶al¶o folyamat ¶es jelÄolje
(¿k) az N ugr¶asainak id}opontj¶at, valamint legyen

M(t)
±
= N(t) ¡

Z t

0

¸s ds

a kompenz¶alt sz¶aml¶al¶o folyamat. Ha ' ¸ 0 egy olyan el}orejelezhet}o folyamat,
amelyre

R t

0
¸s's ds < 1, akkor a

Z(t)
±
= exp

³Z t

0

(1 ¡ 's)¸s ds
´ Y

¿i·t

'(¿i) ;

folyamat lok¶alis marting¶al. Ha a Z egyenletesen integr¶alhat¶o marting¶al, akkor
a dQ=dP

±
= Z(1) m¶ert¶ekcsere ut¶an az N intenzit¶asa ¸' lesz9.

8Az eredeti k¶epletben szerepl}o c fels}o index arra utal, hogy a folytonos r¶esz¶et kell venni
az X kvadratikus vari¶aci¶oj¶anak.

9A t¶etel tekinthet}o a klasszikus Girszanov-t¶etel ¶altal¶anos¶³t¶as¶anak. A probl¶ema pontosan
ugyanaz, mint a klasszikus esetben.
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A bizony¶³t¶as ugyan a Dol¶eans-formula kÄozvetlen kÄovetkezm¶enye ¶es egysze-
r}u sz¶amol¶assal megkaphat¶o, ¶am ism¶etelten nem szÄuks¶eges a dolgozat tov¶abbi
gondolatmenet¶enek meg¶ert¶es¶ehez. Amit fontos l¶atni az a kÄovetkez}o: a t¶etel
egy m¶odszert tartalmaz arra n¶ezve, hogy mik¶ent lehet egy adott intenzit¶ashoz
megkeresni a hozz¶a tartoz¶o m¶ert¶eket. Ha egy N folyamat intenzit¶as¶at ki
akarjuk cser¶elni egy ¸' folyamatra, akkor a ' folyamatnak k¶et felt¶etelt kell
teljes¶³tenie: egyr¶eszt a ¸' folyamatnak szintaktikusan helyesnek kell lennie,
hiszen ha az

R t

0
¸s's ds integr¶al nem v¶eges, akkor de¯n¶³ci¶o szerint a ¸' nem

lehet intenzit¶as. Ez a dolog kev¶esb¶e ¶erdekes r¶esze. Ugyanakkor a t¶etelben
szerepl}o Z kifejez¶esnek bizonyos korl¶atoz¶o felt¶eteleknek is eleget kell tennie,
azaz nem minden szintaktikusan megfelel}o ¸' folyamat lehet intenzit¶as. A
t¶etelben szerepl}o felt¶etelt legegyszer}ubben akkor tudjuk teljes¶³teni, ha a Z
folyamat korl¶atos. Ha a ' kicsi (p¶eld¶aul kisebb mint egy), akkor a szorzat
gyorsan konverg¶al ¶es korl¶atos lesz, de ilyenkor az integr¶al alatt szerepl}o 1¡'
tag nagy lesz, legal¶abbis pozit¶³v, ¶³gy az integr¶alr¶ol nem tudjuk, hogy korl¶atos
lesz vagy sem. A t¶etel teh¶at a lehets¶eges p¶eld¶ak konstru¶al¶as¶anak neh¶ezs¶egeit
mutatja be.

A formula meg¶ert¶es¶ehez legyen N egy Poisson-folyamat ¸s ´ ¸ konstans
intenzit¶asparam¶eterrel. A Z nemnegat¶³v lok¶alis marting¶al, ¶³gy szupermar-
ting¶al, kÄovetkez¶esk¶eppen ha nem veszti a v¶arhat¶o ¶ert¶eket, akkor val¶odi mar-
ting¶al. Legyen ' egy tetsz}oleges nemnegat¶³v konstanst, ekkor:

E(Zt) = E
³
exp

³Z t

0

(1 ¡ 's)¸s ds
´ Y

¿i·t

'(¿i)
´

=

= E(exp(¸t ¡ t'¸)'N ) = exp(¸t ¡ t'¸)
nX

k=0

'k (¸t)k

k!
exp(¡¸t) =

= exp(¸t ¡ t'¸) exp('¸t) exp(¡¸t) = 1 :

Alkalmas m¶ert¶ekcser¶evel teh¶at a Poisson-folyamat intenzit¶asa b¶armilyen po-
zit¶³v ¶ert¶ekre kicser¶elhet}o. KÄovetkez¶esk¶eppen a statisztikailag meg¯gyelt in-
tenzit¶as nem ad haszn¶alhat¶o inform¶aci¶ot a kock¶azatsemleges m¶ert¶ek alatt.

Bizony¶³t¶as. VezessÄuk be az

U(t)
±
=

Z t

0

('s ¡ 1) dM(s) =

Z t

0

('s ¡ 1) dN(s) ¡
Z t

0

('s ¡ 1)¸s ds

folyamatot. Els}o l¶ep¶esk¶ent vegyÄuk ¶eszre, hogy Z ¶eppen a

Z(t) = 1 +

Z t

0

Z(s¡) dU(s)

Dol¶eans-egyenlet megold¶asa. Val¶oban, mivel az U korl¶atos v¶altoz¶as¶u, ez¶ert
a Dol¶eans-formul¶aban szerepl}o kvadratikus vari¶aci¶os tag nulla. Az U ugr¶asai
teh¶at megegyeznek az

R t

0
('s ¡1) dN(s) ugr¶asaival, amelyek ¶eppen a '(¿k)¡1

kifejez¶esek. KÄonnyen l¶athat¶o, hogy a
Q

exp(¡¢U) szorzata ¶eppen az

exp
³
¡

Z t

0

('s ¡ 1) dN(s)
´
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kifejez¶es. Ezt be¶³rva az im¶ent tett megjegyz¶es m¶ar evidens. Mivel a ' el}ore-
jelezhet}o, ez¶ert tetsz}oleges C el}orejelezhet}o folyamat eset¶en

E
³Z 1

0

Cs('s ¡ 1) dN
´

= E
³Z 1

0

Cs('s ¡ 1)¸s ds
´

;

amib}ol kÄovetkezik, hogy az
R t

0
('s ¡ 1) dN(s) folyamat kompenz¶atora ¶eppenR t

0
('s¡1)¸s ds lesz. KÄovetkez¶esk¶eppen az U lok¶alis marting¶al, ¶³gy a Dol¶eans-

formula miatt a Z is lok¶alis marting¶al.
V¶egezetÄul sz¶amoljuk ki az ¶uj kompenz¶atort. Mik¶ent az Artzner{Delbaen

t¶etel bizony¶³t¶asakor l¶attuk, az ¶uj m¶ert¶ek alatt a kompenz¶ator ¸K=Z lesz.
Hat¶arozzuk meg a K folyamatot. Ha a Z egyenletesen integr¶alhat¶o, akkor
minden n-re a meg¶all¶asi opci¶okr¶ol sz¶ol¶o t¶etel miatt

E(Z j F¿n¡) = E(E(Z j F¿n
) j F¿n¡) = E(Z(¿n) j F¿n¡) = Z(¿n) ;

ahol kihaszn¶altuk, hogy mivel a ' el}orejelezhet}o, ¶³gy minden ¿k · ¿n eset¶en
a '(¿k) m¶erhet}o az F¿n¡ ¾-algebr¶ara n¶ezve. De mik lesznek a bizony¶³t¶asban
szerepl}o Kn fÄuggv¶enyek? KÄonnyen l¶athat¶o, hogy a

Kn(t)
±
= exp

³Z t

0

(1 ¡ 's)¸s ds
´ n¡1Y

k=1

'(¿k)'(t)Â(t > ¿n¡1)

fÄuggv¶eny adapt¶alt ¶es balr¶ol folytonos, ¶³gy teh¶at el}orejelezhet}o ¶es ez¶ert v¶alaszt-
hat¶o Kn fÄuggv¶enynek. A K konstrukci¶oj¶ab¶ol, illetve abb¶ol, hogy a [¿n¡1; ¿n)
szakaszokon a

Q
¿i·t '(¿i) kifejez¶es konstans, l¶athat¶o, hogy K=Z = '. 2

3 Dupl¶an sztochasztikus folyamatok

Az intenzit¶assal rendelkez}o sz¶aml¶al¶o folyamatok fontos aloszt¶aly¶at alkotj¶ak
a dupl¶an sztochasztikus folyamatok.

7. De¯n¶³ci¶o. Legyen N egy sz¶aml¶al¶o folyamat ¶es legyen (Ft) a hozz¶a tartoz¶o
¯ltr¶aci¶o. Ha az (Ft) egy alkalmas (Gt) r¶esz¯ltr¶aci¶oj¶ara l¶etezik egy ¸s ¸ 0
progressz¶³ven m¶erhet}o, a (Gt) ¯ltr¶aci¶ora adapt¶alt folyamat, hogy minden s < t
¶es k = 0; 1; . . . eset¶en

P(Nt ¡ Ns = k j Fs _ Gt) =

¡R t

s
¸u du

¢k

k!
exp

³
¡

Z t

s

¸u du
´

;

akkor azt mondjuk, hogy az N folyamat dupl¶an sztochasztikus.

A dupl¶an sztochasztikus folyamatok oszt¶alya ¶ertelemszer}uen a Poisson-
folyamatok oszt¶aly¶at ¶altal¶anos¶³tja. Poisson-folyamat eset¶en az intenzit¶as
konstans, dupl¶an sztochasztikus folyamat eset¶en ,,majdnem" konstans. Ter-
m¶eszetesen a de¯n¶³ci¶ob¶ol nem evidens, hogy a dupl¶an sztochasztikus folyam-
atok val¶oban az intenzit¶assal rendelkez}o folyamatok egy aloszt¶aly¶at alkotj¶ak.
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A de¯ni¶al¶o egyenletet k-val beszorozva, majd Äosszegezve ¶es a Poisson-eloszl¶as
v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶enek k¶eplet¶et haszn¶alva viszont azonnal l¶athat¶o, hogy

E(Nt ¡ Ns j Fs _ Gt) =

Z t

s

¸u du :

Mind a k¶et oldalon az Ft szerint felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶eket v¶eve ¶es kihaszn¶alva,
hogy a ¸ progressz¶³ven m¶erhet}o volta miatt az integr¶al adapt¶alt marad:

E(Nt ¡ Ns j Fs) = E(

Z t

s

¸u du j Fs) =

Z t

s

¸u du ;

amib}ol { az eredeti (¿k) meg¶all¶asi id}oket lokaliz¶aci¶os sorozatk¶ent haszn¶alva {

vil¶agos, hogy az N(t) ¡ R t

0
¸u du lok¶alis marting¶al.

A dupl¶an sztochasztikus folyamatok nagy el}onye, hogy ilyenkor az Äossze-
tett folyamat eloszl¶as¶anak Laplace-transzform¶altja az intenzit¶as seg¶³ts¶eg¶evel
sz¶amolhat¶o. Legyen (»k) az egyes vesztes¶egek nagys¶aga, melyekr}ol tegyÄuk
fel, hogy azonos eloszl¶as¶uak, tov¶abb¶a fÄuggetlenek egym¶ast¶ol ¶es az ugr¶asok
id}opontj¶at megad¶o N folyamatt¶ol. Az alapvet}o k¶erd¶es a kÄovetkez}o: mi lesz az

X(t)
±
=

PN(t)
k=1 »k Äosszetett folyamat eloszl¶asa? Mivel az eloszl¶as kÄozvetlenÄul

nem sz¶amolhat¶o, ¶³gy a szok¶asos elj¶ar¶as, hogy az Äosszetett folyamat Laplace-
transzform¶altj¶at hat¶arozzuk meg. JelÄolje H az ugr¶asok kÄozÄos eloszl¶as¶anak
Laplace-transzform¶altj¶at ¶es legyen Ã(u) = 1 ¡ H(u). Ha az N dupl¶an
sztochasztikus, akkor a de¯n¶³ci¶ob¶ol, illetve a teljes v¶arhat¶o ¶ert¶ek t¶etelb}ol
kÄovetkez}oen:

Lt(u) = E
¡
exp(¡uX(t))

¢
= E

³
exp

¡
¡u

N(t)X

k=1

»k

¢´
=

= E
³
E

³
exp

¡
¡u

N(t)X

k=1

»k

¢
j N(t) = n

´´
=

= E
³
E

³
exp

¡¡u
nX

k=1

»k

¢ j N(t) = n
´´

=

= E
¡
HN(t)(u)

¢
= E

³
E

¡
HN(t)(u) j Gt

¢´
=

= E
³ 1X

n=0

Hn(u)

¡R t

0
¸s ds

¢n

n!
exp

¡
¡

Z t

0

¸s ds
¢´ ±

=

±
= E

³
exp

¡
¡Ã(u)

Z t

0

¸s ds
¢´

:

A baj csak az, hogy az ekvivalens m¶ert¶ekcsere sor¶an a dupl¶an sztochasztikus
jelleg nem marad meg. Mit lehet mondani ¶altal¶aban az intenzit¶asalap¶u mo-
dellekre?
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4 Egy m¶ert¶ekcsere

A kÄovetkez}okben megvizsg¶aljuk, hogyan sz¶amolhat¶o ki az Äosszetett

X (t)
±
=

N(t)X

k=1

»k

folyamat kompenz¶atora tetsz}oleges intenzit¶asalap¶u modell eset¶en. Ismert,
hogy az ¶ugynevezett lok¶alisan integr¶alhat¶o folyamatoknak l¶etezik kompenz¶a-
tora, ¶³gy ahhoz teh¶at, hogy besz¶elhessÄunk az Äosszetett folyamat kompenz¶a-
tor¶ar¶ol, az ugr¶asok nagys¶ag¶anak v¶eges v¶arhat¶o ¶ert¶ekkel kell rendelkeznie. A
tov¶abbiakban feltesszÄuk, hogy a (»k) ugr¶asok nagys¶aga azonos eloszl¶as¶u, ¶es
az ugr¶as mindenkori nagys¶aga fÄuggetlen a folyamat m¶ultj¶at¶ol. Ezt form¶alisan
¶ugy de¯ni¶aljuk, hogy minden k indexre a »k ugr¶as fÄuggetlen az F¿k¡ ¾-al-
gebr¶at¶ol. Az F¿k¡ szok¶asos interpret¶aci¶oja, hogy a ¿k v¶eletlen id}opont el}ott
bekÄovetkez}o esem¶enyek halmaza. Ugyanakkor, mivel az Äosszetett folyamat-
nak adapt¶altnak kell lenni, a »k = ¢X(¿k) m¶erhet}o az F¿k

-ra, ¶³gy miel}ott
tov¶abbhaladhatn¶ank, be kell l¶atnunk, hogy e felt¶etel nem mond ellent az
el}obbi kÄovetelm¶enyÄunknek.

Az Äosszetett folyamatra az alapeset, amikor a ¯ltr¶aci¶o ¶eppen a folyamat
¶altal de¯ni¶alt kanonikus ¯ltr¶aci¶o ¶es a »k ugr¶asok egym¶ast¶ol ¶es az N sz¶aml¶al¶o
folyamatt¶ol is fÄuggetlenek. Az F¿k¡ ¾-algebr¶anak a kor¶abban eml¶³tettel egyik
ekvivalens de¯n¶³ci¶oja szerint az F¿k¡ azon legsz}ukebb ¾-algebra, amelyet az
F0 ¶es az olyan A halmazok gener¶alnak, amelyek el}o¶all¶³that¶oak A = F \
ft < ¿kg m¶odon, ahol F 2 Ft. Egy ¾-algebr¶at¶ol val¶o fÄuggetlens¶eg igazol¶as¶a-
hoz el¶eg megmutatni a ¾-algebr¶at gener¶al¶o halmazokt¶ol val¶o fÄuggetlens¶eget.
A kanonikus esetben az X(0) = 0 miatt F0 = f ;; g, amely nyilv¶an fÄuggetlen
a »k-t¶ol. Ha F 2 Ft; akkor a gener¶alt ¾-algebra de¯n¶³ci¶oja alapj¶an alkalmas
sk · t sorozatra ¶es B µ IR1 Borel-halmazra F = (X(s1);X(s2); . . .)

¡1 (B).
Ebb}ol kÄovetkez}oen az A \ ft < ¿kg halmaz eleme a »1; »2; . . . ; »k¡1 ¶es az N
¶altal gener¶alt ¾-algebr¶anak, ami fÄuggetlen a »k-t¶ol.

8. Lemma. Ha a (»k) ugr¶asok kÄozÄos eloszl¶as¶anak van M v¶arhat¶o ¶ert¶eke,

akkor az X
±
=

PN(t)
k=1 »k Äosszetett folyamatnak is van kompenz¶atora, amely

¶eppen Xp = M ¢ Np.

A lemma interpret¶aci¶oja ism¶et igen k¶ezenfekv}o: a teljes k¶arfolyamatban
¯gyelembe kell venni a k¶aresem¶enyek gyakoris¶ag¶at ¶es nagys¶ag¶at. Az Äosszetett
folyamat kompenz¶atora ¶eppen a gyakoris¶agi folyamat kompenz¶atora szorozva
az ¶atlagos k¶ar nagys¶ag¶aval.

Bizony¶³t¶as. A v¶arhat¶o ¶ert¶ek l¶etez¶ese miatt az X szint¶en lok¶alisan
integr¶alhat¶o, vagyis eleme az Aloc t¶ernek, ¶³gy teh¶at l¶etezik kompenz¶atora.
A felt¶etelezett fÄuggetlens¶eg miatt a »n ugr¶as fÄuggetlen az F¿n¡ ¾-algebr¶at¶ol.
Tetsz}oleges C ¸ 0 el}orejelezhet}o folyamat eset¶en, felhaszn¶alva, hogy a C (¿k)

� 
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m¶erhet}o az F¿k¡ esem¶enyt¶erre:

E
³Z 1

0

Cs dXs

´
= E

³ 1X

k=1

C(¿k)»k

´
=

1X

k=1

E(C(¿k)»k) =

=
1X

k=1

E
¡
E(C(¿k)»k j F¿k¡)

¢
=

=
1X

k=1

E
¡
C(¿k)E(»k j F¿k¡)

¢
=

=
1X

k=1

E
¡
C(¿k)E(»k)

¢
= M ¢ E

³Z 1

0

Cs dNs

´
=

= M ¢ E
³Z 1

0

Cs dNp
s

´
;

amib}ol a lemma m¶ar evidens. 2

9. ¶All¶³t¶as. TegyÄuk fel, hogy az Np kompenz¶ator folytonos. VezessÄuk be a

ºi
±
= 1 ¡ exp(¡u»i), V

±
=

PN(t)
k=1 ºk, valamint U

±
= V p ¡ V jelÄol¶eseket. A

Z
±
= exp(Ã(u) ¢ Np ¡ u ¢ X)

folyamat fel¶³rhat¶o Z = E(U) m¶odon, kÄovetkez¶esk¶eppen a Z egy lok¶alis martin-
g¶al. Ha valamely T id}opontban E(exp(Np(T ))) < 1, akkor a Z egyenletesen
integr¶alhat¶o marting¶al a [0; T ] id}ointervallumon.

Bizony¶³t¶as. Eml¶ekeztetÄunk, hogy de¯n¶³ci¶o szerint a Z = E(U) egyenl}o-
s¶eg azt jelenti, hogy a Z ¶eppen az egyetlen megold¶asa a

Z = 1 + Z¡ ² U

egyenletnek. A Dol¶eans-formula szerint (felhaszn¶alva, hogy az Np folytonos,
tov¶abb¶a az el}oz}o lemma miatt V p = Ã(u) ¢ Np):

E(U) = exp(U ¡ U(0) ¡ [U ]c)
Y

(1 + ¢U) exp(¡¢U) =

= exp(V p ¡ V )
Y

(1 ¡ ¢V ) exp(¢V ) =

= exp(V p)
Y

(1 ¡ ºi¢N) =

= exp(V p)
Y

(1 ¡ (1 ¡ exp(¡u»i))¢N) =

= exp(V p) exp(¡uX) = exp(V p ¡ uX) =

= exp(Ã(u)Np ¡ uX)
±
= Z :

Az U lok¶alis marting¶al volt¶ab¶ol kÄovetkez}oen a Z szint¶en lok¶alis marting¶al.
Mivel pedig 0 · Ã(u) · 1, ez¶ert

0 · exp(Ã(u)Np ¡ uX) · exp(Np) · exp(Np(T )) :
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A major¶alt konvergencia t¶etel kÄozvetlen alkalmaz¶as¶ab¶ol az ¶all¶³t¶as m¶ar kÄovet-
kezik. 2

Tetsz}oleges u eset¶en a Z (T ) tekinthet}o a [0; T ] id}oszakaszra megszor¶³tott
folyamatokra egy m¶ert¶ekcsere s}ur}us¶egfÄuggv¶eny¶enek. JelÄoljÄuk a tov¶abbiakban
ezt a m¶ert¶eket Pu-val, az alatta vett v¶arhat¶o ¶ert¶eket pedig Eu-val. A Z (T )
de¯n¶³ci¶oja alapj¶an kÄonnyen l¶athat¶o, hogy

Lt(u) = E(exp(¡uX(t))) = Eu(exp(¡Ã(u)Np(t))) =

= Eu
³
exp

¡
¡Ã(u)

Z t

0

¸s ds
¢´

;

azaz a m¶ert¶ekcsere seg¶³ts¶eg¶evel (a dupl¶an sztochasztikus folyamatok eset¶eben
l¶atottakhoz hasonl¶oan) tetsz}oleges intenzit¶assal rendelkez}o sz¶aml¶al¶o folyamat
Laplace-transzform¶altj¶at is ki tudjuk fejezni az intenzit¶as seg¶³ts¶eg¶evel.

Az ¶altal¶anos Girszanov-t¶etel miatt, ha az M egy lok¶alis marting¶al, akkor
az M ¡ Z¡1 ² [Z; M ] szint¶en lok¶alis marting¶al az ¶uj m¶ert¶ek alatt. Mivel a
Z korl¶atos v¶altoz¶as¶u, ez¶ert ha az M folytonos, akkor a [Z; M] = 0: Ebb}ol
kÄovetkez}oen a m¶ert¶ekcsere nem ¶erinti a folytonos lok¶alis marting¶alokat, ¶³gy
p¶eld¶aul nem v¶altozik a Wiener-folyamatok oszt¶alya sem.

10. ¶All¶³t¶as. TegyÄuk fel, hogy az Np folytonos. Az N kompenz¶atora az ¶uj
m¶ert¶ek alatt H(u) ¢ Np alak¶u, ahol Np tov¶abbra is az N kompenz¶atora az
eredeti m¶ert¶ek alatt, a kor¶abbiakhoz hasonl¶oan pedig H(u) jelÄoli az ugr¶asok
eloszl¶as¶anak Laplace-transzform¶altj¶at az eredeti m¶ert¶ek alatt. Legyen g ¸ 0

egy Borel-m¶erhet}o fÄuggv¶eny ¶es legyen Y
±
=

PN(t)
k=1 g(»k). TegyÄuk fel, hogy

a (g(»k)) ugr¶asoknak van kÄozÄos M v¶arhat¶o ¶ert¶eke, ¶³gy az Y -nak van kom-
penz¶atora az eredeti m¶ert¶ek alatt. Ha

M(u)
±
= EP(g(»k) exp(¡u ¢ »k)) ;

akkor az Y kompenz¶atora az ¶uj m¶ert¶ek alatt Y p = M (u) ¢ Np.

Bizony¶³t¶as. Meg kell mutatni, hogy a

K
±
= (Y ¡ M(u) ¢ Np) ¢ Z

lok¶alis marting¶al az eredeti m¶ert¶ek alatt. A parci¶alis integr¶al¶as formul¶aja
alapj¶an

K = (Y ¡ M(u) ¢ Np)¡ ² Z + Z¡ ² (Y ¡ M(u) ¢ Np) + [Z;Y ¡ M(u) ¢ Np] :

A Z de¯n¶³ci¶oja alapj¶an, felhaszn¶alva, hogy az Np folytonos, Z pedig v¶eges
v¶altoz¶as¶u

[Z; Y ¡ M(u) ¢ Np] = [Z¡ ² (V p ¡ V ); Y ] = ¡[Z¡ ² V; Y ] = ¡Z¡ ² [V;Y ] :

Az integr¶ator kompenz¶atora az eredeti m¶ert¶ek alatt

[V;Y ]p =
³X

g(»i)(1 ¡ exp(¡u ¢ »i))¢N
´p

= (M ¡ M(u)) ¢ Np :
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KÄovetkez¶esk¶eppen

K = (Y ¡ M(u) ¢ Np)¡ ² Z + Z¡ ² (Y ¡ M(u) ¢ Np) ¡ Z¡ ² [V;Y ] =

= (Y ¡ M(u) ¢ Np)¡ ² Z + Z¡ ² (Y ¡ M ¢ Np) +

+ Z¡ ² ((M ¡ M(u)) ¢ Np ¡ [V; Y ]) ;

ami lok¶alis marting¶al, ugyanis mind a h¶arom integr¶alban az integr¶ator lok¶alis
marting¶al az eredeti m¶ert¶ek alatt. Ha g ´ 1, akkor a t¶etel m¶asodik fel¶eb}ol
kÄovetkezik az els}o. 2

Ha g = ÂB ; akkor a kompenz¶ator

Y p =
E(Â(» 2 B) exp(¡u»))

E(exp(¡u»))
E(exp(¡u»)) ¢ Np

m¶odon is ¶³rhat¶o. Ilyenkor pedig az

E(Â(» 2 B) exp(¡u»))

E(exp(¡u»))

kifejez¶es tekinthet}o egy val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶eknek, a szorzat m¶asodik tagja pe-
dig ¶eppen az N kompenz¶atora az ¶uj m¶ert¶ek alatt. A formula teh¶at form¶alisan
eml¶ekeztet a kor¶abbi lemm¶aban szerepl}o kifejez¶esre, ¶am nem tudjuk, hogy a
m¶ert¶ekcsere ut¶an az Äosszetett eloszl¶asra alkalmazhat¶o lesz-e a lemma gon-
dolatmenete, ugyanis k¶erd¶eses, hogy az azonos eloszl¶asra ¶es a fÄuggetlens¶egre
tett felt¶etelek ¶erv¶enyben maradnak-e. A kÄovetkez}okben a c¶elunk ¶eppen az,
hogy megmutassuk e felt¶etelek fenn¶all¶as¶at az ¶uj m¶ert¶ek alatt is, ehhez viszont
az el}obbiekben bizony¶³tott ¶all¶³t¶as jelenti a kiindul¶opontot.

11. ¶All¶³t¶as. TegyÄuk fel, hogy az Np folytonos. Ha » az ugr¶asok kÄozÄul az
egyik, akkor

Pu(» 2 B)
±
=

EP(Â(» 2 B) exp(¡u»))

H(u)
;

vagyis az eml¶³tett m¶ert¶ek ¶eppen az ugr¶asok eloszl¶asa az ¶uj m¶ert¶ek eset¶en. KÄo-
vetkez¶esk¶eppen az ugr¶asok eloszl¶asa a m¶ert¶ekcsere sor¶an egyform¶an v¶altozik.

Bizony¶³t¶as. JelÄolje M a kifejez¶es jobb oldal¶at. Mivel a jobb oldalon ¶all¶o
kifejez¶es a P alatt sz¶amoland¶o, ez¶ert az ¶ert¶eke minden n eset¶en azonos. JelÄolje
Np az N kompenz¶ator¶at a Pu alatt. Legyen C

±
= Â((¿n¡1; ¿n]). Mivel a C

el}orejelezhet}o, ¶³gy az Y ¶uj m¶ert¶ek alatti kompenz¶ator¶at megad¶o ÄosszefÄugg¶est
haszn¶alva kapjuk, hogy

Pu(»n 2 B) = Eu(ÂB(»n)) = Eu(Y (¿n) ¡ Y (¿n¡1)) =

= Eu
³Z 1

0

Cs dY
´

= Eu
³Z 1

0

Cs dY p
´

=

= M ¢ Eu
³Z 1

0

Cs dNp
´

= M ¢ Eu
³Z 1

0

Cs dN
´

= M :

2
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12. ¶All¶³t¶as. TegyÄuk fel, hogy az Np folytonos. Ekkor az ¶uj Pu m¶ert¶ek alatt
is fenn¶all, hogy a »k fÄuggetlen az F¿k¡ ¾-algebr¶at¶ol.

Bizony¶³t¶as. Nyilv¶an elegend}o megmutatni, hogy »k fÄuggetlen a ¾-
algebr¶at gener¶al¶o halmazrendszert}ol. Legyen teh¶at F egy ilyen halmaz. Ha
F = A \ f¿k > tg, A 2 Ft; tov¶abb¶a

C = Â((¿k¡1; ¿k] \ (t; ¿k]) ¢ ÂA

akkor a C el}orejelezhet}o, mivel adapt¶alt ¶es balr¶ol folytonos. Ez¶ert

Pu(F \ »¡1
k (B)) = Eu(ÂF ÂB(»k)) = Eu(

Z 1

0

Cs dY ) = Eu(

Z 1

0

Cs dY p) =

= Eu
³Z 1

0

EP(ÂB(») exp(¡u»))

H(u)
Cs dNp

´
=

=
EP(ÂB(») exp(¡u»))

H(u)
Eu(

Z 1

0

Cs dN) =

=
EP(ÂB(») exp(¡u»))

H(u)
Eu(ÂF ¢N(¿k)) =

= Pu(»¡1(B)) ¢ Pu(F ) :

Ha F 2 F0; akkor pedig az C = ÂF Â(¿k¡1; ¿k] folyamatra alkalmazva kapjuk
az ¶all¶³t¶ast. 2

5 Alkalmaz¶asi lehet}os¶egek

A matematikai h¶att¶er ¶attekint¶ese ut¶an rÄoviden ismertetjÄuk a sz¶aml¶al¶o folya-
matok felhaszn¶al¶asi lehet}os¶eg¶et a hitelderivat¶³v¶ak modellez¶es¶eben. Els}ok¶ent
a legismertebb portf¶oli¶o hitelderivat¶³va, a szintetikus CDO ¶araz¶asi alapelv¶et
tekintjÄuk ¶at, majd r¶at¶erÄunk a Laplace-transzform¶alt intenzit¶as ¶altal val¶o kife-
jez¶es¶enek jelent}os¶eg¶ere.

Hitelderivat¶³v¶ak modellez¶ese

A szintetikus CDO-k jellemz}oje, hogy az alapul szolg¶al¶o portf¶oli¶ot n darab
egys¶egnyi n¶ev¶ert¶ek}u, T lej¶arat¶u, illetve azonos (tm) pr¶emium¯zet¶esi id}opon-
tokkal rendelez}o CDS alkotja. Egy adott CDO tÄobb kÄulÄonbÄoz}o s¶avb¶ol (m¶as
n¶even tranche-b¶ol) tev}odik Äossze, melyeket az als¶o ¶es fels}o csatlakoz¶asi pontok
hat¶aroznak meg (a tov¶abbiakban ezeket rendre K 2 [0; 1) ¶es K 2 (K; 1]
jelÄoli), s melyek megadj¶ak, hogy az adott tranche-ot v¶alaszt¶o befektet}o a
portf¶oli¶ot ¶er}o vesztes¶eg mekkora szelet¶et kÄoteles t¶er¶³teni. Egy adott tranche
n¶ev¶ert¶eke Kn, ahol K

±
= K ¡ K.

A v¶edelem elad¶oja a rendszeres S nagys¶ag¶u spread-¯zet¶esek mellett a
pr¶emium egy r¶esz¶et a szerz}od¶eskÄot¶eskor el}oleg formj¶aban is megkaphatja, ezt
nevezzÄuk upfront fee-nek, mely kor¶abban els}osorban a legals¶o (jellemz}oen 0
¶es 3% kÄoz¶e es}o equity-nek nevezett) tranche-ot ¶erintette. Az upfront fee-t



Intenzit¶asalap¶u modellez¶es ¶es a m¶ert¶ekcsere 101

G-vel jelÄoljÄuk, s a spread-hez hasonl¶oan a n¶ev¶ert¶ekre vet¶³tve adjuk meg. A
term¶ek p¶enz¶araml¶asa a r¶esztvev}o felek szerint:

² A v¶edelem elad¶oja fedezi a portf¶oli¶oban bekÄovetkez}o vesztes¶egeket a
bekÄovetkez¶es pillanat¶aban, de csak abban az esetben, ha a kumulat¶³v
vesztes¶eg (melyet a kor¶abbiakhoz hasonl¶oan jelÄoljÄon X) az als¶o ¶es fels}o
csatlakoz¶asi pontok ¶altal meghat¶arozott intervallumba esik. A v¶edelem
elad¶oj¶anak szemszÄog¶eb}ol teh¶at az Ut

±
= (Xt ¡ Kn)+ ¡ (Xt ¡ Kn)+

vesztes¶egfolyamat ugr¶asai a m¶ervad¶oak. E ki¯zet¶eseket nevezzÄuk az
adott tranche cs}od¶ag¶anak (Default Leg, DL).

² A v¶edelem vev}oje a szerz}od¶eskÄot¶eskor ki¯zeti a GKn nagys¶ag¶u upfront
fee-t, majd a pr¶emium¯zet¶esek (tm) id}opontjaiban a tranche fenn¶all¶o
n¶ev¶ert¶ekre vonatkoz¶o spread Äosszeg¶et: SCm(Kn ¡ Utm

), ahol Cm a
k¶et pr¶emium¯zet¶es kÄozÄott eltelt id}o (a gyakorlatban erre negyed¶evente
kerÄul sor, ¶³gy Cm ¼ 1=4). E ki¯zet¶eseket nevezzÄuk az adott tranche
pr¶emium ¶ag¶anak (Premium Leg, PL).

Min¶el magasabb az als¶o K csatlakoz¶asi pont, az elad¶o ann¶al kisebb kock¶a-
zatot v¶allal, s ebb}ol kÄovetkez}oen ann¶al kisebb pr¶emiumra sz¶am¶³that. Ennek
oka, hogy els}ok¶ent az als¶obb tranche-ok fogj¶ak fel a vesztes¶egeket, biztons¶agi
h¶al¶ot ny¶ujtva a magasabb csatlakoz¶asi ponton besz¶all¶o elad¶onak. A legals¶o,
equity-nek nevezett K = 0 csatlakoz¶asi pont¶u tranche a legkock¶azatosabb,
hiszen minden felmerÄul}o vesztes¶eget t¶er¶³teni kÄoteles, am¶³g n¶ev¶ert¶eke teljesen
fel nem em¶eszt}odik. ¶Epp e kock¶azatos volt¶ab¶ol fakad, hogy a sztenderdiz¶alt
keresked¶ese az upfront-ja alapj¶an tÄort¶enik rÄogz¶³tett spread mellett, mikÄozben
a magasabb s¶avok eset¶eben a spreadeket jegyezt¶ek rÄogz¶³tett G = 0 upfront
mellett. A v¶als¶ag hat¶as¶ara az ut¶obbi ¶evekben a kock¶azatoss¶ag megugr¶asa
miatt m¶ar a magasabb tranche-ok jegyz¶ese is az upfront alapj¶an tÄort¶ent.

A szerz}od¶eskÄot¶eskor a felek c¶elja egy igazs¶agos S spread meghat¶aroz¶asa,
amihez kÄulÄonbÄoz}o id}opontokban adott vesztes¶eg¶ert¶ekek (mint speci¶alis term¶e-
kek) igazs¶agos ¶ar¶at kellene ismernÄunk. A szok¶asos gyakorlat a marting¶alm¶er-
t¶ekre ¶epÄul}o ¶araz¶as technik¶aj¶anak felhaszn¶al¶asa. Teh¶at a bevezet}o fejezetben
ismertetett elv alapj¶an feltesszÄuk, hogy l¶etezik egy ekvivalens Q m¶ert¶ek, hogy
mind a cs}od¶ag, mind a pr¶emium ¶ag t-beli ¶ert¶eke megkaphat¶o a ki¯zet¶esek
diszkont¶alt ¶ert¶ek¶enek e m¶ert¶ek alatt vett v¶arhat¶o ¶ert¶ekek¶ent:

DLt(K; K) = EQ
³Z T

t

B(t; s) dUs j Ft

´
=

= B(t; T )EQ(UT j Ft) ¡ Ut + r

Z T

t

B(t; s)EQ(Us j Ft) ds

PLt(K;K;G;S) = GKn + S
X

tm¸t

B(t; tm)Cm(Kn ¡ EQ(Utm j Ft)) ;

ahol B(t; s)
±
= exp(¡r(s ¡ t)) a diszkontfaktor. RÄogz¶³tett G upfront fee

mellett a t id}opontbeli igazs¶agos S
±
= St(K; K;G;T ) spread a DLt(K;K) =

PLt(K;K;G;S) egyenlet megold¶asak¶ent kaphat¶o.
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FigyeljÄuk meg, hogy az igazs¶agos spread ¶es upfront fee meghat¶aroz¶asakor
val¶oj¶aban call spread-ek ¶ert¶ek¶et kell meg¶allap¶³tanunk, ahol alapterm¶ekÄul most
nem egy r¶eszv¶eny, hanem az X vesztes¶egfolyamat szolg¶al:

B(t; s)EQ(Us j Ft) = B(t; s)(EQ((Xt ¡Kn)+ j Ft)¡(EQ((Xt¡Kn)+ j Ft) :

Intenzit¶asalap¶u modellek

L¶athat¶o teh¶at, hogy az Äosszetett X folyamat eloszl¶as¶at kell meghat¶aroznunk
a portf¶oli¶o hitelderiat¶³v¶ak ¶araz¶asa kapcs¶an. Az el}oz}oekben eml¶³tettek alapj¶an
ennek szok¶asos gyakorlata a Laplace-transzform¶alt kisz¶am¶³t¶as¶an alapul, s
mint megmutattuk, tetsz}oleges sz¶aml¶al¶o folyamat Laplace-transzform¶altja
megkaphat¶o a kompenz¶ator Pu m¶ert¶ek alatt vett Laplace-transzform¶altjak¶ent:

Lt(u) = E(exp(¡uX(t))) = Eu
³
exp

¡¡Ã(u)

Z t

0

¸s ds
¢´

;

mely form¶alisan megegyezik a z¶er¶okupon kÄotv¶enyek sztochasztikus kamat-
l¶abak melletti ¶ar¶at megad¶o k¶eplettel. ¶Eppen ez az ÄosszefÄugg¶es az, mely az
intenzit¶asalap¶u modellez¶es er}oss¶eg¶et adja: a hitelderivat¶³v¶ak ¶araz¶as¶ahoz al-
kalmazhat¶ov¶a tehetjÄuk a kamatl¶abak irodalm¶anak kiterjedt eredm¶enyeit.

A kamatl¶abmodellek a kidolgozott elm¶eleti h¶att¶er mellett meglep}oen sok
olyan tulajdons¶aggal rendelkeznek, melyek k¶epesek reproduk¶alni a hitelderi-
vat¶³v¶akkal kapcsolatos empirikus meg¯gyel¶eseket, mint amilyen p¶eld¶aul a
bekÄovetkez¶esek gyakoris¶ag¶anak ¶atlaghoz visszah¶uz¶o jellege, illetve a cs}odÄok
klaszterez}od¶es¶enek jelens¶ege.

Legyen p¶eld¶aul X tov¶abbra is az Äosszetett sz¶aml¶al¶o folyamat, melynek
ugr¶asai most a cs}odÄok bekÄovetkez¶esekor realiz¶al¶o vesztes¶eget reprezent¶alj¶ak,
az X ugr¶asait sz¶aml¶al¶o folyamat ¤ intenzit¶asa pedig legyen egy ¸ folyamat
egyszer}u a±n fÄuggv¶enye10, azaz ¸t = R0 + R1¤t. TegyÄuk fel tov¶abb¶a, hogy
a ¸ dinamik¶aj¶at a kÄovetkez}o sztochasztikus di®erenci¶alegyenlet ¶³rja le:

d¸t = ¹(¸t) dt + ¾(¸t) dWt + ± dXt ;

ahol rÄogtÄon l¶athat¶o az Äongerjeszt}o jelleg, hiszen X kor¶abbi realiz¶aci¶oja befo-
ly¶asolja az intenzit¶ast, nevezetesen ¸ minden egyes cs}od eset¶en ugrik. Sz¶a-
m¶³t¶asi szempontb¶ol kedvez}o (¶am a megszor¶³t¶assal egyÄutt is viszonylag b}o)
modelloszt¶alyt kapunk, ha a ¹ ¶es ¾ fÄuggv¶enyekre a±n strukt¶ur¶at t¶etelezÄunk
fel, azaz ¹(x) = ¹0 + ¹1x, ¾2(x) = ¾0 + ¾1x, valamilyen konstans ¹0

¶es ¹1, illetve ¾0 ¶es ¾1 egyÄutthat¶ok mellett. Ekkor ugyanis a j¶ol ismert
Vasicek- ¶es CIR-modellek gondolatmenet¶eb}ol kiindulva rem¶enykedhetÄunk ab-
ban, hogy a Laplace-transzform¶alt megadhat¶o valamilyen kezelhet}o alakban.

10A kiindul¶asul szolg¶al¶o (azaz esetÄunkben a kock¶azatsemleges) m¶ert¶ek alatt ¶elÄunk a
¤t = ¸t felt¶etelez¶essel, azaz R0 = 0 ¶es R1 = 1. A param¶eter szerepeltet¶es¶enek oka, hogy
(mint a kÄovetkez}okben l¶atni fogjuk) el}oszÄor az eredeti m¶ert¶ek alatt vizsg¶ajuk a v¶arhat¶o
¶ert¶ek meghat¶aroz¶as¶at, s csak ezut¶an t¶erÄunk ¶at a Pu alatt vett kifejez¶es kisz¶am¶³t¶as¶ara.
Amint pedig a kor¶abbiakban l¶athattuk, ekkor az intenzit¶as egy konstanssal sk¶al¶az¶odik ¶at,
teh¶at az eredeti folyamat a±n fÄuggv¶enye lesz. ¶Igy a m¶ert¶ekcsere hat¶asa a param¶eterek
v¶altoz¶as¶an keresztÄul v¶alik kÄovethet}ov¶e.
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Az egyszer}us¶eg ¶erdek¶eben egy pillanatra tekintsÄunk el att¶ol a t¶enyt}ol, hogy
a v¶arhat¶o ¶ert¶eket a Pu m¶ert¶ek alatt kell meghat¶aroznunk. Ebben az esetben
a kamatl¶abak a±n lej¶arati szerkezet¶ere (A±ne Term Structure) gondolva az
a sejt¶esÄunk t¶amadhat, hogy az el}orejelezhet}o kompenz¶ator Ã(u) helyen vett
Laplace-transzform¶altja (mely ¶ertelmezhet}o egy z¶er¶okupon kÄotv¶eny ¶arak¶ent)
megadhat¶o az

E
³
exp(¡Ã(u)

Z t

0

¸s ds)
´

= exp
¡
®(0) + ¯(0)¸0

¢

alakban, ahol az ® ¶es ¯ fÄuggv¶enyek analitikusan, vagy legal¶abbis kÄonnyen
kisz¶amolhat¶o form¶aban adottak. Val¶oban, bizonyos technikai felt¶etelek fenn-
¶all¶asa eset¶en a [4] dolgozat eredm¶enyei alapj¶an a fenti v¶arhat¶o ¶ert¶ek el}o¶all
ilyen alakban, az ®, ¯ fÄuggv¶enyeket pedig kÄozÄons¶eges (¶altal¶anos¶³tott Riccati-)
differenci¶alegyenletek megold¶as¶aval kaphatjuk:

@t¯(t) = Ã(u) ¡ ¹1¯(t) ¡ 1

2
¾1¯

2(t) ¡ R1(H(1 ¡ ¯(t)))

@t®(t) = ¹1¯(t) ¡ 1

2
¾0¯

2(t) ¡ R0(H(1 ¡ ¯(t)))

¯(t) = 0; ®(t) = 0 ;

ahol H(u) tov¶abbra is az ugr¶asok Laplace-transzform¶altja a kiindul¶asul szol-
g¶al¶o m¶ert¶ek alatt.

Igen ¶am, de a sz¶amunkra a Pu m¶ert¶ek alatt vett v¶arhat¶o ¶ert¶ek meghat¶aro-
z¶asa a c¶el. Itt v¶alnak fontoss¶a a kor¶abbi fejezet m¶ert¶ekcser¶et vizsg¶al¶o t¶etelei.
Nevezetesen bel¶attuk, hogy a Wiener-folyamatok invari¶ansak a m¶ert¶ekcser¶ere
n¶ezve, a sz¶aml¶al¶o folyamat intenzit¶asa a 10. ¶all¶³t¶as alapj¶an (a konstans H(u)
szorz¶oval) m¶odosul, m¶³g a ugr¶asok eloszl¶asa a 11. ¶all¶³t¶as alapj¶an v¶altozik
meg. Ez alapj¶an minden szÄuks¶eges ismeret a rendelkez¶esÄunkre ¶all, hogy a Pu

m¶ert¶ek alatt alkalmazzuk a v¶arhat¶o ¶ert¶ek meghat¶aroz¶as¶ara szolg¶al¶o ¶all¶³t¶ast.
MindÄossze arra kell ¯gyelnÄunk, hogy az eredeti R0 = 0 ¶es R1 = 1 helyett
az R0 = 0 ¶es R1 = H(u) param¶etereket haszn¶aljuk Äosszhangban a sz¶aml¶al¶o
folyamat ¶uj intenzit¶as¶aval, a fenti di®erenci¶alegyenletekben szerepl}o Laplace-
transzform¶altat pedig m¶ar az ¶uj Pu m¶ert¶ek alatt kell vennÄunk.

6 ÄOsszefoglal¶as

A dolgozatban rÄoviden ¶attekintettÄuk az intenzit¶asalap¶u modellez¶es matema-
tikai p¶enzÄugyi probl¶em¶ait. Mik¶ent hangs¶ulyoztuk, a biztos¶³t¶asmatematik¶aval
szemben a p¶enzÄugyi elm¶eletben a k¶aresem¶enyekb}ol sz¶armaz¶o Äosszetett vesz-
tes¶egfolyamat eloszl¶as¶anak meghat¶aroz¶asakor olyan m¶odszereket szabad csak
haszn¶alni, amelyek robusztusak az alapul vett m¶ert¶ekcser¶ere ¶es a modell fel-
¶³r¶asakor csak igen korl¶atozottan t¶amaszkodhatunk az alapul vett k¶arfolyama-
tok konkr¶etan meg¯gyelt statisztikai tulajdons¶agaira, ugyanis az ¶araz¶askor
haszn¶alt m¶odszerek csak form¶alisan eml¶ekeztetnek a klasszikus elj¶ar¶asra. Az
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itt t¶argyalt m¶odszer l¶enyege, hogy a p¶enzÄugyi elm¶eletben j¶ol kidolgozott ka-
matl¶abmodellekkel tetsz}oleges m¶ert¶ek alatt kÄozvetlenÄul kisz¶amolhatjuk az
Äosszetett k¶arfolyamat Laplace-transzform¶altj¶at. A Laplace-transzform¶alt in-
vert¶al¶as¶aval m¶ar a kÄozismert (a biztos¶³t¶asmatematik¶aban is haszn¶alt) m¶odon
az Äosszetett vesztes¶egfolyamat kock¶azatsemleges m¶ert¶ek melletti eloszl¶asa is
kisz¶amolhat¶o. A m¶odszer el}onye, hogy robusztus ¶es minim¶alis matematikai
el}ofelt¶etelre ¶epÄul, tov¶abb¶a kÄozvetlenÄul felhaszn¶alhat¶ov¶a teszi a kamatl¶abmo-
dellek irodalm¶at, illetve az ezen a terÄuleten felhalmozott jelent}os ismereteket.
A m¶odszer h¶atr¶anya, hogy kÄozvetlenÄul nem az eloszl¶ast adja, hanem annak
Laplace-transzform¶alj¶at, ¶es ez¶ert a kalibr¶aci¶ot az eloszl¶as Laplace-transzfor-
m¶aci¶oj¶an keresztÄul kell elv¶egezni, ami komoly numerikus terhet jelent.

Irodalom
1. Artzner, P. { Delbaen, F. (1995): Default Risk Insurance and Incomplete
Markets. Mathematical Finance 5, pp. 187{195.

2. Carr, P. { Madan, D (1999): Option Valuation Using the Fast Fourier Trans-
form. Journal of Computational Finance 3, pp. 61{73.

3. Cheng, P. { Scaillet, O. (2007): Linear-Quadratic Jump-Di®usion Modeling.
Mathematical Finance 17, pp. 575{598.

4. Du±e, D. { Pan, J. { Singleton, K. (2000): Transform Analysis and Asset
Pricing for A±ne Jump-Di®usions. Econometrica 68, pp. 1343{76.

5. Giesecke, K. { Zhu, S. (2010): Transform Analysis for Point Processes and
Applications in Credit Risk. Working paper.

6. Jacod, J. { Shiryaev, A. N. (1987): Limit Theorems for Stochastic Processes.
Springer-Verlag, Berlin.

7. Kusuoka, S. (1999): A Remark on Default Risk Models. Advances in Mathe-
matical Economics 1, pp. 69{82.

8. Markus, L. {Wu, L. (2002): Asset Pricing Under the Quadratic Class. Journal
of Financial and Quantitative Analysis 37, pp. 271{295.

9. Medvegyev, P. (2007): Stochastic Integration Theory. Oxford University Press,
Oxford.

INTENSITY-BASED MODELING AND THE CHANGE OF MEASURE

The paper addresses questions concerning the use of intensity based modeling in
the pricing of credit derivatives. As the speci¯cation of the distribution of the loss-
process is a non-trivial exercise, the well-know technique for this task utilizes the
inversion of the Laplace-transform. A popular choice for the model is the class of
doubly stochastic processes given that their Laplace-transforms can be determined
easily. Unfortunately these processes lack several key features supported by the
empirical observations, e.g. they cannot replicate the self-exciting nature of de-
faults. The aim of the paper is to show that by using an appropriate change of
measure the Laplace-transform can be calculated not only for a doubly stochastic
process, but for an arbitrary point process with intensity as well. To support the
application of the technique, we investigate the e®ect of the change of measure on
the stochastic nature of the underlying process.
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JAVASLAT AZ OPTIM¶ALIS J¶ARAD¶EKFÄUGGV¶ENYRE1

BANY¶AR J¶OZSEF
Budapesti Corvinus Egyetem

A tanulm¶any Simonovits Andr¶as optim¶alis j¶arad¶ekfÄuggv¶enyt vizsg¶al¶o tanul-
m¶anyaihoz kapcsol¶odik. M¶as eszkÄozÄokkel, mint }o, szeml¶eletesen bemutatom a
hiperbolikus j¶arad¶ekfÄuggv¶eny ¶altala felt¶art ¶es le¶³rt hib¶ait, majd ugyanezekkel
az eszkÄozÄokkel megmutatok egy eg¶esz fÄuggv¶enycsal¶adot, amelyek elkerÄulik
ezeket a hib¶akat, s ¶³gy eleget tesznek Simonovits optim¶alis j¶arad¶ekfÄuggv¶enyre
megalkotott krit¶eriumainak. Majd Äosszehasonl¶³tom ezeket a j¶arad¶ekfÄuggv¶e-
nyeket a tapasztalati haland¶os¶ag alapj¶an konstru¶altakkal, mint olyanokkal,
amelyeket a gyakorlatban alkalmazni szoktak, s meg¶allap¶³tom, hogy azok
nagyon hasonl¶³tanak a gyakorlati j¶arad¶ekfÄuggv¶enyekre. Egyben kiterjesztem
elemz¶esemet |az ¶ujonnan bevezetett szeml¶eletes technik¶aval| ezekre a gya-
korlati j¶arad¶ekfÄuggv¶enyekre is, s meg¶allap¶³tom, hogy ezek kism¶ert¶ekben, de
tartalmazz¶ak a hiperbolikus j¶arad¶ekfÄuggv¶enyek Simonovits ¶altal felt¶art nega-
t¶³v tulajdons¶agait. Megmutatom, hogy haszn¶alva az ezekhez nagyon hasonl¶o,
az optim¶alis j¶arad¶ekfÄuggv¶eny krit¶eriumainak megfelel}o fÄuggv¶enycsal¶adot, ezek
a negat¶³v tulajdons¶agok kikÄuszÄobÄolhet}oek, kÄulÄonÄosen, ha ¯gyelembe vesszÄuk,
hogy a v¶arhat¶o ¶elettartam nÄoveked¶ese miatt, a historikus haland¶os¶agi t¶abl¶ak
nem alkalmasak a j¶arad¶ek-kalkul¶aci¶ora, ezek helyett projekt¶altakat kell al-
kalmazni. A projekci¶o sor¶an viszont kÄonnyen elv¶egezhet}o azok szÄuks¶eges
sim¶³t¶asa, amivel azok optim¶alis j¶arad¶ekfÄuggv¶enny¶e tehet}ok. A tanulm¶any
egyben bemutatja, hogy Simonovits a ,,biztos¶³t¶asmatematikai korrekts¶eg"
nem szok¶asos fogalm¶at haszn¶alja.

1 Kiindul¶as

1.1 A kiindul¶o modell az optim¶alis j¶arad¶ekfÄuggv¶eny
keres¶es¶ehez

Az al¶abbi vizsg¶al¶od¶asommal az optim¶alis j¶arad¶ekfÄuggv¶eny keres¶es¶ehez sze-
retn¶ek hozz¶aj¶arulni. A t¶em¶at Simonovits Andr¶as vetette fel egy ¶evtizeddel
ezel}ott, s elemezte tÄobb tanulm¶any¶aban, az¶ota. TÄobb lehets¶eges fÄuggv¶eny-
,,jelÄoltr}ol" bizony¶³totta be, hogy az nem tesz eleget az optim¶alis j¶arad¶ekfÄugg-
v¶ennyel szemben t¶amasztott kÄovetelm¶enyeknek. KitÄuntetetten vizsg¶alta a
hiperbolikus j¶arad¶ekfÄuggv¶enyt, ami a vizsg¶alatra alkotott modellj¶eb}ol, mint-
egy automatikusan kÄovetkezett. Mivel vizsg¶alatom szorosan kapcsol¶odik Si-
monovits¶ehoz, azt az }o modellj¶enek az ismertet¶es¶evel kezdem.

1A szerz}o kÄoszÄonetet mond Kov¶acs Erzs¶ebetnek ¶es Szeg}o L¶aszl¶onak ¶ert¶ekes ¶eszrev¶ete-
leik¶ert. Be¶erkezett: 2011. augusztus 4. E-mail: banyarj@gmail.com.
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Simonovits alapmodellj¶et 2001-ben alkotta meg (Simonovits [2001]), amit
|n¶emi ¯nom¶³t¶asokkal| a tov¶abbi tanulm¶anyaiban is alkalmazott. A mo-
dellben a kÄovetkez}o egyszer}us¶³t}o felt¶etelez¶esekkel ¶el:

² mindenki dolgozik, s mindenki ugyanabban az ¶eletkorban kezdi el a
munk¶at (az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert 0 korban)

² egys¶egnyi id}ore, ¶eletkort¶ol fÄuggetlenÄul 1 b¶ert kap (vagyis eltekint a kor
szerint nÄov}o ¯zet¶esekt}ol, a k¶epzetts¶eg szerinti ¯zet¶esi elt¶er¶esekt}ol ¶es a
re¶alb¶er-nÄoveked¶est}ol)

² az egy¶ennek a korm¶anyzat el}o¶³rja, hogy ¶evente kereset¶enek h¶anyadr¶esz¶et
tegye f¶elre (vagyis a nyugd¶³jj¶arul¶ek ¿¤, amire igaz, hogy 0 < ¿¤ < 1),
de az egy¶en dÄonthet arr¶ol, hogy mennyi id}ot dolgozik, ¶es mennyit tÄolt
nyugd¶³jban (kÄotÄott v¶alaszt¶as). Erre vonatkoz¶olag csak egyetlen, mes-
terk¶elt korl¶atoz¶as van, ami a modellb}ol kÄovetkezik (ld. al¶abb!): senki
sem mehet nyugd¶³jba a v¶arhat¶o ¶atlagos ¶elettartama eltelte ut¶an, mert
(az al¶abbi modell szerint) negat¶³v nyugd¶³jat kapna!

² minden dolgoz¶onak torz¶³tatlan v¶arakoz¶asa van saj¶at ¶elettartam¶ar¶ol, jele
D. Ez a D ¶elettartam sz¶or¶odik. Az egy¶eni v¶arakoz¶asok ¶atlaga pedig
D¤.

² a biztos¶³t¶asmatematikai korrekts¶eg miatt teljesÄulnie kell, hogy

~b(R) ¢ (D¤ ¡ R) = ¿¤R ;

vagyis a ki¯zetett Äosszes j¶arad¶eknak egyenl}onek kell lennie a be¯zetett
Äosszes j¶arul¶ekkal. (A ~b(R) a b(R) ¶altal¶anos j¶arad¶ekfÄuggv¶eny egy konkr¶et
megval¶osul¶asa.)

² ennek alapj¶an a korm¶anyzat meghirdeti, hogy ha valaki R ¶evig dolgozik,
az a D¤ ¶atlagos ¶elettartamra vett

¿R = b(D ¡ R) ; 0 < R < D

szerinti nyugd¶³jat kapja hal¶al¶aig.

² A modellb}ol kÄovetkezik egy j¶arad¶ekfÄuggv¶eny, m¶egpedig az al¶abbi, az R
v¶altoz¶o szerint hiperbolikus fÄuggv¶eny:

~b(R) =
¿¤R

D¤ ¡ R
; 0 < R < D¤

² ez azt fejezi ki, hogy a tÄorv¶enyhoz¶ok azt felt¶etelezik, hogy a kÄulÄonbÄoz}o
¶eletkorban nyugd¶³jba men}oknek a nyugd¶³jkorhat¶ar-minimum el¶er¶esekor
a v¶arhat¶o ¶elettartamuk azonos.

² A fenti hiperbolikus j¶arad¶ekfÄuggv¶eny ¶altal megval¶os¶³tott ÄosztÄonz¶est Si-
monovits ,,tomp¶³tatlannak" nevezi, mag¶at a hiperbolikus j¶arad¶ekfÄugg-
v¶enyt pedig ,,biztos¶³t¶asmatematikailag tisztess¶egesnek". Ennek a tom-
p¶³tatlan ÄosztÄonz¶esnek az eredm¶enye, hogy
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² valakinek min¶el hosszabb/rÄovidebb az ¶elettartama, ann¶al k¶es}obb/ha-
marabb megy nyugd¶³jba. Ezen belÄul a hiperbolikus j¶arad¶ekfÄuggv¶eny

1. azoknak kedvez, akik az ¶atlagosn¶al tov¶abb akarnak dolgozni, mert
azok tov¶abb ¶elnek, ¶es emiatt tÄobbet nyernek (a biztos¶³t¶asmate-
matikailag tisztess¶eges rendszerben), mint ami biztos¶³t¶asi alapon
indokolhat¶o,

2. t¶ulbÄunteti azokat, akik az ¶atlagosn¶al kor¶abban mennek nyugd¶³jba,
mert }ok az ¶atlagosn¶al kevesebb ideig ¶elnek, s emiatt kevesebbet
kapnak, mint ami biztos¶³t¶asi alapon indokolhat¶o.

² vagyis a hiperbolikus j¶arad¶ekfÄuggv¶eny ¶altal a k¶es}obbi nyugd¶³jba vonu-
l¶asra bevetett ÄosztÄonz}o t¶ul er}os, ami ahhoz vezet, hogy nagyon nagy
redisztrib¶uci¶o tÄort¶enik az ex-ante rÄovidebb ¶elettartam¶uakt¶ol az ex-ante
hosszabb ¶elettartam¶uak fel¶e.

² Äosszess¶eg¶eben a fenti jutalmak ¶es bÄuntet¶esek nem kompenz¶alj¶ak egym¶ast,
hanem a korm¶anyzat r¶a¯zet a rugalmas ÄosztÄonz¶esre.

² ,,Teh¶at az ¶all¶³t¶olagosan tisztess¶eges rendszer a hosszabb ¶elet}ueknek ked-
vez, m¶³g a rÄovidebb ¶elet}ueket bÄunteti. . . . Ezt a torz¶³t¶ast v¶elhet}oleg
tov¶abb fokozza az a t¶eny, hogy a nagyobb kereset}uek statisztikailag
tov¶abb ¶elnek { ¶es tov¶abb is dolgoznak." Ezt }o ,,anom¶ali¶anak" (Simo-
novits [2001] 395. o.) l¶atja.

² emiatt (Simonovits [2001] 403. o.) ,,az ¶ugynevezett biztos¶³t¶asmatema-
tikailag tisztess¶eges megold¶as inkonzisztens."

² A fentieket, mint ,,sejt¶est" megfogalmaz¶ok kÄozÄott eml¶³ti saj¶at mag¶at,
m¶ar egy kor¶abbi¶³r¶as¶aban is (Simonovits [1998]). Ebben a tanulm¶anyban
a kÄovetkez}ok¶eppen fogalmaz: (699-700. o.) ,,Nagyon val¶osz¶³n}unek tar-
tom, hogy azok az emberek, akik tov¶abb akarnak dolgozni, az ¶atlagosn¶al
tov¶abb ¶elnek, ¶es emiatt tÄobbet nyern¶enek, mint ami biztos¶³t¶asi alapon
indokolhat¶o. Hasonl¶o a helyzet, csak ¶eppen ford¶³tott el}ojellel, azok
eset¶eben, akik korai nyugd¶³jaz¶ast vesznek ig¶enybe. Kisebb a v¶arhat¶o
¶elettartamuk ¶es emiatt tÄobbet veszten¶enek, mint ami ak¶ar biztos¶³t¶asi
alapon indokolt."

A megold¶ast (Simonovits [2001] 403. o.) ,,Az inform¶aci¶o-gazdas¶agtanb¶ol
ismert m¶odon a biztos¶³t¶as ¶es a hat¶ekonys¶ag Äosszehangol¶as¶at a kell}oen tomp¶³-
tott ÄosztÄonz¶es jelentheti." ,,Tomp¶³tott ÄosztÄonz¶esr}ol besz¶elÄunk, ha 1. a nyugd¶³j
a szolg¶alati id}o nem csÄokken}o pozit¶³v fÄuggv¶enye: b¤ nem csÄokken; ¶es 2. a
nyugd¶³j kisebb/nagyobb az ¶ugynevezett biztos¶³t¶asmatematikailag tisztess¶eges
nyugd¶³jn¶al, ha a szolg¶alati id}o nagyobb/kisebb a korm¶anyzati optimumn¶al."
(403. o.)

A Simonovits [2007]-ben meg¶allap¶³tja, hogy a tomp¶³t¶as seg¶³ti ugyan az
egyens¶ulyt, de nagyon lerontja az ÄosztÄonz¶est a k¶es}obbi nyugd¶³jba vonul¶asra,
¶es Äosszess¶eg¶eben nem vil¶agos, hogy mi lesz annak c¶elszer}u m¶ert¶eke. Vagyis
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szerinte a t¶ulÄosztÄonz¶es hatalmas, a tomp¶³t¶as ereje korl¶atozott. Itt k¶et konkr¶et
megold¶ast eml¶³t. Eszerint:

² a line¶aris j¶arad¶ekfÄuggv¶eny (vagyis, ha a j¶arad¶ekfÄuggv¶eny line¶arisan emel-
kedne a nyugd¶³jkorhat¶ar emel¶es¶evel) jobb, mint hiperbolikus, de a prob-
l¶em¶at nem oldja meg. Sz¶am¶³t¶asai szerint ez jav¶³tja az eredm¶enyeket, a
tanulm¶anyban kÄozÄolt szimul¶aci¶o ezt mutatja.

² a probl¶ema trivi¶alis megold¶asa, ha a j¶arad¶ekot kisebb j¶arul¶ekkulccsal
sz¶amolj¶ak ki, mint amit be¯zettek (vagyis annak m¶ert¶ek¶et ¶altal¶aban,
kort¶ol fÄuggetlenÄul csÄokkentik).

1.2 A p¶enz id}o¶ert¶eke, s ami ebb}ol kÄovetkezik { n¶eh¶any
egyszer}us¶³t}o felt¶etelez¶es

A fentiek alapj¶an az is vil¶agos, hogy ebben a modellben |egy mag¶ab¶ol ¶ert}od}o
egyszer}us¶³t}o felt¶etelez¶esk¶ent| a p¶enz id}o¶ert¶eke ¶alland¶o. A tov¶abbiakban,
elemz¶esemben ¶en is ezzel az egyszer}us¶³t}o feltev¶essel ¶elek. Ebb}ol azonban
tÄobb dolog is kÄovetkezik, amelyeket c¶elszer}u expliciten sz¶amba venni:

² a kÄulÄonbÄoz}o id}opontbeli p¶enzeket nem kell (vagy ami ugyanaz: 0%-
os kamatl¶abbal kell) diszkont¶alni. Ez¶ert p¶eld¶aul a j¶arad¶ekfÄuggv¶eny, a
j¶arad¶ekkal kapcsolatos aktu¶ariusi sz¶am¶³t¶asok tÄobbs¶eg¶et}ol elt¶er}oen nem
tartalmaz diszkont¶al¶ast (illetve 0%-os kamatl¶abbal tÄort¶en}o diszkont¶al¶ast
tartalmaz).

² Emiatt az egyes egy¶enek ¶eletp¶aly¶aj¶an, az ¶altaluk kÄulÄonbÄoz}o id}opontok-
ban teljes¶³tett be¯zet¶eseket, illetve kapott ki¯zet¶eseket egyszer}uen Äossze-
adhatjuk egym¶assal. ¶Igy ha p¶eld¶aul azt vizsg¶aljuk, hogy az ¶allam
r¶a¯zet-e, vagy sem az ÄosztÄonz¶esre egyszer}uen ¶ugy lehet meg¶allap¶³tani,
hogy a be¯zet¶esek egyszer}u Äosszeg¶et hasonl¶³tjuk a ki¯zet¶esek egyszer}u
Äosszeg¶ehez.

Term¶eszetesen az egy¶en sz¶am¶ara, szubjekt¶³ve kÄulÄonbÄozhetnek a kÄulÄonbÄoz}o
id}opontokban kapott p¶enzek ¶ert¶ekei. Simonovits ezt be is vezeti a modellj¶ebe,
mindegyik egy¶enhez hozz¶arendel egy hasznoss¶agi fÄuggv¶enyt, s felt¶etelezi, hogy
az alternat¶³v¶ak kÄozÄott ez alapj¶an dÄont. ¶En magam ezt a mozzanatot kihagy-
tam a vizsg¶al¶od¶asb¶ol a kÄovetkez}o megfontol¶asb¶ol:

² az ¶allam szintj¶en v¶egzett vizsg¶alatokn¶al (s mikor az optim¶alis j¶arad¶ek-
fÄuggv¶enyt keressÄuk, akkor ilyet v¶egzÄunk) mindegy, hogy a kÄulÄonbÄoz}o
id}opontokban kapott, illetve adott p¶enzeket az egyes egy¶enek hogyan
¶ert¶ekelik, az ¶allam szempontj¶ab¶ol 1 Ft az 1 Ft, ak¶armikor is kerÄul ki-
¯zet¶esre, illetve ak¶armikor is folyik be (hiszen a p¶enz id}o¶ert¶eke ¶alland¶o).
Vagyis ugyan lehets¶eges, hogy mondjuk 5 Ft ki¯zet¶es¶et szubjekt¶³ve
valaki 4-nek, vagy 6-nak ¶ert¶ekel Äosszesen, att¶ol fÄugg}oen, hogy milyen
Äutemez¶esben kapja azt meg, de abb¶ol a szempontb¶ol, hogy az ¶allam r¶a-
¯zet-e vagy sem a ki¯zet¶esre, mindk¶et esetben az 5 Ft-ot kell haszn¶alni.
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² term¶eszetesen az ÄosztÄonz¶es szempontj¶ab¶ol lehet jelent}os¶ege annak, hogy
valaki szubjekt¶³ven hogyan ¶ert¶ekeli egy j¶arad¶ekfÄuggv¶eny ki¯zet¶eseit, de
a be¯zet¶esek ¶es ki¯zet¶esek egyens¶ulya szempontj¶ab¶ol az ¶allamnak csak
az sz¶am¶³t, hogy }o vajon prefer¶alja-e vagy sem az abszol¶ut ¶ert¶ekben
min¶el nagyobb ki¯zet¶est. Az ¶allam, illetve az egyens¶uly szempontj¶ab¶ol
ez a legrosszabb eset, ¶³gy csak ezt vizsg¶alom, illetve ezt teszem fel.
Ha a legrosszabb esetben is megfelel}o eredm¶enyre jutok, akkor a tÄobbi
esettel m¶ar nem kell foglalkozni. (Az ÄosztÄonz¶es k¶erd¶es¶evel k¶es}obb m¶eg
foglalkozom.)

2 A hiperbolikus j¶arad¶ekfÄuggv¶eny hib¶ai

A hiperbolikus j¶arad¶ekfÄuggv¶eny val¶oban t¶ulÄosztÄonz¶est, ¶es t¶uleloszt¶as val¶os¶³t
meg (vagyis nem biztos¶³tja a be¯zet¶esek ¶es ki¯zet¶esek kÄozti egyens¶ulyt ¶es
Äosszess¶eg¶eben fenntarthatatlann¶a teszi a nyugd¶³jrendszert). Ezt |Simono-
vits¶et¶ol elt¶er}o m¶odon (de a l¶enyeget, illetve eredm¶enyt tekintve azonosan)
szeml¶eltetve| a kÄovetkez}o m¶odon lehet megmutatni. Ha a

~b(R) =
¿¤R

D¤ ¡ R
; 0 < R < D¤

j¶arad¶ekfÄuggv¶enyt helyettes¶³tem a(z ugyan¶ugy hiperbolikus)

b(R) =
1

D¤ ¡ R
; 0 < R < D¤

j¶arad¶ekfÄuggv¶ennyel, ahol D¤ jelenti (Simonovitssal megegyez}oen) a szÄulet¶eskor
(=munk¶aba ¶all¶askor) v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o ¶elettartamot, R viszont a nyugd¶³jba
vonul¶asi ¶eletkort jelenti (szint¶en Simonovitssal megegyez}oen, b¶ar }o ezt els}o-
sorban, mint az ezzel am¶ugy megegyez}o szolg¶alati id}ot tekinti). Mint m¶ar
jeleztem, e mÄogÄott az az implicit felt¶etelez¶es h¶uz¶odik meg, hogy:

² minden nyugd¶³jas azonos korban (D¤) hal meg, vagyis

² sem D¤ kor el}ott, sem ut¶ana nem hal meg senki, vagyis

² a v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o ¶elettartam fÄuggv¶enye (LEXPS { a v¶eg¶en az S arra
utal, hogy ez a ,,Simonovits-f¶ele" h¶atral¶ev}o ¶elettartam fÄuggv¶eny) az R
szerint line¶aris fÄuggv¶eny:

LEXPS(R) =

½
D¤ ¡ R ; ha 0 < R < D¤

0 ; ha R ¸ D¤ :

Ez ut¶obbi ¶all¶³t¶as, ¶es az az ¶all¶³t¶as, hogy a j¶arad¶ekfÄuggv¶eny hiperbolikus,
egym¶assal ekvivalens (1. ¶abra).
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1. ¶abra. A hiperbolikus j¶arad¶ekfÄuggv¶eny v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o ¶elettartam-fÄuggv¶enye.
Forr¶as: saj¶at sz¶am¶³t¶as.

Most az a k¶erd¶es, hogy ez milyen ÄosztÄonz¶est val¶os¶³t meg (felt¶eve, hogy
m¶egsem igaz, amit a korm¶any felt¶etelez a v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o ¶elettartamokr¶ol,
vagyis nem mindenkire ¶erv¶enyes a fenti LEXPS)? A korm¶anyra, illetve a TB
egyens¶uly¶ara n¶ezve legrosszabb eset, ha

² az egyes nyugd¶³jasok pontosan ismerik a h¶atral¶ev}o ¶elettartamukat (vagy-
is hal¶aluk idej¶et)

² az a c¶eljuk, hogy |a fenti inform¶aci¶ot kihaszn¶alva| maximaliz¶alj¶ak a
h¶atral¶ev}o ¶elettartamuk alatt kapott Äosszes j¶arad¶ekot.

Ez a k¶et felt¶etelez¶es Simonovits eredeti felt¶etelez¶eseinek a sz¶els}o esete,
vagyis ez val¶os¶³tja meg az ¶altala felt¶etelezett (a TB egyens¶ulya szempontj¶ab¶ol)
legrosszabb szcen¶ari¶ot.

N¶ezzÄunk k¶et esetet, az egyikben a nyugd¶³jas tudja, hogy rÄovidebb ideig
¶el (mondjuk D0 < D¤ ¶evig), a m¶asikban pedig tudja, hogy hosszabb ideig
(mondjuk D00 > D¤ ¶evig), mint a korm¶anyzat ¶altal felt¶etelezett ¶atlag. Ekkor
az }o szem¶elyes v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o ¶elettartamukat a lehets¶eges nyugd¶³jba vonu-
l¶asi korokban a 2. ¶abra mutatja (LEXPD'-vel ¶es LEXPD"-vel |¶altal¶anosan
pedig LEXPD-vel| jelÄolve az egyes eseteket).

Ha felt¶etelezzÄuk, hogy a j¶arad¶ekfÄuggv¶eny hiperbolikus a LEXPS felt¶ete-
lez¶esei szerint, akkor az eg¶esz h¶atral¶ev}o ¶elettartam alatt kapott j¶arad¶ek, 1
egys¶eg Äosszegy}ujtÄott t}oke eset¶en2:

D ¡ R

D¤ ¡ R
=

LEXPD(R)

LEXPS(R)
:

2Ezt ¿¤R-rel kellene megszorozni, hogy a Simonovits-f¶ele nyugd¶³jat kapjuk, de az ab-
szol¶ut ¶ert¶ekek elt¶er¶ese nem befoly¶asolja a gÄorb¶ek egym¶ashoz viszony¶³tott alakj¶at, ami az
elemz¶es l¶enyege.
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2. ¶abra. A felt¶etelezett t¶arsadalmi ¶atlagos ¶es ,,biztos tud¶ason alapul¶o" egy¶eni h¶atral¶ev}o
¶elettartam fÄuggv¶enyek. Forr¶as: saj¶at sz¶am¶³t¶as.

Vagyis a k¶et konkr¶et p¶eld¶aban a fenti k¶et-k¶et egyenes h¶anyados¶at kell
maximaliz¶alni. A 3. ¶abr¶aba berajzolom (az ¶attekinthet}os¶eg kedv¶e¶ert n¶emileg
felnagy¶³tva) a k¶et-k¶et egyenes h¶anyadosait.

L¶atszik, hogy aki hosszabb ¶elettartamot v¶ar, mint a ,,hivatalos", an-
nak egyre el}onyÄosebb halasztani, eg¶eszen addig, am¶³g egy¶altal¶an lehets¶eges,
vagyis a ,,hivatalos" ¶elettartamig, aki viszont ann¶al rÄovidebbet, annak az
els}o lehets¶eges alkalommal ¶erdemes elmennie nyugd¶³jba. Aki pontosan D¤

¶elettartamot v¶ar, annak a kapott Äosszj¶arad¶ek ugyanannyi lesz, b¶armikor is
megy nyugd¶³jba (term¶eszetesen D¤ kor el}ott, mint mindenki m¶as!).

3. ¶abra. A h¶atral¶ev}o ¶elettartam fÄuggv¶enyek ¶es h¶anyadosaik (ezek felnagy¶³tva). Forr¶as: saj¶at
sz¶am¶³t¶as.
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A D¤ kort v¶ar¶ok sz¶am¶ara ez¶ert a h¶anyados egy egyenes lesz, ami a k¶et
fenti gÄorbe kÄozÄotti ¶atmenetet jelenti. Ezek a meg¶allap¶³t¶asok a kÄoz¶episkolai
geometriai t¶etelek (hasonl¶o h¶aromszÄogek, p¶arhuzamos szel}ok t¶etele) alapj¶an
egyszer}uen bel¶athat¶oak.

A hiperbolikus j¶arad¶ekfÄuggv¶eny teh¶at nagyon er}osen jutalmazza azokat,
akik egy ,,hivatalos" ¶elettartamn¶al tÄobbre sz¶am¶³tanak, vagyis nagyon er}os
ÄosztÄonz¶est val¶os¶³t meg kÄorÄukben a min¶el k¶es}obbi nyugd¶³jba vonul¶asra. KÄorÄuk-
ben ann¶al jobban j¶ar valaki, min¶el k¶es}obb vonul nyugd¶³jba, hiszen itt l¶enye-
g¶eben az a szab¶aly, hogy valaki ak¶armikor megy is nyugd¶³jba, de m¶eg D¤

kor el}ott, s meg¶eli ezt a D¤ kort, akkor eddig a korig Äosszess¶eg¶eben megkapja
a teljes addig felhalmozott nyugd¶³jt}ok¶ej¶evel (a be¯zetett Äosszes j¶arul¶ek¶aval)
megegyez}o j¶arad¶ekot, s ez ut¶an a kor ut¶an pedig m¶eg ¶evente hal¶al¶aig egy
pluszt, ami (¶evente!) ann¶al nagyobb, min¶el k¶es}obb megy valaki nyugd¶³jba.

Az ¶erintett kÄor pedig, akinek meg¶eri k¶es}obb nyugd¶³jba vonulni, nem a
nyugd¶³jasok fele, hanem |a magyar n¶ephaland¶os¶agi t¶abl¶ak tanuls¶aga alap-
j¶an| enn¶el valamivel tÄobb. Ilyen felt¶etelek mellett, mondhatni ilyen bikaer}os
ÄosztÄonz¶es mellett |an¶elkÄul, hogy r¶eszletesebben ut¶ana kellene ennek sz¶amol-
nunk| intuit¶³ve is bel¶athatjuk, hogy a hiperbolikus j¶arad¶ekfÄuggv¶eny nagyon
er}os t¶uleloszt¶ast val¶os¶³t meg, vagyis tÄobb nyugd¶³jat ad Äosszess¶eg¶eben, mint a
be¯zetett j¶arul¶ekok, vagyis ez felbor¶³tja a TB nyugd¶³jkassz¶at.

3 A biztos¶³t¶asmatematikai korrekts¶eg fogalma

Teh¶at az eddigi elemz¶es is kimutatta, hogy a hiperbolikus j¶arad¶ekfÄuggv¶eny a
Simonovits ¶altal felt¶art hib¶akkal rendelkezik. Miel}ott tov¶abbmenn¶enk azon-
ban, pontos¶³tani szÄuks¶eges Simonovits egy m¶asik ¶all¶³t¶as¶at, miszerint a hi-
perbolikus j¶arad¶ekfÄuggv¶eny egyben ,,biztos¶³t¶asmatematikailag tisztess¶eges"
lenne. (A magam r¶esz¶er}ol az eredeti angol fogalom, az ,,actuarial fair" egy
m¶asik ford¶³t¶as¶at, a ,,biztos¶³t¶asmatematikailag korrektet" prefer¶alom.) Si-
monovits ugyanis nem pontosan haszn¶alja a biztos¶³t¶asmatematikai korrekts¶eg
fogalm¶at, s ennek van jelent}os¶ege, ugyanis a hiperbolikus j¶arad¶ekfÄuggv¶eny
¶altala felt¶art hib¶ait ¶altal¶aban a biztos¶³t¶asmatematikai korrekt j¶arad¶ekfÄuggv¶e-
nyek hib¶ainak is tartja. Ugyanakkor ez nem ,,korrekt", mert a hiperbolikus
j¶arad¶ekfÄuggv¶eny nem biztos¶³t¶asmatematikailag korrekt j¶arad¶ekfÄuggv¶eny.

A biztos¶³t¶asmatematikai korrekts¶eget ugyanis legink¶abb az aktu¶ariusok
(biztos¶³t¶asmatematikusok) ¶altal haszn¶alt kalkul¶aci¶os alapelv, az ekvivalencia
elv fejezi ki. Eszerint a be¯zet¶esek jelen¶ert¶ekei v¶arhat¶o ¶ert¶ekeinek meg kell
egyezni a ki¯zet¶esek jelen¶ert¶ekeinek v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶evel. M¶ask¶epp: v¶arhat¶o
¶ert¶ekben meg kell egyezni az Äugyf¶el be¯zet¶eseinek ¶es ki¯zet¶eseinek.

Az ekvivalencia elv alkalmazhat¶o az egyes biztos¶³tottakra, s a biztos¶³tottak
egy csoportj¶ara is, ami ak¶ar az (adott t¶³pus¶u biztos¶³t¶ason belÄuli) Äosszes biz-
tos¶³tottat is jelentheti. A gyakorlati lehet}os¶egek dÄontik el, hogy milyen kicsi
csoportra alkalmazz¶ak. Ez ¶ugy jelenik meg, hogy mennyire tesznek kÄulÄonb-
s¶eget a biztos¶³tottak egyes csoportjai kÄozÄott. L¶enyeg¶eben min¶el ink¶abb, ann¶al
ink¶abb lehet a kalkul¶aci¶ot biztos¶³t¶asmatematikailag korrektnek nevezni.
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Simonovits egy olyan p¶eld¶at hoz, ahol a ,,kalkul¶aci¶okor" irre¶alis feltev¶esb}ol
indulnak ki, de ezen feltev¶es mellett teljesÄul az ekvivalencia elv, teh¶at a be-
¯zet¶esek (a nyugd¶³jaz¶asig be¯zetett Äosszes j¶arul¶ek) megegyeznek a ki¯zet¶e-
sekkel (a hal¶aloz¶asig v¶arhat¶o Äosszes nyugd¶³jjal). Az irre¶alis feltev¶es, hogy
mindenki ugyanabban a korban hal meg. Err}ol azonban mindenki tudja, hogy
nem igaz, s ilyen feltev¶est biztos¶³t¶asmatematikus kalkul¶aci¶okor sohasem tesz.
Ehelyett abb¶ol a kÄozismert gyakorlati meg¯gyel¶esb}ol indulnak ki, hogy valaki
min¶el tov¶abb ¶elt m¶ar eddig, ann¶al nagyobb lesz a v¶arhat¶o Äosszes ¶elettartama
(vagyis ann¶al magasabb korban hal meg).

Ez egyszer}uen abb¶ol kÄovetkezik, hogy az x ¶evesek v¶arhat¶o ¶elettartam¶aba
belesz¶am¶³tj¶ak azoknak az ¶elettartam¶at is, akik abban az ¶evben meghalnak,
m¶³g az x + 1 ¶evesek ¶elettartam¶aba m¶ar |¶ertelemszer}uen| nem, s pont }ok
h¶uzt¶ak le az x ¶evesek v¶arhat¶o ¶elettartam¶at. Teh¶at a kor el}orehaladt¶aval
mindenkinek a v¶arhat¶o Äosszes ¶elettartama (vagyis az aktu¶alis kora, s az
abban a korban v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o ¶elettartam Äosszege) automatikusan ma-
gasabb lesz, ak¶ar sz¶am¶³t erre, s ez alapj¶an cselekszik (mint Simonovitsn¶al
is), ak¶ar nem. A gyakorlatban, a nyugd¶³jj¶arad¶ek-biztos¶³t¶asra konkretiz¶alva
ez azt jelenti, hogy min¶el k¶es}obb megy valaki nyugd¶³jba, egyre tÄobb ¶evre
kell elosztani az Äosszegy}ujtÄott j¶arul¶ek¶at ahhoz k¶epest, mint amennyi ab-
ban a korban m¶eg a szÄulet¶eskor (vagy munk¶aba ¶all¶askor) ¶atlagos h¶atral¶ev}o
¶elettartamb¶ol m¶eg h¶atra van. Ha kalkul¶aci¶okor ezt az egyszer}u t¶enyt nem
veszik ¯gyelembe (m¶arpedig a hiperbolikus j¶arad¶ekfÄuggv¶eny pont ennek a
¯gyelmen k¶³vÄul hagy¶as¶at jelenti), akkor azt a kalkul¶aci¶ot nem lehet biz-
tos¶³t¶asmatematikailag korrektnek nevezni.

Azt, hogy a hiperbolikus j¶arad¶ekfÄuggv¶eny biztos¶³t¶asmatematikailag nem
korrekt, egyszer}uen is l¶athatjuk, hiszen itt az¶ert sem teljesÄul a be¯zetett
j¶arul¶ekok ¶es a kapott j¶arad¶ekok v¶arhat¶o egyenl}os¶ege, mert aki D¤ korn¶al
tov¶abb ¶el, az biztosan (teh¶at nem v¶arhat¶oan!) tÄobbet kap, mint amit be-
¯zetett. A biztos¶³t¶asmatematikailag korrekt kalkul¶aci¶o eset¶en nincs ilyen
bizonyoss¶ag, itt egy j¶oval sz}ukebb kÄor kap tÄobbet a be¯zet¶esein¶el: azok,
akik tov¶abb ¶elnek ann¶al, ami a nyugd¶³jba vonul¶asi koruk eset¶en a v¶arhat¶o
h¶atral¶ev}o ¶elettartam.

Mindezekb}ol az kÄovetkezik, hogy a megold¶ast, vagyis a megfelel}o j¶ara-
d¶ekfÄuggv¶enyt nyugodtan kereshetjÄuk a biztos¶³t¶asmatematikailag korrekt j¶a-
rad¶ekfÄuggv¶enyek kÄozÄott, s az al¶abbiakban ezt is teszem. Fel kell viszont
oldani azt a feltev¶est, hogy minden korban megegyezik (¶alland¶o) a kor plusz
abban a korban v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o ¶elettartam, s ehelyett a kor plusz abban
a korban v¶arhat¶o ¶elettartamra a kor fÄuggv¶eny¶eben nÄovekv}o fÄuggv¶enyt kell
felt¶etelezni.

Az al¶abbiakban ilyen fÄuggv¶enyt keresek, s ezt j¶ol meg is alapozza az,
hogy a hiperbolikus j¶arad¶ekfÄuggv¶eny hib¶ainak bemutat¶as¶aban Simonovits¶et¶ol
elt¶er}o gondolatmenetet haszn¶altam.
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4 Egy analitikusan j¶ol viselked}o, relev¶ans fÄugg-
v¶enyoszt¶aly

Az ¶altalam haszn¶alt gondolatmenetben a f}o elt¶er¶es Simonovitst¶ol az volt,
hogy ¶en nem kÄozvetlenÄul a j¶arad¶ekfÄuggv¶enyt, hanem (az aktu¶ariusokn¶al szo-
k¶asos m¶odon) annak reciprok¶at, a ,,j¶arad¶ekoszt¶ot" (annuity divisor) pr¶ob¶al-
tam megragadni. Ez a j¶arad¶ek-oszt¶o 0%-os diszkontr¶at¶an¶al (amit ebben a
tanulm¶anyban v¶egig felt¶etelezek { ld. fent!) megegyezik a v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o
¶elettartammal a LEXP fÄuggv¶ennyel. Mint megmutatom, analitikusan j¶ol
viselked}o (relev¶ans) LEXP fÄuggv¶enyt sokkal kÄonnyebb konstru¶alni, mint an-
nak reciprok¶at, a j¶arad¶ekfÄuggv¶enyt.

KezdhetjÄuk mindj¶art a legk¶ezenfekv}obb jelÄolttel, a line¶aris LEXP fÄugg-
v¶ennyel! Ez nem vezet t¶ulÄosztÄonz¶esre, amint azt az al¶abbi ¶abra mutatja.
Legyen ez az al¶abbi ¶abr¶aban a LEXPK (a K a ,,konstru¶altra" utal) egy
olyan line¶aris fÄuggv¶eny, ami ! korn¶al (a szok¶asos jelÄol¶es a meg¯gyelt legma-
gasabb ¶eletkorra) ¶eri el a 0-t. (Ez a fÄuggv¶eny term¶eszetes m¶odon teljes¶³ti az
el}obbi kÄovetelm¶enyÄunket, hogy a kor + abban a korban v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o
¶elettartam nÄovekv}o legyen, egyszer}uen azzal, hogy nem olyan meredek, mint
a Simonovits-f¶ele { (¡1) meredeks¶eg}u { LEXPS fÄuggv¶eny.) Ekkor az Äosz-
tÄonz¶est a 4. ¶abra mutatja egy tetsz}oleges D < ! v¶arhat¶o ¶elettartamn¶al, ahol
feltesszÄuk, hogy valaki pontosan ismeri mag¶ara vonatkoz¶olag ezt a D ¶ert¶eket:

Az ¶abr¶ab¶ol l¶atszik, hogy a Simonovits-f¶ele LEXPS alkalmaz¶asa eset¶en, ha
valaki tudja, hogy tov¶abb ¶el, mint D¤, akkor a lehet}o legk¶es}obbi id}opontban
(D¤-ban) kell nyugd¶³jba vonulnia, ha maximaliz¶alni akarja az Äossznyugd¶³j¶at.
Ezzel szemben egy line¶aris LEXPK alkalmaz¶asa eset¶en b¶armeddig ¶el is valaki,
a legink¶abb az ¶eri meg neki, ha az els}o lehets¶eges alkalommal nyugd¶³jba vonul
{ megint csak: ha c¶elja az, hogy a kapott Äossznyugd¶³j¶at maximaliz¶alja.

4. ¶abra. A hiperbolikus j¶arad¶ekfÄuggv¶eny ¶es a line¶aris v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o ¶elettartamon alapul¶o
j¶arad¶ekfÄuggv¶eny Äosszehasonl¶³t¶asa. Forr¶as: saj¶at sz¶am¶³t¶as.
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Vagyis egy ilyen LEXP (=inverz j¶arad¶ekfÄuggv¶eny) nem alkalmaz t¶ulÄosz-
tÄonz¶est. Emiatt t¶uleloszt¶ast sem val¶os¶³that meg, hiszen ha valaki k¶es}obb
megy nyugd¶³jba, akkor minden esetben csÄokken a kapott Äossznyugd¶³j (v¶al-
tozatlan t}ok¶et felt¶etelezve, vagyis az Äossznyugd¶³j kisebb m¶ert¶ekben n}o, mint
amilyen m¶ert¶ekben a tov¶abbi munkav¶allal¶as miatt a be¯zetett Äosszj¶arad¶ek).
Vagyis, ha a nyugd¶³jba vonul¶asi korn¶al j¶ol volt kisz¶am¶³tva a j¶arad¶ek (teh¶at a
rendszer egyens¶ulyban volt), akkor a k¶es}obbi nyugd¶³jba vonul¶as miatt ez az
egyens¶uly nem romlik!

ÄOsszess¶eg¶eben tal¶altunk egy analitikusan j¶ol viselked}o fÄuggv¶enyt, ami biz-
tos¶³tja a fenntarthat¶os¶agot, ¶es elkerÄuli a t¶ulÄosztÄonz¶est. R¶aad¶asul ez m¶eg
el¶egg¶e realisztikus is, hiszen tudjuk, hogy a realisztikus LEXP-nek monoton
kell csÄokkennie eg¶eszen 0-ig, amit csak !-n¶al ¶er el (akkor viszont el¶eri azt).
Ezt a felt¶etelt pedig a fenti, line¶aris LEXPK teljes¶³ti (a LEXPS pedig nem).

A LEXPK-b¶ol kiindulva viszont |bizonyos m¶ert¶ekig azt ¶altal¶anos¶³tva|
tal¶alunk egy eg¶esz fÄuggv¶enyoszt¶alyt, amelyre szint¶en igaz, hogy:

1. az el}obbi ¶ertelemben realisztikus LEXP-ket adnak,

2. a reciprokukk¶ent el}o¶all¶o j¶arad¶ekfÄuggv¶eny elkerÄuli a t¶ulÄosztÄonz¶est { vagy-
is a kor nÄoveked¶es¶evel egyre kisebb Äosszj¶arad¶ekot szolg¶altat.

Ez a fÄuggv¶enyoszt¶aly a

LEXP (R) =
D¤

!n
¢ (! ¡ R)n ;

aminek speci¶alis esete az n = 1, vagyis a line¶aris LEXP fÄuggv¶eny, a fenti
LEXPK. Az n egyfajta ,,intuit¶³v" param¶eter, azt biztos¶³tja, hogy line¶arist¶ol
elt¶er}o eseteket is vizsg¶alhassunk. Ekkor R = 0 ¶eletkorn¶al a v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o
¶elettartam D¤ (egyez}oen az indul¶o modell felt¶etelez¶es¶evel), R = !-n¶al pedig
0. A fÄuggv¶enyek alakj¶ar¶ol, ami nyilv¶an n fÄuggv¶eny¶eben v¶altozik, az 5. ¶abra ad
k¶epet. A k¶ep alapj¶an l¶atszik, hogy |szemben a line¶aris esettel| n 6= 1 eset¶en
m¶ar nem mag¶at¶ol ¶ertet}od}o, hogy a nyugd¶³jba vonul¶asi kor nÄoveked¶es¶evel
itt is csÄokken a ki¯zetett Äosszj¶arad¶ek, term¶eszetesen most is egys¶egnyi meg-
takar¶³t¶asra. Emiatt ezt analitikusan bizony¶³tom be, illetve analitikusan kere-
sem azt a felt¶etelt n-re, amikor m¶eg ez a csÄokken¶es igaz lesz. Vagyis az a
k¶erd¶es, hogy a

D ¡ R
D¤
!n (! ¡ R)n

fÄuggv¶eny csÄokken}o-e, vagyis, hogy a deriv¶altja negat¶³v-e? A fÄuggv¶eny azt
mutatja, hogy, ha valaki tudja, hogy D · ! ¶eletkorig fog ¶elni, akkor meny-
nyi v¶arhat¶o Äossznyugd¶³ja az R nyugd¶³jba vonul¶asi kor fÄuggv¶eny¶eben, felt¶eve
term¶eszetesen, hogy egy¶altal¶an meg¶eri a nyugd¶³jkorhat¶art R (< D), ¶es, hogy
egys¶egnyi t}ok¶et halmozott fel. Ahhoz, hogy megtudjuk, hogy a fenti fÄuggv¶eny
az R csÄokken}o fÄuggv¶enye-e, azt R szerint deriv¶alni kell. A deriv¶alt

¡(! ¡ R) + n ¢ (D ¡ R)
D¤
!n (! ¡ R)n+1

:
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Az adott felt¶etelek mellett ennek nevez}oje mindig pozit¶³v, vagyis a tÄort akkor
negat¶³v, ha a sz¶aml¶al¶oja negat¶³v:

¡(! ¡ R) + n(D ¡ R) < 0 :

Ezt n-re megoldva:

n <
! ¡ R

D ¡ R

a felt¶etele a deriv¶alt negativit¶as¶anak. Mivel ennek R-szerinti deriv¶altja

! ¡ D

(D ¡ R)2
> 0 ;

ez¶ert ez monoton nÄovekv}o fÄuggv¶eny, vagyis a legkisebb ¶ert¶ek¶et R = 0-n¶al veszi
fel (enn¶el kisebb nyugd¶³jba vonul¶asi kort nem tudunk elk¶epzelni). Teh¶at ha
R = 0-n¶al igaz lesz az ÄosszefÄugg¶es, akkor a deriv¶alt minden R-re negat¶³v lesz,
vagyis teljesÄulnie kell a

n <
!

D

egyenl}otlens¶egnek. Viszont minden, ennek az egyenl}otlens¶egnek megfelel}o
n-re egy, a nyugd¶³jba vonul¶asi korra monoton csÄokken}o Äossznyugd¶³jat pro-
duk¶al¶o, analitikusan j¶ol viselked}o LEXP fÄuggv¶enyt kapunk. Az n konkr¶et
¶ert¶eke fÄugg a v¶art ¶elettartamt¶ol, de mivel ! ¸ D minden ¶elettartamra, ez¶ert
ezek kÄozÄott a fÄuggv¶enyek kÄozÄott mindig szerepel a line¶aris LEXP fÄuggv¶eny
is.

Az ¶erdekess¶eg kedv¶e¶ert n¶ezzÄuk meg ezeknek a fÄuggv¶enyeknek az alakj¶at
p¶eld¶aul a D = (! + 3D¤)=4 ¶ert¶ekre, ¶es tegyÄuk fel3, hogy D¤ = 2=3!. Ekkor
n-re teljesÄulnie kell, hogy

n <
!

D
=

!

(! + 3D¤)=4
=

4 ¢ !

! + 3 ¢ 2=3 ¢ ! =
4

3
:

n = 1;25 m¶eg biztos eleget tesz ennek, ez¶ert megn¶ezhetjÄuk a fÄuggv¶enyek
alakj¶at enn¶el nagyobb ¶es kisebb ¶ert¶ekekre, p¶eld¶aul legyen n = 1;33 , n = 1 ,
n = 0;5 ¶es n = 0;1 (5. ¶abra).

Teh¶at az analitikusan j¶ol viselked}o, relev¶ans LEXP fÄuggv¶enyoszt¶aly, amely
nem okoz t¶ulÄosztÄonz¶est ¶es t¶uleloszt¶ast, az egyenes kÄorÄul helyezkedik el felfele
is ¶es lefele is, b¶ar lefele er}osen korl¶atozott, hogy meddig terjedhet. Mint al¶abb
l¶atni fogjuk, pont ez a lefele elt¶er}o (viszont korl¶atozott) fÄuggv¶enyhalmaz fog
legink¶abb hasonl¶³tani a t¶enylegesen meg¯gyelt LEXP ¶ert¶ekekhez.

3Vagyis a szÄulet¶eskor v¶arhat¶o ¶elettartam a maxim¶alis lehets¶eges k¶etharmada (Magyar-
orsz¶agon pl. a szok¶asos ! = 100 eset¶eben ez 66,7 ¶evet jelent, ami kÄozel van a f¶er¯ak '90-es
¶evekben meg¯gyelt szÄulet¶eskori v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o ¶elettartam¶ahoz. D pedig ¶³gy a D¤ ¶es az
! olyan line¶aris kombin¶aci¶oja, ami kÄozelebb van a v¶arhat¶o ¶elettartamhoz.
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5. ¶abra. A line¶aris v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o ¶elettartam fÄuggv¶enyb}ol ¶altal¶anos¶³tott, konstru¶alt
h¶atral¶ev}o ¶elettartam fÄuggv¶eny-oszt¶aly. Forr¶as: saj¶at sz¶am¶³t¶as.

Ezt a relev¶ans fÄuggv¶enyoszt¶alyt az el}obbiekhez k¶epest m¶eg lehet b}ov¶³teni,
¶ugy, hogy a D¤-nak nem szÄuks¶eges azt az ¶ert¶eket adni, amit Simonovits
adott neki, vagyis nem szÄuks¶eges, hogy az a szÄulet¶eskor v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o
¶elettartam legyen. Adhatjuk annak p¶eld¶aul a nyugd¶³jba vonul¶askor ¶erv¶enyes
h¶atral¶ev}o ¶elettartam ¶ert¶eket is, s ezzel b}ov¶³tettÄuk a fÄuggv¶enyoszt¶alyt. Ekkor
a fÄuggv¶enyoszt¶aly a kÄovetkez}ok¶eppen m¶odosul:

LEXP (R) =
D¤

(! ¡ R¤)n
¢ (! ¡ R)n ;

ahol R¤ a hivatalos nyugd¶³jkorhat¶ar (elvileg ez el}ott nem lehet nyugd¶³jba
menni) ¶es D¤ ekkor az ehhez tartoz¶o v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o ¶elettartam. Ekkor a
v¶arhat¶o Äossznyugd¶³j D v¶arhat¶o ¶eletkor eset¶en, R t¶enyleges nyugd¶³jba vonul¶asi
kor eset¶en:

D ¡ R
D¤

(!¡R¤)n ¢ (! ¡ R)n
:

Ennek deriv¶altja:
¡(! ¡ R) + n ¢ (D ¡ R)

D¤
(!¡R¤)n ¢ (! ¡ R)n+1

negat¶³v, ha teljesÄul, hogy

¡(! ¡ R) + n ¢ (D ¡ R) < 0 :

Vagyis

n <
! ¡ R¤

D ¡ R¤ :
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5 Az eredm¶eny elemz¶ese, tov¶abbi probl¶em¶ak

Bizonyos szempontb¶ol itt befejezhetn¶enk az elemz¶esÄunket, hiszen tal¶altunk
egy t¶ulÄosztÄonz¶esre nem b¶³ztat¶o, relev¶ans fÄuggv¶enyoszt¶alyt a j¶arad¶ekokra.
Azonban az eredm¶ennyel kapcsolatosan logikusan vet}odnek fel tov¶abbi k¶er-
d¶esek:

1. Hogyan viszonyul egym¶ashoz a gyakorlatban alkalmazott j¶arad¶ekfÄugg-
v¶eny, ¶es a fenti fÄuggv¶enyoszt¶aly? ElkerÄuli a gyakorlati j¶arad¶ekfÄuggv¶eny
is a t¶uleloszt¶ast?

2. Ha nem, akkor mit lehet tenni?

3. Megfelel}oen ÄosztÄonÄoznek a ,,jav¶³tott" j¶arad¶ekfÄuggv¶enyek?

Az al¶abbiakban ezeket a k¶erd¶eseket vizsg¶alom meg egyenk¶ent.

5.1 A gyakorlati ¶es a konstru¶alt j¶arad¶ekfÄuggv¶eny Äossze-
hasonl¶³t¶asa

A gyakorlatban a j¶arad¶ekfÄuggv¶enyeket a meg¯gyelt haland¶os¶agi t¶abl¶aval sz¶a-
molj¶ak ki, vagyis j¶arad¶ekoszt¶ok¶ent a meg¯gyelt v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o id}otar-
tamokat haszn¶alj¶ak. Felvet}odik egyr¶eszt, hogy ezek hasonl¶³tanak-e, illetve
mennyire hasonl¶³tanak a mi konstru¶alt v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o id}otartam fÄuggv¶e-
nyeinkhez, m¶asr¶eszt pedig, hogy a meg¯gyelt haland¶os¶agi t¶abl¶aval sz¶amolt
j¶arad¶ekfÄuggv¶eny mentes-e, vagy sem a Simonovits ¶altal felt¶art hib¶at¶ol?

N¶ezzÄuk el}oszÄor az els}o k¶erd¶est. Ez l¶enyeg¶eben azt jelenti, hogy a

D ¡ R
D¤
!n ¢ (! ¡ R)n

fÄuggv¶eny hasonl¶³t-e a konkr¶et LEXP fÄuggv¶enyekhez? A dolog term¶eszet¶eb}ol
ad¶od¶oan ezt csak p¶eld¶al¶odzva tudjuk bemutatni. VegyÄuk p¶eld¶aul a 2000. ¶ev
magyar f¶er¯ n¶ephaland¶os¶agi t¶abl¶aja alapj¶an sz¶am¶³tott LEXP ¶ert¶ekeket. Ez
a 6. ¶abr¶an l¶athat¶o gÄorbe, a hivatalos, R¤ = 65 ¶eves ¶eletkort¶ol sz¶am¶³tva (az
¶abr¶aba k¶et m¶asik, konstru¶alt LEXP-t is berajzoltunk, ezekr}ol al¶abb).

Ekkor egy¶ebk¶ent R¤ = 65-n¶el D¤ = 12;49. N¶eh¶any pr¶ob¶algat¶assal kiderÄul,
hogy ha n > 1;478, akkor a

LEXP (R) =
D¤

(! ¡ R¤)n
(! ¡ R)n

gÄorbe (! = 100) mindig ez alatt a t¶enyleges LEXP gÄorbe alatt lesz.
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6. ¶abra. A konstru¶alt ¶es a meg¯gyelt h¶atral¶ev}o ¶elettartam fÄuggv¶enyek. Forr¶as: saj¶at sz¶am¶³t¶as.

Ha az

n <
! ¡ R¤

D0 ¡ R¤

egyenl}otlens¶eget most ,,visszafele" megoldjuk D-re n = 1;479 ¶ert¶ekre, akkor
azt kapjuk, hogy

1;479 =
100 ¡ 65

D ¡ 65
! D =

35

1;479
+ 65 = 88;66 :

Ha most ,,rendesen" D = 95-re is megoldjuk, akkor kapjuk, hogy

n =
100 ¡ 65

95 ¡ 65
= 1;16 :

Mindk¶et konstru¶alt LEXP-t berajzoltuk a 6. ¶abr¶aba. L¶atjuk, hogy meg-
felel}o n ¶ert¶ek eset¶en a konstru¶alt LEXP ¶ert¶ekek a meg¯gyelt LEXP-hez na-
gyon hasonl¶o gÄorb¶et adnak. Ugyanakkor a gÄorb¶ek nem ,,simulnak" teljesen
Äossze, f}oleg a magas ¶elettartamokn¶al t¶er el a meg¯gyelt ¶es a konstru¶alt LEXP
fÄuggv¶eny.

Ha ¶att¶erÄunk a m¶asodik k¶erd¶esre, akkor a fenti ¶abr¶an a meg¯gyelt ¶es a
konstru¶alt LEXP gÄorbe metsz¶espontj¶at ¶ugy is interpret¶alhatjuk, hogy ha
valaki a hivatalos nyugd¶³jba vonul¶asi korban v¶arhat¶o 12,49 ¶evn¶el hosszabb,
de 23,66 ¶evn¶el rÄovidebb ¶elettartamra sz¶am¶³t, akkor |ha a j¶arad¶ekokat a ta-
pasztalati LEXP-el sz¶amolj¶ak ki| nem ¶eri meg neki csak az¶ert elhalasztani a
nyugd¶³jba vonul¶ast, hogy Äosszess¶eg¶eben tÄobb nyugd¶³jat kapjon. Ekkor ugyan-
is nem fog tÄobbet kapni. Ha ellenben enn¶el hosszabb ¶elettartamra sz¶am¶³t,
akkor el}ofordulhat, hogy halaszt¶as eset¶en n¶emileg magasabb lesz a nyugd¶³ja.
N¶ezzÄunk erre n¶eh¶any konkr¶et sz¶am¶³t¶ast az 1. t¶abl¶azatban.
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Kor H¶atral¶ev}o ¶elettartam (elhal¶aloz¶asi korban)
87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

65 1,76 1,84 1,92 2,00 2,08 2,16 2,24 2,32 2,40 2,48 2,56 2,64 2,72 2,80

66 1,76 1,84 1,92 2,01 2,09 2,17 2,26 2,34 2,42 2,51 2,59 2,67 2,76 2,84

67 1,75 1,83 1,92 2,01 2,10 2,18 2,27 2,36 2,45 2,53 2,62 2,71 2,80 2,88
68 1,74 1,83 1,92 2,01 2,10 2,19 2,29 2,38 2,47 2,56 2,65 2,74 2,83 2,93
69 1,72 1,82 1,92 2,01 2,11 2,20 2,30 2,40 2,49 2,59 2,68 2,78 2,87 2,97

70 1,71 1,81 1,91 2,01 2,11 2,21 2,31 2,41 2,51 2,62 2,72 2,82 2,92 3,02
71 1,69 1,80 1,90 2,01 2,12 2,22 2,33 2,43 2,54 2,64 2,75 2,86 2,96 3,07
72 1,67 1,78 1,89 2,00 2,12 2,23 2,34 2,45 2,56 2,67 2,78 2,89 3,01 3,12

73 1,64 1,76 1,88 1,99 2,11 2,23 2,35 2,46 2,58 2,70 2,82 2,93 3,05 3,17

74 1,61 1,73 1,86 1,98 2,10 2,23 2,35 2,47 2,60 2,72 2,85 2,97 3,09 3,22
75 1,57 1,70 1,83 1,96 2,09 2,22 2,35 2,48 2,61 2,74 2,88 3,01 3,14 3,27

76 1,52 1,66 1,80 1,93 2,07 2,21 2,35 2,49 2,63 2,76 2,90 3,04 3,18 3,32

77 1,45 1,59 1,74 1,88 2,03 2,17 2,32 2,46 2,61 2,75 2,90 3,04 3,19 3,33
78 1,37 1,52 1,68 1,83 1,98 2,13 2,29 2,44 2,59 2,74 2,90 3,05 3,20 3,35
79 1,29 1,45 1,61 1,77 1,93 2,09 2,26 2,42 2,58 2,74 2,90 3,06 3,22 3,38
80 1,20 1,37 1,54 1,71 1,88 2,05 2,22 2,39 2,56 2,73 2,91 3,08 3,25 3,42
81 1,09 1,28 1,46 1,64 1,82 2,00 2,19 2,37 2,55 2,73 2,91 3,10 3,28 3,46
82 0,98 1,17 1,37 1,56 1,76 1,95 2,15 2,34 2,54 2,73 2,93 3,12 3,32 3,51
83 0,84 1,05 1,26 1,47 1,68 1,89 2,10 2,31 2,52 2,73 2,94 3,15 3,36 3,57
84 0,68 0,91 1,14 1,36 1,59 1,82 2,05 2,27 2,50 2,73 2,96 3,18 3,41 3,64
85 0,50 0,74 0,99 1,24 1,48 1,73 1,98 2,23 2,47 2,72 2,97 3,22 3,46 3,71
86 0,27 0,54 0,81 1,08 1,35 1,62 1,90 2,17 2,44 2,71 2,98 3,25 3,52 3,79
87 0,00 0,30 0,60 0,89 1,19 1,49 1,79 2,09 2,38 2,68 2,98 3,28 3,58 3,87

88 0,00 0,33 0,66 0,99 1,32 1,65 1,98 2,31 2,64 2,97 3,30 3,63 3,96
89 0,00 0,37 0,74 1,10 1,47 1,84 2,20 2,57 2,94 3,31 3,67 4,04

90 0,00 0,41 0,82 1,23 1,65 2,06 2,47 2,88 3,29 3,70 4,11
a) -2,9 -1,7 -0,6 0,5 1,4 2,3 3,2 3,9 4,7 5,3 6,0 6,6 7,1 7,7
b) -11,0 -7,8 -4,8 -2,1 0,4 2,7 4,9 6,9 8,8 10,5 12,2 13,7 15,2 16,6
c) 0,0 0,5 1,6 3,1 4,9 7,1 9,3 11,3 16,3 25,1 36,0 46,8
d) 2,5 2,3 2,0 1,7 1,4 1,1 0,8 0,6 0,3 0,2 0,1 0,0 0,0
a)Nyeres¶eg 70 ¶evn¶el (%) b)Nyeres¶eg 75 ¶evn¶el (%) c)Maxim¶alis nyeres¶eg (%)
d)A nyugd¶³jas n¶epess¶eg %-a, aki ennyi id}os korban megy nyugd¶³jba

1. t¶abl¶azat. Az Äossznyugd¶³j 1 Ft t}ok¶ere kÄulÄonbÄoz}o nyugd¶³jba vonul¶asi korok eset¶en.
Forr¶as: saj¶at sz¶am¶³t¶as, KSH

A 2000-es magyar f¶er¯ n¶ephaland¶os¶agi t¶abla szerint 88,66 ¶eves korig (teh¶at
akik maximum ilyen hossz¶u ¶elettartamot v¶arnak) senkinek nem ¶eri meg el-
halasztani a nyugd¶³jba vonul¶ast. Ez l¶atszik is a fenti, 87 ¶eves korban indul¶o
t¶abl¶azaton, hiszen 87 ¶es 88 ¶eves korban is (vagyis azokn¶al, akik ennyi ¶eves ko-
rig ¶elnek, s ezt tudj¶ak is magukr¶ol) akkor kapj¶ak a maxim¶alis Äossznyugd¶³jat,
ha a hivatalos nyugd¶³jba vonul¶asi korn¶al (65 ¶evn¶el) mennek nyugd¶³jba. A
maxim¶alis Äossznyugd¶³jat az ¶attekinthet}os¶eg kedv¶e¶ert al¶ah¶uz¶assal jelÄoltem.
(Ez a t¶abl¶azatban nem szerepl}o, 87 ¶evn¶el kisebb v¶arhat¶o ¶eletkorokn¶al is 65
¶evn¶el van.) L¶atszik, hogy p¶eld¶aul, aki 93 ¶eves korig ,,tervezi" ¶eletben maradni
(az ¶atlagos 77,49 ¶ev helyett), annak 75 ¶eves korban ¶erdemes nyugd¶³jba vonul-
nia, s ez¶ert eg¶esz ¶elet¶eben Äosszesen 4;9%-kal tÄobbet fog kapni, mintha m¶ar
65 ¶eves korban nyugd¶³jba menne. Ez viszont csak a 65 ¶evet meg¶eltek (vagyis
a nyugd¶³jba vonul¶ok) 1,1%-¶ara vonatkozik. J¶oval tÄobbet nyer az a 6 f}o, aki
100 ¶eves maxim¶alis kort rem¶el, 46,8%-ot nyernek, de ehhez 90 ¶eves korban
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kell nyugd¶³jba vonulniuk. Ha ezt nem tudj¶ak kiv¶arni, s m¶ar 75 ¶eves korban
nyugd¶³jba mennek, akkor nyeres¶egÄuk csak 16,6%.

L¶athat¶o, hogy a nyugd¶³jba vonul¶ok 86,8%-¶anak a legjobb dÄont¶es, ha azon-
nal nyugd¶³jba vonulnak, amint az lehets¶eges, s csak a marad¶ek 13,2%-nak ¶eri
meg k¶es}obb nyugd¶³jba vonulni. TÄobbs¶egÄuknek azonban a nyeres¶ege csek¶ely.
R¶aad¶asul, egy¶altal¶an nem biztos, hogy valaki csak az¶ert v¶ar 87 ¶eves kor¶aig
a nyugd¶³jjal, hogy a maxim¶alis 25,1%-os tÄobbletet ,,tegye zsebre". Lehet,
hogy neki meg¶eri a 6%-os nyeres¶eg 70 ¶evn¶el, ami viszont m¶ar nagyon csek¶ely
hat¶assal van az egyens¶ulyra.

ÄOsszess¶eg¶eben teh¶at azt mondhatjuk, hogy a meg¯gyelt haland¶os¶agi t¶abla
felhaszn¶al¶as¶aval k¶eszÄult j¶arad¶ekfÄuggv¶eny eset¶eben is ki lehet mutatni a hiper-
bolikus j¶arad¶ekfÄuggv¶enyn¶el felt¶art probl¶em¶akat, viszont nagyon er}osen kor-
l¶atozott kÄorben. Ugyanakkor ez a ,,hiba" lehet egy ok arra, hogy a t¶enyleges
j¶arad¶ekkalkul¶aci¶oban ne ezeket a v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o ¶elettartamokat haszn¶alj¶ak.
Ugyanakkor erre van m¶as ok is.

5.2 A gyakorlati j¶arad¶ekfÄuggv¶eny hib¶ai ¶es lehets¶eges
kijav¶³t¶asuk

A meg¯gyelt haland¶os¶agi t¶abl¶aval sz¶amolt j¶arad¶ekfÄuggv¶ennyel vannak m¶as
gondok is, nevezetesen kett}o:

1. A korm¶anyzati hivatalos LEXP adatok aktu¶alisan meg¯gyelt, vagyis
,,historikus" adatok. Olyan emberek hal¶aloz¶asi val¶osz¶³n}us¶egeib}ol ¶all¶³-
tott¶ak Äossze }oket, akik m¶ar meghaltak, mikÄozben olyan emberekre kell
ezeket alkalmazni, akik m¶eg ¶elnek. Ha a v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o ¶elettartam
stacion¶er lenne, akkor ezzel nem lenne semmi baj, de tudjuk, hogy az
a fejlett vil¶agban (s most m¶ar Magyarorsz¶agon is) m¶ar ¶evtizedek ¶ota
dinamikusan v¶altozik, alapvet}oen n}o. ¶Igy ha aktu¶ariusilag korrekt j¶a-
rad¶ekfÄuggv¶enyt akarunk haszn¶alni, akkor projekt¶alt, s nem meg¯gyelt
v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o ¶elettartammal kell dolgozni.

P¶eldak¶ent ¶alljon itt egy amerikai p¶elda a n¶ephaland¶os¶agi ¶es a j¶arad¶ek
c¶elb¶ol projekt¶alt v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o ¶elettartamok kÄulÄonbs¶eg¶ere (7. ¶abra).
A projekci¶o m¶odszertana ismert, s a korm¶anyhivatalok tÄobb-kevesebb
rendszeress¶eggel adnak is kÄozz¶e minden orsz¶agban projekt¶alt haland¶o-
s¶agi t¶abl¶akat. R¶aad¶asul semmi akad¶alya nincs, hogy a projekt¶alt halan-
d¶os¶agi t¶abl¶akat (v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o ¶elettartamokat) a fenti fÄuggv¶enyekkel
¶ugy ,,sim¶³ts¶ak", hogy elvileg is kikÄuszÄobÄoljÄuk bel}olÄuk a t¶ulÄosztÄonz¶est.
Be¶ep¶³tett probl¶em¶aja azonban a projekci¶onak, hogy arr¶ol csak ut¶olag
derÄul ki, hogy j¶o volt-e.

2. A m¶asik probl¶ema, hogy nem vil¶agos, hogy a LEXP milyen r¶etegre
vonatkozik. A statisztik¶akat ¶altal¶aban az eg¶esz orsz¶ag n¶epess¶eg¶ere,
f¶er¯-n}o bont¶asban szokt¶ak megadni. Ugyanakkor az orsz¶ag eg¶esz¶enek
a n¶epess¶ege ¶es a nyugd¶³jas n¶epess¶eg nem teljesen egyforma haland¶os¶agi
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jellemz}okkel b¶³r. A nyugd¶³jas n¶epess¶egen belÄul is vannak kÄulÄonbÄoz}o ha-
land¶os¶ag¶u alcsoportok, hiszen a v¶egzetts¶eg, lak¶ohely, munkahely/mun-
kakÄor, ¯zet¶es, stb. er}os korrel¶aci¶ot mutat az ¶elettartammal. Indokolt
lenne ez¶ert az eg¶esz lakoss¶agra vonatkoz¶o, csak kor szerint di®erenci¶alt
haland¶os¶agi t¶abl¶ak helyett m¶as jellemz}ok szerint is di®erenci¶alt t¶abl¶akat
alkalmazni, hogy m¶elt¶anyosabb legyen a j¶arad¶ek. Az aktu¶ariusi kor-
rekts¶eg fogalm¶aba a di®erenci¶al¶as is beletartozik. ¶Ugy t}unik azonban,
hogy a politika akad¶alya a di®erenci¶al¶asnak. ¶Ujabban m¶eg a kor¶abban
szok¶asos f¶er¯ ¶es n}o szerinti di®erenci¶al¶ast is tiltj¶ak4, s tov¶abbi, m¶as
t¶enyez}ok szerinti di®erenci¶al¶asr¶ol sz¶o sem lehet.

ÄOsszess¶eg¶eben azonban meg¶allap¶³that¶o, hogy lehets¶eges megfelel}oen ki-
sim¶³tott, projekt¶alt haland¶os¶agi t¶abla k¶esz¶³t¶ese, amivel t¶ulÄosztÄonz¶est}ol mentes
¶es biztos¶³t¶asmatematikailag korrekt j¶arad¶ekfÄuggv¶enyeket k¶esz¶³thetÄunk. R¶a-
ad¶asul ¶ugy t}unik, hogy ha a ,,sim¶³tatlan" adatokat alkalmazzuk, a t¶ulÄosz-
tÄonz¶es hat¶okÄore akkor is er}osen korl¶atozott. Ugyanakkor a sim¶³t¶ast az is
indokolja, hogy tudjuk, hogy a n¶ephaland¶os¶agi t¶abl¶aban a 85 ¶eves kor feletti
korokra (teh¶at pont azokra a korokra, ahol a t¶ulÄosztÄonz¶es fent el}ofordult)
vonatkoz¶o ¶ert¶ekeket m¶ar eleve nagyvonal¶uan, er}oteljes matematikai ,,sim¶³-
t¶assal" sz¶am¶³tj¶ak, vagyis m¶ar az sem a t¶enyleges, pontos ¶ert¶ek. Teh¶at ha
m¶ar ¶ugyis sim¶³tanak, akkor azt a fenti probl¶ema ¯gyelembe v¶etel¶evel c¶elszer}u
megtenni.

7. ¶abra. Az 1990-es amerikai f¶er¯ n¶ephaland¶os¶agi t¶abl¶ab¶ol sz¶amolt ¶es az 1996-os projekt¶alt f¶er¯
v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o ¶elettartam fÄuggv¶enyek. Forr¶as: U.S. Department of Health and Human

Services, NAIC.

4Az ¶eletbiztos¶³t¶asban, vagyis a piaci j¶arad¶ekok vonatkoz¶as¶aban. A TB j¶arad¶ekok
eset¶eben a nemek szerinti di®erenci¶al¶as eleve nem volt szok¶asban.
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5.3 A biztos¶³t¶asmatematikailag korrekt kalkul¶aci¶o Äosz-
tÄonz}o hat¶asa

A fentiek alapj¶an a biztos¶³t¶asmatematikailag korrekt j¶arad¶ekfÄuggv¶eny ese-
t¶eben |mint l¶attuk| szinte mindig (vagyis a nyugd¶³j el}ott ¶all¶ok t¶ulnyom¶o
tÄobbs¶ege sz¶am¶ara) az a c¶elszer}u, ha valaki min¶el kor¶abban megy nyugd¶³jba,
vagyis az nem tartalmaz t¶ulÄosztÄonz¶est. Teh¶at az eleget tesz a Simonovits-
f¶ele ,,tomp¶³tott ÄosztÄonz¶es" kÄovetelm¶eny¶enek, vagyis a nyugd¶³j n}o a nyugd¶³jba
vonul¶asi korral, de (messze!) nem annyira, mint amit a hiperbolikus j¶arad¶ek-
fÄuggv¶eny adna. Ezzel r¶aad¶asul egyfajta ,,term¶eszetes" m¶odon megv¶alaszoltuk
Simonovitsnak azt a k¶erd¶es¶et is, hogy mi legyen a tomp¶³t¶as m¶ert¶eke.

A ,,tomp¶³t¶as" viszont Simonovits szerint ,,lerontja az ÄosztÄonz¶est". Val¶o-
ban, mivel a biztos¶³t¶asmatematikailag korrekt j¶arad¶ekfÄuggv¶eny szinte mindig
kisebb Äossznyugd¶³jat ad a k¶es}obb nyugd¶³jba vonul¶oknak, mint akik az els}o
adand¶o alkalommal nyugd¶³jba vonulnak, ez egy¶altal¶an nem ÄosztÄonÄoz a k¶es}obbi
nyugd¶³jba vonul¶asra. Vagyis az aktu¶ariusilag korrekt j¶arad¶ekfÄuggv¶eny ,,csak"
korrektebb¶e teszi a nyugd¶³jrendszert azokkal szemben, akik magukt¶ol is to-
v¶abb dolgozn¶anak. Ilyen emberek vannak, emiatt szerintem nem ¶ugy kell fel-
tenni a k¶erd¶est, hogy hogyan ÄosztÄonÄozzÄuk az embereket a tov¶abbdolgoz¶asra,
hanem, hogy hogyan kell elt¶avol¶³tani azokat az ellenÄosztÄonz}oket, amelyek
ett}ol a sz¶and¶ekukt¶ol elt¶antor¶³tj¶ak. Ha ugyanis a kor¶abban nyugd¶³jba men}ok
ar¶anytalanul j¶ol j¶arnak, akkor |b¶armennyire is szeretn¶enek n¶eh¶anyan tov¶abb
dolgozni| mindenki ink¶abb a korai nyugd¶³jba vonul¶ast (vagyis az els}o lehet-
s¶eges alkalmat) v¶alasztja. Teh¶at a biztos¶³t¶asmatematikailag korrekt j¶arad¶ek-
fÄuggv¶eny val¶oj¶aban nem ÄosztÄonÄoz a tov¶abbdolgoz¶asra, hanem egyszer}uen az-
zal, hogy korrektÄul j¶ar el, megszÄunteti a tov¶abbi munkav¶allal¶assal szembeni
ellenÄosztÄonz¶est.
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A PROPOSAL FOR THE OPTIMAL ANNUITY FUNCTION

This paper joins to the papers of Andr¶as Simonovits examining the optimal annuity
function. With di®erent tools as used by Simonovits, I also present the faults of the
hyperbolic annuity function revealed and described by him. Following that with
the same tools I also present a whole function-family which avoids these faults,
so they ful¯ll the criteria for the optimal annuity functions made by Simonovits.
Comparing these annuity functions with ones constructed upon the experienced
mortality used in the daily practice I concluded that they quite resemble to each
other. Extending my analysis |with the newly introduced graphical tool| to
these annuity functions used in the practice I conclude that these functions share
|however quite a limited manner| some faults of hyperbolic annuity functions
revealed by Simonovits. I show that using a speci¯c function family ful¯lling the
criteria of the optimal annuity functions and which are quite resemble to these
practical annuity functions, these faults can be eliminated. Moreover we have
to take into account that the historic mortality tables are not really appropriate
calculating annuities because of the phenomenon of ,,longevity", so we have to
project the mortality. During the projection it is quite easy to ,,smooth" the data,
so the practical annuity functions can easily make to optimal annuity functions. The
paper also presents that Simonovits uses a non conventional concept of ,,actuarial
fairness".
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BIZTOS¶IT¶OT¶ARSAS¶AGOK TARTAL¶EKK¶EPZ¶ESI
FOLYAMAT¶ANAK VIZSG¶ALATA AD¶O- ¶ES

OSZTAL¶EKFIZET¶ES MELLETT1

SZAB¶O TIBOR { MIH¶ALYK¶ON¶E ORB¶AN ¶EVA { MIH¶ALYK¶O CSABA
Pannon Egyetem, Veszpr¶em

CikkÄunk biztos¶³t¶ot¶arsas¶agok tartal¶ekk¶epz¶esi folyamat¶anak modellez¶es¶evel fog-
lalkozik, egy alkalmas c¶elfÄuggv¶eny optimaliz¶al¶as¶an keresztÄul kontroll¶alva a
biztos¶³t¶ot¶arsas¶ag m}ukÄod¶es¶et. A biztos¶³t¶asi alapmodell l¶enyege, hogy v¶eletlen
id}opontokban v¶eletlen nagys¶ag¶u k¶arig¶enyek ¶erkeznek be a biztos¶³t¶ohoz, amit
a tartal¶ekb¶ol, azaz a kezd}ot}ok¶eb}ol ¶es a be¯zetett d¶³jakb¶ol fedeznek. A tarta-
l¶ek mennyis¶eg¶et¶³gy egy sztochasztikus folyamat adja meg. Ezt az alapmodellt
a szakirodalomban r¶eszletesen vizsg¶alt¶ak, ¶es tÄobbf¶elek¶eppen m¶odos¶³tott¶ak. A
cikkben ismertetÄunk egy, az alapmodellt ¶altal¶anos¶³t¶o, ¶altalunk ¶ujonnan kidol-
gozott, az ad¶o- ¶es osztal¶ek¯zet¶est egyÄuttesen kezel}o Äosszetett modellt, ¶es egy
olyan ¶uj c¶elfÄuggv¶enyt, amely mind az ¶allam, mind az Äugyfelek, mind a biz-
tos¶³t¶ot¶arsas¶ag tulajdonosainak ¶erdekeit ¯gyelembe veszi. Ez a c¶elfÄuggv¶eny a
biztos¶³t¶ot¶arsas¶ag m}ukÄod¶ese r¶ev¶en l¶etrejÄott ¶ert¶eket, eredm¶enyess¶eget hivatott
m¶erni. Az Äosszetett modellt a kÄuszÄob (threshold) osztal¶ek¯zet¶esi strat¶egia
alkalmaz¶asa eset¶en r¶eszletesebben elemezzÄuk. A c¶elfÄuggv¶eny ¶ert¶ekeit Monte-
Carlo szimul¶aci¶oval sz¶am¶³tottuk ki, optimaliz¶al¶as¶at a szimul¶aci¶os eredm¶enyek
alapj¶an numerikus m¶odszerek seg¶³ts¶eg¶evel v¶egezzÄuk el. V¶egezetÄul megvizs-
g¶aljuk a m}ukÄod¶est egy m¶asik szempontb¶ol, nevezetesen a jÄovedelmez}os¶egi
szempontb¶ol is, azaz meghat¶arozzuk, hogy mennyi kezd}ot}ok¶et ¶erdemes be-
fektetni az optim¶alis jÄovedelmez}os¶egi index el¶er¶ese ¶erdek¶eben.

1 Bevezet¶es

Az Äuzleti ¶elet b¶armely terÄulet¶en m}ukÄod}o v¶allalatok, ¶³gy a biztos¶³t¶ot¶arsas¶agok
sz¶am¶ara is fontos, hogy a m}ukÄod¶esÄuket vesz¶elyeztet}o, Äuzleti kÄornyezetÄukb}ol
fakad¶o kock¶azatok felismerhet}ov¶e, kezelhet}ov¶e v¶aljanak, a menedzsment, a
tulajdonosok dÄont¶esei tervezhet}oek, kisz¶am¶³that¶oak legyenek. A biztos¶³t¶ok
kock¶azata az Äuzleti kÄornyezeten k¶³vÄul term¶eszetesen az ¶altaluk k¶³n¶alt szol-
g¶altat¶as, a biztos¶³t¶as sztochasztikus term¶eszet¶eb}ol is fakad. Kock¶azatukra
tÄobbek kÄozÄott a portf¶oli¶ojukon, ¶araikon, osztal¶ekpolitik¶ajukon keresztÄul lehet-
nek hat¶assal, ezek r¶ev¶en tudj¶ak befoly¶asolni azt.

E kock¶azatok felm¶er¶ese mind a t¶arsas¶agok sz¶am¶ara, mind t¶arsadalmi
szempontb¶ol k¶³v¶anatos. A biztos¶³t¶ot¶arsas¶agok szerte a vil¶agban kiterjedt
Äugyf¶elkÄorrel rendelkeznek, a lakoss¶ag szinte eg¶esze rendelkezik valamif¶ele biz-
tos¶³t¶assal, ¶³gy a t¶arsas¶agok stabil m}ukÄod¶ese nem csak a tulajdonosok ¶erdeke,

1Be¶erkezett: 2011. november 17. E-mail: orbane@almos.uni-pannon.hu.
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hanem az Äugyfelek¶e is. Sz¶amukra is fontos, hogy a megkÄotÄott szerz}od¶es ¶er-
v¶enyben maradjon; a biztos¶³t¶o, amennyiben a biztos¶³t¶asi esem¶eny bekÄovetke-
zik, a keletkez}o k¶ar egy r¶esz¶et vagy teljes eg¶esz¶et megt¶er¶³tse.

Dolgozatunkban a biztos¶³t¶ot¶arsas¶agok tartal¶ekk¶epz¶esi folyamat¶at vizsg¶al-
juk meg; matematikai, illetve sz¶am¶³t¶og¶epes, ¶un. Monte Carlo szimul¶aci¶oval
tÄort¶en}o modellez¶esi lehet}os¶egeit k¶³v¶anjuk bemutatni a teljess¶eg ig¶enye n¶elkÄul.
A t¶arsas¶agok m}ukÄod¶es¶et tÄobb jellemz}on keresztÄul fogjuk ¶ert¶ekelni: tÄonkre-
men¶esi val¶osz¶³n}us¶eg, tÄonkremen¶esi id}o, ki¯zetett diszkont¶alt osztal¶ek v¶arhat¶o
¶ert¶eke, be¯zetett diszkont¶alt ad¶o v¶arhat¶o ¶ert¶eke.

El}oszÄor rÄoviden bemutatjuk az alapmodellt, majd ezt kÄovet}oen ismertet-
jÄuk az irodalomban ¶altal¶anosan elfogadott ¶es ¶altalunk felhaszn¶alt ad¶o-, illetve
osztal¶ek¯zet¶es eset¶et. Jelen publik¶aci¶oban, b¶ar a szakirodalomban az oszta-
l¶ek¯zet¶es sz¶amos m¶odja ismert, f}oleg az ¶un. kÄuszÄob strat¶egi¶aval foglalkozunk.
Ezut¶an t¶argyaljuk az ¶altalunk megfogalmazott, a tov¶abbiakban Äosszetett
jelz}ovel illetett modellt, amely egyszerre kezeli az osztal¶ek-, illetve az ad¶o-
¯zet¶es probl¶em¶aj¶at, ¶³gy egy, a val¶os¶aghoz kÄozelebb ¶all¶o modellhez jutunk,
amelyet ismereteink szerint a szakirodalomban eddig nem vizsg¶altak. Az
Äosszetett modell azon eset¶evel foglalkozunk, amikor a kÄuszÄob osztal¶ek¯zet¶esi
strat¶egia szerint tÄort¶enik az osztal¶ek¯zet¶es.

A modell tov¶abbi elemekkel is b}ov¶³thet}o lenne, p¶eld¶aul a tartal¶ek p¶enzÄugyi
befektet¶es¶enek ¯gyelembe v¶etel¶evel, viszontbiztos¶³t¶as kÄot¶es¶evel, a tartal¶ek
kritikus szint al¶a es¶ese eset¶en a cs}od elkerÄul¶ese ¶erdek¶eben tov¶abbi t}okebe-
fektet¶essel vagy ¶athidal¶o kÄolcsÄon felv¶etel¶evel, de jelen dolgozatunkban ezeket
nem ¶ep¶³tettÄuk be a modellbe.

Az egyes modellek ¶altal¶anos vizsg¶alati m¶odszere az, hogy a megadott
c¶elfÄuggv¶enyre egy integr¶alegyenletet illetve integro-di®erenci¶alegyenletet¶³rnak
fel, s ezt pr¶ob¶alj¶ak megoldani (Lin, S. et al., 2003, Gerber & Shiu, 2006,
Albrecher & Hipp, 2007). Ezek az egyenletek azonban csak nagyon speci¶alis
esetekben oldhat¶ok meg analitikusan (jellemz}oen exponenci¶alis-exponenci¶alis
eloszl¶asp¶ar mellett), ¶³gy az Äosszetett modellben az elemz¶es eszkÄoz¶eÄul a Monte-
Carlo szimul¶aci¶ot alkalmaztuk. A sz¶am¶³t¶og¶epes szimul¶aci¶o nagy el}onye, hogy
b¶armilyen id}o- ¶es k¶arig¶enyeloszl¶as mellett alkalmazhat¶o, ¶³gy akkor is k¶epes
kisz¶amolni a k¶erd¶eses v¶arhat¶o ¶ert¶ekeket, amikor r¶ajuk vonatkoz¶olag analitikus
formula nem ¶all rendelkez¶esÄunkre. Szimul¶aci¶oval val¶o megold¶asra tal¶alhatunk
a szakirodalomban is p¶eld¶at tÄobbek kÄozÄott az (Albrecher & Kainhofer, 2002)
¶es az (Albrecher et al., 2005) publik¶aci¶okban. Az elemz¶esek elv¶egz¶es¶ehez szi-
mul¶aci¶os programokat k¶esz¶³tettÄunk. A dolgozatban l¶athat¶o ¶abr¶akat, illetve
az el}o¶all¶³t¶asukhoz felhaszn¶alt szimul¶aci¶os programokat a MatLab R2007b
verzi¶oj¶u matematikai programcsomag alkalmaz¶as¶aval k¶esz¶³tettÄuk el.

2 A modell

2.1 Az alapmodell

A modell a biztos¶³t¶ot¶arsas¶ag tartal¶ekk¶epz¶esi folyamat¶ab¶ol ad¶od¶oan a tartal¶ek
mennyis¶eg¶et adja meg b¶armely t ¸ 0 id}opontban. E tartal¶ek h¶arom Äosszetev}o
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ered}ojek¶ent ¶all el}o: a biztos¶³t¶ot¶arsas¶ag tulajdonosai ¶altal indul¶askor rendel-
kez¶esre bocs¶atott kezd}ot}ok¶eb}ol, a t¶arsas¶ag m}ukÄod¶ese sor¶an az Äugyfelek ¶altal
be¯zetett biztos¶³t¶asi d¶³jakb¶ol, valamint a biztos¶³t¶ot¶arsas¶ag ¶altal az Äugyfelek
r¶esz¶ere ki¯zetett k¶arÄosszegekb}ol. A tartal¶ek ¶ert¶ek¶et az id}o fÄuggv¶eny¶eben
teh¶at a kÄovetkez}ok¶eppen ¶³rhatjuk fel (Gerber & Shiu, 1998, Albrecher &
Thonhauser, 2007, Ming & Junyi, 2008):

U(t) = x + ct ¡
N(t)X

i=1

Yi : (1)

A fenti k¶epletben 0 · x jelenti a kezd}ot}ok¶et, amely a tulajdonosok ¶altal a biz-
tos¶³t¶ot¶arsas¶ag alap¶³t¶asakor befektetett t}okemennyis¶eg. A ct az ¶un. d¶³jbev¶eteli
folyamat, amely sor¶an az egys¶egnyi id}o alatt befoly¶o biztos¶³t¶asi d¶³jak Äosszeg¶et
|a szakirodalomban ¶altal¶anosan elfogadottan| id}oben ¶alland¶onak felt¶ete-
lezzÄuk. A harmadik tag az ¶un. k¶arfolyamat, amely abb¶ol ¶all, hogy v¶eletlen
id}opontokban v¶eletlen nagys¶ag¶u k¶arig¶enyek ¶erkeznek be a biztos¶³t¶ohoz, ame-
lyek ki¯zet¶ese csÄokkenti a tartal¶ek ¶ert¶ek¶et.

A k¶epletben szerepl}o Yi mennyis¶egek az i-edik be¶erkez}o k¶arig¶eny nagys¶a-
g¶at jelÄolik. Szok¶asos feltev¶es Yi-kr}ol, hogy azonos G(y) eloszl¶as¶u, nemnegat¶³v
¶ert¶ek}u, egym¶ast¶ol fÄuggetlen val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok, ¹g v¶eges v¶arhat¶o ¶ert¶ekkel.
Tov¶abbi szok¶asos feltev¶es, hogy az i ¡ 1-edik ¶es az i-edik k¶arig¶eny kÄozt eltelt
id}ok nagys¶ag¶at ti nemnegat¶³v, fÄuggetlen val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok adj¶ak meg,
amelyeknek F (t) eloszl¶asfÄuggv¶enye azonos, ¹f v¶arhat¶o ¶ert¶eke v¶eges. N(t) a
kÄovetkez}ok¶eppen de¯ni¶alhat¶o sztochasztikus folyamat:

N(t) =

½
0; ha t < t1

k; ha
Pk

i=1 ti · t, de t <
Pk+1

i=1 ti :
(2)

Azon esetben, amikor a k¶arok kÄozt eltelt id}okÄozÄok eloszl¶asa tetsz}oleges, Sparre
Andersen modellr}ol besz¶elÄunk (Sparre Andersen, 1957).

A Sparre Andersen modell egy speci¶alis esete, ha a k¶arok kÄozt eltelt id}ok
exponenci¶alis eloszl¶as¶uak ® param¶eterrel. Ebben az esetben N(t) ® param¶e-
ter}u Poisson-folyamat, s ekkor klasszikus kock¶azati folyamatr¶ol besz¶elhetÄunk
(Lundberg, 1909).

¶Altal¶aban fel szokt¶ak t¶etelezni, hogy N(t) ¶es Yi egym¶ast¶ol fÄuggetlen. E
korl¶atoz¶as felold¶asa azt jelenten¶e, hogy a be¶erkez}o k¶arig¶eny nagys¶aga fÄugg an-
nak id}opontj¶at¶ol, p¶eld¶aul term¶eszeti k¶arok eset¶en (¶arv¶³z, fÄoldreng¶es, torn¶ad¶o)
¶altal¶aban tÄobb ¶es nagyobb k¶arig¶enyt ny¶ujtanak be. A tov¶abbiakban meg-
maradunk a fÄuggetlens¶eg felt¶etelez¶ese mellett, hiszen ez mind analitikusan,
mind szimul¶aci¶oval kÄonnyebben kezelhet}o.

Mint a bevezet}oben eml¶³tettÄuk, vizsg¶alni fogjuk a tÄonkremen¶es val¶osz¶³-
n}us¶eg¶et is. Ez annak az esem¶enynek a val¶osz¶³n}us¶eg¶et jelenti, hogy valamely
rÄogz¶³tett x kezd}ot}oke eset¶en elfogy a biztos¶³t¶ot¶arsas¶ag tartal¶ekja, s ¶³gy a
biztos¶³t¶ot¶arsas¶ag tÄonkremegy, vagyis

Ã(x) = P (x + ct ¡
N(t)X

i=1

Yi < 0 valamely 0 · t eset¶en) : (3)
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1. ¶abra. A tartal¶ek v¶altoz¶asa az id}o fÄuggv¶eny¶eben

Term¶eszetesen ¶erdekes a tÄonkremen¶es ideje is, amelyet a kÄovetkez}ok¶eppen
¶³rhatunk fel:

TU =

½
inff t ¸ 0 : u(t) < 0g ; ha l¶etezik 0 · t, amelyre U(t) < 0

1 ; ha 0 · U(t) minden 0 · t eset¶en,
(4)

vagyis ha a biztos¶³t¶ot¶arsas¶ag tÄonkremegy, akkor a tÄonkremen¶es idej¶enek a
legels}o olyan id}opillanatot tekintjÄuk, amikor a tartal¶ek ¶ert¶eke 0 al¶a csÄokken,
azaz tartoz¶asa lesz az Äugyfelek fel¶e. Ha ez sosem tÄort¶enik meg, akkor a tÄonk-
remen¶es idej¶et v¶egtelennek de¯ni¶aljuk.

Az 1. ¶abr¶an bemutatjuk a fent de¯ni¶alt kock¶azati folyamat egy lehets¶eges
realiz¶aci¶oj¶at.

Az ¶abr¶an a folyamatot x = 2 kezd}ot}ok¶er}ol ind¶³tottuk. A tartal¶ek ¶ert¶eke
egyenletesen, c = 2 intenzit¶assal n}one (2 meredeks¶eg}u szakaszok), amennyi-
ben nem ¶erkezn¶enek be v¶eletlen id}opontokban v¶eletlen nagys¶ag¶u k¶arig¶enyek
(fÄugg}oleges ugr¶asok). A realiz¶aci¶o sor¶an mind az id}okÄozÄok, mind pedig a k¶ar-
ig¶enyek gener¶al¶as¶ara exponenci¶alis eloszl¶ast haszn¶altunk, ® = 0;5 ¶es ¯ = 0;3
param¶eterrel. Az ¶abr¶ar¶ol leolvashat¶o a cs}od id}opontja, ami TU (2) = 28;66
id}oegys¶eg.

2.2 Osztal¶ek¯zet¶es

2.2.1 Az osztal¶ek¯zet¶es ¶altal¶anos le¶³r¶asa

M¶odos¶³tsuk az alapmodellt oly m¶odon, hogy a tulajdonosok sz¶am¶ara osz-
tal¶ekot ¯zetnek a t¶arsas¶ag tartal¶ek¶ab¶ol a kock¶azati folyamatok irodalm¶aban
¶altal¶anosan elfogadott m¶odon (Gerber & Shiu, 2006, Ming & Junyi, 2007,
Avanzi, 2007).

JelÄolje D(t) a t ideig ki¯zetett nomin¶alis, vagyis az in°¶aci¶oval nem ki-
igaz¶³tott osztal¶ek ¶ert¶ek¶et. Ekkor a tartal¶ek ¶ert¶eke a t id}opontban D(t)
¶ert¶ek¶evel csÄokken, vagyis

RD(t) = U(t) ¡ D(t) ; t ¸ 0 : (5)
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A tulajdonosok ¶altal megkapott osztal¶ek jelen¶ert¶ek¶et a kÄovetkez}o Stieltjes-
integr¶allal sz¶am¶³thatjuk ki:

KD(x) =

Z TD(x)

0

e¡±t dD(t) : (6)

A k¶epletben szerepl}o ± az in°¶aci¶os r¶ata. Kiz¶ar¶olag a 0 · ± esetekkel fo-
gunk foglalkozni, vagyis amikor az ¶arsz¶³nvonal v¶altozatlan, illetve in°¶aci¶o
van. Mivel folytonos esetr}ol van sz¶o, ez¶ert t id}opillanatban a diszkontt¶enyez}o
¶ert¶ek¶et az e¡±t kifejez¶es adja meg. B¶ar a val¶os¶agot nyilv¶an nem ¶³rja le
tÄok¶eletesen, a kock¶azati folyamatok elemz¶es¶en¶el ¶altal¶anosan elfogadott a kon-
stans in°¶aci¶os r¶ata felt¶etelez¶ese (Albrecher et al. 2005, Gerber & Shiu, 2006,
Avanzi, 2007).

Az integr¶al fels}o hat¶ar¶aban szerepl}o TD(x) a tÄonkremen¶esi id}o osztal¶ek-
¯zet¶es mellett, amely a kor¶abbiakhoz hasonl¶oan de¯ni¶alhat¶o. Az integr¶alban
a D(t) folyamat szerint v¶egezzÄuk az integr¶al¶ast, mert az osztal¶ek¯zet¶esi stra-
t¶egia sor¶an osztal¶ekk¶ent ¶ujonnan ki¯zetett Äosszegek (D(t) v¶altoz¶asainak) je-
len¶ert¶ek¶ere vagyunk k¶³v¶ancsiak.

Osztal¶ekot, mint kor¶abban eml¶³tettÄuk, tÄobbf¶ele strat¶egia szerint ¯zethet-
nek. Ha megadunk egy osztal¶ek¯zet¶esi szab¶alyt, vagyis, hogy mely esetben
mi m¶odon ¯zetnek osztal¶ekot a tulajdonosok r¶esz¶ere, azzal meghat¶arozzuk
D(t)-t. A szakirodalomban, hogy az optim¶alis strat¶egia meghat¶aroz¶as¶a-
nak k¶erd¶ese matematikailag kezelhet}o legyen, a vizsg¶alt strat¶egi¶ak halmaz¶at
lesz}uk¶³tik az ¶un. megengedett strat¶egi¶ak halmaz¶ara. Ezt jelÄolje C, ¶es legyen
D = f D(t) gt¸0 olyan osztal¶ek¯zet¶esi folyamat, amelyre D 2 C. E C hal-
mazba tartoz¶o strat¶egi¶akra az al¶abbi h¶arom felt¶etelnek kell teljesÄulnie:

1. D(t¡) = D(t) ;

2. D(t) nÄovekv}o fÄuggv¶eny,

3. D(t+) ¡ D(t) · RD(t) :

Az els}o tulajdons¶ag puszt¶an a matematikai kezelhet}os¶eg miatt fontos; a
m¶asodik felt¶etel szerint a tulajdonosok nem ¯zethetnek vissza a t¶arsas¶ag
kassz¶aj¶aba a kapott osztal¶ekb¶ol; m¶³g a harmadik azt fejezi ki, hogy az ¶ujonnan
ki¯zetett osztal¶ek nem lehet tÄobb, mint a tartal¶ek mennyis¶ege, vagyis osz-
tal¶ek¯zet¶es miatt kÄozvetlenÄul nem mehet cs}odbe a biztos¶³t¶ot¶arsas¶ag.

Mivel D(t) ¶ert¶eke a sztochasztikus alapmodellt}ol fÄugg, valamint TD(x) is
egy v¶eletlent}ol fÄugg}o mennyis¶eg, ez¶ert KD(x) ¶ert¶eke egy val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o,
¶³gy KD(x) v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et ¶erdemes ¯gyelembe venni.

Ugyan a tulajdonosok ¶erdeke az is, hogy a v¶allalat ¶ert¶eke min¶el nagyobb
legyen, azonban jelen publik¶aci¶oban ezt a r¶esz¶erdeket ¯gyelembev¶etel¶enek
modellbeli bonyolults¶aga miatt elhagyjuk. ¶Igy a szakirodalomban ¶altal¶anosan
elfogadott m¶odon, az osztal¶ek jelen¶ert¶eke v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶enek maximaliz¶al¶as¶at
vizsg¶aljuk mi is (Asmussen & Taksar 1997, Lin et al. 2003, Avanzi, 2007). Az



130 Szab¶o Tibor { Mih¶alyk¶on¶e Orb¶an ¶Eva { Mih¶alyk¶o Csaba

Äosszes megengedett strat¶egia halmaz¶an optimaliz¶aland¶o c¶elfÄuggv¶eny matema-
tikailag teh¶at a kÄovetkez}o:

VD(x) = E(KD(x)) = E
³Z TD(x)

0

e¡±t dD(t)
´

: (7)

Jelen esetben azonban csup¶an a kÄuszÄob strat¶egi¶ak halmaz¶an k¶³v¶anjuk a ma-
ximumot megkeresni a strat¶egia param¶etereinek optim¶alis kiv¶alaszt¶as¶aval.

2.2.2 KÄuszÄob osztal¶ek¯zet¶esi strat¶egia

KÄuszÄob strat¶egi¶an a biztos¶³t¶ot¶arsas¶ag olyan osztal¶ek¯zet¶esi strat¶egi¶aj¶at ¶ert-
jÄuk, amely sor¶an a befoly¶o d¶³jak egy r¶esz¶et ki¯zetik osztal¶ekk¶ent, ha a tarta-
l¶ek ¶ert¶eke el¶er egy meghat¶arozott szintet, illetve afelett van, a beszedett d¶³jak
m¶asik r¶esze viszont a tartal¶ek szintj¶et nÄoveli. Ezzel szemben, ha a tartal¶ek
¶ert¶eke nem ¶eri el ezt a korl¶atot, a d¶³jak teljes eg¶esz¶eben a tartal¶ekhoz kerÄulnek.
Matematikailag ezt a kÄovetkez}ok¶eppen fogalmazhatjuk meg:

dD(t) =

½
0 ; ha 0 · RD(t) < b

¸c dt ; ha b · RD(t) ;
(8)

vagyis ha a tartal¶ek szintje 0 ¶es a korl¶at ¶ert¶eke kÄozÄott van, a nomin¶alis osz-
tal¶ek ¶ert¶eke nem v¶altozik, ellenkez}o esetben ¸ 2 [0; 1] r¶esz¶et a c intenzit¶as-
sal befoly¶o d¶³jaknak ki¯zetik a tulajdonosok r¶esz¶ere (Gerber & Shiu, 2006,
Avanzi, 2007, Ming & Junyi 2008). Teh¶at a kÄuszÄob strat¶egi¶anak k¶et szabadon
megv¶alaszthat¶o param¶etere van, a b kÄuszÄob ¶es a ¸ intenzit¶as.

A ¸ = 1 sz¶els}o esetben az ¶un. konstans korl¶at (constant barrier) strat¶e-
gi¶ar¶ol besz¶elhetÄunk, amikor is, ha a tartal¶ek ¶ert¶eke el¶eri az osztal¶ek¯zet¶esi
korl¶atot, a teljes befoly¶o d¶³jat ki¯zetik osztal¶ekk¶ent, ¶³gy a tartal¶ek ¶ert¶eke nem
v¶altozik (Lin et al., 2003, Avanzi, 2007). E strat¶egi¶ara m¶eg a k¶es}obbiekben
hivatkozunk. Ha ¸ = 0, akkor nem tÄort¶enik osztal¶ek¯zet¶es, ¶³gy az alapmo-
dellhez jutunk.

A kÄuszÄob strat¶egia optim¶alis az Äosszes megengedett strat¶egia kÄor¶eben,
ha az osztal¶ek nÄoveked¶esi Äuteme korl¶atos (Asmussen & Taksar, 1997). Ez
esetben l¶etezik a szakirodalomban a diszkont¶alt osztal¶ek v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶ere,
illetve az optim¶alis korl¶at szintj¶ere analitikus formula abban a speci¶alis eset-
ben, amikor mind az id}okÄozÄok, mind a k¶arig¶enyek eloszl¶asa exponenci¶alis. A
megold¶asokat Gerber ¶es Shiu dolgozt¶ak ki (Gerber & Shiu, 2006). Ebben az
esetben a szakirodalomban megtal¶alhat¶o a tÄonkremen¶es val¶osz¶³n}us¶eg¶enek ex-
plicit megad¶asa is, amelyet Ming ¶es Junyi publik¶altak (Ming & Junyi, 2008).
Mindezek miatt kiemelten ¶erdekes ez a t¶³pus¶u strat¶egia.

Az al¶abbi ¶abr¶akon a kÄuszÄob osztal¶ek¯zet¶esi strat¶egia mellett a tartal¶ek
¶es a tulajdonosok sz¶am¶ara ki¯zetett osztal¶ek alakul¶as¶anak egy realiz¶aci¶oj¶at
szeml¶eltetjÄuk.
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2. ¶abra. A tartal¶ek id}obeli v¶altoz¶asa
kÄuszÄob osztal¶ek¯zet¶esi strat¶egia szerinti osz-
tal¶ek¯zet¶es eset¶en

3. ¶abra. A nomin¶alis osztal¶ek alakul¶asa
kÄuszÄob osztal¶ek¯zet¶esi strat¶egia szerinti osz-
tal¶ek¯zet¶es eset¶en

A 2. ¶abr¶an a kÄuszÄob osztal¶ek¯zet¶esi strat¶egi¶aval m¶odos¶³tott folyamatot
tÄuntettÄuk fel. L¶athat¶o az ¶abr¶an, hogy amikor b · RD(t), akkor ¸ ¢ c in-
tenzit¶assal ¯zetnek osztal¶ekot (a tartal¶ek ¶ert¶eke (1 ¡ ¸) ¢ c intenzit¶assal n}o),
¶³gy a 3. ¶abr¶an l¶athat¶o nomin¶alis osztal¶ek ¶ert¶eke nÄovekszik, ellenkez}o esetben
v¶altozatlan marad.

2.3 Ad¶o¯zet¶es

Az ¶altalunk vizsg¶alt ad¶o¯zet¶esi m¶odot el}oszÄor Albrecher ¶es Hipp vezett¶ek be,
¶es vizsg¶alt¶ak a tÄonkremen¶es val¶osz¶³n}us¶eg¶enek ¶es a diszkont¶alt ad¶o v¶arhat¶o
¶ert¶ek¶enek tulajdons¶agait (Albrecher & Hipp, 2007).

CikkÄukben olyan ad¶o¯zet¶esi modellt tekintettek, amely sor¶an, ha a bizto-
s¶³t¶o tartal¶ek¶anak ¶ert¶eke el¶er egy meghat¶arozott szintet, ad¶okÄoteless¶e v¶alik, ¶es
ezut¶an olyan esetekben ¯zet az ¶allamnak ad¶ot, amikor a tartal¶ek ¶ert¶eke el¶eri,
illetve meghaladja a kor¶abbi maximum¶at, vagyis amikor a kor¶abbiakhoz k¶e-
pest nyeres¶eges helyzetben van. Ellenkez}o esetekben nem tÄort¶enik ad¶o¯zet¶es.

JelÄolje ° 2 [0; 1] az ad¶okulcsot, amely azt adja meg, hogy ad¶o¯zet¶es eset¶en
a c intenzit¶assal befoly¶o d¶³jak mekkora h¶anyad¶at ¯zeti be a t¶arsas¶ag ad¶ok¶ent,
illetve R¡ a tartal¶ek azon szintj¶et, amelynek el¶er¶es¶et}ol m¶ar ad¶okÄoteles a biz-
tos¶³t¶ot¶arsas¶ag. Erre a tov¶abbiakban ad¶oz¶asi szintk¶ent hivatkozunk. ¡(t)-vel
jelÄoljÄuk a t ideig be¯zetett nomin¶alis ad¶o ¶ert¶ek¶et. Ekkor a tartal¶ek ¶ert¶eke
ad¶o¯zet¶es eset¶en:

R¡(t) = U(t) ¡ ¡(t) ; t ¸ 0 : (9)

Ad¶o¯zet¶es abban az esetben tÄort¶enik, ha a biztos¶³t¶ot¶arsas¶ag tartal¶ek¶anak
¶ert¶eke el¶erte az ad¶oz¶asi szintet, illetve e szint felett nyeres¶eges helyzetben
van, vagyis amikor

R¡(t) = maxf R¡(u) : u · t; R¡ g (10)

Ekkor a befoly¶o d¶³jak ° h¶anyad¶at be¯zetik ad¶ok¶ent, vagyis id}oegys¶egenk¶ent
az ¶allam ° ¢ c bev¶etelre tesz szert ¶es a fennmarad¶o (1 ¡ °) ¢ c r¶esz kerÄul a biz-
tos¶³t¶ot¶arsas¶ag kassz¶aj¶aba. Ellenkez}o esetben a tartal¶ek ¶ert¶eke a befoly¶o d¶³jak
teljes intenzit¶as¶aval nÄovekszik, ¶es az ¶allam ad¶obev¶etele ekkor nem v¶altozik.
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Az e®ajta ad¶oztat¶asi politika, ha nem is pontosan az ismertetett m¶odon,
de az Äuzleti ¶eletben megtal¶alhat¶o, hiszen a t¶arsas¶agok vesztes¶egeiket sz¶amvi-
teli elj¶ar¶asok sor¶an elsz¶amolhatj¶ak k¶es}obbi bev¶etelÄuk terh¶ere, ¶³gy ad¶ot csak
a kiegyenl¶³t¶es ut¶an keletkez}o bev¶eteleikb}ol ¯zetnek.

A fent de¯ni¶alt ad¶oztat¶as sor¶an a be¯zetett ad¶o ¶ert¶eke a sztochasztikus
alapfolyamatt¶ol, illetve a v¶eletlent}ol fÄugg}o T¡(x)-t}ol, vagyis az ad¶o¯zet¶es mel-
letti tÄonkremen¶esi id}ot}ol fÄugg, ¶³gy egy sztochasztikus folyamat, emiatt az
in°¶aci¶oval kiigaz¶³tott v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et vizsg¶aljuk, amely a kÄovetkez}ok¶eppen
¶³rhat¶o fel (Albrecher & Hipp, 2007):

º(x; °;R¡) = E
³Z T¡(x)

0

e¡±t d¡(t)
´

: (11)

A kor¶abbiakhoz hasonl¶oan a tÄonkremen¶es val¶osz¶³n}us¶ege azon esem¶eny bekÄo-
vetkez¶es¶enek az es¶elye, hogy ad¶o¯zet¶es mellett elfogy a tartal¶ek. E val¶osz¶³n}u-
s¶egre Albrecher ¶es Hipp analitikus formul¶at adtak azon esetben, amikor mind
az id}okÄozÄok, mind a k¶arig¶enyek eloszl¶asa exponenci¶alis, valamint R¡ = x,
vagyis a t¶arsas¶ag az indul¶as¶at¶ol kezdve a nyeres¶eges helyzetekben ad¶ot ¯zet
(Albrecher & Hipp, 2007).

A 4-5. ¶abr¶akon az ad¶o¯zet¶essel b}ov¶³tett kock¶azati folyamat egy realiz¶a-
ci¶oj¶at mutatjuk be. Az ¶abr¶ak egyazon realiz¶aci¶o kÄulÄonbÄoz}o r¶eszfolyamatait
mutatj¶ak. A param¶eterek a kÄovetkez}ok voltak: a kezd}ot}oke ¶ert¶eke x = 1,
a befoly¶o d¶³jak m¶ert¶eke id}oegys¶egenk¶ent c = 2, az exponenci¶alis eloszl¶asok
param¶eterei ® = 0;5 ¶es ¯ = 0;5 volt. A szimul¶aci¶o sor¶an 60%-os ad¶okulcsot
alkalmaztunk, vagyis ° ¶ert¶ek¶et 0,6-ra ¶all¶³tottuk a jobb illusztr¶aci¶o ¶erdek¶eben.
Az ad¶oz¶asi szint R¡ = 3 volt.

A 4. ¶abr¶an az ad¶o¯zet¶es melletti kock¶azati folyamatot tÄuntettÄuk fel. L¶at-
hat¶o, hogy ad¶o¯zet¶es eset¶en, amint a tartal¶ek el¶eri az ad¶oz¶asi szintet, illetve
ezut¶an a kor¶abbi maxim¶alis ¶ert¶ek¶et, a kÄovetkez}o k¶aresem¶enyig a tartal¶ek
(1 ¡ °) ¢ c-vel n}o id}oegys¶egenk¶ent. Ekkor az 5. ¶abr¶an l¶athat¶o nomin¶alis ad¶o
¶ert¶eke ° ¢c meredeks¶eggel n}o. Ha a tartal¶ek a kor¶abbi maximuma alatt marad,
akkor nincs ad¶o¯zet¶es.

4. ¶abra. A tartal¶ek id}obeli v¶altoz¶asa ad¶o¯ze-
t¶essel b}ov¶³tett folyamat eset¶en

5. ¶abra. A nomin¶alis ad¶o id}obeli v¶altoz¶asa
ad¶o¯zet¶essel b}ov¶³tett folyamat eset¶en
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3 ÄOsszetett modell

3.1 Az Äosszetett modell ¶es a tÄobbszempont¶u biztos¶³t¶asi
c¶elfÄuggv¶eny

A tov¶abbiakban olyan modellt vizsg¶alunk, amelyben mind ad¶o-, mind osz-
tal¶ek¯zet¶es tÄort¶enik. B¶ar az irodalomban kÄulÄon-kÄulÄon mind az ad¶o¯zet¶est,
mind az osztal¶ek¯zet¶est vizsg¶alt¶ak, nincs tudom¶asunk olyan modellr}ol, amely
az ad¶o- ¶es az osztal¶ek¯zet¶est egyszerre kezeln¶e.

JelÄolje tov¶abbra is D(t) a nomin¶alis osztal¶ek, m¶³g ¡(t) a nomin¶alis ad¶o
¶ert¶ek¶et. Ekkor az Äosszetett modell eset¶eben a p¶enzÄugyi tartal¶ek ¶ert¶eke a t
id}opontban:

R(¡;D)(t) = U(t) ¡ D(t) ¡ ¡(t) ; t ¸ 0 : (12)

A tÄonkremen¶esi id}o alatt |amelyet T(¡;D)(x)-szel jelÄolÄunk| az eddigiekhez
hasonl¶oan azt a legkor¶abbi id}opontot ¶ertjÄuk, amikor a tartal¶ek ¶ert¶eke negat¶³v-
v¶a v¶alik; a tÄonkremen¶es val¶osz¶³n}us¶ege pedig ezen esem¶eny bekÄovetkez¶es¶enek
a val¶osz¶³n}us¶ege.

A tov¶abbiakban f}ok¶ent a kÄovetkez}o c¶elfÄuggv¶enyt vizsg¶aljuk, s ennek ke-
ressÄuk a maximum¶at:

W (x; D; °;R¡) = E

µ
¤1

Z T(¡;D)(x)

0

e¡±t dD(t) +

+ ¤2

Z T(¡;D)(x)

0

e¡±t d¡(t) + ¤3

Z T(¡;D)(x)

0

e¡±t dt

¶
:

(13)

A tulajdonosok sz¶am¶ara ki¯zetett osztal¶ek v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et Albrecher ¶es Thon-
hauser 2007-ben vizsg¶alt¶ak (Albrecher & Thonhauser, 2007) ¶es az ¶altaluk
elemzett fÄuggv¶eny W (x; D; °; R¡) speci¶alis esete ° = 0, ¤3 2 R+

0 , ¤1 = 1,
¤2 = 0 v¶alaszt¶as mellett. ° = 0 biztos¶³tja, hogy nem tÄort¶enik ad¶o¯zet¶es.

A W (x;D; °;R¡) c¶elfÄuggv¶enyben a biztos¶³t¶asi piac h¶arom f}obb szerep-
l}oj¶enek ¶erdek¶et megtestes¶³t}o mennyis¶egek v¶arhat¶o ¶ert¶eke szerepel s¶ulyozva,
ahol a nemnegat¶³v s¶ulyokra igaz, hogy ÄosszegÄuk egy, azaz 0 · ¤i, i = 1; 2; 3,
¤1 + ¤2 + ¤3 = 1. A s¶ulyok egym¶ashoz viszony¶³tott ar¶anya az egyes szerep-
l}ok ¶erdekeinek fontoss¶ag¶at mutatja. A c¶elfÄuggv¶enyben az els}o tag a vizsg¶alt
biztos¶³t¶ot¶arsas¶ag tulajdonosai r¶esz¶ere ki¯zetett diszkont¶alt osztal¶ek v¶arhat¶o
¶ert¶ek¶enek ¤1-szerese. Az Äosszeg m¶asodik tagja az ¶allamnak be¯zetett disz-
kont¶alt ad¶o v¶arhat¶o ¶ert¶eke ¤2-vel s¶ulyozva. Mivel az ¶allam a beszedett
ad¶okb¶ol kÄozjavakat ¶all¶³t el}o, kÄozjavakat biztos¶³t, amelyb}ol mind az Äugyfelek,
mind a tulajdonosok r¶eszesÄulnek, ez¶ert ez mindenki sz¶am¶ara valamekkora
el}onnyel j¶ar. M¶asr¶eszt azonban a biztos¶³t¶ot¶arsas¶ag megad¶oztat¶asa a tulaj-
donosokat ¶es az Äugyfeleket negat¶³van ¶erinti, hiszen az ¶allam p¶enzt von el a
biztos¶³t¶o tartal¶ek¶ab¶ol, ¶³gy hamarabb tÄort¶enik esetlegesen cs}od, illetve az osz-
tal¶ek ¶ert¶eke is csÄokken mind az ad¶oz¶as, mind a kor¶abban bekÄovetkez}o esetle-
ges cs}od miatt. Az ad¶o e®ajta hat¶asa megjelenik a diszkont¶alt osztal¶ek ¶es a
tÄonkremen¶esi id}o v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶eben is, csÄokkentve azt. A c¶elfÄuggv¶eny utols¶o
tagja a biztos¶³t¶ot¶arsas¶ag m}ukÄod¶es¶et m¶eri oly m¶odon, hogy a t¶arsas¶ag k¶es}obbi
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id}oben tÄort¶en}o m}ukÄodtet¶es¶et egyre kisebb m¶ert¶ekben veszi ¯gyelembe. Ezt
¶ertelmezhetjÄuk ¶ugyis, mintha minden id}oegys¶eg alatt a t¶arsas¶ag m}ukÄod¶ese 1
p¶enzegys¶eg hasznot jelentene az Äugyfelek sz¶am¶ara, ¶es ennek az Äosszegnek a
diszkont¶alt ¶ert¶ek¶et szerepeltetjÄuk a c¶elfÄuggv¶enyben s¶ulyozva. MegjegyezzÄuk,
hogy diszkont¶al¶as miatt a harmadik tag akkor is v¶egess¶e v¶alik, ha a tÄonk-
remen¶esi id}o v¶egtelen. Mivel jelen esetben a biztos¶³t¶asi piac szerepl}oinek
¶erdekeit egyes¶³tjÄuk, az ¶³gy ¶ertelmezett W (x; D; °; R¡) fÄuggv¶enyt tÄobbszem-
pont¶u biztos¶³t¶asi c¶elfÄuggv¶enynek nevezzÄuk.

Mivel nem ismerÄunk analitikus formul¶akat W (x;D; °; R¡) ¶ert¶ekeire, cik-
kÄunk kÄovetkez}o r¶esz¶eben Monte-Carlo szimul¶aci¶on alapul¶o, ¶altalunk kidolgo-
zott programok seg¶³ts¶eg¶evel mutatjuk be az ad¶o¯zet¶es ¶es a kÄuszÄob strat¶egia
szerinti osztal¶ek¯zet¶es eset¶eben az egyes fÄuggv¶enyek alakj¶at, ¶ertelmezzÄuk a
kapott eredm¶enyeket, valamint szimul¶aci¶os m¶odszeren alapul¶o numerikus el-
j¶ar¶ast felhaszn¶alva elv¶egezzÄuk bizonyos param¶eterekben az optimaliz¶al¶ast.

3.2 KÄuszÄob osztal¶ek¯zet¶esi strat¶egia ad¶o¯zet¶es mellett

Ebben a r¶eszben a kÄuszÄob osztal¶ek¯zet¶esi strat¶egia melletti ad¶o¯zet¶es k¶erd¶es¶et
elemezzÄuk. Miut¶an de¯ni¶altuk ¶es bemutattuk a folyamatot, megvizsg¶aljuk
egyes v¶altoz¶ok hat¶as¶at, ¶ertelmezzÄuk a kapott eredm¶enyeket, v¶egÄul n¶eh¶any
p¶eld¶at mutatunk a W (x;D; °; R¡) fÄuggv¶eny maximaliz¶al¶as¶ara.

KÄuszÄob strat¶egia eset¶en a tartal¶ek szintj¶et}ol fÄugg}oen tÄobb esetet is meg
kell kÄulÄonbÄoztetnÄunk. Ha R(¡;D)(t) < b ¶es R(¡;D)(t) < maxf R(¡;D)(u) :
u · t; R¡ g teljesÄul, a be¯zetett biztos¶³t¶asi d¶³jak teljes eg¶esze a p¶enzÄugyi
tartal¶ek ¶ert¶ek¶et nÄoveli, a biztos¶³t¶ot¶arsas¶ag sem ad¶o-, sem osztal¶ek¯zet¶esi
helyzetben nincs, ¶³gy a k¶arrendez¶eseken felÄul egy¶eb ki¯zet¶es nem tÄort¶enik.
Ha a t¶arsas¶ag ad¶okÄoteless¶e v¶alt ¶es nyeres¶eges helyzetben van, de a tartal¶ek
¶ert¶eke nem ¶eri el az osztal¶ek¯zet¶esi korl¶atot, azaz a maxf R(¡;D)(u) : u ·
t; R¡ g = R(¡;D)(t) < b eset ¶all fenn, akkor az ad¶o¯zet¶es miatt a biztos¶³t¶onak
csak a befoly¶o d¶³jak (1 ¡ °) h¶anyada jut, a be¯zetett ad¶o nomin¶alis ¶ert¶eke
id}oegys¶egenk¶ent ° ¢ c-vel n}o.

Ha b · R(¡;D)(t) < maxf R(¡;D)(u) : u · t; R¡ g, vagyis a tulajdonosok
r¶esz¶ere osztal¶ekot ¯zetnek, de ad¶o¯zet¶es nem tÄort¶enik, akkor a tulajdonosok
id}oegys¶egenk¶ent nomin¶alisan ¸ ¢ c osztal¶ekhoz jutnak, emiatt a kassz¶aban
l¶ev}o tartal¶ek ¶ert¶eke csak (1 ¡ ¸) ¢ c-vel n}o. Azonban, ha b · R(¡;D)(t) ¶es
az R(¡;D)(t) = maxf R(¡;D)(u) : u · t; R¡ g eset ¶all fenn, vagyis egyszer-
re tÄort¶enik ad¶o- ¶es osztal¶ek¯zet¶es, nem egy¶ertelm}u a v¶altoz¶as. FeltesszÄuk,
hogy az ¶allam megkerÄulhetetlenÄul tudja ¶erdekeit ¶erv¶enyes¶³teni, ¶³gy el}oszÄor
ad¶o¯zet¶es tÄort¶enik. Emiatt vizsg¶alnunk kell, hogy ezen kÄotelezetts¶eg tel-
jes¶³t¶ese ut¶an a befoly¶o d¶³jak meghaladj¶ak-e az osztal¶ek¯zet¶es eset¶en ¶erv¶enyes
tartal¶eknÄoveked¶esi Äutemet, vagy sem. Ha az (1¡¸) · (1¡°) eset ¶all fenn, az
¶allamnak be¯zetett nomin¶alis ad¶o ¶ert¶eke ° ¢ c-vel, az osztal¶ek¶e (¸ ¡ °) ¢ c-vel,
m¶³g a biztos¶³t¶ot¶arsas¶ag tartal¶eka id}oegys¶egenk¶ent (1 ¡ ¸) ¢ c-vel nÄovekszik.
Ellenkez}o esetben (vagyis ha (1 ¡ °) < (1 ¡ ¸)) az ad¶o be¯zet¶ese ut¶an a biz-
tos¶³t¶ot¶arsas¶ag nem jut annyi szolg¶altat¶asi d¶³jhoz, hogy annak egy r¶esz¶et ki-
¯zethetn¶e osztal¶ekk¶ent. Ekkor az eddig ki¯zetett osztal¶ek ¶ert¶eke v¶altozatlan
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marad, az ad¶o nomin¶alis ¶ert¶eke azonban ° ¢ c-vel, m¶³g a p¶enzÄugyi tartal¶ek
¶ert¶eke (1 ¡ °) ¢ c-vel n}o.

A kÄuszÄob strat¶egia azon eseteiben, amikor ¸ 6= 1, b¶ar kÄozgazdas¶agilag nem
logikus, matematikai szempontb¶ol ak¶ar meg is engedhetjÄuk, hogy az oszta-
l¶ek¯zet¶esi korl¶at kisebb legyen, mint az ad¶oz¶asi szint. Ekkor a k¶es}obbiek
sor¶an tÄort¶enhet ad¶o¯zet¶es, hiszen osztal¶ek¯zet¶es mellett is nÄovekszik a tar-
tal¶ek ¶ert¶eke, s el¶erheti az ad¶o¯zet¶esi korl¶atot.

A 6-9. ¶abr¶akon bemutatjuk a folyamat egy lehets¶eges realiz¶aci¶oj¶at.

6. ¶abra. A tartal¶ek alakul¶asa ad¶o- ¶es osztal¶ek-
¯zet¶es n¶elkÄul

7. ¶abra. A tartal¶ek alakul¶asa ad¶o- ¶es osztal¶ek-
¯zet¶es eset¶en

8. ¶abra. A nomin¶alis osztal¶ek alakul¶asa 9. ¶abra. A nomin¶alis ad¶o alakul¶asa

A fenti ¶abr¶ak mindegyike egy realiz¶aci¶o kÄulÄonbÄoz}o r¶eszfolyamatait mu-
tatja. A be¶all¶³tott param¶eterek a kÄovetkez}ok voltak: x = 1, c = 2, b = 2,
¸ = 0;6, ° = 0;3, R¡ = 1. Az exponenci¶alis eloszl¶asok param¶etereit ® = 0;5
¶es ¯ = 0;5-nek v¶alasztottuk.

A 7. ¶abr¶an a biztos¶³t¶ot¶arsas¶ag tartal¶ek¶anak v¶altoz¶as¶at ¶abr¶azoltuk. Mivel
az ad¶oz¶asi szint alacsonyabban van, mint az osztal¶ek¯zet¶esi korl¶at, ¶³gy azt
hamarabb ¶eri el a tartal¶ek ¶ert¶eke. A t = 0;25 id}opillanatt¶ol kezdve tÄort¶enik
ad¶o¯zet¶es, ¶³gy a 9. ¶abr¶an feltÄuntetett ¡(t) fÄuggv¶eny ¶ert¶eke ° ¢ c-vel, m¶³g
R(¡;D)(t) ¶ert¶eke (1 ¡ °) ¢ c-vel nÄovekszik id}oegys¶egenk¶ent t = 0;9643-ig,
amikort¶ol is osztal¶ek¯zet¶es is tÄort¶enik. Az id}oegys¶egenk¶ent befoly¶o d¶³jak
ad¶o¯zet¶es ut¶an fennmarad¶o r¶esz¶eb}ol, mivel annak ¶ert¶eke nagyobb, mint oszta-
l¶ek¯zet¶es mellett a tartal¶ek nÄoveked¶esi Äuteme, (¸¡°)¢c Äosszeget ki¯zetnek osz-
tal¶ekk¶ent, amelynek alakul¶as¶at a 8. ¶abr¶an l¶athatjuk. A t = 3;731 id}opontt¶ol
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ism¶et tÄort¶enik osztal¶ek¯zet¶es, ¶am mivel a tartal¶ek ¶ert¶ek¶enek kor¶abbi maxi-
muma az e pontbeli tartal¶ek ¶ert¶ek¶en¶el magasabban van, ¶³gy ad¶o¯zet¶es nem
tÄort¶enik. Ez csak t = 4;854-t}ol tÄort¶enik meg ism¶et, amikor el¶eri a tartal¶ek
¶ert¶eke annak kor¶abbi maximum¶at, ¶³gy a nomin¶alis osztal¶ek nÄoveked¶esi Äuteme
lecsÄokken, az¶ert l¶athat¶o az ¶abr¶an a tÄor¶es. A cs}od t = 8;685-n¶el kÄovetkezik
be. A 6. ¶abr¶an az alapfolyamatot tÄuntettÄuk fel, amikor sem ad¶o-, sem osz-
tal¶ek¯zet¶es nem tÄort¶enik.

A tov¶abbiakban az ad¶oz¶asi szint ¶es az ad¶okulcs v¶altoz¶as¶anak hat¶as¶at j¶ar-
juk kÄorbe. A bemutat¶asra kerÄul}o ¶abr¶ak egyazon futtat¶as eredm¶enyei, amely-
nek param¶eterei a kÄovetkez}ok voltak: x = 1, c = 2, ± = 0;08, b = 3,
¸ = 0;3, Tmax = 1000, N = 10000. Itt Tmax jelÄoli azt az id}ot, amed-
dig az egyes realiz¶aci¶okat maxim¶alisan vizsg¶aljuk, s N darab realiz¶aci¶ob¶ol
sz¶am¶³tottuk ki az egyes fÄuggv¶eny¶ert¶ekeket. Az id}okÄozÄok eloszl¶asa expo-
nenci¶alis volt ® = 0;5 param¶eterrel, m¶³g a k¶arig¶enyek a = 4 param¶eter}u
Pareto-eloszl¶asb¶ol sz¶armaztak, azaz

G(y) =

½
1 ¡ a4

(y+a)3 ; ha 0 · y

0 ; ha y < 0 :

A 10. ¶abr¶an az Äosszetett modell eset¶en a diszkont¶alt ad¶o v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et
megad¶o º(¡;D)(1;3; 0;3; °; R¡) fÄuggv¶enyt ¶abr¶azoltuk R¡ ¶es ° fÄuggv¶eny¶eben.
L¶athat¶o, hogy a ° = 1 ¶es R¡ = 3 pontban a fÄuggv¶enynek maximuma van.
Ennek oka, hogy a 3 = b < R¡ esetekben a tartal¶ek ¶ert¶eke el}obb ¶eri el az
osztal¶ek¯zet¶esi korl¶atot, mint az ad¶oz¶asi szintet, illetve a kor¶abbi maxim¶alis
¶ert¶ek¶et, ¶³gy az osztal¶ek¯zet¶esi korl¶at el¶er¶ese ut¶an annak ¶ert¶eke csak (1¡¸) ¢c
intenzit¶assal nÄovekszik az osztal¶ek¯zet¶es miatt. A tartal¶ek ¶ert¶ek¶enek lassabb
nÄoveked¶esi Äuteme miatt¶³gy kevesebbszer ¶es ¶atlagosan id}oben k¶es}obb tÄort¶enik
ad¶o¯zet¶es. A vizsg¶alt esetben a diszkont¶alt ad¶o jelen¶ert¶eke 100%-os ad¶okulcs
mellett maxim¶alis, azonban ez nem jelenti azt, hogy a t¶arsadalom sz¶am¶ara is
ez lenne az optim¶alis.

A diszkont¶alt osztal¶ek v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et megad¶o V(¡;D)(1;3; 0;3; °; R¡) fÄugg-
v¶enyt a 11. ¶abr¶an tÄuntettÄuk fel az ad¶okulcs ¶es az ad¶oz¶asi szint fÄuggv¶eny¶eben.
Meg¶allap¶³thatjuk, hogy ennek ¶ert¶eke °-ban szigor¶uan monoton csÄokken}o,
vagyis tÄobb osztal¶ek kerÄul jelen¶ert¶ekben ki¯zet¶esre, ha csÄokken az ad¶okulcs.

10. ¶abra. A diszkont¶alt ad¶o v¶arhat¶o ¶ert¶eke az
ad¶oz¶asi szint ¶es az ad¶okulcs fÄuggv¶eny¶eben

11. ¶abra. A diszkont¶alt osztal¶ek v¶arhat¶o ¶ert¶eke
az ad¶oz¶asi szint ¶es az ad¶okulcs fÄuggv¶eny¶eben
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Ekkor a be¯zetett d¶³jak egys¶ege ° ¶ert¶ek¶enek csÄokken¶ese miatt kisebb ad¶okulcs
al¶a esik, ¶³gy egyidej}u ad¶o- ¶es osztal¶ek¯zet¶es eset¶en az ¶allam kevesebbet von
el a t¶arsas¶agt¶ol, a be¯zetett d¶³jak nagyobb r¶esz¶et ¯zethetik ki a tulajdonosok
sz¶am¶ara. Meg¶allap¶³thatjuk tov¶abb¶a az ¶abra alapj¶an, hogy ° 2 (0; 1) eset¶en
az osztal¶ek jelen¶ert¶eke az ad¶oz¶asi szint nÄoveked¶es¶evel monoton n}o, hiszen ¶³gy
csak magasabb tartal¶ekszint el¶er¶ese ut¶an v¶alik a biztos¶³t¶o ad¶okÄoteless¶e. A
° = 0 esetben nem tÄort¶enik ad¶o¯zet¶es, ¶³gy a V(¡;D)(1;3; 0;3; °; R¡) fÄuggv¶eny
¶ert¶eke v¶altozatlan. Amennyiben ° = 1, az R¡ · b = 3 esetekben nem ¯zetnek
sosem osztal¶ekot, hiszen el}obb ¶eri el a biztos¶³t¶ot¶arsas¶ag tartal¶eka az ad¶oz¶asi
szintet (amelyet ° = 1 miatt nem haladhat meg), mint az osztal¶ek¯zet¶esi
korl¶at ¶ert¶ek¶et.

A 12. ¶abr¶an a tÄonkremen¶es val¶osz¶³n}us¶eg¶et megad¶o ª(¡;D)(1) fÄuggv¶enyt
¶abr¶azoltuk. Adott param¶eterek mellett a tÄonkremen¶es val¶osz¶³n}us¶ege mono-
ton nÄovekv}o °-ban, vagyis nagyobb ad¶okulcs mellett nagyobb val¶osz¶³n}us¶eggel
megy cs}odbe a t¶arsas¶ag, valamint az ad¶oz¶asi szint nÄoveked¶es¶evel ª(¡;D)(1)
¶ert¶eke monoton csÄokken, hiszen magasabb tartal¶ek felhalmoz¶asa ut¶an v¶alik
a t¶arsas¶ag ad¶okÄoteless¶e, ¶³gy kisebb es¶ellyel fogy el a tartal¶ek.

Az E(T(¡;D)(1) ¢ 1T(¡;D)(1)<1) fÄuggv¶enyt, vagyis a v¶eges tÄonkremen¶esi
id}o v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et ¶abr¶azoltuk a 13. ¶abr¶an az ad¶okulcs ¶es az ad¶oz¶asi szint
fÄuggv¶eny¶eben egys¶egnyi kezd}ot}oke mellett. A tÄonkremen¶esi id}o v¶arhat¶o ¶ert¶eke
eg¶eszen ° = 0;9-ig nÄovekv}o az ad¶okulcs fÄuggv¶eny¶eben. Ennek oka, hogy ezek-
ben az esetekben a tÄonkremen¶es val¶osz¶³n}us¶ege kÄulÄonbÄozik egyt}ol, ¶es a cs}od
v¶arhat¶oan akkor tÄort¶enik meg, amikor m¶eg nem halmoz¶odott fel akkora tar-
tal¶ek, hogy a nagyobb k¶arig¶enyeket is ki tudja a t¶arsas¶ag el¶eg¶³teni. Ha azon-
ban ° = 1, a tÄonkremen¶es val¶osz¶³n}us¶ege 1. Ekkor az el}oz}o esetekhez k¶epest
a tartal¶ek ¶ert¶eke nem n}ohet R¡ fÄol¶e, ¶es emiatt a cs}od ¶atlagosan kor¶abban
kÄovetkezik be. E(T(¡;D)(1) ¢ 1T(¡;D)(1)<1) ¶ert¶eke az ad¶oz¶asi szint monoton
nÄovekv}o fÄuggv¶enye.

Ezen szimul¶aci¶ob¶ol sz¶armaz¶o utols¶o k¶et bemutat¶asra kerÄul}o ¶abr¶ank a
W (1;3; 0;3; °; R¡) fÄuggv¶enyt mutatja elt¶er}o s¶ulyok eset¶en (14.a-b ¶abr¶ak).

12. ¶abra. A tÄonkremen¶es val¶osz¶³n}us¶ege az
ad¶oz¶asi szint ¶es az ad¶okulcs fÄuggv¶eny¶eben

13. ¶abra. A tÄonkremen¶esi id}o v¶arhat¶o ¶ert¶eke
az ad¶oz¶asi szint ¶es az ad¶okulcs fÄuggv¶eny¶eben
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14.a ¶abra. A tÄobbszempont¶u biztos¶³t¶asi c¶el-
fÄuggv¶eny az ad¶oz¶asi szint ¶es az ad¶okulcs
fÄuggv¶eny¶eben ¤1 = 0;4, ¤2 = 0;2, ¤3 = 0;4
s¶ulyok alkalmaz¶as¶aval

14.b ¶abra. A tÄobbszempont¶u biztos¶³t¶asi c¶el-
fÄuggv¶eny az ad¶oz¶asi szint ¶es az ad¶okulcs
fÄuggv¶eny¶eben ¤1 = 0;05, ¤2 = 0;45, ¤3 = 0;5
s¶ulyok alkalmaz¶as¶aval

A 14.a ¶abr¶an a s¶ulyok a kÄovetkez}ok voltak: ¤1 = 0;4, ¤2 = 0;2, ¤3 =
0;4. Az alkalmazott s¶ulyoknak kÄoszÄonhet}oen az ¶abra alakj¶aban hangs¶ulyos
a diszkont¶alt osztal¶ek v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶enek alakja. A 14.b ¶abr¶an l¶athat¶o, hogy
a megadott s¶ulyok miatt, amelyek rendre ¤1 = 0;05, ¤2 = 0;45 ¶es ¤3 =
0;5 voltak, a W (1;3; 0;3; °;R¡) fÄuggv¶enynek az ¶abr¶azolt v¶altoz¶okban bels}o
optimuma van. Ez azzal magyar¶azhat¶o, hogy legnagyobb s¶ullyal az Äugyfelek
¶erdek¶et vettÄuk ¯gyelembe.

Legv¶egÄul bemutatunk h¶arom p¶eld¶at a tÄobbszempont¶u biztos¶³t¶asi c¶elfÄugg-
v¶eny ¶ert¶ek¶et maximaliz¶al¶o b¤, ¸¤, R¡¤

¶es °¤ v¶altoz¶ok ¶ert¶ek¶ere, amelyeket
|analitikus megold¶asok hi¶any¶aban| szimul¶aci¶os elj¶ar¶ason alapul¶o szimplex
m¶odszerrel kerestÄunk meg.

Az optimaliz¶al¶as sor¶an kÄulÄonv¶alasztottuk a ¸ 6= 1 ¶es a ¸ = 1 eseteket. Az
ut¶obbin¶al csak olyan eseteket vizsg¶altunk, amikor az osztal¶ek¯zet¶esi korl¶at
nagyobb, mint az ad¶o¯zet¶esi korl¶at, mert csakis ilyen esetekben tÄort¶enhet
ad¶o¯zet¶es. Emiatt az optimaliz¶al¶ast k¶et r¶eszben v¶egeztÄuk el: megkerestÄuk
¸ 6= 1 ¶es ¸ = 1 eset¶en az optimumot, majd a kapott eredm¶enyek kÄozÄul
a nagyobb c¶elfÄuggv¶eny-¶ert¶ekhez tartoz¶o maximumhelyet tekintettÄuk a meg-
old¶asnak.

A bemutat¶asra kerÄul}o h¶arom p¶eld¶aban a kÄozÄos param¶eterek a kÄovetkez}oek
voltak: x = 1, c = 2, ± = 0;08, Tmax = 1000, N = 100000. Az alkalmazott
eloszl¶asp¶arok v¶arhat¶o ¶ert¶eke azonos volt, ¶am a tÄobbszempont¶u biztos¶³t¶asi
c¶elfÄuggv¶enyben szerepl}o s¶ulyokon v¶altoztattunk. A kapott eredm¶enyeket az
1. t¶abl¶azatban l¶athatjuk. A bemutatott eredm¶enyek alapj¶an l¶athat¶o, hogy az
optim¶alis param¶eter¶ert¶ekek a tÄobbszempont¶u biztos¶³t¶asi c¶elfÄuggv¶eny s¶ulyai-
nak v¶altoztat¶as¶aval jelent}osen m¶odosulnak.

Id}okÄozÄok K¶arig¶enyek ¤1 ¤2 ¤3 ¸¤ b¤ °¤ R¡
¤

eloszl¶asa eloszl¶asa
Exp(0,5) Exp(0,5) 0,35 0,35 0,3 1 8,6276 0,4168 4,9352
Exp(0,5) Pareto(4) 0,35 0,35 0,3 1 7,5139 0,3505 1,5107
Exp(0,5) Pareto(4) 0,05 0,05 0,9 0,8699 19,7875 0,9096 18,6219

1. t¶abl¶azat. Az optim¶alis param¶eterek kÄozel¶³t}o ¶ert¶eke ad¶o¯zet¶es ¶es kÄuszÄob osztal¶ek¯zet¶esi
strat¶egia eset¶en
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4 Osztal¶ek¯zet¶esi strat¶egi¶ak Äosszehasonl¶³t¶asa
a tÄobbszempont¶u biztos¶³t¶asi c¶elfÄuggv¶eny
seg¶³ts¶eg¶evel

Ebben a r¶eszben a tÄobbszempont¶u biztos¶³t¶asi c¶elfÄuggv¶eny seg¶³ts¶eg¶evel szeml¶e-
letesen is megvizsg¶aljuk, hogy az ¶allam adott ad¶opolitik¶aja mellett a konstans
korl¶at (amikor ¸ = 1) vagy a kÄuszÄob osztal¶ek¯zet¶esi strat¶egia az optim¶alis
¸ < 1 ¶ert¶ekkel.

A kÄovetkez}okben ugyanazon szimul¶aci¶ob¶ol sz¶armaz¶o ¶abr¶ak seg¶³ts¶eg¶evel
mutatjuk be, hogy milyen hat¶asa van a c¶elfÄuggv¶enyben szerepl}o s¶ulyok meg-
v¶alaszt¶as¶anak az optim¶alis osztal¶ek¯zet¶esi strat¶egia t¶³pus¶ara, valamint a tÄobb-
szempont¶u biztos¶³t¶asi c¶elfÄuggv¶eny ¶ert¶ek¶ere.

A szimul¶aci¶o sor¶an exponenci¶alis eloszl¶ast haszn¶altunk ® = 0;5 ¶es ¯ = 0;5
param¶eterrel, illetve az egy¶eb param¶eterek a kÄovetkez}oek voltak: x = 1,
c = 2, ± = 0;08, ° = 0;3, R¡ = 4 , N = 10000, Tmax = 1000.

15.a ¶abra. A tÄobbszempont¶u biztos¶³t¶asi
c¶elfÄuggv¶eny az osztal¶ek¯zet¶esi korl¶at ¶es az osz-
tal¶ek¯zet¶esi h¶anyad fÄuggv¶eny¶eben ¤1 = 0;3,
¤2 = 0;6, ¤3 = 0;1 s¶ulyok alkalmaz¶as¶aval

15.b ¶abra. A tÄobbszempont¶u biztos¶³t¶asi
c¶elfÄuggv¶eny az osztal¶ek¯zet¶esi korl¶at ¶es az osz-
tal¶ek¯zet¶esi h¶anyad fÄuggv¶eny¶eben ¤1 = 0;4,
¤2 = 0;05, ¤3 = 0;55 s¶ulyok alkalmaz¶as¶aval

A 15.a ¶abr¶an a tÄobbszempont¶u biztos¶³t¶asi c¶elfÄuggv¶enyben szerepl}o s¶ulyok
¤1 = 0;3, ¤2 = 0;6, ¤3 = 0;1. Ekkor az optimum ¸ = 1-ben tal¶alhat¶o, vagyis
konstans korl¶at osztal¶ek¯zet¶esi strat¶egia szerint tÄort¶enik az osztal¶ek¯zet¶es.
A 15.b ¶abr¶an a kÄovetkez}o s¶ulyok mellett tÄuntettÄuk fel a W (1; b; ¸; 0;3; 4)
fÄuggv¶eny ¶ert¶ek¶et: ¤1 = 0;4, ¤2 = 0;05, ¤3 = 0;55. Mivel a ¤i s¶ulyok
egym¶ashoz viszony¶³tott ¶ert¶ekei az el}oz}oekhez k¶epest v¶altoztak, eltol¶odott a
tÄobbszempont¶u biztos¶³t¶asi c¶elfÄuggv¶eny optimuma. Ebben az esetben m¶ar
nem optim¶alis a konstans korl¶at strat¶egia, hiszen ¸ 6= 1, ¶³gy a kÄuszÄob osz-
tal¶ek¯zet¶esi strat¶egi¶ahoz jutunk ¸ < 1-gyel. Az ¶abr¶akon feltÄuntettÄuk az
optimumok kÄozel¶³t}o ¶ert¶ekeit is.

A kapott eredm¶eny az¶ert kÄulÄonÄosen ¶erdekes, mert exponenci¶alis eloszl¶as¶u
id}okÄozÄok ¶es k¶arig¶enyek mellett a kiz¶ar¶olag osztal¶ek¯zet¶eses modell eset¶eben
a konstans korl¶at osztal¶ek¯zet¶esi strat¶egia a megengedett strat¶egi¶ak hal-
maz¶an optim¶alis (Gerber, 1969), m¶³g az Äosszetett modell eset¶en ez nem
mindig igaz, mint a p¶elda is mutatja, hiszen a tÄobbszempont¶u biztos¶³t¶asi
c¶elfÄuggv¶enyt maximaliz¶al¶o optim¶alis osztal¶ek¯zet¶esi strat¶egia t¶³pusa fÄugg a
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s¶ulyok megv¶alaszt¶as¶at¶ol. A meg¶allap¶³t¶asunk m¶as eloszl¶asp¶arokra is igaz,
p¶eld¶aul exponenci¶alis id}okÄozÄok ¶es Pareto-eloszl¶as¶u k¶arig¶enyek eset¶en az al¶abbi
¶abr¶akon is l¶athat¶o ez.

16.a ¶abra. A tÄobbszempont¶u biztos¶³t¶asi
c¶elfÄuggv¶eny az osztal¶ek¯zet¶esi korl¶at ¶es az osz-
tal¶ek¯zet¶esi h¶anyad fÄuggv¶eny¶eben ¤1 = 0;4,
¤2 = 0;5, ¤3 = 0;1 s¶ulyok alkalmaz¶as¶aval
Pareto-eloszl¶as¶u k¶arig¶enyek eset¶en

16.b ¶abra. A tÄobbszempont¶u biztos¶³t¶asi
c¶elfÄuggv¶eny az osztal¶ek¯zet¶esi korl¶at ¶es az osz-
tal¶ek¯zet¶esi h¶anyad fÄuggv¶eny¶eben ¤1 = 0;5,
¤2 = 0;3, ¤3 = 0;2 s¶ulyok alkalmaz¶as¶aval
Pareto-eloszl¶as¶u k¶arig¶enyek eset¶en

5 A jÄovedelmez}os¶egi index vizsg¶alata

A tulajdonosok ¶erdekeinek vizsg¶alata sor¶an nem csak a diszkont¶alt osztal¶ek
v¶arhat¶o ¶ert¶eke lehet a vizsg¶alat t¶argya, hanem annak a befektetett t}ok¶ehez
viszony¶³tott ar¶anya is. Ez esetben nem a diszkont¶alt osztal¶ek v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et
maximaliz¶aljuk, hanem a t}oker¶aford¶³t¶asokat is ¯gyelembe vesszÄuk. Ezt v¶e-
gezhetjÄuk a jÄovedelmez}os¶egi index seg¶³ts¶eg¶evel, amely a befektetett t}oke egy-
s¶eg¶ere jut¶o diszkont¶alt osztal¶ek nagys¶ag¶at adja meg. E mutat¶oban val¶o ma-
ximaliz¶al¶assal meghat¶arozhatjuk a befektetett t}oke azon szintj¶et, amely a
legnagyobb megt¶erÄul¶esi ¶ert¶ekkel b¶³r.

Felt¶etelezÄunk egy, a biztos¶³t¶ot¶arsas¶ag l¶etrehoz¶as¶ahoz minim¶alisan szÄuks¶e-
ges p¶enzmennyis¶eget, amit a tov¶abbiakban FC-vel jelÄolÄunk (PSZ¶AF, 2010),
amelyen felÄul m¶eg a tulajdonosok tov¶abbi t}ok¶et fektetnek be, ez ut¶obbi a
kock¶azati folyamat x kezd}ot}ok¶eje.

Az ad¶o¯zet¶est is ¯gyelembe vev}o Äosszetett modellÄunk eset¶en a diszkont¶alt
osztal¶ek v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et a tÄobbszempont¶u biztos¶³t¶asi c¶elfÄuggv¶eny a ¤1 = 1,
¤2 = 0, ¤3 = 0 s¶ulyok eset¶en adja meg. JelÄoljÄuk ezen s¶ulyok eset¶en a
W (x; D; °; R¡) ¶ert¶ek¶et W 1(x;D; °;R¡)-val. Ekkor a jÄovedelmez}os¶egi index
(pro¯tability index, PI) az al¶abbi m¶odon sz¶am¶³that¶o (Clayman et al. 2008,
p. 57.):

PI =
W 1(x;D; °;R¡)

x + FC
:

Eszerint a r¶eszv¶enyesek szempontj¶ab¶ol k¶³v¶anatos a biztos¶³t¶ot¶arsas¶ag l¶etre-
hoz¶asa, ha PI > 1, vagyis ha az egys¶egnyi befektet¶esre egys¶egnyin¶el tÄobb
osztal¶ek jut.

RÄogz¶³tsÄuk az ad¶o¯zet¶esi szintet ¶es az ad¶okulcsot, mivel ezeket az ¶allam
hat¶arozza meg, ¶es vizsg¶al¶odjunk most is a kÄuszÄob osztal¶ek¯zet¶esi strat¶egi¶ak
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halmaz¶an. Mivel a tulajdonosok a ¸ osztal¶ek¯zet¶esi r¶ata, valamint a b oszta-
l¶ek¯zet¶esi korl¶at ¶es az x kezd}ot}oke megv¶alaszt¶as¶aba sz¶olhatnak csup¶an bele,
ez¶ert vizsg¶aljuk a PI mennyis¶eg fÄugg¶es¶et ¸-t¶ol, b-t}ol ¶es x-t}ol.

Az els}o megjegyz¶esÄunk az, hogy rÄogz¶³tett x ¶ert¶ek mellett PI viselked¶es¶et
W 1(x;D; °;R¡) viselked¶ese hat¶arozza meg. B¶ar az osztal¶ek¯zet¶esi r¶ata nÄo-
vel¶ese ¶altal¶aban nÄoveli a diszkont¶alt osztal¶ek v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et, ¸ = 1-ben a
W 1(x;D; °;R¡) fÄuggv¶enynek szakad¶asa, ugr¶asszer}u csÄokken¶ese van, ¶es vele
egyÄutt term¶eszetesen a jÄovedelmez}os¶egi indexnek is. Ennek illusztr¶al¶as¶ara
mutatjuk a 2. t¶abl¶azatot. A folyamat param¶eterei az al¶abbiak voltak: ° =
0;16, R¡ = 0, ± = 0;05, c = 2, b = 6, ® = 0;5, a = 4, x = 1, Tmax = 1000,
FC = 5, N = 100000.

¸ 0,9 0,99 0,999 1

PI 1,4254 1,4276 1,4286 1,2847

2. t¶abl¶azat. A jÄovedelmez}os¶egi index az osztal¶ek¯zet¶esi h¶anyad
fÄuggv¶eny¶eben ad¶o¯zet¶es ¶es kÄuszÄob osztal¶ek¯zet¶esi strat¶egia szerinti

osztal¶ek¯zet¶es eset¶en

Ez az ¶erdekes jelens¶eg az al¶abbi gondolatmenettel t¶amaszthat¶o al¶a: ¸ = 1
eset¶en a tartal¶ek nagys¶aga b fÄol¶e nem megy, viszont a b szintet el¶erve az
ad¶o¯zet¶esi kÄotelezetts¶eg ¶ujra jelentkezik, ez¶altal a tulajdonosoknak ki¯zet-
het}o p¶enzÄosszeg kevesebb, mint ha ad¶o¯zet¶esi kÄotelezetts¶eg nem lenne. Ha
viszont ¸ < 1, de kÄozel van 1-hez, akkor a tartal¶ek b fÄol¶e tud kerÄulni, s
ha valaha b fÄol¶e kerÄult, akkor mivel az osztal¶ek¯zet¶esi h¶anyad kÄozel 1, ez¶ert
amint a tartal¶ek a b ¶ert¶eket el¶eri, csaknem az Äosszes d¶³jbe¯zet¶es az osztal¶ek
¶ert¶ek¶et gyarap¶³tja, ad¶ot viszont a kor¶abbi maxim¶alis tartal¶ek el¶er¶es¶eig nem
kell ¯zetni.

Ad¶o¯zet¶es n¶elkÄuli modellt vizsg¶alva Gerber ¶es Shiu bebizony¶³tott¶ak, hogy
a kÄuszÄob osztal¶ek¯zet¶esi strat¶egia eset¶en exponenci¶alis eloszl¶as¶u k¶arig¶enyek
¶es Poisson k¶arfolyamat eset¶en az optim¶alis b osztal¶ek¯zet¶esi korl¶at ¶ert¶eke nem
fÄugg a kezd}ot}oke ¶ert¶ek¶et}ol (Gerber & Shiu, 2006). Ezen speci¶alis esetben a
szerz}ok analitikusan meg tudt¶ak adni a diszkont¶alt osztal¶ek v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et,
¶es azt tapasztalt¶ak, hogy a megadott formula nem fÄugg a kezd}ot}ok¶et}ol. Mivel
esetÄunkben (ad¶o- ¶es osztal¶ek¯zet¶es mellett) analitikus formula nem ¶all ren-
delkez¶esre a diszkont¶alt osztal¶ek v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶ere, ez¶ert szimul¶aci¶os vizs-
g¶alatokat v¶egeztÄunk arra vonatkoz¶olag, hogy az optim¶alis osztal¶ek¯zet¶esi
korl¶at hogyan fÄugg a kezd}ot}ok¶et}ol. Azt tapasztaltuk, amennyiben az osz-
tal¶ek¯zet¶esi r¶at¶at rÄogz¶³tjÄuk, akkor az optim¶alis osztal¶ek¯zet¶esi korl¶at (b¤) a
szimul¶aci¶o pontatlans¶ag¶ab¶ol sz¶armaz¶o hib¶at¶ol eltekintve ¶alland¶o. Ennek il-
lusztr¶al¶as¶ara mutatjuk be a 17. ¶abr¶at. A k¶arfolyamat Poisson-folyamat volt
® = 0;5 param¶eterrel, a k¶arig¶enyek eloszl¶as¶at Pareto-eloszl¶asnak v¶alasztottuk
a = 4 param¶eterrel, az ad¶o¯zet¶esi r¶ata ° = 0;16, az ad¶o¯zet¶esi szint R¡ = 0,
¸ = 0;99, ± = 0;05, c = 2, FC = 5, Tmax = 1000, a szimul¶aci¶ok sz¶ama
N = 150000.
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17. ¶abra. Az optim¶alis osztal¶ek¯zet¶esi korl¶at
a kezd}ot}oke fÄuggv¶eny¶eben

18. ¶abra. A jÄovedelmez}os¶egi index a kezd}o-
t}oke fÄuggv¶eny¶eben

Figyelembe v¶eve a jÄovedelmez}os¶egi index megad¶as¶ara vonatkoz¶o formul¶at,
ugyanez mondhat¶o el a jÄovedelmez}os¶egi indexr}ol is rÄogz¶³tett osztal¶ek¯zet¶esi
r¶ata mellett, azaz az optim¶alis osztal¶ek¯zet¶esi korl¶at ¶ert¶eke nem fÄugg a kez-
d}ot}ok¶et}ol. Vagyis az osztal¶ek¯zet¶esi r¶ata rÄogz¶³t¶ese ut¶an a k¶et v¶altoz¶oban
tÄort¶en}o optimaliz¶al¶as k¶et l¶epcs}oben is elv¶egezhet}o: rÄogz¶³tett kezd}ot}oke (pl.
x = 0) eset¶en megkeressÄuk az optim¶alis b¤ korl¶atot, majd ezen b¤ rÄogz¶³t¶ese
mellett egy v¶altoz¶oban (x-ben) maximaliz¶aljuk PI ¶ert¶ek¶et. A jÄovedelmez}os¶egi
indexet x fÄuggv¶eny¶eben a b = 6;5 (ami a fenti b¤ ¶ert¶ekek ¶atlaga) v¶alaszt¶as ¶es
az egy¶eb param¶eterek v¶altozatlanul hagy¶asa mellett a 18. ¶abra mutatja.

Az el}oz}o param¶eter¶ert¶ekek eset¶en b = 6;5 v¶alaszt¶assal az optim¶alis x
¶ert¶eke kÄozel¶³t}oleg x¤ = 1;5-nak ad¶odott, a maxim¶alis jÄovedelmez}os¶egi index
¶ert¶eke pedig PI = 1;444.

A ¸, x, b v¶altoz¶okban h¶aromv¶altoz¶os optimaliz¶al¶as eredm¶enye a szimplex
m¶odszer alkalmaz¶as¶aval N = 100000 szimul¶aci¶o eset¶en a kÄovetkez}o lett: az
optim¶alis param¶eter¶ert¶ekek ¸¤ = 0;98; b¤ = 6;4; x¤ = 1;68-nak ad¶odtak, ¶es az
optimum ¶ert¶eke PI = 1;438. A csek¶ely elt¶er¶est a szimul¶aci¶o hib¶aja indokolja.

6 ÄOsszefoglal¶as

Dolgozatunk t¶em¶aja a biztos¶³t¶ot¶arsas¶ag tartal¶ekk¶epz¶esi folyamat¶anak vizsg¶a-
lata volt ad¶o- ¶es osztal¶ek¯zet¶es mellett. Kiindul¶opontunk egy olyan alapmo-
dell volt, amely szerint a biztos¶³t¶ohoz v¶eletlent}ol fÄugg}o id}opontokban szint¶en
v¶eletlent}ol fÄugg}o k¶arig¶enyek ¶erkeznek be, amelyek ki¯zet¶es¶et az id}oben ¶alland¶o
intenzit¶assal be¶erkez}o bev¶etelekb}ol fedez. Bemutattuk, hogy az alapmodell
|a szakirodalom alapj¶an| mik¶ent b}ov¶³thet}o ad¶o- vagy osztal¶ek¯zet¶essel.
Ezt kÄovet}oen Äosszevontuk az ad¶o- ¶es az osztal¶ek¯zet¶est egyetlen modellbe.
Ez¶altal egy, a val¶os¶aghoz kÄozelebb ¶all¶o modellhez jutottunk, amelyet a szak-
irodalomban eddig m¶eg nem vizsg¶altak. E modell eset¶en bevezettÄunk egy ¶uj
c¶elfÄuggv¶enyt, amely mind az ¶allam, mind az Äugyfelek, mind a biztos¶³t¶ot¶arsas¶ag
tulajdonosainak ¶erdekeit ¯gyelembe veszi. Ez a c¶elfÄuggv¶eny ¶³gy a biztos¶³t¶o-
t¶arsas¶ag m}ukÄod¶ese r¶ev¶en l¶etrejÄov}o, tÄobb szerepl}o ¶erdek¶et ¯gyelembe vev}o
fÄuggv¶eny, emiatt tÄobbszempont¶u biztos¶³t¶asi c¶elfÄuggv¶enynek neveztÄuk.
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Az Äosszetett modell eset¶eben |mivel nem ismerÄunk analitikus megol-
d¶ast| az optimum meghat¶aroz¶as¶ara sz¶am¶³t¶og¶epes szimul¶aci¶on alapul¶o nu-
merikus elj¶ar¶asokat haszn¶al¶o programokat dolgoztunk ki, amelyek rendelkez-
nek a szimul¶aci¶o azon el}ony¶evel, hogy b¶armely eloszl¶as eset¶en alkalmazhat¶oak.

ÄOsszehasonl¶³tottuk adott ad¶opolitika mellett a konstans korl¶at ¶es a kÄuszÄob
osztal¶ek¯zet¶esi strat¶egi¶at az ¶ujonnan de¯ni¶alt c¶elfÄuggv¶eny seg¶³ts¶eg¶evel. Arra
a kÄovetkeztet¶esre jutottunk, hogy a tÄobbszempont¶u biztos¶³t¶asi c¶elfÄuggv¶eny
¶ert¶ek¶et maximaliz¶al¶o osztal¶ek¯zet¶esi strat¶egia fÄugg az alkalmazott s¶ulyokt¶ol,
¶³gy nincs ¶altal¶anosan j¶o v¶alaszt¶as az optim¶alis strat¶egi¶at illet}oen.

V¶egezetÄul megvizsg¶altuk a tulajdonosok sz¶am¶ara ¶erdekes jÄovedelmez}os¶egi
indexet a tulajdonosok ¶altal v¶altoztathat¶o param¶eterek fÄuggv¶eny¶eben ¶es szi-
mul¶aci¶on alapul¶o elj¶ar¶ast adtunk a jÄovedelmez}os¶egi index optimaliz¶al¶as¶ara.
Meg¶allap¶³tottuk, hogy a diszkont¶alt osztal¶eknak ¶es vele egyÄutt a jÄovedelme-
z}os¶egi indexnek ¸ = 1-ben ugr¶asszer}u csÄokken¶ese van.

ÄOsszefoglal¶ask¶epp elmondhat¶o, hogy az ¶uj modellel ¶es az ¶uj c¶elfÄuggv¶ennyel
a val¶os¶aghoz kÄozelebb ¶all¶o, tÄobb szempontot ¯gyelembe vev}o, megb¶³zhat¶o
vizsg¶alati eszkÄozhÄoz jutottunk, amit a kapott eredm¶enyek egy¶ertelm}uen iga-
zoltak, ¶³gy ak¶ar egy leend}o szak¶ert}oi rendszer alapjait is k¶epezhetik az ¶alta-
lunk kidolgozott programok, elemz¶esi szempontok.

A modell tov¶abb is b}ov¶³thet}o lenne, p¶eld¶aul a tartal¶ek befektet¶es¶evel, vi-
szontbiztos¶³t¶asok ¯gyelembe v¶etel¶evel vagy fenyeget}o cs}od eset¶en t}okebefek-
tet¶es vagy ¶athidal¶o kÄolcsÄon alkalmaz¶as¶aval, esetleg bevezethet}o tÄobbkulcsos
ad¶orendszer is. Mivel ezeket a t¶enyez}oket mi nem ¶ep¶³tettÄuk be a modellÄunkbe,
ez¶ert a levont kÄovetkeztet¶esek a gyakorlati ¶eletben (pl. ¶eletbiztos¶³t¶asok eset¶en)
csak korl¶atozottan alkalmazhat¶oak.
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INVESTIGATION OF THE SURPLUS PROCESS OF AN INSURANCE

COMPANY WITH TAX AND DIVIDEND PAYMENT

The paper deals with modelling of the surplus process of insurance companies.
The basic model contains only two elements: the income of the company paid by
insured and the outcome paid to the insured on the basis of the claims. Claims
occur at random time points and their amounts are random, as well, hence sur-
plus processes are stochastic processes. This basic model has been generalized by
taking into account further factors, for example tax or dividend payment. In our
paper we present a generalized model which has been developed by us and han-
dles together both tax payment and dividend payment. We introduce a new target
function, which respects the interest of the government, the insurance company
and the insured people, as well. We analyze this model applying threshold strategy
concerning dividend payment. We calculate the values of the investigated functions
by Monte-Carlo simulation and we maximize the target function numerically. We
also investigated the pro¯tability index and a method is given to ¯nd its maximum
in the function of the initial surplus and the level of dividend payment.
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Zalai Ern}o: Matematikai kÄozgazdas¶agtan I-II. Akad¶emiai Kiad¶o, Bp.
640+742 o.

ÄOrÄomteli ¶erdekl}od¶essel vehettÄuk k¶ezbe tavaly a szerz}o Matematikai kÄozgaz-
das¶agtan I. { ¶Altal¶anos egyens¶ulyi modellek ¶es mikroÄokmon¶omiai elemz¶esek
c¶³m}u kÄonyv¶et, id¶en pedig a Matematikai kÄozgazdas¶agtan II. { TÄobbszektoros
modellek ¶es makrogazdas¶agi elemz¶esek c¶³men megjelent folytat¶ast. ÄOrÄomÄunk
oka egyebek mellett az volt, hogy ritk¶an jelenik meg magyar nyelven olyan
munka, mely a t¶argyal¶asnak mind m¶elys¶eg¶eben, mind pedig sz¶eless¶eg¶eben
messze t¶ulmegy a kÄoz¶epfok¶u tankÄonyveken. ¶Erdekl}od¶esÄunket pedig { egyebek
mellett { a 11 ¶evvel kor¶abbi, els}o kiad¶as t¶apl¶alta, melyet a szerz}o ¶atdolgozott
¶es kib}ov¶³tett. I. kÄotetben tett ¶³g¶eret¶et betartva a szerz}o most jelentkezett a
folytat¶assal, ami m¶ar csak az¶ert is Äorvendetes, mert az els}o kiad¶as olvas¶asa
sor¶an hamar kiderÄult, hogy a tartalom bizony sz¶etfesz¶³ti az egyetlen kÄotet
¶altal ny¶ujtott terjedelmi korl¶atokat. R¶aad¶asul a II. kÄotetben t¶argyalt t¶em¶ak
(l¶enyeg¶eben a kor¶abbi kÄonyv III. r¶esze) jelent}osen kib}ovÄultek, ¶es teljesen ¶uj
szerkezetben, a kor¶abbin¶al didaktikusabb kifejt¶esben kerÄulnek bemutat¶asra.

Az els}o kÄotet, mint alc¶³me is jelzi, az ¶altal¶anos egyens¶ulyelm¶elettel ¶es
annak mikroÄokon¶omiai vonatkoz¶asaival foglalkozik, az axiomatikus elm¶eleti
alapokt¶ol kezdve az egyens¶uly egzisztenci¶aj¶anak bizony¶³t¶as¶an ¶at a mikro-
Äokon¶omiai saj¶atoss¶agokig. Az itt kÄozÄolt eredm¶enyek alapj¶aul a termel}oi ¶es
fogyaszt¶oi dÄont¶esek nyom¶an kialakul¶o k¶³n¶alati ¶es keresleti lek¶epez¶esek szolg¶al-
nak. A m¶asodik kÄoveti az els}oben megszokott, alapvet}oen sokv¶altoz¶os t¶argya-
l¶asm¶odot, de m¶ar els}osorban olyan modelleket ismertet, melyek r¶eszletesebben
¶abr¶azolj¶ak a gazdas¶agot ¶es f}obb r¶eszeinek ÄosszefÄugg¶eseit. A f¶okusz itt a gaz-
das¶agi rendszer, struktur¶alis saj¶atoss¶agaira,a javak termel¶es¶ere, eloszt¶as¶ara ¶es
felhaszn¶al¶as¶ara, tov¶abb¶a az ezeket szab¶alyoz¶o egyens¶ulyi ¶arrendszer k¶erd¶eseire
kerÄul. B¶ar a probl¶emakÄort a kÄotet az els}ohÄoz hasonl¶oan tov¶abbra is mikro-
Äokon¶omiai alapokon kÄozel¶³ti meg, tematik¶aj¶aban m¶egis a makroÄokon¶omia a
meghat¶aroz¶o.

Az els}o kÄotet els}o r¶esze meglehet}osen elvont szinten, az ¶altal¶anos egyen-
s¶ulyelm¶elet matematikai kÄozgazdas¶agtani alapjait k¶epez}o termel¶es- ¶es fo-
gyaszt¶aselm¶eletet tartalmazza ¶es az egyens¶uly l¶etez¶es¶enek Arrow{Debreu{
McKenzie-f¶ele ¶altal¶anos modellkeretben tÄort¶en}o bizony¶³t¶as¶at. A t¶argyal¶as
jellemz}o eszkÄozt¶ar¶at ez ut¶obbi esetben a halmazelm¶elet, a lek¶epez¶esek ¶es a
konvex anal¶³zis szolg¶altatja. ¶Am ugyanebben a kÄotetben sor kerÄul ezen elem-
z¶esek konkretiz¶al¶as¶ara ¶es kib}ov¶³t¶es¶ere a fÄuggv¶enytani appar¶atus ¶es a lok¶alis
anal¶³zis eszkÄozt¶ara alapj¶an, a modern mikroÄokon¶omiai elemz¶esek szellem¶eben,
a szok¶asosn¶al teljesebb matematikai v¶ertezetben. Az esetleges matematikai,
els}osorban tÄobbv¶altoz¶os anal¶³zisbeli hi¶anyok p¶otl¶as¶at a kÄotet fÄuggel¶eke szol-
g¶alja.
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A m¶asodik kÄotet egyr¶eszt azokra a sz¶amszer}us¶³thet}o, tÄobbszektoros mo-
dellekre Äosszpontos¶³tja a ¯gyelmet, melyeket napjainkban a gazdas¶agpolitikai
elemz¶esek sor¶an rendszeresen ig¶enybe vesznek. Olyan elemz¶esek sor¶an, melyek
c¶elja nem progn¶ozisk¶esz¶³t¶es, hanem gazdas¶agpolitikai int¶ezked¶esek v¶arhat¶o
hat¶asainak felm¶er¶ese: konkr¶et sz¶amadatokon alapul¶o komparat¶³v statika, il-
letve dinamika. Az ismertetett modellek konzisztens elm¶eleti megalapozott-
s¶aga komoly kih¶³v¶as a statisztikai-Äokonometriai el}orejelz}o modellek sz¶am¶ara.
Ez a kÄotet tartalmazza m¶asr¶eszt a tÄobbszektoros modellek klasszikusnak
mondhat¶o ¶ujratermel¶es- ¶es ¶arelm¶eleti alkalmaz¶asait is, amelyek az ut¶obbi
id}oben sajn¶alatosan ¶es ¶erdemtelenÄul h¶att¶erbe szorultak a volt szocialista or-
sz¶agokban, ¶³gy n¶alunk is.

A m¶asodik kÄotet az els}o ismerete n¶elkÄul is tanulm¶anyozhat¶o, mert r¶eszlete-
sen ismerteti a vizsg¶alt modellek elm¶eleti ¶es m¶odszertani alapjait. Az eml¶³tett
gyakorlati alkalmazhat¶os¶ag szÄuks¶egess¶e teszi, hogy rÄoviden kit¶erjen a model-
lek sz¶amszer}us¶³t¶es¶ehez szÄuks¶eges statisztikai adatok beszerz¶es¶enek, a megol-
d¶asi algoritmusok ¶es sz¶am¶³t¶astechnikai eszkÄozÄok k¶erd¶eseire is. A szerz}o sehol
nem marad ad¶os az elm¶eleti ¶es elm¶elettÄort¶eneti vonatkoz¶asok ismertet¶es¶evel,
ami a t¶argyal¶as folyamat¶at helyenk¶ent megtÄorni l¶atszik, de a ¯gyelmes olvas¶o
el}obb-ut¶obb ¶eszreveszi, hogy az egyes modellek elm¶elettÄort¶eneti h¶atter¶enek
megvil¶ag¶³t¶asa nem Äonc¶el¶u, hanem azok kÄonnyebb meg¶ert¶es¶et szolg¶alja.

A k¶et kÄotet fel¶ep¶³t¶ese

A matematikai kÄozgazdas¶agtan ¶es az ¶altal¶anos egyens¶ulyelm¶elet kialakul¶as¶a-
nak tÄort¶enet¶et bemutat¶o els}o fejezet voltak¶eppen a k¶et kÄotetet f}uzi egybe. Ezt
kÄovet}oen kezd}odik az I. kÄotet Äon¶all¶o els}o r¶esze. Itt kerÄulnek ismertet¶esre a ter-
mel¶esi ¶es fogyaszt¶asi modellek olyan ¶altal¶anos fogalmai ¶es jellemz}oi, egyel}ore
meglehet}osen absztrakt kifejt¶esben, mint a technol¶ogiai halmazok, a preferen-
ciarendez¶es, tov¶abb¶a az optim¶alis termel}oi ¶es fogyaszt¶oi dÄont¶esi lek¶epez¶esek.
Ezeken alapulnak a versenyz}oi egyens¶uly l¶etez¶es¶enek ¶es hat¶ekonys¶ag¶anak fon-
tos alapt¶etelei, kÄoztÄuk a Walras-tÄorv¶eny, Brouwer ¶es Kakutani ¯xpontt¶etele,
a Pareto-hat¶ekonys¶ag, ¶es a szepar¶aci¶os t¶etelek. Mindezek ut¶an kÄovetkezik
az ¶altal¶anos versenyz}oi egyens¶uly l¶etez¶es¶enek r¶eszletes bizony¶³t¶asa a konvex
anal¶³zis eszkÄozt¶ar¶anak felhaszn¶al¶as¶aval.

A m¶asodik r¶esz a termel¶esi, hasznoss¶agi ¶es egy¶eb aggreg¶al¶o fÄuggv¶enyek
r¶eszletes elemz¶es¶evel kezd}odik. Ezt kÄoveti a nyeres¶egmaximum, majd a kÄolt-
s¶eg- ¶es kiad¶asminimum k¶erd¶es¶enek vizsg¶alata kÄulÄonf¶ele korl¶atoz¶o felt¶etelek
mellett. A kÄonyv egyik saj¶atos jellemz}oje, hogy a szerz}o, ahol csak lehets¶eges,
egyÄutt t¶argyalja a termel}oi ¶es fogyaszt¶oi kereslet alakul¶as¶at. Ezek a r¶eszek
m¶ar csak az¶ert is kÄulÄonÄosen ¶erdekesek, mert a t¶em¶aban megjelent legtÄobb
publik¶aci¶oval szemben nem sz}uk¶³tik le a t¶argyal¶ast a homog¶en, vagy homo-
tetikus termel¶esi fÄuggv¶enyekre ¶es a szÄuks¶egess¶egi felt¶etelekre. A Marshall- ¶es
Hicks-f¶ele (kompenz¶alt) keresleti fÄuggv¶enyek levezet¶ese ut¶an kerÄul sor a kom-
parat¶³v statika ¶altal¶anos m¶odszertan¶anak, az optim¶alis dÄont¶esekb}ol fakad¶o
dualit¶as jelens¶eg¶enek ismertet¶es¶ere, majd ennek kapcs¶an a rekonstru¶alhat¶os¶ag
¶es integr¶alhat¶os¶ag Äosszetett k¶erd¶eseire. A szerz}o teljes matematikai r¶eszletes-
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s¶eggel mutatja be a keresleti- ¶es kÄolts¶egfÄuggv¶enyek mikroÄokon¶omiai elemz¶es¶et,
illetve a gyakorlati alkalmaz¶asokban legink¶abb haszn¶alt, sz¶amszer}us¶³t¶esre al-
kalmas keresleti rendszerek jellemz}oit. A m¶asodik r¶eszt az egyens¶uly ¶es a
hat¶ekonys¶ag fÄuggv¶enytani eszkÄozÄokkel tÄort¶en}o elemz¶ese z¶arja. Ez a fejezet
elvezet a sz¶amszer}us¶³tett ¶altal¶anos egyens¶ulyelm¶eleti modellek egy stiliz¶alt
v¶altozat¶ahoz, amely r¶eszletesebben ¶es m¶as oldalr¶ol megkÄozel¶³tve a II. kÄotet
egyik f}o t¶em¶aja lesz.

A n¶egy r¶eszb}ol ¶all¶o II. kÄotet els}o r¶esze a tÄobbszektoros modellek leg-
fontosabb elm¶eleti, elm¶elettÄort¶eneti ¶es m¶odszertani alapjaival foglalkozik.
RÄoviden felv¶azolja a makrogazdas¶agi modellek mÄogÄott megh¶uz¶od¶o ¶altal¶anos
egyens¶ulyelm¶eleti szeml¶elet f}obb von¶asait, ¶attekinti a tÄobbszektoros modellek
fejl}od¶es¶enek tÄort¶enet¶et, majd els}o megkÄozel¶³t¶esben bemutatja az ¶altal¶anos
egyens¶ulyelm¶elet azon modelljeit, melyek jelent}os m¶ert¶ekben hatottak a ma
haszn¶alatos konstrukci¶ok fel¶ep¶³t¶es¶ere, elm¶eleti ¶es m¶odszertani szeml¶elet¶ere.

Ennek a r¶esznek az olvas¶asa sor¶an m¶as fajta neh¶ezs¶eg merÄulhet fel, mint
az I. kÄotetben. Nem lesz kÄonny}u eligazodni a meglehet}osen nagysz¶am¶u fo-
galom ¶es modell kÄozÄott. Ezek tÄobbs¶eg¶ere azonban a kÄonyv a k¶es}obbiekben
visszat¶er, pontos¶³tva az itt bevezetett fogalmakat, r¶eszletesebben elemezve a
modelleket, vagy azok egyes l¶enyeges ¶ep¶³t}oelemeit. Egy¶uttal a f}obb jelÄol¶esek
Äosszefoglal¶o t¶abl¶azat¶aval, a fejezetek el¶e ¶³rt bevezet¶esekkel ¶es egyes r¶eszek
Äosszefoglal¶as¶aval is igyekszik a szerz}o seg¶³teni az olvas¶o munk¶aj¶at.

A kÄotet els}o r¶esz¶eben kerÄul ismertet¶esre Walras ¶es Cassel modellje ¶es azok
nevezetes Schlesinger{Wald-f¶ele v¶altozata. A kÄovetkez}o fejezetben ezeket a
tiszt¶an elm¶eleti c¶elokat szolg¶al¶o modelleket a szerz}o Äosszeveti Leontief gya-
korlati elemz¶esek sz¶am¶ara kidolgozott, ma m¶ar klasszikusnak sz¶am¶³t¶o, input-
output technol¶ogi¶an alapul¶o ¶altal¶anos egyens¶ulyi modellj¶evel. Ezut¶an, vissza-
t¶erve a stiliz¶alt elm¶eleti modellekhez, ismerteti az ¶altal¶anos egyens¶uly Hicks ¶es
Samuleson nev¶evel f¶emjelezhet}o, mikroÄokon¶omiai ind¶³ttat¶as¶u, neoklasszikus
modellj¶enek egy ¶altal¶anos, absztrakt ¶es egy egyszer}ubb v¶altozat¶at. Mai szem-
mel n¶ezve ennek az egyszer}ubb ¶es konkr¶etabb v¶altozata ¶erdekes kÄulÄonÄosebben,
amelynek fel¶ep¶³t¶ese kÄozelebb ¶all a gazdas¶agpolitikai elemz¶esek sor¶an napja-
inkban kiterjedten alkalmazott sz¶amszer}us¶³tett ¶altal¶anos egyens¶ulyelm¶eleti
(CGE) modellekhez.

A neoklasszikus megkÄozel¶³t¶esre jellemz}o fÄuggv¶enytani elemz¶es bemutat¶asa
ut¶an a t¶argyal¶as visszat¶er a korai megkÄozel¶³t¶esekre jellemz}o m¶odszertanhoz: a
gazdas¶ag rÄogz¶³tett kibocs¶at¶asi ¶es r¶aford¶³t¶asi, illetve felhaszn¶al¶asi egyÄutthat¶ok
r¶ev¶en tÄort¶en}o ¶abr¶azol¶as¶ahoz. Az input-output modellen nyugv¶o, roppant le-
egyszer}us¶³tett ¶abr¶azol¶assal szemben a Neumann ¶es Koopmans nev¶ehez f}uz}od}o
line¶aris tev¶ekenys¶egelemz¶esi modell (LTM) m¶ar egyenrang¶u alternat¶³v¶aja, s}ot
sok tekintetben megfelel}obb eszkÄoze a gazdas¶ag le¶³r¶as¶anak, mint a termel¶esi
¶es hasznoss¶agi fÄuggv¶enyek. R¶eszletes kifejt¶esre kerÄul az LTM alapj¶at k¶epez}o
axiomatikus termel¶eselm¶elet, amely nem el}ofelt¶etelezi, hanem ¶ertelmezi ¶es
elemzi a termel¶esi tev¶ekenys¶egek hat¶ekonys¶ag¶at, ¶es annak kapcsolat¶at a gaz-
das¶agoss¶aggal, az egyens¶ullyal ¶es az egyens¶ulyi ¶es hat¶ekonys¶agi ¶arakkal.

A kÄotet m¶asodik r¶esze a Leontief-f¶ele input-output modellek ¶es makrogaz-
das¶agi elemz¶esek m¶odszertan¶aval ¶es gyakorlati alkalmaz¶asaival foglalkozik. A
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viszonylag kis terjedelem ellen¶ere a szerz}o igyekszik min¶el teljesebb kÄor}uen
bemutatni az ,,input-output gazdas¶agtant", a produktivit¶as, hat¶ekonys¶ag
¶es jÄovedelmez}os¶eg matematikai alapjait, els}osorban a Perron{Frobenius-f¶ele
saj¶at¶ert¶ekt¶eteleket, az input-output elemz¶esek gyakorlati alkalmaz¶asait, az
ezekhez szÄuks¶eges statisztikai adatforr¶asokat, az ¶AKM ¶es SAM elt¶er}o tartal-
m¶u v¶altozatait, az egyszer}ubb multiplik¶atorokkal ¶es a valamivel Äosszetettebb
input-output modellekkel v¶egezhet}o elemz¶eseket. Itt esetleg a modellv¶altoza-
tok b}os¶ege okozhat kezdeti neh¶ezs¶eget a t¶em¶at kev¶ess¶e ismer}o olvas¶o sz¶am¶ara.

A harmadik r¶esz t¶em¶aja az er}oforr¶as-allok¶aci¶o ¶es ¶aralakul¶as elemz¶ese
programoz¶asi ¶es ¶altal¶anos egyens¶ulyi modellekkel. Ennek sor¶an kiterjeszti az
input-output modellekkel v¶egzett elemz¶eseket: a korl¶atozott mennyis¶egben
rendelkez¶esre ¶all¶o er}oforr¶asok ¯gyelembe v¶etel¶evel illusztr¶alja a line¶aris tev¶e-
kenys¶egelemz¶esi modell ¶es a line¶aris programoz¶as felhaszn¶al¶as¶aval v¶egezhet}o
elm¶eleti ¶es gyakorlati makrogazdas¶agi elemz¶eseket, r¶amutatva a line¶aris meg-
kÄozel¶³t¶es egyes gyenges¶egeire ¶es arra, hogyan lehet a jelentkez}o probl¶em¶akat
alkalmasan megv¶alasztott nemline¶aris form¶ak seg¶³ts¶eg¶evel elfogadhat¶obb m¶o-
don kezelni. Bemutatja, ¶es tÄobb oldalr¶ol elemzi az input-output modellek,
az optim¶alis er}oforr¶as-allok¶aci¶o line¶aris ¶es nemline¶aris programoz¶ason ala-
pul¶o modelljei ¶es az ¶altal¶anos egyens¶ulyi modellek kÄozÄos ¶es elhat¶arol¶o jegyeit.
Ebb}ol az Äosszehasonl¶³t¶asb¶ol t}unik ki, hogy a sz¶amszer}us¶³tett ¶altal¶anos egyen-
s¶ulyelm¶eleti modellek l¶enyeg¶eben szintetiz¶alj¶ak az alternat¶³v megkÄozel¶³t¶esek
l¶enyeges elemeit. ¶Erdemes fel¯gyelni r¶a, hogy az els}o kÄotettel szemben, itt
a f}obb makrogazdas¶agi elsz¶amol¶asi azonoss¶agokra Äosszpontos¶³t¶o, holisztikus
modellek fokozatos kibont¶asa sor¶an jut el a szerz}o a sz¶amszer}us¶³tett ¶altal¶anos
egyens¶ulyelm¶eleti modellekhez.

Az el}oz}o k¶et r¶esszel szemben a negyedik r¶esz m¶ar nem a modellek gyakor-
lati alkalmaz¶as¶aval ÄosszefÄugg}o k¶erd¶esekkel foglalkozik, hanem a tÄobbszektoros
statikus ¶es stacion¶arius egyens¶ulyi modellekkel v¶egzett elm¶eleti elemz¶esek
gazdag irodalm¶aba ny¶ujt betekint¶est, bemutatva a szerz}o e t¶em¶aban el¶ert
saj¶at eredm¶enyeit is. R¶eszletesen t¶argyalja Neumann nevezetes stacion¶arius
nÄoveked¶esi modellj¶et, annak kÄozgazdas¶agi ¶es matematikai h¶atter¶et, ¶es Äossze-
veti a Leontief-f¶ele, input-output megkÄozel¶³t¶esen nyugv¶o, z¶art stacion¶arius
egyens¶ulyi modellel. Ennek sor¶an ¶altal¶anos¶³tja egyr¶eszt a Neumann-modellt,
m¶asr¶eszt megfogalmazza a konstans egyÄutthat¶os modellek egy ¶altal¶anos ke-
retmodellj¶et. Modern ¶atfogalmaz¶asban bemutatja az ¶ujratermel¶es ¶es az ¶arak
makrogazdas¶agi egyens¶uly¶anak a klasszikusok (Smith, Ricardo, Marx) elm¶e-
let¶en nyugv¶o ¶es az ¶ujabb, Leontief-, Sra®a- ¶es Neumann-t¶³pus¶u modelljeit,
lehet}ov¶e t¶eve tÄobbek kÄozÄott a re¶alb¶er ¶es pro¯tr¶ata, illetve a fogyaszt¶as ¶es
felhalmoz¶as kÄozÄotti ¶atv¶alt¶asi (hat¶argÄorb¶ek), a technik¶ak kÄozÄotti ¶atv¶alt¶asi ¶es
visszav¶alt¶asi lehet}os¶egek elemz¶es¶et. Komoly elm¶elyÄul¶est ig¶enyel ebben a r¶esz-
ben a reducibilis gazdas¶agok saj¶atoss¶agait elemz}o r¶eszek meg¶ert¶ese.

N¶eh¶any megjegyz¶es a k¶et kÄotet aktualit¶as¶aval kapcsolatban

Mivel jelen sorok ¶³r¶oj¶anak lehet}os¶ege volt a II. kÄotet alapj¶aul szolg¶al¶o k¶ezirat
elolvas¶as¶ara, hely¶enval¶onak t}unik a k¶et kÄotet aktualit¶as¶aval kapcsolatos els}o
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benyom¶asok ismertet¶ese. Ennek sor¶an gyakrabban hivatkozom a II. kÄotetre,
de j¶o lesz m¶ar most tiszt¶azni, hogy annak feldolgoz¶as¶at jelent}os m¶ert¶ekben
megkÄonny¶³ti az I. kÄotet ismeretanyaga.

Mindenekel}ott arra kell felh¶³vni a ¯gyelmet, hogy a szerz}o mindk¶et kÄotet-
ben szak¶³t az elm¶elet ¶es gyakorlat egym¶as ellen tÄort¶en}o kij¶atsz¶as¶anak ut¶obbi
¶evek sor¶an haz¶ankban sajn¶alatos m¶odon kialakult hagyom¶any¶aval. E jelen-
s¶eg gyÄokerei minden bizonnyal a ,,v¶elem¶enyform¶al¶o" kÄozgazd¶aszok nagyobb
r¶esz¶enek el¶egtelen felk¶eszÄults¶eg¶eben rejlenek, ami az egyik, a gyakorlati al-
kalmaz¶asok oldal¶ar¶ol irrelev¶ans elm¶eletek ¶es modellek kidolgoz¶as¶anak v¶adj¶at
eredm¶enyezi, a m¶asik oldalon pedig a m¶elyebb elm¶eleti megalapoz¶ast n¶elkÄu-
lÄoz}o, kalandor-jelleg}u gyakorlati alkalmaz¶asok gyan¶uj¶at ¶ebreszti. Zalai Ern}o
kÄonyve meggy}oz}oen mutatja be, milyen messzire lehet jutni, ha valaki az
elm¶eletet ¶es gyakorlatot nem egym¶as ellen, hanem egym¶as al¶at¶amaszt¶asa
¶erdek¶eben haszn¶alja.

Ugyanakkor els}osorban a II. kÄotet szomor¶u aktualit¶as¶at adja Br¶ody Andr¶as
k¶et ¶evvel ezel}ott bekÄovetkezett hal¶ala. Br¶ody ¶eletm}uve ¶es a kapcsol¶od¶o mun-
k¶ak haz¶ank sz¶elesebb szakmai kÄozÄons¶ege sz¶am¶ara kev¶ess¶e ismeretek. Ennek
egyik oka, hogy a politikum ¶altal determin¶alt akkori szakma a ,,kaszton ¶es
t¶arsadalmon k¶³vÄuli tud¶ost" (Zalai (2011)) mell}ozni igyekezett: nem lett bel}ole
a Magyar Tudom¶anyos Akad¶emia tagja, ¶es nem kapott egyetemi tansz¶eket
sem. A m¶asik ok, hogy a Br¶ody munk¶ass¶ag¶anak feldolgoz¶as¶ahoz szÄuks¶eges
el}oismeretekkel a tÄobbs¶eg ma nem is rendelkezik. Ezen seg¶³thet Zalai Ern}o
kÄonyve, kÄozelebb hozva Br¶ody munk¶ass¶ag¶at a sz¶elesebb szakmai kÄozÄons¶eghez,
ilyen m¶odon tisztelegve a 20. sz¶azad egyik legkiv¶al¶obb magyar kÄozgazd¶asz¶a-
nak eml¶eke el}ott.

Van azonban a m¶asodik kÄotetnek m¶as fajta aktualit¶asa is: Az ut¶obbi
¶evekben, els}osorban az EU nyom¶as¶ara, megn}ott az ig¶eny a gazdas¶agpolitikai
int¶ezked¶esek bevezet¶es¶et megel}oz}o hat¶astanulm¶anyok ir¶ant, de elmaradt az
ezek elk¶esz¶³t¶es¶ere alkalmas modellek mibenl¶et¶enek pontos tiszt¶az¶asa. Egye-
bek mellett ezt a r¶eg¶ota szÄuks¶eges tiszt¶az¶ast is el}oseg¶³ti a m¶asodik kÄotet.
Biztosra vehet}o, hogy amennyiben a gazdas¶agpolitika m}uvel}oi ¶es az annak
kritikai elemz¶es¶et v¶egz}o szak¶ert}ok munk¶ajuk sor¶an a kÄonyv ¶altal rendelkez¶esre
bocs¶atott tud¶asb¶azist haszn¶alj¶ak, melyet a szerz}o ¶es munkat¶arsai paradox
m¶odon eddig csak kÄulfÄoldÄon tudtak kamatoztatni, ez a makrogazdas¶agi prob-
l¶em¶akr¶ol tÄort¶en}o kÄozgondolkod¶as hazai sz¶³nvonal¶anak emelked¶es¶et fogja ma-
g¶aval hozni, aminek szÄuks¶egess¶eg¶et indokolni fÄolÄosleges.

¶Erdemes tov¶abb¶a fÄolvetni a tÄobbv¶altoz¶os, illetve tÄobbszektoros megkÄoze-
l¶³t¶es aktualit¶as¶anak k¶erd¶es¶et. Ezt m¶ar csak az¶ert is meg kell tenni, mert
¶ugy t}unik, mintha a f}o¶aram¶u makroÄokon¶omia m¶as utat kÄovetne. Az ut¶obbi
¶evtizedekben ugyanis sz¶eles kÄorben elterjedtek a magasan aggreg¶alt, dinami-
kus, sztochasztikus ¶altal¶anos egyens¶ulyelm¶eleti (DSGE) modelleken nyugv¶o,
makroÄokon¶omiai jelleg}u elemz¶esek. B¶ar ezekben is el}ofordul tÄobb szektor, de
a kÄoztÄuk fenn¶all¶o gazdas¶agi kapcsolatok tÄobbnyire Romer (1990) nevezetes
endog¶en nÄoveked¶esi modellj¶enek mint¶aj¶ara a modellfÄoltev¶esek ¶altal eleve meg-
hat¶arozottak. ¶Igy ezek a modellek nem k¶epesek ¯gyelembe venni a term¶ekek
termel}ofelhaszn¶al¶as¶an keresztÄul l¶etrejÄov}o multiplik¶ator hat¶asokat, nem alkal-
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masak ¶agazati szint}u elemz¶esekre, a t¶eves beruh¶az¶asi dÄont¶esek megragad¶a-
s¶ara. A tÄobbszektoros modellek kikÄuszÄobÄolik a fenti h¶atr¶anyokat hasznosan
kieg¶esz¶³tve a magas szinten aggreg¶alt makromodelleket.

V¶egÄul sz¶olni kell a kÄonyv oktat¶as terÄulet¶en tÄort¶en}o felhaszn¶al¶as¶anak lehe-
t}os¶egeir}ol. Mindk¶et kÄotetnek els}osorban a PhD k¶epz¶esek, vagy az ig¶enyesebb
kÄozgazdas¶agtani mesterk¶epz¶esek vehetik j¶o haszn¶at. Az I. kÄotet halad¶o szint}u
mikroÄokon¶omia kurzusok alapj¶at k¶epezheti, de j¶ol hasznos¶³that¶o egy bevezet}o
matematikai kÄozgazdas¶agtani kurzus sor¶an is. A II. kÄotet egy gyakorlati al-
kalmaz¶asokra koncentr¶al¶o, tÄobbszektoros makromodellez¶esi, vagy m¶as hang-
s¶ulyokkal, egy halad¶o szint}u termel¶es- ¶es ¶arelm¶eleti kurzus sz¶am¶ara ny¶ujthat
komoly seg¶³ts¶eget. A kÄozgazd¶aszk¶epz¶esen k¶³vÄul j¶ol hasznos¶³that¶oak a kÄonyv
egyes r¶eszei a matematikus doktori k¶epz¶esben is.

Mindezek alapj¶an j¶o sz¶³vvel aj¶anlom e k¶et kÄotetet, els}osorban azoknak,
akik az elm¶ult ¶evtized gyakran fÄolÄosleges vit¶ai ut¶an eljutottak arra a felis-
mer¶esre, hogy sem a kÄozgazdas¶agi elm¶elet, sem pedig annak gyakorlati al-
kalmaz¶asa nem n¶elkÄulÄozheti a fejlett matematikai appar¶atus haszn¶alat¶at, ¶es
a mikro-, illetve makrogazdas¶agi elemz¶esek elm¶eleti ¶es gyakorlati k¶erd¶eseivel
halad¶o szinten k¶³v¶annak foglalkozni. Meggy}oz}od¶esem, hogy mindk¶et kÄotetet
sokat ¶es sok¶aig fogjuk hasznos k¶ezikÄonyvk¶ent forgatni.
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