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PSZEUDOLINEARIS TORTFUGGVENYEKROL?

KOMLOSI SANDOR
PTE KTK

Martos Béla és Rapcsdk Tamds emlékének ajanlom

Martos Béla a hiperbolikus programozésrol irt 1960-as cikkében [8] 1j fejeze-
tet nyitott a matematikai programozas terén, melyet 0 ugyan hiperbolikus
programozasnak nevezett, de mivel ez az elnevezés csak a linedris tortfiigg-
vényekre taldld, ezért a nemzetkozi szakirodalom a tortprogramozés (frac-
tional programming) elnevezést fogadta el. Martos Béla fedezte fel, hogy a
linedris tortfliggvények rendelkeznek szamos olyan jo tulajdonsaggal, mint
a linearis fliggvények, és ezért a hiperbolikus programozas joggal tekinthetd
a linedris programozas egy altaldnosabb valtozatdanak. Martos Béla tobbek
kozott azt is megmutatta, hogy a szimplex mdédszer hatokore kiterjesztheto
hiperbolikus programozasi feladatokra is [8,9]. Ennek oka a linedris tortfiigg-
vénynek egy olyan tulajdonsiga, melyet pszeudolinearitdsnak neveziink. A
pszeudo-linearitas a pszeudokonvexitas és pszeudokonkavitas egyidejli fenn-
allasat jelenti. A pszeudolinearitdssal azéta is nagyon sokan foglalkoznak,
féleg a tortprogramozasban betoltott szerepe miatt.

Rapcsak Tamas tobb cikkben foglalkozott a pszeudolinearitas vizsgdlata-
val. Ezen a téren elért legjelentésebb eredménye 1991-ben jelent meg [10],
amelyben differencidlgeometriai segédeszkozokkel a pszeudolinearitas egy tel-
jesen 1j jellemzését adta, melynek segitségével tovabbi szép eredményeket ért
el kvadratikus tortfiiggvények pszeudolinearitdsénak vizsgalatdban [11, 12].

Ezzel a dolgozattal, mely kvadratikus tortfliggvények azon osztalyanak
pszeudolinearitast vizsgalja, melyeket Rapcsak Tamas is vizsgalt, szeretnék
Martos Béla és Rapcsdk Tamas emléke el6tt tisztelegni. Mindketten a ko-
zelmiltban hagytak itt benniinket, de gondolataik tovabb munkélkodnak
benniink [17, 18].

Bevezetés

Ebben a dolgozatban f(x) mindig n-véltozds fiiggvényt jeldl, melynek V f(x)
gradiensét oszlopvektornak tekintjiik. A pszeudokonvexitas fogalmat Man-
gasarian vezette be differencidlhato fliggvényekre. Ebbol szarmazik a pszeudo-
linearités definicidja mely szerint f(z) akkor pszeudolinedris, ha egyszerre
pszeudokonvex és pszeudokonkav.

1. Definicié. A differencidlhaté f(x) fliggvényt pszeudolinedrisnak nevezziik
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a K C IR™ konvex halmazon, ha minden =,y € K esetén

f@)<f@) = Vi " (z-y) <0 é f(z)> fy)= VW) (@—y)>0.

(PLIN)

A definici6 kozvetlen kévetkezménye, hogy ha f(x) pszeudolinedris K-

n, akkor f(x) vagy konstans K-n (ekkor Vf(x) = 0 minden = € K-ra),

vagy Vf(xz) # 0 minden = € K esetén. Emiatt a tovdbbiakban csak olyan

f(z) differencidlhaté fiiggvényeket vizsgdlunk, melyekre V f(z) # 0 minden
x € K-ra teljestil.

A pszeudolinearitas lokalis jellemzése

A pszeudolinedris fliggvények vizsgalatat egy olyan mdédszerrel fogjuk végezni,
melyben kitiintetett szerepet jatszik az implicitfiggvény tétel, illetve az im-
plicit fiiggvények. Mivel az implicit fiiggvények lokalis informaciét adnak a
vizsgalt fliggvényrol, ezért célszerii bevezetni a lokélis pszeudolinearitds fo-
galmat.

2. Definicié. Az f(z) figgvény lokalisan pszeudolinedris zo-ban, ha van
xo-nak olyan G kornyezete, hogy

z €@, f(z) < flzo) = V[f(zo)(x —20) <0,
z € G, f(x) = f(zo) = Vf(xo)(® —x) =0,
z € G, f(x)> f(zo) = Vf(xo)(® —29) >0.

Ez a lokalis fogalom azért is szerencsés, mert altala a globalis tulajdonsag
is vizsgalhat6. Igaz ugyanis a kovetkezd tétel.

1. Tétel [5, 6]. Legyen f(x) differencidlhaté a K nyilt konvex halmazon.
f(z) akkor és csak akkor pszeudolinedris K-n, ha lokélisan pszeudolinedris
K valamennyi pontjaban.

Megmutathatd, hogy V f(xg) # 0 esetén a lokélis pszeudolinearitds egy-
szerlibben is jellemezhetd.

2. Tétel [5]. Legyen f(x) differencidlhaté zy valamely kornyezetében és
legyen V f(zg) # 0. Ekkor f(x) akkor és csak akkor lokélisan pszeudolinedris
To-ban, ha van zg-nak olyan G kornyezete, hogy

valahdnyszor x € G és f(z) = f(zo), mindannyiszor V f(z¢)(z —29) =0.
(LPLIN)
A lokalis pszeudolinearitdsnak ez az a forméja, amely lehetévé teszi az im-
plicit fiiggvényekkel vald jellemzést. Legyen f(z) folytonosan differencidlhatd
ro valamely kornyezetében, és legyen V f (o) # 0. Tegyiik fel, hogy f; (w0) #
0. Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

(1,22, .., Tp_1) =Uu, T =v és x = (u,v) .
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Az implicitfiiggvény tétel. A fenti feltételek teljesiilése esetén az {z € K :
f(z) = f(xo) } szintvonal lokdlisan parametrizalhaté xy kozelében (zg egy G
kornyezetében) egy egyértelmiien meghatarozott p,, (u) fliggvény segitségével
(mely ug egy N kornyezetén van értelmezve), a kovetkezé médon:

x = (u,v) € G és f(x) = f(xo) akkor és csak akkor teljesiil, ha v = py, (u),
u € N.

A tovabbi vizsgalédédsok alapjat képezi a kovetkezd tétel.

3. Lemma [5]. Legyen f(x) folytonosan differencidlhaté xy valamely kor-
nyezetében, és legyen V f(zg) # 0. f(z) akkor és csak akkor pszeudolinedris
xo-ban, ha a p,,(u) (réviden p(u)) implicitfiiggvény linedris N-en.

Bizonyitas. Mivel f(u,p(u)) = f(xo) N-en, ezért mindkét oldal derivéls-
saval adédik, hogy

£, p(w)Vp(u) + Vo f (u, p(u)) =0 .
Ebbol egyrészt minden v € N-re
_ _Vuf(u,p(w)
VR =T ) W
mésrészt minden x = (u,v) € G, f(z) = f(zo) esetén
Vi) = £ | ] @

illetve

V f(wo)" (& —20) = fi(0) [p(w) — p(uo) — Vp(uo)" (u — uo)]
adddik. Ebbél mér nyilvédnvals, hogy (LPLIN) akkor és csak akkor teljesiil,
ha p(u) linedris N-en. O

Ebbdl a tételbol kovetkezik a pszeudolinearitas Rapcsak-féle jellemzésének
[10] lokélis valtozata.

4. Tétel [5]. Legyen f(x) folytonosan differencidlhaté xo valamely kérnyeze-
tében és legyen V f(zg) # 0. f(z) akkor és csak akkor pszeudolinedris xy-ban,
ha van olyan g € IR"™, g # 0 vektor és xy egy G kornyezetében értelmezett és
ott elbjeltarté folytonos c(x) fiiggvény, hogy

valahanyszor x € G és f(z) = f(zo), mindannyiszor Vf(z) =c(z)g. (R)
Bizonyitis. A 3. Lemma szerint f(z) akkor és csak akkor pszeudolinedris

zo-ban, ha minden u € N-re Vp(u) = Vp(up) = r € IR"~'. (2) szerint ez
akkor és csak akkor teljestil, ha minden x = (u,v) € G, f(z) = f(zo) esetén

Vi) =~ fita) | )| =elos
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teljesiil, ahol g7 = [rT —1]. ]

A kovetkezd tétel, amely a 3. Lemma koézvetlen kovetkezménye, méasod-
rendii sziikséges és elégséges feltételt ad lokalis pszeudolinearitasra. Ez fogja
képezni tovabbi vizsgalodasaink alapjat.

5. Lemma. Legyen f(z) kétszer folytonosan differencidlhaté zy valamely
kornyezetében és legyen Vf(xg) # 0. f(z) akkor és csak akkor pszeudo-
linedris xo-ban, ha a p(u) = ps, (v) implicitfiiggvény rendelkezik a kévetkezd
tulajdonsaggal: minden u € N-re

Vi (w4, p(w)) 42V f (u, p(w)) Vp(u)" + £, (u, p(u)) Vp(u) Vp(u)" = 0. (3)

Bizonyitis. A (3) azonossig, mint majd 14tni fogjuk, azzal ekvivalens, hogy
a p(u) implicitfiiggvény V2p(u) Hesse métrixa azonosan 0 N-en. Ez akkor és
csak akkor teljesiil, ha p(u) linedris N-en, kovetkezésképpen f(z) lokalisan
pszeudolinearis xy-ban.

Derivaljuk kétszer az f(u,p(u)) = f(xo), u € N azonossigot. Ebbél az

= = Viuf (u,p(w) = 2V £ (u, p(w))Vp(u)" = £, (u, p(w)) V() Vp(u)”

azonossagot kapjuk, melybdl nyilvdanvald, hogy (3) akkor és csak akkor tel-
jesiil, ha V2p(u) = 0 minden u € N-re. O

Egy specidlis fiiggvényosztaly vizsgalata

A tovabbiakban egy tobbek dltal vizsgalt fiiggvényosztédly pszeudolinearitdsat
fogjuk vizsgalni az 5. Lemma (3) feltétele segitségével. Ezt a fliggvényosztalyt
vizsgdlta Rapcsdk Tamés is a [12, 13] cikkekben.

Tekintstik az

%xTAx +aTz +
bz + ’

flz)= re KCIR" 4)

kvadratikus tortfiiggvényt a K C {x € IR" : bT'x + 3 > 0} halmazon, ahol
A # 0 n-edrendii szimmetrikus méatrix, a,b € IR", b # 0 és a, 5 € IR.

A (4) figgvény tulajdonsigai alapvetden fiiggnek az A matrixtél. A dolgo-
zat tovébbi részeiben a kovetkez6 jeloléseket fogjuk hasznélni. rang(A) jeloli
az A matrix rangjét, image(A) jeloli az A matrix képterét, azaz image(A) =
{Az : © € IR"}, Iner(A) pedig az A szimmetrikus métrix inercigjat jeloli.
Az A métrix inercidja az a rendezett szdmhdrmas (v(A),((A),m(A)), ahol
v(A), ¢(A), m(A) az A negativ, nulla illetve pozitiv sajatértékeinek szdmédt
jeloli multiplicitdsokkal szémolva, vagyis Iner(A4) = (v(A), ((A), 7(A)) .

R. Cambinitél és L. Carositdl szarmazik a kovetkezo jellemzés.
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6. Tétel [1]. A (4) alatt definidlt f(x) fliggvény akkor és csak akkor pszeudo-
linedris a K = {x € IR" : bT 2+ 3 > 0 } nyilt konvex halmazon, ha f(z) vagy
linearis, vagy pedig léteznek olyan & # 0 § és 4 konstansok, hogy &5 < 0 és

fla) =Tz + 5+ gty (5)

Késébb Rapcsdk Tamads, egy teljesen mas modszert alkalmazva, a kovet-
kez6 eredményre jutott.

7. Tétel [12]. A (4) alatt definidlt f(x) fliggvény akkor és csak akkor
pszeudolinedris a K = {x € IR" : bTx + 8 > 0} nyilt konvex halmazon, ha
f(z) vagy linedris, vagy pedig léteznek olyan & # 0 és 3 konstansok, hogy

A=abb” és a=pb. (6)

A tovébbiakban megmutatjuk, hogy ezek az eredmények csupdn lokalis
pszeudolinearitédst feltételezve is kiadddnak, vagyis az (5), illetve (6) karak-
terizacidk gyengébb feltételek esetén is fennallnak.

8. Tétel. Tegyiik fel, hogy a (4) alatt definidlt kvadratikus tortfiiggvény
lokélisan pszeudolinedris xy € K-ban, ahol Vf(xzg) # 0. Az egyszeriiség
kedvéért tegyiik fel, hogy f; (wo) # 0. Ekkor létezik olyan r € IR"! vektor
és 1éteznek olyan A, p € IR skalarok, hogy

Arr T ur

A =
prt —(A+2p)

(7)

Bizonyitas. Tekintsiik a

P(x) = %xTAJJ +alz 4+ a— fxo) (b 'z + )

segédfiiggvényt. Vegyiik észre, hogy f(x) = f(zo) akkor és csak akkor tel-
jesiil, ha ¢(r) = ¢(x0), valamint Vo(zg) # 0 és ¢, (w0) # 0. Ennek az
a fontos kovetkezménye, hogy ¢(z) is lokélisan pszeudolinedris xg-ban. Te-
kintsiik a p(u) implicitfiiggvényt, amely x¢ egy kornyezetében parametrizélja
a ¢(xr) = ¢(xo) szintvonalat. A 3. és 5. Lemmék szerint ekkor minden

u € N-re
- Vuo(u,p(u))

VP = == e p(u))

= r = const, (8)
Viu®(u, p(w)) = =2Vud, (u, p(w))" Vp(u) — ¢, (u, p(w)) Vp(u)" Vp(u) . (9)

Hasznaljuk az = = (u,v) dekompoziciét és az A métrix ennek megfelels

s [A,%u au] (10)
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particionalt alakjat. Ekkor igazak a kovetkezd Gsszefliggések:
V2, 0(u,p(u) = A,  Vud, (u,p(w))Vp(u)' = a,Vp(u)' = a,r’,

Gy (1, p(w)) Vp(u) Vp(u)" = 4y, Vp(u)Vp(u)" = ay,rr? .
Ezek, a (3) feltétellel egyiitt, azt adjék, hogy

Ay = —(2ay + ayyr)r? . (11)

Mivel A, szimmetrikus, ezért (11) csak gy teljesiilhet, ha —2a, —ay,r =
Ar valamely A € IR mellett, kovetkezésképpen A, = A\rrT és a, = pr, ahol
w=—(A4 ayy)/2, és 18y ayy, = —(N + 2u). O

Az A métrix (10) alatti alakja kiilénosen alkalmas arra, hogy az A métrix
inercigjat meghatirozzuk. Az inerciaszamitas a Haynsworth féle inercia tétel
segitségével konnyen elvégezhetd [4]. Ez a tétel feltételezi a Schur-komplemens
fogalmét, mely az A métrix aldbbi particionalt alakjaval kapcsolatos, ahol P
nemszingularis kvadratikus részmatrix:

P Q
A= [ o R] .

A determindnselméletbél (Schur-lemma) jél ismert
S=R-Q"P'Q (12)

kvadratikus métrixot (@jabban) a P blokk A-beli Schur-komplemensének
nevezziik. A Haynsworth-féle inercia tétel azt dllitja, hogy amennyiben a
nemszinguldris P métrix principdlis (sorindexeinek halmaza megegyezik osz-
lopindexeinek halmazaval), akkor

Iner(A) = Iner(P) + Iner(S5) , (13)

ahol az Osszeadés komponensenként végzendS. A P blokk principalitdsa biz-
tositja azt, hogy mind a P, mind pedig az S matrix szimmetrikus.

A Schur-komplemens fontos szerepet jatszik minden pivot algoritmusban,
ezért a (10) képlet alapjan barmely szimmetrikus matrix inercigja kiszdmit-
haté specidlis pivot elem valasztasi szabalyon alapuld pivot transzformacidk
véges sorozataval. Ezt a numerikus mddszert R. W. Cottle publikalta [2]-ben.
Errél részletes lefréds taldlhaté [7]-ben.

9. Tétel. Tegyiik fel, hogy a (4) alatt definidlt kvadratikus tortfiiggvény
lokélisan pszeudolinedris o € K -ban, ahol Vf(zy) # 0. Ha r # 0, akkor
igazak a kovetkezo allitasok:

(i) Ha A + p # 0, akkor Iner(A) = (1,n — 2,1).

(ila) Ha A+ p =0 6és A+ 2 > 0, akkor Iner(A) = (1,n — 1,0).

(iib) Ha A4 =0 és A+ 2u < 0, akkor Iner(A) = (0,n —1,1).
Ha r = 0, akkor Iner(A) = (1,n—1,0), ha A4+2y > 0és Iner(4) = (0,n—1,1),
ha A+ 2u < 0.
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Bizonyitas. (ia) Vizsgéljuk eldszor azt az esetet, amikor A + 2u # 0, és
legyen P = [—(\ + 2u)] a (13) inercia-formuldban. A (12) Schur-komplemens

formula szerint )
[0
A+ 2u '

r # 0 miatt Iner(rr’) = (0,n — 2, 1), és igy

Iner(S) = Iner [()\ + )

LT (0,n —2,0) .
A+2u]+(’n 0

Mivel Iner(A) = Iner(P) + Iner(S) = Iner[—(\+ 2u)] + Iner [(i—igﬂﬁ] +
(0,m — 2,0), ezért az (ia) &llitds bizonyitdst nyert.

(ib) Vizsgaljuk most a A + 2u = 0 esetet. Ekkor szitkségképpen A # 0.
Legyen P, = [)\7‘ ] ahol r; # 0 valamely i-re. Az egyszeriiség kedvéért

1]

tegytik fel, hogy ¢ = 1. Ekkor (12) a kovetkez6t adja:

51 = [OOT —2/4] '

Vélasszuk Si-ben a P, = [—)\/4] blokkot. Mivel Py-nek Si-ben az (n — 2)-ed

rendl nullmatrix a Schur-komplemense, ezért
Iner(A) = Iner [)\7‘,?] + Iner [-A\/4] 4+ (0,n —2,0) = (1,n —2,1) .

(ii) Legyen P = [—(A 4+ 2u)]. (12) szerint, A + ¢ = 0 miatt

_[Q+w? 2] _
S_[)\‘FQMW =0.

Mivel Iner(A) = Iner(P) + Iner(S) = Iner [— (A + 2u)] + (0,7 —1,0), ezért (ii)
bizonyitast nyert.
Az A métrix (7) alakja miatt az r = 0 eset bizonyitdsa a (ii) allitas
bizonyitasaval megegyezd. a
A kovetkezé tétel a lokélis pszeudolinearitas tovabbi fontos kdvetkezmé-
nyeit fogalmazza meg.
10. Tétel. Tegyiik fel, hogy a (4) alatt definidlt kvadratikus tortfliggvény
lokélisan pszeudolinedris zo € K-ban, ahol Vf(zg) # 0. Legyen g7 =
[rT —1]. Ekkor igazak a kovetkez8 allitésok:

(i) rang(A) = 1 vagy 2.
(ii) Ha rang(A) = 1, akkor V f(zo),a — f(x0)b € Lin{g} = image(A).
(

ili) Harang(A) = 2, akkor V f(z0), a— f(z0)b € Lin{g} C Lin{g, Ag} =
image(A).

(iv) Ha f(x) lokdlisan pszeudolinedris egy zo-tdl kiilénboz6 1 pontban
is, ahol Vf(z1) # 0 és f(z1) # f(x0), akkor a,b € image(A).
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(v) Ha Az = V f(x), akkor V f(z¢)Tx = 0 és, ha V f(z)Tz = 0, akkor
2T Az = 0.

Bizonyitas. (i) Mivel rang(A) = v(A)+m(A), ezért a 9. Tételbél kdvetkezik,
hogy rang(A) = 1 vagy 2.

(i) A 9. Tétel szerint, rang(A) = 1 ekvivalens a kovetkezé éllitdssal: vagy
r#0és A+ u =0, vagy pedig r = 0. A 8. Tétel szerint ekkor

rrl r
A:K/|:_TT 1:|:K/|:_1:|[7‘T —1],
ahol az els§ esetben x = A, a mésodikban pedig x = —(\ + 2u). Ebbél
kozvetleniil adédik, hogy A = kgg?, és image(A) = Lin{g} = {tg : t € IR}.
A (8) Osszefliggés szerint

V(ao)" = —di, (o) [rT —1] = ~d/,(z0)g" ,
ahol ¢ (zg) # 0. A ¢(z) fliggvény definiciéjat is figyelembe véve, igaz a
kovetkezo: ) & (o)

Vf(.fo) - bTJTQ +ﬂv¢($0) bTJ? +ﬂ
és ezért Vo(xg), Vf(zg) € Lin{g}. Masfeldl viszont V(zg) — Azg = a —
f(x0)b, és ezért a — f(xo)b € Lin{g} = image(A).

(i) A 9. Tétel szerint rang(A) = 2 azzal ekvivalens, hogy r # 0 és

A+ u# 0. Eloszor azt mutatjuk meg, hogy g € image(A), vagyis az Az = g

egyenlet megoldhaté z-ben. Tekintsiik az x és g vektorokat, valamint az A
maétrixot az (u,v) felbontdsukban, ahol u € IR"~! és v € IR. Ekkor

=[]

Ebbdl a felbontasbdl nyilvanvald, hogy az Ax = g egyenlet akkor és csak
akkor teljesiil, ha az x vektor u és v komponensei kielégitik a kovetkezo,
rTu-ban és v-ben linedris egyenletrendszert:

ArTu) +pv =1,
p(rfu) = (A +2ppv = ~1.

Mivel az egyenletrendszer determindnsa A + u # 0, ezért (14)-nek egyetlen
megoldasa van:

Arr T ur

Ar = .
pre —=(A+2p)

(14)

1
rTu=v=——, (15)

amibdl g € image(A) adddik.

Most megmutatjuk, hogy g és Ag linedrisan fiiggetlenek. Elsé 1épésben
azt mutatjuk meg, hogy Ag # 0. Indirekt médon okoskodva, tegyiik fel, hogy
Ag = 0. Ez azt jelenti, hogy

_ 0]
= ol -

Arr” ur

Ag =
prt —(\+2u)

[ : 1] - [u(: (Z)TT)T(A_ +M ;u)
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Ez azonban akkor és csak akkor teljesiil, ha
XTr—p=0,
wlr+X+2u=0,

és ennek kovetkeztében A\urTr = u? = =A% — 2\u. Ez azonban ekvivalens a
(A + u)? = 0 feltétellel, ami X\ + p # 0 miatt lehetetlen. Ez az ellentmondds
bizonyitja allitasunkat.

A kovetkez6 1épésben megmutatjuk, hogy g és Ag linedrisan fiiggetlenek.
Indirekt médon okoskodva tegyiik fel, hogy Ag = ~g valamely v # 0 valds
szammal. Legyen 6 = 1/v # 0. Feltevésiink szerint ekkor A(6g) = g kell,
hogy teljesiiljon. Ez azonban azt jelenti, hogy az x = §g = (u,v) vektornak
teljesitenie kell a (15) egyenletet, ami ekvivalens azzal, hogy g7z = g7 (6g) =
8g7g = 0, ami azonban § # 0 és g # 0 miatt lehetetlen. Ez bizonyitja azt,
hogy g és Ag linedrisan fiiggetlenek. Mivel g, Ag € image(A) és rang(A4) = 2,
ezért image(A) = Lin{g, Ag}, ahogy azt allitottuk.

A (ii) 4llitds bizonyitdsa sordn alkalmazott gondolatmenet ebben az eset-
ben is azt eredményezi, hogy V f(x),a — f(x0)b € Lin{g} C Lin{g, Ag} =
image(A).

(iv) Tekintsiik most az x1 € K pontot, melyre f(x1) # f(xo), Vf(z1) #0
teljesiil, és amelyben f(x) ugyancsak lokélisan pszeudolinedris. (ii) és (iii)
szerint, ekkor

Vo(z;) — Az; = a — f(x;)b € image(A)
1 =0,1 esetén. Mivel f(xq) # f(x1), ezért nyilvanvald, hogy a, b € image(A).

(v) Megmutatjuk, hogy, ha Az = Vf(z¢), akkor V f(xg)Tz = 0 és, ha
Vf(xo)Tx =0, akkor 27 Az = 0.

Nézziik el8szor azt az esetet, amikor rang(A) = 1. Mivel ekkor A = kgg”
és V f(xo) =g, ahol k,v # 0, ezért mindkét allitas nyilvanvald.

Nézziik most azt az esetet, amikor rang(A) = 2. Legyen x = (u,v)
megolddsa az Ar = g egyenletnek. Ekkor (15) sziikségképpen teljesiil, ami
pontosan a g7z = rTu — v = 0 feltételt szolgédltatja. Mivel Vf(xo) = ~g,
ezért, ha Ar = Vf(xg), akkor Vf(zo)Tax = 0. Tegyiik most fel, hogy
Vf(xo)Tx = 0, amely ekvivalens azzal, hogy ¢’z = rTu —v = 0. (15)
szerint ekkor Az = (A + u)g és igy 27 Ax = (A + p)glz = 0. O

A kovetkezé tétel talan tulsagosan technikainak tiinik, de fontos szerepe
lesz a dolgozat {6 eredményeinek bizonyitasaban.

11. Segédtétel. Tegyiik fel, hogy a (4) alatt definialt kvadratikus tortfiige-
vény lokélisan pszeudolinedris zyp € K-ban, ahol V f(xg) # 0. Tegyiik fel,
hogy rang(A) = 2. Ekkor léteznek olyan a,b € IR™ vektorok, hogy

a=Aa és b= Ab, (16)
és A = f(=xg) kielégiti a kovetkezd egyenletet:

bToN +2(8 —aTh)A+aTa—20=0. (17)



20 Komlosi Sandor

Ha f(x) lokélisan pszeudolinedris legaldbb hdrom olyan pontban, ahol f(x)

gradiense nem tinik el, és a fiiggvényértékek kilonbozoek, akkor az a, b
vektorokra teljesiilniiik kell a kovetkezd feltételeknek:

a=Aa, b=Ab, bb=0, a"b=p3 ¢ ala=2a. (18)
Bizonyitias. Mivel rang(A) = 2 akkor és csak akkor teljesiil, ha Iner(A4) =
(1,n—2,1), ezért a 10. Tétel (ii) és (iii) allitasaibdl kovetkezik (16)-nak eleget
tevé a,b € IR™ vektorok létezése. (16) felhaszndlasaval kapjuk a kovetkezét:

Y f(a0) = Azg+a— flzo)b  Awo+ Ad — f(z0)Ab Ao +a— f(w0)b)
R X iy R 0T z0 + 3 T W t+p

A 10. Tétel szerint, ha Az = V f(xy), akkor V f(zo)Tz = 0, ezért

(Azo +a— f(zo)b)" (zo +a — f(z0)b) =0.

Elvégezve a beszorzéast és felhaszndlva az a = Aa, b = Ab Osszefliggéseket,
azt kapjuk, hogy

bTbf2(x0) — (26720 + 207@) f (o) + x Awo + 20"z +a"a=0.
Végrehajtva az
o8 Axg +2aT g = 2f (20) (T 2o + B) — 2cx
helyettesitést, a
bTbf (20)? + 2(8 — aTh) f(x0) + a¥a — 2a =0

egyenletre jutunk, amely pontosan azt adja, hogy A = f(z) kielégiti a (17)
egyenletet. Ha f(x) lokdlisan pszeudolineéris legaldbb hdrom olyan pontban,
ahol f(z) gradiense nem tiinik el, és a fliggvényértékek kiilénbozdek, akkor
a (17) egyenletnek legaldbb harom kiilonb6z6 megolddsa van, ami csak gy
lehetséges, hogy valamennyi egytitthaté 0-val egyenlo. |

A kovetkezd tétel tisztan métrixalgebrai, de a tovdbbi vizsgalatokban
sziikségunk lesz ra.
12. Segédtétel. Legyen az A szimmetrikus métrix inercidja (1,n — 2, 1).
Ekkor minden olyan d € IR", d # 0 vektorhoz, mely rendelkezik azzal a
tulajdonsiggal, hogy d = Ad és d"d = 0 teljesiil valamely d € IR™ vektorral,
talalhato egyetlen olyan p € IR™ vektor, hogy

A=pd" +dp",
tovdbbd p rendelkezik a kdvetkezd tulajdonsdggal: p = Ap és pT'p = 0 teljesiil
valamely p vektorral, és p'd = d”p = 1.

Bizonyitas. Legyen sy, 89,83, ..., S, az A sajatvektoraibdl 4116 ortonormaélt
bézis IR"-ben. Tegyiik fel, hogy As; = 01, 01 <0 és Asy = 09,02 >0. A
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feltevések alapjén nyilvanvald, hogy image(A) = Lin{ s1, s2 }. Rendelkezzen
a d € IR" vektor a megkivant tulajdonsdgokkal. Ekkor d € image(A4) =
Lin{ s1, 82 }, és ezért d kovetkezd el6éllitdsa egyértelmii:

d=06181 + 6389 .

Mivel d = Ad és dTd = 0, ezért az altalanossdg megsértése nélkiil feltehetjiik,
hogy d € Lin{ s1, s5 }, kovetkezésképpen

s 0 o
d=—s1+ =53,
01 092
és ennélfogva
62 62
d'd=-L+-2=0.
01 (o))

Mivel d # 0, ezért ez csak gy lehet, ha §; # 0 és 62 # 0. Legyen

o1 (P , 1 + L 1
— S €S = —_—
2 P=g5 511 35,8

Koénnyen meggy6zédhetiink arrdl, hogy p = Ap,

r._ 01 0y ooy (8 &Y _ doroy 15 _ g
12 "1z T 82 \o T o 5252
é 1 1 5 5
01 01 02 02
d'p=46 B =1 és pld= —===1.
198, (5 +o2ggs (52 s 2(51 01 * 2(52 09

Most megmutatjuk, hogy A = pd? +dpT. Tekintsiik az S = [s1, 52, .- -, 8]
bézis métrixot. S konstrukciéja folytdn S—! = ST, és igy A = pd” + dp”
akkor és csak akkor &ll fenn, ha

STAS = (§Tp)(d"S) + (STd)(p"S) .

Irjuk mindkét matrixot azonosan particionalva, a kovetkez6 moédon:

T _ P 0 _ 01 0
SAS—<0 0>, ahol P—<0 02>

és
(STo"S) + (TS = (7 7))
ahol
01 (o))
9L 1 22
o—|(. 25161 26162+26261
- 1
Tis, 425 92
25,2 T 25, 95,2

Nyilvanvald, hogy P = ) akkor és csak akkor teljesiil, ha

2_(5162+ (56 =0.
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Vegyiik észre, hogy

01 () 0102 (5% 6% 0102 ,14%
0+ =6 = L+ 2)=—2d"d=0
2(51 2 + 2(52 ! 2(51(52 <0’1 + () 2(51(52 ’

ami azt bizonyitja, hogy P = Q és A = pd’ + dp”. O

Most bebizonyitjuk a (4) tipusi kvadratikus tortfiiggvények Cambini-
Carosi, illetve Rapcsak féle karakterizéaci6jat (lasd 6. és 7. Tételek) a globélis
pszeudolinearitas feltételezését lokdlisra gyengitve. A bizonyitast két 1épésben
végezziik el, annak megfeleléen, hogy a (4) fliggvényben szereplé A métrixnak
1 vagy 2 a rangja.

13. Tétel. Legyen f(x) (4) tipusi kvadratikus tortfiiggvény, és az A matrix
rangja legyen 1. Ekkor f(z) akkor és csak akkor lokélisan pszeudolinedris
xg € K-ban, ahol V f(zg) # 0, ha léteznek olyan & # 0 és 3, valamint & # 0,
B és 4 konstansok, melyekre fennallnak a kovetkezd Osszefliggések:

A=abbt és a=pb, (19)
valamint .
~3T A Y
— ' 2
f(a) b’z + 0+ g (20)
illetve
& #A30 xy + B)? . (21)

Bizonyitds. Szikségesség. A 10. Tétel (ii) allitdsdnak kozvetlen kévet-
kezménye olyan & # 0, 5 és 4 konstansok 1étezése, melyekkel (19) fennAll.
Ezeket az Gsszefiiggéseket (4)-be helyettesitve megkapjuk (20)-at, ahol

(67

52582 & sd=a-pis gl
b=8-85 & F=a-p0+03.

0622,

(20)-bdl egyszerii szamolassal adddik, hogy

Vi(z) = <d_(bTx—Zﬂ)2> b. (22)

A V f(xg) # 0 feltétel csak gy teljesiilhet, ha (21) fennall.

Flegenddség. Ha (21) teljestil, akkor folytonosségi okokbdl a (20) fliggvény
(22) gradiense z( egy egész kornyezetén kiilonbozik 0-t6l, ennélfogva teljesiil a
4. Tétel Rapcsdk-féle (R) feltétele, amely elegendd az xp-beli lokalis pszeudo-
linearitashoz. O

14. Tétel. Legyen f(x) (4) tipust kvadratikus tortfiiggvény, és legyen az
A miétrix rangja 2. Tegyiik fel, hogy f(z) lokélisan pszeudolinearis legaldbb
harom olyan kiilénb6z6 pontban, ahol f(x) gradiense nem tiinik el, és a
fliggvényértékek kiilonbozéek. Ekkor 1étezik olyan p € IR™ vektor és m € IR
skalar, hogy

fl@)y=platm. (23)
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Bizonyitds. A rang(A) = 2 feltétel esetiinkben azzal ekvivalens, hogy
Iner(A) = (1,n — 2,1). A 11. Segédtétel szerint ckkor léteznek olyan a,
b € IR™ vektorok, melyekkel teljesiil (18). A 12. Segédtétel szerint ekkor
létezik olyan p € IR™ vektor, hogy

A =bp" 4 pbT .
A-nak ez a felbontédsa a (16) és (18) feltételekkel egyiitt azt adja, hogy

a=Aa= (pTa)b+ (b a)p = b+ Bp

és
1 1 1
o= §aT6L =3 (ﬂbT& + ﬂpT&) = 5(776 + pr) =np,
ahol 7 = pTa. Ezeket az osszefiiggéseket (4)-be helyettesitve megkapjuk
(23)-at. O
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ON PSEUDOLINEAR FRACTIONAL FUNCTIONS

The aim of the paper is to present a local approach called “the implicit function
approach” in characterizing pseudolinearity in case of quadratic fractional functions.
The class of functions investigating in the paper has already been intensively studied
by several authors, including Cambini-Carosi and Rapcsak. It is shown in the paper
that results known from the literature can be obtained under weaker hypothesis
(local pseudolinearity) on the fractional function under consideration.



