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PSZEUDOLINE¶ARIS TÄORTFÄUGGV¶ENYEKR}OL1

KOML¶OSI S¶ANDOR
PTE KTK

Martos B¶ela ¶es Rapcs¶ak Tam¶as eml¶ek¶enek aj¶anlom

Martos B¶ela a hiperbolikus programoz¶asr¶ol ¶³rt 1960-as cikk¶eben [8] ¶uj fejeze-
tet nyitott a matematikai programoz¶as ter¶en, melyet }O ugyan hiperbolikus
programoz¶asnak nevezett, de mivel ez az elnevez¶es csak a line¶aris tÄortfÄugg-
v¶enyekre tal¶al¶o, ez¶ert a nemzetkÄozi szakirodalom a tÄortprogramoz¶as (frac-
tional programming) elnevez¶est fogadta el. Martos B¶ela fedezte fel, hogy a
line¶aris tÄortfÄuggv¶enyek rendelkeznek sz¶amos olyan j¶o tulajdons¶aggal, mint
a line¶aris fÄuggv¶enyek, ¶es ez¶ert a hiperbolikus programoz¶as joggal tekinthet}o
a line¶aris programoz¶as egy ¶altal¶anosabb v¶altozat¶anak. Martos B¶ela tÄobbek
kÄozÄott azt is megmutatta, hogy a szimplex m¶odszer hat¶okÄore kiterjeszthet}o
hiperbolikus programoz¶asi feladatokra is [8,9]. Ennek oka a line¶aris tÄortfÄugg-
v¶enynek egy olyan tulajdons¶aga, melyet pszeudolinearit¶asnak nevezÄunk. A
pszeudo-linearit¶as a pszeudokonvexit¶as ¶es pszeudokonkavit¶as egyidej}u fenn-
¶all¶as¶at jelenti. A pszeudolinearit¶assal az¶ota is nagyon sokan foglalkoznak,
f}oleg a tÄortprogramoz¶asban betÄoltÄott szerepe miatt.

Rapcs¶ak Tam¶as tÄobb cikkben foglalkozott a pszeudolinearit¶as vizsg¶alat¶a-
val. Ezen a t¶eren el¶ert legjelent}osebb eredm¶enye 1991-ben jelent meg [10],
amelyben di®erenci¶algeometriai seg¶edeszkÄozÄokkel a pszeudolinearit¶as egy tel-
jesen ¶uj jellemz¶es¶et adta, melynek seg¶³ts¶eg¶evel tov¶abbi sz¶ep eredm¶enyeket ¶ert
el kvadratikus tÄortfÄuggv¶enyek pszeudolinearit¶as¶anak vizsg¶alat¶aban [11, 12].

Ezzel a dolgozattal, mely kvadratikus tÄortfÄuggv¶enyek azon oszt¶aly¶anak
pszeudolinearit¶ast vizsg¶alja, melyeket Rapcs¶ak Tam¶as is vizsg¶alt, szeretn¶ek
Martos B¶ela ¶es Rapcs¶ak Tam¶as eml¶eke el}ott tisztelegni. Mindketten a kÄo-
zelm¶ultban hagytak itt bennÄunket, de gondolataik tov¶abb munk¶alkodnak
bennÄunk [17, 18].

Bevezet¶es

Ebben a dolgozatban f(x) mindig n-v¶altoz¶os fÄuggv¶enyt jelÄol, melynek rf(x)
gradiens¶et oszlopvektornak tekintjÄuk. A pszeudokonvexit¶as fogalm¶at Man-
gasarian vezette be di®erenci¶alhat¶o fÄuggv¶enyekre. Ebb}ol sz¶armazik a pszeudo-
linearit¶as de¯n¶³ci¶oja mely szerint f(x) akkor pszeudoline¶aris, ha egyszerre
pszeudokonvex ¶es pszeudokonk¶av.

1. De¯n¶³ci¶o. A di®erenci¶alhat¶o f(x) fÄuggv¶enyt pszeudoline¶arisnak nevezzÄuk
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a K µ IRn konvex halmazon, ha minden x; y 2 K eset¶en

f(x) < f(y) ) rf(y)T (x¡ y) < 0 ¶es f(x) > f(y) ) rf(y)T (x¡ y) > 0 :
(PLIN)

A de¯n¶³ci¶o kÄozvetlen kÄovetkezm¶enye, hogy ha f(x) pszeudoline¶aris K-
n, akkor f(x) vagy konstans K-n (ekkor rf(x) = 0 minden x 2 K-ra),
vagy rf(x) 6= 0 minden x 2 K eset¶en. Emiatt a tov¶abbiakban csak olyan
f(x) di®erenci¶alhat¶o fÄuggv¶enyeket vizsg¶alunk, melyekre rf(x) 6= 0 minden
x 2 K-ra teljesÄul.

A pszeudolinearit¶as lok¶alis jellemz¶ese

A pszeudoline¶aris fÄuggv¶enyek vizsg¶alat¶at egy olyan m¶odszerrel fogjuk v¶egezni,
melyben kitÄuntetett szerepet j¶atszik az implicitfÄuggv¶eny t¶etel, illetve az im-
plicit fÄuggv¶enyek. Mivel az implicit fÄuggv¶enyek lok¶alis inform¶aci¶ot adnak a
vizsg¶alt fÄuggv¶enyr}ol, ez¶ert c¶elszer}u bevezetni a lok¶alis pszeudolinearit¶as fo-
galm¶at.

2. De¯n¶³ci¶o. Az f(x) fÄuggv¶eny lok¶alisan pszeudoline¶aris x0-ban, ha van
x0-nak olyan G kÄornyezete, hogy

x 2 G; f(x) < f(x0) ) rf(x0)(x ¡ x0) < 0 ;

x 2 G; f(x) = f(x0) ) rf(x0)(x ¡ x0) = 0 ;

x 2 G; f(x) > f(x0) ) rf(x0)(x ¡ x0) > 0 :

Ez a lok¶alis fogalom az¶ert is szerencs¶es, mert ¶altala a glob¶alis tulajdons¶ag
is vizsg¶alhat¶o. Igaz ugyanis a kÄovetkez}o t¶etel.

1. T¶etel [5, 6]. Legyen f(x) di®erenci¶alhat¶o a K ny¶³lt konvex halmazon.
f(x) akkor ¶es csak akkor pszeudoline¶aris K-n, ha lok¶alisan pszeudoline¶aris
K valamennyi pontj¶aban.

Megmutathat¶o, hogy rf(x0) 6= 0 eset¶en a lok¶alis pszeudolinearit¶as egy-
szer}ubben is jellemezhet}o.

2. T¶etel [5]. Legyen f(x) di®erenci¶alhat¶o x0 valamely kÄornyezet¶eben ¶es
legyen rf(x0) 6= 0. Ekkor f(x) akkor ¶es csak akkor lok¶alisan pszeudoline¶aris
x0-ban, ha van x0-nak olyan G kÄornyezete, hogy

valah¶anyszor x 2 G ¶es f(x) = f(x0); mindannyiszor rf(x0)(x ¡ x0) = 0 :
(LPLIN)

A lok¶alis pszeudolinearit¶asnak ez az a form¶aja, amely lehet}ov¶e teszi az im-
plicit fÄuggv¶enyekkel val¶o jellemz¶est. Legyen f(x) folytonosan di®erenci¶alhat¶o
x0 valamely kÄornyezet¶eben, ¶es legyen rf(x0) 6= 0. TegyÄuk fel, hogy f 0

xn
(x0) 6=

0. VezessÄuk be a kÄovetkez}o jelÄol¶eseket:

(x1; x2; . . . ; xn¡1) = u; xn = v ¶es x = (u; v) :
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Az implicitfÄuggv¶eny t¶etel. A fenti felt¶etelek teljesÄul¶ese eset¶en az fx 2 K :
f(x) = f(x0) g szintvonal lok¶alisan parametriz¶alhat¶o x0 kÄozel¶eben (x0 egy G
kÄornyezet¶eben) egy egy¶ertelm}uen meghat¶arozott px0(u) fÄuggv¶eny seg¶³ts¶eg¶evel
(mely u0 egy N kÄornyezet¶en van ¶ertelmezve), a kÄovetkez}o m¶odon:

x = (u; v) 2 G ¶es f(x) = f(x0) akkor ¶es csak akkor teljesÄul, ha v = px0
(u),

u 2 N .

A tov¶abbi vizsg¶al¶od¶asok alapj¶at k¶epezi a kÄovetkez}o t¶etel.

3. Lemma [5]. Legyen f(x) folytonosan di®erenci¶alhat¶o x0 valamely kÄor-
nyezet¶eben, ¶es legyen rf(x0) 6= 0. f(x) akkor ¶es csak akkor pszeudoline¶aris
x0-ban, ha a px0(u) (rÄoviden p(u)) implicitfÄuggv¶eny line¶aris N -en.

Bizony¶³t¶as. Mivel f(u; p(u)) ´ f(x0) N -en, ez¶ert mindk¶et oldal deriv¶al¶a-
s¶aval ad¶odik, hogy

f 0
v(u; p(u))rp(u) + ruf(u; p(u)) ´ 0 :

Ebb}ol egyr¶eszt minden u 2 N-re

rp(u) = ¡ruf(u; p(u))

f 0
v(u; p(u))

; (1)

m¶asr¶eszt minden x = (u; v) 2 G, f(x) = f(x0) eset¶en

rf(x) = ¡f 0
v(x)

·
rp(u)

¡1

¸
; (2)

illetve

rf(x0)
T (x ¡ x0) = f 0

v(x0)
£
p(u) ¡ p(u0) ¡ rp(u0)

T (u ¡ u0)
¤

ad¶odik. Ebb}ol m¶ar nyilv¶anval¶o, hogy (LPLIN) akkor ¶es csak akkor teljesÄul,
ha p(u) line¶aris N -en. 2

Ebb}ol a t¶etelb}ol kÄovetkezik a pszeudolinearit¶as Rapcs¶ak-f¶ele jellemz¶es¶enek
[10] lok¶alis v¶altozata.

4. T¶etel [5]. Legyen f(x) folytonosan di®erenci¶alhat¶o x0 valamely kÄornyeze-
t¶eben ¶es legyen rf(x0) 6= 0. f(x) akkor ¶es csak akkor pszeudoline¶aris x0-ban,
ha van olyan g 2 IRn, g 6= 0 vektor ¶es x0 egy G kÄornyezet¶eben ¶ertelmezett ¶es
ott el}ojeltart¶o folytonos c(x) fÄuggv¶eny, hogy

valah¶anyszor x 2 G ¶es f(x) = f(x0); mindannyiszor rf(x) = c(x)g : (R)

Bizony¶³t¶as. A 3. Lemma szerint f(x) akkor ¶es csak akkor pszeudoline¶aris
x0-ban, ha minden u 2 N -re rp(u) = rp(u0) = r 2 IRn¡1. (2) szerint ez
akkor ¶es csak akkor teljesÄul, ha minden x = (u; v) 2 G, f(x) = f(x0) eset¶en

rf(x) = ¡f 0
v(x)

·
r

¡1

¸
= c(x)g
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teljesÄul, ahol gT = [rT ¡ 1] . 2

A kÄovetkez}o t¶etel, amely a 3. Lemma kÄozvetlen kÄovetkezm¶enye, m¶asod-
rend}u szÄuks¶eges ¶es el¶egs¶eges felt¶etelt ad lok¶alis pszeudolinearit¶asra. Ez fogja
k¶epezni tov¶abbi vizsg¶al¶od¶asaink alapj¶at.

5. Lemma. Legyen f(x) k¶etszer folytonosan di®erenci¶alhat¶o x0 valamely
kÄornyezet¶eben ¶es legyen rf(x0) 6= 0. f(x) akkor ¶es csak akkor pszeudo-
line¶aris x0-ban, ha a p(u) = px0

(u) implicitfÄuggv¶eny rendelkezik a kÄovetkez}o
tulajdons¶aggal: minden u 2 N -re

r2
uuf(u; p(u))+2ruf 0

v(u; p(u))rp(u)T +f 00
vv(u; p(u))rp(u)rp(u)T ´ 0 : (3)

Bizony¶³t¶as. A (3) azonoss¶ag, mint majd l¶atni fogjuk, azzal ekvivalens, hogy
a p(u) implicitfÄuggv¶eny r2p(u) Hesse m¶atrixa azonosan 0 N -en. Ez akkor ¶es
csak akkor teljesÄul, ha p(u) line¶aris N -en, kÄovetkez¶esk¶eppen f(x) lok¶alisan
pszeudoline¶aris x0-ban.

Deriv¶aljuk k¶etszer az f(u; p(u)) ´ f(x0), u 2 N azonoss¶agot. Ebb}ol az

f 0
v(u; p(u))r2p(u) =

= ¡r2
uuf(u; p(u)) ¡ 2ruf 0

v(u; p(u))rp(u)T ¡ f 00
vv(u; p(u))rp(u)rp(u)T

azonoss¶agot kapjuk, melyb}ol nyilv¶anval¶o, hogy (3) akkor ¶es csak akkor tel-
jesÄul, ha r2p(u) ´ 0 minden u 2 N -re. 2

Egy speci¶alis fÄuggv¶enyoszt¶aly vizsg¶alata

A tov¶abbiakban egy tÄobbek ¶altal vizsg¶alt fÄuggv¶enyoszt¶aly pszeudolinearit¶as¶at
fogjuk vizsg¶alni az 5. Lemma (3) felt¶etele seg¶³ts¶eg¶evel. Ezt a fÄuggv¶enyoszt¶alyt
vizsg¶alta Rapcs¶ak Tam¶as is a [12, 13] cikkekben.

TekintsÄuk az

f(x) =
1
2xT Ax + aT x + ®

bT x + ¯
; x 2 K µ IRn (4)

kvadratikus tÄortfÄuggv¶enyt a K µ f x 2 IRn : bT x + ¯ > 0g halmazon, ahol
A 6= 0 n-edrend}u szimmetrikus m¶atrix, a; b 2 IRn, b 6= 0 ¶es ®;¯ 2 IR.

A (4) fÄuggv¶eny tulajdons¶agai alapvet}oen fÄuggnek az A m¶atrixt¶ol. A dolgo-
zat tov¶abbi r¶eszeiben a kÄovetkez}o jelÄol¶eseket fogjuk haszn¶alni. rang(A) jelÄoli
az A m¶atrix rangj¶at, image(A) jelÄoli az A m¶atrix k¶epter¶et, azaz image(A) =
f Ax : x 2 IRn g, Iner(A) pedig az A szimmetrikus m¶atrix inerci¶aj¶at jelÄoli.
Az A m¶atrix inerci¶aja az a rendezett sz¶amh¶armas (º(A); ³(A); ¼(A)), ahol
º(A), ³(A), ¼(A) az A negat¶³v, nulla illetve pozit¶³v saj¶at¶ert¶ekeinek sz¶am¶at
jelÄoli multiplicit¶asokkal sz¶amolva, vagyis Iner(A) = (º(A); ³(A); ¼(A)) .

R. Cambinit}ol ¶es L. Carosit¶ol sz¶armazik a kÄovetkez}o jellemz¶es.
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6. T¶etel [1]. A (4) alatt de¯ni¶alt f(x) fÄuggv¶eny akkor ¶es csak akkor pszeudo-
line¶aris a K = fx 2 IRn : bT x+¯ > 0 g ny¶³lt konvex halmazon, ha f(x) vagy

line¶aris, vagy pedig l¶eteznek olyan ®̂ 6= 0 ^̄ ¶es °̂ konstansok, hogy ®̂°̂ < 0 ¶es

f(x) = ®̂bT x + ^̄ +
°̂

bT x + ¯
: (5)

K¶es}obb Rapcs¶ak Tam¶as, egy teljesen m¶as m¶odszert alkalmazva, a kÄovet-
kez}o eredm¶enyre jutott.

7. T¶etel [12]. A (4) alatt de¯ni¶alt f(x) fÄuggv¶eny akkor ¶es csak akkor
pszeudoline¶aris a K = fx 2 IRn : bT x + ¯ > 0g ny¶³lt konvex halmazon, ha

f(x) vagy line¶aris, vagy pedig l¶eteznek olyan ®̂ 6= 0 ¶es ^̄ konstansok, hogy

A = ®̂bbT ¶es a = ^̄b : (6)

A tov¶abbiakban megmutatjuk, hogy ezek az eredm¶enyek csup¶an lok¶alis
pszeudolinearit¶ast felt¶etelezve is kiad¶odnak, vagyis az (5), illetve (6) karak-
teriz¶aci¶ok gyeng¶ebb felt¶etelek eset¶en is fenn¶allnak.

8. T¶etel. TegyÄuk fel, hogy a (4) alatt de¯ni¶alt kvadratikus tÄortfÄuggv¶eny
lok¶alisan pszeudoline¶aris x0 2 K-ban, ahol rf(x0) 6= 0. Az egyszer}us¶eg
kedv¶e¶ert tegyÄuk fel, hogy f 0

xn
(x0) 6= 0. Ekkor l¶etezik olyan r 2 IRn¡1 vektor

¶es l¶eteznek olyan ¸, ¹ 2 IR skal¶arok, hogy

A =

·
¸rrT ¹r

¹rT ¡(¸ + 2¹)

¸
: (7)

Bizony¶³t¶as. TekintsÄuk a

Á(x) =
1

2
xT Ax + aT x + ® ¡ f(x0)(b

T x + ¯)

seg¶edfÄuggv¶enyt. VegyÄuk ¶eszre, hogy f(x) = f(x0) akkor ¶es csak akkor tel-
jesÄul, ha Á(x) = Á(x0), valamint rÁ(x0) 6= 0 ¶es Á0

xn
(x0) 6= 0. Ennek az

a fontos kÄovetkezm¶enye, hogy Á(x) is lok¶alisan pszeudoline¶aris x0-ban. Te-
kintsÄuk a p(u) implicitfÄuggv¶enyt, amely x0 egy kÄornyezet¶eben parametriz¶alja
a Á(x) = Á(x0) szintvonalat. A 3. ¶es 5. Lemm¶ak szerint ekkor minden
u 2 N -re

rp(u) = ¡ruÁ(u; p(u))

Á0
v(u; p(u))

´ r = const ; (8)

¶es

r2
uuÁ(u; p(u)) ´ ¡2ruÁ0

v(u; p(u))T rp(u) ¡ Á00
vv(u; p(u))rp(u)T rp(u) : (9)

Haszn¶aljuk az x = (u; v) dekompoz¶³ci¶ot ¶es az A m¶atrix ennek megfelel}o

A =

·
Auu au

aT
u avv

¸
(10)
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part¶³cion¶alt alakj¶at. Ekkor igazak a kÄovetkez}o ÄosszefÄugg¶esek:

r2
uuÁ(u; p(u)) = Auu ; ruÁ0

v(u; p(u))rp(u)T = aurp(u)T = aurT ;

Á00
vv(u; p(u))rp(u)rp(u)T = avvrp(u)rp(u)T = avvrr

T :

Ezek, a (3) felt¶etellel egyÄutt, azt adj¶ak, hogy

Auu = ¡(2au + avvr)rT : (11)

Mivel Auu szimmetrikus, ez¶ert (11) csak ¶ugy teljesÄulhet, ha ¡2au¡avvr =
¸r valamely ¸ 2 IR mellett, kÄovetkez¶esk¶eppen Auu = ¸rrT ¶es au = ¹r, ahol
¹ = ¡(¸ + avv)=2, ¶es ¶³gy avv = ¡(¸ + 2¹). 2

Az A m¶atrix (10) alatti alakja kÄulÄonÄosen alkalmas arra, hogy az A m¶atrix
inerci¶aj¶at meghat¶arozzuk. Az inerciasz¶am¶³t¶as a Haynsworth f¶ele inercia t¶etel
seg¶³ts¶eg¶evel kÄonnyen elv¶egezhet}o [4]. Ez a t¶etel felt¶etelezi a Schur-komplemens
fogalm¶at, mely az A m¶atrix al¶abbi part¶³cion¶alt alakj¶aval kapcsolatos, ahol P
nemszingul¶aris kvadratikus r¶eszm¶atrix:

A =

·
P Q
QT R

¸
:

A determin¶anselm¶eletb}ol (Schur-lemma) j¶ol ismert

S = R ¡ QT P¡1Q (12)

kvadratikus m¶atrixot (¶ujabban) a P blokk A-beli Schur-komplemens¶enek
nevezzÄuk. A Haynsworth-f¶ele inercia t¶etel azt ¶all¶³tja, hogy amennyiben a
nemszingul¶aris P m¶atrix princip¶alis (sorindexeinek halmaza megegyezik osz-
lopindexeinek halmaz¶aval), akkor

Iner(A) = Iner(P ) + Iner(S) ; (13)

ahol az Äosszead¶as komponensenk¶ent v¶egzend}o. A P blokk principalit¶asa biz-
tos¶³tja azt, hogy mind a P , mind pedig az S m¶atrix szimmetrikus.

A Schur-komplemens fontos szerepet j¶atszik minden pivot algoritmusban,
ez¶ert a (10) k¶eplet alapj¶an b¶armely szimmetrikus m¶atrix inerci¶aja kisz¶am¶³t-
hat¶o speci¶alis pivot elem v¶alaszt¶asi szab¶alyon alapul¶o pivot transzform¶aci¶ok
v¶eges sorozat¶aval. Ezt a numerikus m¶odszert R. W. Cottle publik¶alta [2]-ben.
Err}ol r¶eszletes le¶³r¶as tal¶alhat¶o [7]-ben.

9. T¶etel. TegyÄuk fel, hogy a (4) alatt de¯ni¶alt kvadratikus tÄortfÄuggv¶eny
lok¶alisan pszeudoline¶aris x0 2 K -ban, ahol rf(x0) 6= 0. Ha r 6= 0, akkor
igazak a kÄovetkez}o ¶all¶³t¶asok:

(i) Ha ¸ + ¹ 6= 0, akkor Iner(A) = (1; n ¡ 2; 1).
(iia) Ha ¸ + ¹ = 0 ¶es ¸ + 2¹ > 0, akkor Iner(A) = (1; n ¡ 1; 0).
(iib) Ha ¸ + ¹ = 0 ¶es ¸ + 2¹ < 0, akkor Iner(A) = (0; n ¡ 1; 1).

Ha r = 0, akkor Iner(A) = (1; n¡1; 0), ha ¸+2¹ > 0 ¶es Iner(A) = (0; n¡1; 1),
ha ¸ + 2¹ < 0.
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Bizony¶³t¶as. (ia) Vizsg¶aljuk el}oszÄor azt az esetet, amikor ¸ + 2¹ 6= 0, ¶es
legyen P = [¡(¸ + 2¹)] a (13) inercia-formul¶aban. A (12) Schur-komplemens
formula szerint

S =

·
(¸ + ¹)2

¸ + 2¹
rrT

¸
:

r 6= 0 miatt Iner(rrT ) = (0; n ¡ 2; 1), ¶es ¶³gy

Iner(S) = Iner

·
(¸ + ¹)2

¸ + 2¹

¸
+ (0; n ¡ 2; 0) :

Mivel Iner(A) = Iner(P ) + Iner(S) = Iner [¡(¸ + 2¹)] + Iner
h

(¸+¹)2

¸+2¹

i
+

(0; n ¡ 2; 0), ez¶ert az (ia) ¶all¶³t¶as bizony¶³t¶ast nyert.
(ib) Vizsg¶aljuk most a ¸ + 2¹ = 0 esetet. Ekkor szÄuks¶egk¶eppen ¸ 6= 0.

Legyen P1 =
£
¸r2

i

¤
, ahol ri 6= 0 valamely i-re. Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert

tegyÄuk fel, hogy i = 1. Ekkor (12) a kÄovetkez}ot adja:

S1 =

·
0 0
0T ¡¸=4

¸
:

V¶alasszuk S1-ben a P2 = [¡¸=4] blokkot. Mivel P2-nek S1-ben az (n¡ 2)-ed
rend}u nullm¶atrix a Schur-komplemense, ez¶ert

Iner(A) = Iner
£
¸r2

i

¤
+ Iner [¡¸=4] + (0; n ¡ 2; 0) = (1; n ¡ 2; 1) :

(ii) Legyen P = [¡(¸ + 2¹)]. (12) szerint, ¸ + ¹ = 0 miatt

S =

·
(¸ + ¹)2

¸ + 2¹
rrT

¸
= 0 :

Mivel Iner(A) = Iner(P )+Iner(S) = Iner [¡(¸ + 2¹)]+(0; n¡1; 0), ez¶ert (ii)
bizony¶³t¶ast nyert.

Az A m¶atrix (7) alakja miatt az r = 0 eset bizony¶³t¶asa a (ii) ¶all¶³t¶as
bizony¶³t¶as¶aval megegyez}o. 2

A kÄovetkez}o t¶etel a lok¶alis pszeudolinearit¶as tov¶abbi fontos kÄovetkezm¶e-
nyeit fogalmazza meg.

10. T¶etel. TegyÄuk fel, hogy a (4) alatt de¯ni¶alt kvadratikus tÄortfÄuggv¶eny
lok¶alisan pszeudoline¶aris x0 2 K-ban, ahol rf(x0) 6= 0. Legyen gT =£
rT ¡ 1

¤
. Ekkor igazak a kÄovetkez}o ¶all¶³t¶asok:

(i) rang(A) = 1 vagy 2.

(ii) Ha rang(A) = 1, akkor rf(x0); a ¡ f(x0)b 2 Linfgg = image(A).

(iii) Ha rang(A) = 2, akkor rf(x0); a¡f(x0)b 2 Linfgg µ Linfg;Agg =
image(A).

(iv) Ha f(x) lok¶alisan pszeudoline¶aris egy x0-t¶ol kÄulÄonbÄoz}o x1 pontban
is, ahol rf(x1) 6= 0 ¶es f(x1) 6= f(x0), akkor a; b 2 image(A).
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(v) Ha Ax = rf(x0), akkor rf(x0)T x = 0 ¶es, ha rf(x0)T x = 0, akkor
xT Ax = 0.

Bizony¶³t¶as. (i) Mivel rang(A) = º(A)+¼(A), ez¶ert a 9. T¶etelb}ol kÄovetkezik,
hogy rang(A) = 1 vagy 2.

(ii) A 9. T¶etel szerint, rang(A) = 1 ekvivalens a kÄovetkez}o ¶all¶³t¶assal: vagy
r 6= 0 ¶es ¸ + ¹ = 0, vagy pedig r = 0. A 8. T¶etel szerint ekkor

A = ·

·
rrT ¡r

¡ rT 1

¸
= ·

·
r

¡ 1

¸
[ rT ¡1 ] ;

ahol az els}o esetben · = ¸, a m¶asodikban pedig · = ¡(¸ + 2¹). Ebb}ol
kÄozvetlenÄul ad¶odik, hogy A = ·ggT , ¶es image(A) = Linfgg = ftg : t 2 IRg.
A (8) ÄosszefÄugg¶es szerint

rÁ(x0)
T = ¡Á0

v(x0) [ rT ¡1 ] = ¡Á0
v(x0)g

T ;

ahol Á0
v(x0) 6= 0. A Á(x) fÄuggv¶eny de¯n¶³ci¶oj¶at is ¯gyelembe v¶eve, igaz a

kÄovetkez}o:

rf(x0) =
1

bT x0 + ¯
rÁ(x0) = ¡ Á0

v(x0)

bT x0 + ¯
g ;

¶es ez¶ert rÁ(x0); rf(x0) 2 Linfgg. M¶asfel}ol viszont rÁ(x0) ¡ Ax0 = a ¡
f(x0)b, ¶es ez¶ert a ¡ f(x0)b 2 Linfgg = image(A).

(iii) A 9. T¶etel szerint rang(A) = 2 azzal ekvivalens, hogy r 6= 0 ¶es
¸ + ¹ 6= 0. El}oszÄor azt mutatjuk meg, hogy g 2 image(A), vagyis az Ax = g
egyenlet megoldhat¶o x-ben. TekintsÄuk az x ¶es g vektorokat, valamint az A
m¶atrixot az (u; v) felbont¶asukban, ahol u 2 IRn¡1 ¶es v 2 IR. Ekkor

Ax =

"
¸rrT ¹r

¹rT ¡(¸ + 2¹)

#·
u

v

¸
=

"
¸(rT u)r + ¹vr

¹(rT u) ¡ (¸ + 2¹)v

#
:

Ebb}ol a felbont¶asb¶ol nyilv¶anval¶o, hogy az Ax = g egyenlet akkor ¶es csak
akkor teljesÄul, ha az x vektor u ¶es v komponensei kiel¶eg¶³tik a kÄovetkez}o,
rT u-ban ¶es v-ben line¶aris egyenletrendszert:

¸(rT u) + ¹v = 1 ;

¹(rT u) ¡ (¸ + 2¹)v = ¡1 :
(14)

Mivel az egyenletrendszer determin¶ansa ¸ + ¹ 6= 0, ez¶ert (14)-nek egyetlen
megold¶asa van:

rT u = v =
1

¸ + ¹
; (15)

amib}ol g 2 image(A) ad¶odik.
Most megmutatjuk, hogy g ¶es Ag line¶arisan fÄuggetlenek. Els}o l¶ep¶esben

azt mutatjuk meg, hogy Ag 6= 0. Indirekt m¶odon okoskodva, tegyÄuk fel, hogy
Ag = 0. Ez azt jelenti, hogy

Ag =

"
¸rrT ¹r

¹rT ¡(¸ + 2¹)

# ·
r

¡ 1

¸
=

"
¸(rT r)r ¡ ¹r

¹(rT r) + (¸ + 2¹)

#
=

·
0

0

¸
:
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Ez azonban akkor ¶es csak akkor teljesÄul, ha

¸rT r ¡ ¹ = 0 ;

¹rT r + ¸ + 2¹ = 0 ;

¶es ennek kÄovetkezt¶eben ¸¹rT r = ¹2 = ¡¸2 ¡ 2¸¹. Ez azonban ekvivalens a
(¸ + ¹)2 = 0 felt¶etellel, ami ¸ + ¹ 6= 0 miatt lehetetlen. Ez az ellentmond¶as
bizony¶³tja ¶all¶³t¶asunkat.

A kÄovetkez}o l¶ep¶esben megmutatjuk, hogy g ¶es Ag line¶arisan fÄuggetlenek.
Indirekt m¶odon okoskodva tegyÄuk fel, hogy Ag = °g valamely ° 6= 0 val¶os
sz¶ammal. Legyen ± = 1=° 6= 0. Feltev¶esÄunk szerint ekkor A(±g) = g kell,
hogy teljesÄuljÄon. Ez azonban azt jelenti, hogy az x = ±g = (u; v) vektornak
teljes¶³tenie kell a (15) egyenletet, ami ekvivalens azzal, hogy gT x = gT (±g) =
±gT g = 0, ami azonban ± 6= 0 ¶es g 6= 0 miatt lehetetlen. Ez bizony¶³tja azt,
hogy g ¶es Ag line¶arisan fÄuggetlenek. Mivel g;Ag 2 image(A) ¶es rang(A) = 2,
ez¶ert image(A) = Linfg; Agg, ahogy azt ¶all¶³tottuk.

A (ii) ¶all¶³t¶as bizony¶³t¶asa sor¶an alkalmazott gondolatmenet ebben az eset-
ben is azt eredm¶enyezi, hogy rf(x0); a ¡ f(x0)b 2 Linfgg µ Linfg;Agg =
image(A).

(iv) TekintsÄuk most az x1 2 K pontot, melyre f(x1) 6= f(x0), rf(x1) 6= 0
teljesÄul, ¶es amelyben f(x) ugyancsak lok¶alisan pszeudoline¶aris. (ii) ¶es (iii)
szerint ekkor

rÁ(xi) ¡ Axi = a ¡ f(xi)b 2 image(A)

i = 0; 1 eset¶en. Mivel f(x0) 6= f(x1), ez¶ert nyilv¶anval¶o, hogy a; b 2 image(A).

(v) Megmutatjuk, hogy, ha Ax = rf(x0), akkor rf(x0)T x = 0 ¶es, ha
rf(x0)T x = 0, akkor xT Ax = 0.

N¶ezzÄuk el}oszÄor azt az esetet, amikor rang(A) = 1. Mivel ekkor A = ·ggT

¶es rf(x0) = °g, ahol ·; ° 6= 0, ez¶ert mindk¶et ¶all¶³t¶as nyilv¶anval¶o.
N¶ezzÄuk most azt az esetet, amikor rang(A) = 2. Legyen x = (u; v)

megold¶asa az Ax = g egyenletnek. Ekkor (15) szÄuks¶egk¶eppen teljesÄul, ami
pontosan a gT x = rT u ¡ v = 0 felt¶etelt szolg¶altatja. Mivel rf(x0) = °g,
ez¶ert, ha Ax = rf(x0), akkor rf(x0)T x = 0. TegyÄuk most fel, hogy
rf(x0)T x = 0, amely ekvivalens azzal, hogy gT x = rT u ¡ v = 0. (15)
szerint ekkor Ax = (¸ + ¹)g ¶es ¶³gy xT Ax = (¸ + ¹)gT x = 0. 2

A kÄovetkez}o t¶etel tal¶an t¶uls¶agosan technikainak t}unik, de fontos szerepe
lesz a dolgozat f}o eredm¶enyeinek bizony¶³t¶as¶aban.

11. Seg¶edt¶etel. TegyÄuk fel, hogy a (4) alatt de¯ni¶alt kvadratikus tÄortfÄugg-
v¶eny lok¶alisan pszeudoline¶aris x0 2 K-ban, ahol rf(x0) 6= 0. TegyÄuk fel,

hogy rang(A) = 2. Ekkor l¶eteznek olyan â; b̂ 2 IRn vektorok, hogy

a = Aâ ¶es b = Ab̂ ; (16)

¶es ¸ = f(x0) kiel¶eg¶³ti a kÄovetkez}o egyenletet:

bT b̂¸2 + 2(¯ ¡ aT b̂)¸ + aT â ¡ 2® = 0 : (17)
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Ha f(x) lok¶alisan pszeudoline¶aris legal¶abb h¶arom olyan pontban, ahol f(x)

gradiense nem t}unik el, ¶es a fÄuggv¶eny¶ert¶ekek kÄulÄonbÄoz}oek, akkor az â, b̂
vektorokra teljesÄulniÄuk kell a kÄovetkez}o felt¶eteleknek:

a = Aâ ; b = Ab̂ ; bT b̂ = 0 ; aT b̂ = ¯ ¶es aT â = 2® : (18)

Bizony¶³t¶as. Mivel rang(A) = 2 akkor ¶es csak akkor teljesÄul, ha Iner(A) =
(1; n¡2; 1), ez¶ert a 10. T¶etel (ii) ¶es (iii) ¶all¶³t¶asaib¶ol kÄovetkezik (16)-nak eleget

tev}o â; b̂ 2 IRn vektorok l¶etez¶ese. (16) felhaszn¶al¶as¶aval kapjuk a kÄovetkez}ot:

rf(x0) =
Ax0 + a ¡ f(x0)b

bT x0 + ¯
=

Ax0 + Aâ ¡ f(x0)Ab̂

bT x0 + ¯
=

A(x0 + â ¡ f(x0)b̂)

bT x0 + ¯
:

A 10. T¶etel szerint, ha Ax = rf(x0), akkor rf(x0)T x = 0, ez¶ert

¡
Ax0 + a ¡ f(x0)b

¢T ¡
x0 + â ¡ f(x0)b̂

¢
= 0 :

Elv¶egezve a beszorz¶ast ¶es felhaszn¶alva az a = Aâ, b = Ab̂ ÄosszefÄugg¶eseket,
azt kapjuk, hogy

bT b̂f2(x0) ¡ (2bT x0 + 2bT â)f(x0) + xT
0 Ax0 + 2aT x0 + aT â = 0 :

V¶egrehajtva az

xT
0 Ax0 + 2aT x0 = 2f(x0)(b

T x0 + ¯) ¡ 2®

helyettes¶³t¶est, a

bT b̂f(x0)
2 + 2(¯ ¡ aT b̂)f(x0) + aT â ¡ 2® = 0

egyenletre jutunk, amely pontosan azt adja, hogy ¸ = f(x0) kiel¶eg¶³ti a (17)
egyenletet. Ha f(x) lok¶alisan pszeudoline¶aris legal¶abb h¶arom olyan pontban,
ahol f(x) gradiense nem t}unik el, ¶es a fÄuggv¶eny¶ert¶ekek kÄulÄonbÄoz}oek, akkor
a (17) egyenletnek legal¶abb h¶arom kÄulÄonbÄoz}o megold¶asa van, ami csak ¶ugy
lehets¶eges, hogy valamennyi egyÄutthat¶o 0-val egyenl}o. 2

A kÄovetkez}o t¶etel tiszt¶an m¶atrixalgebrai, de a tov¶abbi vizsg¶alatokban
szÄuks¶egÄunk lesz r¶a.

12. Seg¶edt¶etel. Legyen az A szimmetrikus m¶atrix inerci¶aja (1; n ¡ 2; 1).
Ekkor minden olyan d 2 IRn, d 6= 0 vektorhoz, mely rendelkezik azzal a
tulajdons¶aggal, hogy d = Ad̂ ¶es dT d̂ = 0 teljesÄul valamely d̂ 2 IRn vektorral,
tal¶alhat¶o egyetlen olyan p 2 IRn vektor, hogy

A = pdT + dpT ;

tov¶abb¶a p rendelkezik a kÄovetkez}o tulajdons¶aggal: p = Ap̂ ¶es pT p̂ = 0 teljesÄul
valamely p vektorral, ¶es pT d̂ = dT p̂ = 1.

Bizony¶³t¶as. Legyen s1; s2; s3; . . . ; sn az A saj¶atvektoraib¶ol ¶all¶o ortonorm¶alt
b¶azis IRn-ben. TegyÄuk fel, hogy As1 = ¾1, ¾1 < 0 ¶es As2 = ¾2, ¾2 > 0. A
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feltev¶esek alapj¶an nyilv¶anval¶o, hogy image(A) = Linf s1; s2 g. Rendelkezzen
a d 2 IRn vektor a megk¶³v¶ant tulajdons¶agokkal. Ekkor d 2 image(A) =
Linf s1; s2 g, ¶es ez¶ert d kÄovetkez}o el}o¶all¶³t¶asa egy¶ertelm}u:

d = ±1s1 + ±2s2 :

Mivel d = Ad̂ ¶es dT d̂ = 0, ez¶ert az ¶altal¶anoss¶ag megs¶ert¶ese n¶elkÄul feltehetjÄuk,
hogy d̂ 2 Linf s1; s2 g, kÄovetkez¶esk¶eppen

d̂ =
±1

¾1
s1 +

±2

¾2
s2 ;

¶es enn¶elfogva

dT d̂ =
±2
1

¾1
+

±2
2

¾2
= 0 :

Mivel d 6= 0, ez¶ert ez csak ¶ugy lehet, ha ±1 6= 0 ¶es ±2 6= 0. Legyen

p =
¾1

2±1
s1 +

¾2

2±2
s2 ¶es p̂ =

1

2±1
s1 +

1

2±2
s2 :

KÄonnyen meggy}oz}odhetÄunk arr¶ol, hogy p = Ap̂,

pT p̂ =
¾1

4±2
1

+
¾2

4±2
2

=
4¾1¾2

±2
1±2

2

µ
±2
1

¾1
+

±2
2

¾2

¶
=

4¾1¾2

±2
1±2

2

dT d̂ = 0

¶es

dT p̂ = ±1
1

2±1
+ ±2

1

2±2
= 1 ¶es pT d̂ =

¾1

2±1

±1

¾1
+

¾2

2±2

±2

¾2
= 1 :

Most megmutatjuk, hogy A = pdT +dpT . TekintsÄuk az S = [s1; s2; . . . ; sn]
b¶azis m¶atrixot. S konstrukci¶oja folyt¶an S¡1 = ST , ¶es ¶³gy A = pdT + dpT

akkor ¶es csak akkor ¶all fenn, ha

ST AS = (ST p)(dT S) + (ST d)(pT S) :

¶Irjuk mindk¶et m¶atrixot azonosan particion¶alva, a kÄovetkez}o m¶odon:

ST AS =

µ
P 0
0 0

¶
; ahol P =

µ
¾1 0
0 ¾2

¶

¶es

(ST p)(dT S) + (ST d)(pT S) =

µ
Q 0
0 0

¶
;

ahol

Q =

0
@

2
¾1

2±1
±1

¾1

2±1
±2 +

¾2

2±2
±1

¾1

2±1
±2 +

¾2

2±2
±1 2

¾2

2±2
±2

1
A :

Nyilv¶anval¶o, hogy P = Q akkor ¶es csak akkor teljesÄul, ha

¾1

2±1
±2 +

¾2

2±2
±1 = 0 :
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VegyÄuk ¶eszre, hogy

¾1

2±1
±2 +

¾2

2±2
±1 =

¾1¾2

2±1±2

µ
±2
1

¾1
+

±2
2

¾2

¶
=

¾1¾2

2±1±2
dT d̂ = 0 ;

ami azt bizony¶³tja, hogy P = Q ¶es A = pdT + dpT . 2

Most bebizony¶³tjuk a (4) t¶³pus¶u kvadratikus tÄortfÄuggv¶enyek Cambini-
Carosi, illetve Rapcs¶ak f¶ele karakteriz¶aci¶oj¶at (l¶asd 6. ¶es 7. T¶etelek) a glob¶alis
pszeudolinearit¶as felt¶etelez¶es¶et lok¶alisra gyeng¶³tve. A bizony¶³t¶ast k¶et l¶ep¶esben
v¶egezzÄuk el, annak megfelel}oen, hogy a (4) fÄuggv¶enyben szerepl}o A m¶atrixnak
1 vagy 2 a rangja.

13. T¶etel. Legyen f(x) (4) t¶³pus¶u kvadratikus tÄortfÄuggv¶eny, ¶es az A m¶atrix
rangja legyen 1. Ekkor f(x) akkor ¶es csak akkor lok¶alisan pszeudoline¶aris
x0 2 K-ban, ahol rf(x0) 6= 0, ha l¶eteznek olyan ~® 6= 0 ¶es ~̄, valamint ®̂ 6= 0,
^̄ ¶es °̂ konstansok, melyekre fenn¶allnak a kÄovetkez}o ÄosszefÄugg¶esek:

A = ~®bbT ¶es a = ~̄b ; (19)

valamint

f(x) = ®̂bT x + ^̄ +
°̂

bT x + ¯
; (20)

illetve
®̂ 6= °̂(bT x0 + ¯)2 : (21)

Bizony¶³t¶as. SzÄuks¶egess¶eg. A 10. T¶etel (ii) ¶all¶³t¶as¶anak kÄozvetlen kÄovet-
kezm¶enye olyan ~® 6= 0, ~̄ ¶es ~° konstansok l¶etez¶ese, melyekkel (19) fenn¶all.
Ezeket az ÄosszefÄugg¶eseket (4)-be helyettes¶³tve megkapjuk (20)-at, ahol

®̂ =
~®

2
; ^̄ = ~̄ ¡ ¯

~®

2
¶es °̂ = ® ¡ ¯ ~̄ + ¯2 ~®

2
:

(20)-b¶ol egyszer}u sz¶amol¶assal ad¶odik, hogy

rf(x) =

µ
®̂ ¡ °̂

(bT x + ¯)2

¶
b : (22)

A rf(x0) 6= 0 felt¶etel csak ¶ugy teljesÄulhet, ha (21) fenn¶all.

Elegend}os¶eg. Ha (21) teljesÄul, akkor folytonoss¶agi okokb¶ol a (20) fÄuggv¶eny
(22) gradiense x0 egy eg¶esz kÄornyezet¶en kÄulÄonbÄozik 0-t¶ol, enn¶elfogva teljesÄul a
4. T¶etel Rapcs¶ak-f¶ele (R) felt¶etele, amely elegend}o az x0-beli lok¶alis pszeudo-
linearit¶ashoz. 2

14. T¶etel. Legyen f(x) (4) t¶³pus¶u kvadratikus tÄortfÄuggv¶eny, ¶es legyen az
A m¶atrix rangja 2. TegyÄuk fel, hogy f(x) lok¶alisan pszeudoline¶aris legal¶abb
h¶arom olyan kÄulÄonbÄoz}o pontban, ahol f(x) gradiense nem t}unik el, ¶es a
fÄuggv¶eny¶ert¶ekek kÄulÄonbÄoz}oek. Ekkor l¶etezik olyan p 2 IRn vektor ¶es ¼ 2 IR
skal¶ar, hogy

f(x) = pT x + ¼ : (23)
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Bizony¶³t¶as. A rang(A) = 2 felt¶etel esetÄunkben azzal ekvivalens, hogy
Iner(A) = (1; n ¡ 2; 1). A 11. Seg¶edt¶etel szerint ekkor l¶eteznek olyan â,

b̂ 2 IRn vektorok, melyekkel teljesÄul (18). A 12. Seg¶edt¶etel szerint ekkor
l¶etezik olyan p 2 IRn vektor, hogy

A = bpT + pbT :

A-nak ez a felbont¶asa a (16) ¶es (18) felt¶etelekkel egyÄutt azt adja, hogy

a = Aâ = (pT â)b + (bT â)p = ¼b + ¯p

¶es

® =
1

2
aT â =

1

2

¡
¼bT â + ¯pT â

¢
=

1

2
(¼¯ + ¯¼) = ¼¯ ;

ahol ¼ = pT â. Ezeket az ÄosszefÄugg¶eseket (4)-be helyettes¶³tve megkapjuk
(23)-at. 2
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ON PSEUDOLINEAR FRACTIONAL FUNCTIONS

The aim of the paper is to present a local approach called \the implicit function
approach" in characterizing pseudolinearity in case of quadratic fractional functions.
The class of functions investigating in the paper has already been intensively studied
by several authors, including Cambini-Carosi and Rapcs¶ak. It is shown in the paper
that results known from the literature can be obtained under weaker hypothesis
(local pseudolinearity) on the fractional function under consideration.


