
Szigma, XL. (2009) 1-2. 1

FOLYTONOS DINAMIKUS COURNOT MODELLEK ¶ES
KITERJESZT¶ESÄUK1

FEUER G¶ABOR { SZIDAROVSZKY FERENC { TERRY A. BAHILL
G. Feuer Ges.m.b.H. { Arizonai Egyetem

Realisztikus oligopol modelleket t¶argyalunk folytonos id}osk¶ala mellett. A
piaci ¶arfÄuggv¶eny v¶altoz¶as¶at, term¶ekmennyis¶eg nÄovel¶esi kÄolts¶eg¶et, kÄornyezet-
szennyez¶es csÄokkent¶es¶et, valamint a kÄulÄonbÄoz}o termel}ok kÄolts¶egkÄolcsÄonhat¶a-
sait is ¯gyelembe vev}o modellek aszimptotikus tulajdons¶agait vizsg¶aljuk meg.
A megfelel}o diszkr¶et modelleket egy kor¶abbi dolgozatban vezettÄuk be ¶es t¶ar-
gyaltuk (Feuer ¶es Szidarovszky, 2007).

1 Bevezet¶es

Az oligopol modellek jelent}os irodalommal rendelkeznek, ¶es az egyik leg-
gyakrabban t¶argyalt t¶emakÄort jelentik a matematikai kÄozgazdas¶agtan terÄule-
t¶en. A legegyszer}ubb modell Cournot (1838) munk¶ass¶ag¶ahoz vezethet}o vis-
sza, ¶es }ot kÄovet}oen kutat¶ok eg¶esz sora tanulm¶anyozta az oligopol modellek
tulajdons¶agait.

Kezdetben az egyens¶ulypont l¶etez¶ese ¶es egy¶ertelm}us¶ege volt a kÄozponti
probl¶ema, majd a modellek kÄulÄonf¶ele v¶altozatai kerÄultek el}ot¶erbe. Differen-
ci¶alt term¶ek}u, tÄobbterm¶ekes, alkalmazott-tulajdon¶u ¶es piacmegoszt¶asi mo-
delleket vezettek be ¶es tanulm¶anyoztak. Ugyanakkor a modellek dinamikus
kiterjeszt¶eseit is vizsg¶alt¶ak, ahol az egyens¶ulypont aszimptotikus stabilit¶as¶a-
nak felt¶eteleit kerest¶ek meg. A kor¶abbi eredm¶enyek j¶o Äosszefoglal¶as¶at adja a
Okuguchi (1976) monogr¶a¯a, ¶es ezek tÄobbterm¶ekes ¶altal¶anos¶³t¶as¶at, valamint
tÄobbf¶ele alkalmaz¶as¶at t¶argyalja Okuguchi ¶es Szidarovszky (1999) kÄonyve. A
dinamikus modellek stabilit¶asi vizsg¶alata Theocharis (1959) cikk¶evel kezd}o-
dÄott, aki kimutatta, hogy a dinamikus modell line¶aris kÄolts¶eg ¶es ¶arfÄuggv¶e-
nyek, valamint diszkr¶et id}osk¶ala mellett akkor ¶es csak akkor aszimptotikusan
stabilis, ha csak k¶et c¶eg versenyez. A nemline¶aris eset enn¶el sokkal bonyolul-
tabb, a legfontosabb eredm¶enyeket a Bischi, Chiarella, Kopel ¶es Szidarovszky
(2007) monogr¶a¯a tartalmazza. Nemline¶aris esetekben a lok¶alis ¶es glob¶alis
aszimptotikus stabilit¶as nem ekvivalens.

A kor¶abbi modellek realit¶astartalma igen korl¶atozott volt, mert sz¶amos
l¶enyeges t¶enyez}ot nem vettek ¯gyelembe. A Feuer ¶es Szidarovszky (2009) dol-
gozat tÄobb modell kiterjeszt¶est vezetett be ¶es vizsg¶alt diszkr¶et id}osk¶ala mel-
lett. Ezek a modellek ¯gyelembe veszik a piaci ¶arfÄuggv¶eny id}obeni v¶altoz¶as¶at,
a kapacit¶asnÄovel¶es egy¶eb kÄolts¶egeit, kÄornyezetv¶edelmi k¶erd¶eseket, valamint
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a kÄulÄonbÄoz}o termel}ok kÄolts¶egkÄolcsÄonhat¶asait. Jelen dolgozatunkban ugyan-
ezeknek a modelleknek a stabilit¶as¶at vizsg¶aljuk meg folytonos id}osk¶ala mel-
lett. Vizsg¶alatunk a lok¶alis aszimptotikus stabilit¶asra vonatkozik, amely
nemline¶aris esetekben nem garant¶alja a rendszer glob¶alis aszimptotikus sta-
bilit¶as¶at.

2 A klasszikus Cournot modell

A Cournot modellek legegyszer}ubb v¶altozat¶aban N termel}ot, vagy szolg¶alta-
t¶ot felt¶etelezÄunk, akik azonos term¶eket termelnek, vagy azonos szolg¶altat¶ast
aj¶anlanak ugyanazon a piacon. Ha xk jelÄoli a k-adik termel}o (vagy szolg¶altat¶o)
¶altal piacra bocs¶ajtott mennyis¶eget ¶es Lk a kapacit¶as korl¶atj¶at, akkor nyil-
v¶anval¶oan 0 · xk · Lk. A teljes piaci k¶³n¶alat

s =
NX

k=1

xk;

az ¶arfÄuggv¶eny p(s), ¶es ck(xk) a k-adik termel}o vagy szolg¶altat¶o kÄolts¶egfÄugg-
v¶enye. Ezek alapj¶an a k-adik termel}o (vagy szolg¶altat¶o) pro¯tja:

'k(x1; . . . ; xN ) = xkp(s) ¡ ck(xk) : (1)

Ez a piaci szitu¶aci¶o egy N -szem¶elyes j¶at¶ek, ahol a termel}ok (vagy szolg¶altat¶ok)
a j¶at¶ekosok, a k-adik j¶at¶ekos strat¶egiahalmaza a [0; Lk] intervallum ¶es 'k a
ki¯zet}ofÄuggv¶enye.

Az sk =
PN

l 6=k xl jelÄol¶essel nyilv¶anval¶oan

'k(x1; . . . ; xN ) = xkp(sk + xk) ¡ ck(xk) ; (2)

azaz a k-adik j¶at¶ekos ki¯zet}o fÄuggv¶enye csak a tÄobbi j¶at¶ekos egyÄuttes k¶³n¶ala-
t¶at¶ol fÄugg. A k-adik j¶at¶ekos v¶alaszfÄuggv¶eny¶et ¶ugy kapjuk meg, hogy rÄogz¶³tett
sk mellett maximaliz¶aljuk 'k ¶ert¶ek¶et:

Rk(sk) = argmax
0·xk·Lk

fxkp(sk + xk) ¡ ck(xk)g : (3)

Az oligopol j¶at¶ekok irodalm¶aban ¶altal¶aban felteszik, hogy a p ¶es ck fÄuggv¶enyek
k¶etszer folytonosan diferrenci¶alhat¶ok, valamint

(A) p0 < 0; c0
k > 0;

(B) p0 + xkp00 · 0;

(C) p0 ¡ c00
k < 0;

minden megengedett x1; . . . ; xN ¶ert¶ek mellett.
A fenti felt¶etelek teljesÄul¶ese eset¶en

@'k

@xk
= p + xkp0 ¡ c0

k
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¶es
@2'k

@x2
k

= 2p0 + xkp00 ¡ c00
k < 0 ; (4)

¶³gy 'k szigor¶uan konk¶av az xk v¶altoz¶oban. ¶Igy Rk(sk) egy¶ertelm}u ¶es a kÄo-
vetkez}ok¶eppen kaphat¶o meg:

Rk(sk) =

8
<
:

0; ha p(sk) ¡ c0
k(0) · 0;

Lk; ha Lkp0(sk + Lk) + p(xk + Lk) ¡ c0
k(Lk) ¸ 0;

zk egy¶ebk¶ent,

(5)

ahol zk a
zkp0(zk + sk) + p(zk + sk) ¡ c0

k(zk) = 0 (6)

egyenlet egy¶ertelm}u megold¶asa a (0; Lk) intervallumban. VegyÄuk ¶eszre, hogy
(6) bal oldala szigor¶uan csÄokken}o, zk = 0 eset¶en pozit¶³v ¶es zk = Lk eset¶en
negat¶³v. ¶Igy az egy¶ertelm}u megold¶as l¶etez¶ese biztos¶³tott. Az implicit fÄugg-
v¶enyek t¶etele alapj¶an Rk is folytonosan di®erenci¶alhat¶o, ¶es R0

k ¶ert¶eke a (6)
egyenletb}ol implicit di®erenci¶al¶assal kaphat¶o meg:

R0
kp0 + zkp00(1 + R0

k) + p0(1 + R0
k) ¡ c00

kR0
k = 0

amelyb}ol

R0
k = ¡ p0 + zkp00

2p0 + zkp00 ¡ c0
k

2 (¡1; 0] : (7)

A statikus oligopol-j¶at¶ek egyens¶ulya olyan x¤
1; . . . ; x

¤
N strat¶egiavektor, amely-

re minden k mellett teljesÄul, hogy

0 · x¤
k · Lk ¶es x¤

k = Rk

0
@X

l 6=k

x¤
l

1
A :

Nem-egyens¶ulyi ¶allapotok eset¶en felt¶etelezzÄuk, hogy a j¶at¶ekosok a v¶alasz-
fÄuggv¶eny ¶altal biztos¶³tott legjobb pro¯t ir¶any¶aba mozd¶³tj¶ak el strat¶egi¶aikat,
amely folytonos id}osk¶ala felt¶etelez¶ese mellett az

x0
k(t) = Kk

0
@Rk

0
@X

l6=k

xl(t)

1
A ¡ xk(t)

1
A (8)

di®erenci¶alegyenlettel ¶³rhat¶o le, ahol Kk > 0 a j¶at¶ekos ¶altal v¶alasztott para-
m¶eter. ¶Erdemes megjegyeznÄunk, hogy a (8) dinamikus rendszer ¶es a statikus
N -szem¶elyes oligopol-j¶at¶ek egyens¶ulypontjai egybeesnek. Az irodalomb¶ol
ismert (l¶asd Bischi, Chiarella, Kopel ¶es Szidarovszky, 2009), hogy a fenti
(A){(C) felt¶etelek mellett a (8) rendszer egyens¶ulypontja lok¶alisan aszimp-
totikusan stabilis, ami azt jelenti, hogy ha a kezdeti xk(0) strat¶egi¶ak el¶eg
kÄozel vannak az egyens¶ulyi strat¶egi¶akhoz, akkor t ! 1 eset¶en a strat¶egi¶ak
az egyens¶ulyponthoz konverg¶alnak. A dolgozat tov¶abbi r¶eszeiben a modell
tÄobbf¶ele kiterjeszt¶es¶et ¶es a megfelel}o dinamikus rendszerek stabilit¶as¶at vizs-
g¶aljuk meg.
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3 ¶ArfÄuggv¶enyek id}obeli kÄolcsÄonhat¶asa

Piacok tel¶³tetts¶eg¶et a kor¶abbi modellek ¶altal¶aban nem veszik ¯gyelembe, ha-
sonl¶oan elhanyagolj¶ak a v¶as¶arl¶ok ¶³zl¶es¶enek v¶altoz¶as¶at, v¶as¶arl¶asi szok¶asok be-
foly¶asol¶as¶at. Mindezek azt eredm¶enyezik, hogy az ¶ar a kor¶abbi fogyaszt¶asokt¶ol
is fÄugg. Matematikailag feltesszÄuk teh¶at, hogy a kor¶abbi ¶ert¶ekes¶³t¶esek Äossz-
hat¶asa egy id}ofÄugg}o Q v¶altoz¶oval ¶³rhat¶o le, amely egy

Q0(t) = H

Ã
NX

k=1

xk(t); Q(t)

!
(9)

dinamik¶aval v¶altozik. P¶eld¶aul a piac tel¶³t}od¶ese a speci¶alis

Q0(t) =
NX

k=1

xk(t) ¡ ®Q(t)

egyenl}os¶eggel jellemezhet}o, ahol az els}o tag a jelenlegi fogyaszt¶ast, a m¶asodik
pedig az utols¶o peri¶odusban elhaszn¶al¶odott term¶ekmennyis¶eget jelenti. Fel-
tettÄuk tov¶abb¶a, hogy az ¶arfÄuggv¶eny nemcsak az ¶ert¶ekes¶³tett term¶ekmennyi-
s¶egt}ol, hanem Q aktu¶alis ¶ert¶ek¶et}ol is fÄugg. ¶Igy a k-adik termel}o pro¯tja:

'k(x1; . . . ; xN ;Q) = xkp(xk + sk; Q) ¡ ck(xk) :

FeltesszÄuk most, hogy

(A) p0 < 0; c0
k > 0;

(B) p0 + xkp00
xx · 0;

(C) p0
x ¡ c00

k < 0;

(D) p0
Q + xkp00

xQ · 0

minden megengedett x1; . . . ; xN ¶es Q mellett. A k-adik termel}o v¶alaszfÄugg-
v¶enye:

Rk(sk; Q) =

8
<
:

0; ha p(sk;Q) ¡ c0
k(0) · 0;

Lk; ha Lkp0
x(sk + Lk;Q) + p(sk + Lk; Q) ¡ c0

k(Lk) ¸ 0;

zk egy¶ebk¶ent,
(10)

ahol zk a
p(zk + sk;Q) + zkp0

x(zk + sk;Q) ¡ c0
k(zk) = 0 (11)

egyenlet egyetlen megold¶asa a (0; Lk) intervallumban.
Implicit deriv¶al¶assal

rk =
@Rk

@sk
= ¡ p0

x + xkp00
xx

2p0
x + xkp00

xx ¡ c00
k

2 (¡1; 0] (12)
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¶es

·rk =
@Rk

@Q
= ¡

p0
Q + xkp00

xQ

2p0
x + xkp00

xx ¡ c00
k

2 (¡1; 0] : (13)

Hasonl¶oan a (8) dinamik¶ahoz, ebben az esetben az

x0
k(t) = Kk

0
@Rk

0
@X

l 6=k

xl(t); Q(t)

1
A ¡ xk(t)

1
A (k = 1; 2; . . . ;N)

Q0(t) = H

Ã
NX

k=1

xk(t); Q(t)

! (14)

rendszert kapjuk, ahol Kk > 0 egy konstans. A rendszer Jacobi m¶atrixa a
kÄovetkez}o:

J =

2
666664

¡K1 K1r1 . . . K1r1 K1·r1

K2r2 ¡K2 . . . K2r2 K2·r2

...
...

. . .
...

...
KNrN KN rN . . . ¡KN KN ·rn

h h h ĥ

3
777775

(15)

ahol

h =
@H

@s
¶es ĥ =

@H

@Q
:

A diszkr¶et esethez (l¶asd Feuer ¶es Szidarovszky, 2007) hasonl¶oan tekintsÄuk
a szimmetrikus esetet, amikor r1 = . . . = rN = r, ·r1 = . . . = ·rN = ·r ¶es
K1 = . . . = KN = K. Ekkor (15) saj¶at¶ert¶ekfeladata a kÄovetkez}ok¶eppen
egyszer}usÄodik:

¡Kuk + Kr
X

l6=k

ul + K·rv = ¸uk (k = 1; 2; . . . ;N) (16)

h
NX

k=1

uk + ĥv = ¸v : (17)

VezessÄuk be az U =
PN

k=1 uk v¶altoz¶ot, akkor (16) ¶at¶³rhat¶o a

KrU + K·rv ¡ (K + Kr + ¸)uk = 0 (18)

alakba. TegyÄuk fel el}oszÄor, hogy ¸ = ¡K(1 + r). A (12) egyenl}otlens¶eg
alapj¶an ez az ¶ert¶ek negat¶³v, ¶³gy nem befoly¶asolja a rendszer aszimptotikus
stabilit¶as¶at. KÄulÄonben u1 = . . . = uN = u ¶es ¶³gy

((N ¡ 1)Kr ¡ K ¡ ¸)u + K·rv = 0

Nhu + (ĥ ¡ ¸)v = 0 :
(19)

Nemtrivi¶alis megold¶as akkor ¶es csak akkor l¶etezik, ha

det

·
(N ¡ 1)Kr ¡ K ¡ ¸ K·r

Nh ĥ ¡ ¸

¸
= 0 ; (20)



6 Feuer G¶abor { Szidarovszky Ferenc { Terry A. Bahill

azaz

¸2 ¡ ¸(ĥ + (N ¡ 1)Kr ¡ K) + ĥ((N ¡ 1)Kr ¡ K) ¡ K·rNh = 0 : (21)

TegyÄuk most fel, hogy h > 0 ¶es ĥ < 0 (ami mindenk¶eppen teljesÄul a piaci
tel¶³t}od¶es eset¶en), akkor mind a line¶aris egyÄutthat¶o ¶es mind a konstans tag
pozit¶³v. A rendszer aszimptotikus stabilit¶asa pedig a kÄovetkez}o seg¶edt¶etel
egyszer}u kÄovetkezm¶enye.

Lemma. A ¸2 + ¸p + q = 0 m¶asodfok¶u egyenlet (p, q val¶os egyÄutthat¶ok)
gyÄokeinek val¶os r¶esze akkor ¶es csak akkor negat¶³v, ha p ¶es q pozit¶³v ¶ert¶ek}u.

Ez az eredm¶eny azt jelenti, hogy az ¶arfÄuggv¶enyek id}obeli kÄolcsÄonhat¶as¶anak
¯gyelembev¶etele pontosabb modell a stabilit¶as elveszt¶ese n¶elkÄul.

4 Term¶ekmennyis¶eg nÄovel¶esi kÄolts¶egek ¯gye-
lembev¶etele

TegyÄuk most fel, hogy a termel¶esi menyis¶eg nÄovel¶es¶enek kÄolts¶eg¶et is ¯gyelembe
veszik a termel}ok. A k-adik termel}o pro¯tja:

xkp(sk + xk) ¡ ck(xk) ¡ Ak(xk; x0
k) (22)

ahol az utols¶o tag a term¶ekmennyis¶eg nÄovel¶esi tÄobbletkÄolts¶eget jelÄoli. A v¶a-
laszfÄuggv¶eny (5)-hÄoz hasonl¶oan

Rk(sk; x0
k) =

8
<
:

0; ha p(sk)¡ c0k(0)¡A0kx(0; x0k) · 0;
Lk; ha Lkp

0(Lk + sk) + p(Lk + sk)¡ c0k(Lk)¡A0kx(Lx; x0k) ¸ 0;
zk egy¶ebk¶ent,

(23)
ahol zk a

zkp0(zk + sk) + p(zk + sk) ¡ c0
k(zk) ¡ A0

kx(zk; x0
k) = 0 (24)

egyenlet egy¶ertelm}u megold¶asa. Az egy¶ertelm}u megold¶as biztos¶³t¶asa ¶erdek¶e-
ben a klasszikus Cournot modell (A), (B) ¶es (C) felt¶etelein k¶³vÄul azt is felt¶e-
teleznÄunk kell, hogy Ak konvex zk-ban b¶armely rÄogz¶³tett x0

k mellett. Implicit
deriv¶al¶assal,

rk =
@Rk

@sk
= ¡ p0 + xkp00

2p0 + xkp00 ¡ c00
k ¡ A00

kxx

2 (¡1; 0] (25)

¶es

·rk =
@Rk

@x0
k(t)

= ¡ A00
kxx0

2p0 + xkp00 ¡ c00
k ¡ A00

kxx

· 0 (26)

ha a fentieken k¶³vÄul feltesszÄuk, hogy A00
kxx0 ¸ 0. A dinamikus egyenletek

implicitek ebben az esetben:

x0
k(t) = Kk

0
@Rk

0
@X

l 6=k

xl(t); x
0
k(t)

1
A ¡ xk(t)

1
A (k = 1; 2; . . . ;N) : (27)
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Minthogy a jobboldal csÄokken x0
k(t)-ben, az egyens¶ulypont kÄornyezet¶eben

x0
k(t) egy¶ertelm}u ¶es egy¶ertelm}u fÄuggv¶enye xk(t)-nek ¶es

P
l6=k xl(t)-nek. Im-

plicit deriv¶al¶assal kaphatjuk meg a Jacobi m¶atrix elemeit, az eredm¶eny:

J =

2
6666666664

¡ K1

1 ¡ K1·r1

K1r1

1 ¡ K1·r1
. . .

K1r1

1 ¡ K1·r1

K2r2

1 ¡ K2·r2
¡ K2

1 ¡ K2·r2
. . .

K2r2

1 ¡ K2·r2
...

...
. . .

...
KNrN

1 ¡ KN ·rN

KN rN

1 ¡ KN ·rN
. . . ¡ KN

1 ¡ KN ·rN

3
7777777775

: (28)

A szimmetrikus esetben r1 = . . . = rN = r, ·r1 = . . . = ·rN = ·r ¶es K1 = . . . =
KN = K.

A Jacobi m¶atrix saj¶at¶ert¶ek-feladata a kÄovetkez}o:

¡ K

1 ¡ K·r
uk +

Kr

1 ¡ K·r

X

l6=k

ul = ¸uk (k = 1; 2; . . . ; N) : (29)

Ha ism¶et bevezetjÄuk az U =
PN

k=1 uk jelÄol¶est, akkor ezt a

Kr

1 ¡ K·r
U ¡

µ
K(1 + r)

1 ¡ K·r
+ ¸

¶
uk = 0 (k = 1; 2; . . . ;N) (30)

alakba tudjuk ¶at¶³rni. Ha ¸ = ¡K(1 + r)

1 ¡ K·r
< 0, akkor a saj¶at¶ert¶ek nem

befoly¶asolja a stabilit¶ast. Ellenkez}o esetben u1 = . . . = uN = u ¶es (29)
alapj¶an akkor µ¡K + Kr(N ¡ 1)

1 ¡ K·r
¡ ¸

¶
u = 0 (31)

azaz

¸ =
¡K + Kr(N ¡ 1)

1 ¡ K·r
< 0 (32)

a saj¶at¶ert¶ek. Minthogy ez is negat¶³v ¶ert¶ek}u, a rendszer aszimptotikusan
stabilis. Ez az eredm¶eny is azt mutatja, hogy a re¶alisabb modellel a rendszer
aszimptotikus stabilit¶asa nem veszik el.

5 Ipari szennyez}od¶es csÄokkent¶es¶enek ¯gyelembe
v¶etele

Ebben a modellben feltesszÄuk, hogy a termel}ok kÄozÄos telepen tiszt¶³tj¶ak az
ipari szennyez}od¶est, ¶es a felmerÄul}o kÄolts¶eget a term¶ekmennyis¶egek ar¶any¶aban
osztj¶ak el. Ekkor a k-adik termel}o pro¯tja:

'k(x1; . . . ; xN) = xkp(xk + sk) ¡ ck(xk) ¡ xk
T (xk + sk)

(xk + sk)
: (33)
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Ha bevezetjÄuk a

P (xk + sk) = p(xk + sk) ¡ T (xk + sk)

(xk + sk)
(34)

jelÄol¶est, akkor (33) a klasszikus Cournot modellel ¶³rhat¶o le, amikor az ¶arfÄugg-
v¶enyt P helyettes¶³ti. Felt¶eve, hogy P is k¶etszer folytonosan di®erenci¶alhat¶o,
(7) alapj¶an

rk =
@Rk

@sk
= ¡ P 0 + xkP 00

2P 0 + xkP 00 ¡ c00
k

: (35)

Ha garant¶alni tudjuk, hogy ¡1 < r · 0, akkor az egyens¶ulypont aszimp-
totikusan stabilis marad. Ez biztosan teljesÄul, ha

P 0 + xkP 00 · 0 ¶es P 0 ¡ c00
k < 0 :

Egyszer}u di®erenci¶al¶assal l¶athat¶o, hogy

P 0 = p0 ¡ T 0s ¡ T

s2
(36)

¶es

P 00 = p00 ¡ T 00s2 ¡ 2T 0s + 2T

s3
: (37)

A rendszer aszimptotikusan stabilis marad, ha p szigor¶uan csÄokken ¶es konk¶av,
ck konvex minden k eset¶en, valamint

T 0s ¡ T ¸ 0 (38)

¶es
T 00s2 ¡ 2T 0s + 2T ¸ 0 : (39)

A (38) felt¶etel teljesÄul, ha a T (s)=s fajlagos kÄolts¶eg nÄovekszik ¶es konvex.

6 KÄolts¶egkÄolcsÄonhat¶asok ¯gyelembev¶etele

A kor¶abbi modellekben feltettÄuk, hogy az egyes termel}ok kÄolts¶egei egym¶ast¶ol
fÄuggetlenek. Ez a felt¶etelez¶es gyakran irre¶alis, hiszen a kutat¶asi eredm¶enyeket
a konkurens termel}ok is hasznos¶³thatj¶ak, valamint a kÄozÄos mukaer}o, ener-
gia, t}oke stb. piac is Äosszekapcsolja a termel}ok kÄolts¶egt¶enyez}oit. Ez az
¶altal¶anosabb felt¶etel legegyszer}ubben ¶ugy modellezhet}o, hogy egy ck(xk; sk)
kÄolts¶egt¶enyez}ot felt¶etelezÄunk. ¶Igy a k-adik termel}o pro¯tja a kÄovetkez}o alak¶u:

'k(x1; . . . ; xN ) = xkp(xk + sk) ¡ ck(xk; sk) : (40)

Egyszer}u sz¶amol¶as mutatja, hogy

@'k

@xk
= p + xkp0 ¡ c0

kx

¶es
@2'k

@x2
k

= 2p0 + xkp00 ¡ c00
kxx < 0 :

Ha feltesszÄuk, hogy
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(A) p0 < 0; c0
kx > 0;

(B) p0 + xkp00 · 0;

(C) p0 ¡ c00
kxx < 0

minden megengedett x1; . . . ; xN mellett, akkor 'k szigor¶uan konk¶av xk {ban,
¶³gy a v¶alaszfÄuggv¶eny egy¶ertelm}u. Implicit di®erenci¶al¶as mutatja, hogy

rk =
@Rk

@sk
= ¡ p0 + xkp00 ¡ c00

kxs

2p0 + xkp00 ¡ c00
kxx

: (41)

A rendszer aszimptotikusan stabilis, ha rk 2 (¡1; 0], amely felt¶etel biztosan
teljesÄul, ha

0 ¸ p0 + xkp00 ¡ c00
kxs > 2p0 + xkp00 ¡ c00

kxx ;

amely ¶at¶³rhat¶o a kÄovetkez}o alakba:

c00
kxx ¡ p0 > c00

kxs ¸ p0 + xkp00 : (42)

VegyÄuk ¶eszre, hogy a baloldal pozit¶³v ¶es a jobboldal nem pozit¶³v. Teh¶at
a rendszer aszimptotikusan stabilis, ha a c00

kxs m¶asodrend}u vegyes parci¶alis
deriv¶alt a z¶erus megfelel}o kÄornyezet¶ebe esik.

7 KÄovetkeztet¶esek

Ebben a dolgozatban dinamikus oligopol modelleket vizsg¶altunk meg a Cournot
klasszikus modelln¶el re¶alisabb felt¶etelek mellett. Folytonos id}osk¶ala mellett
kimutattuk, hogy alkalmas felt¶etelek teljesÄul¶ese eset¶en a modellek aszimp-
totikus stabilit¶asa megmarad. A stabilit¶as azonban elv¶esz id}ok¶esleltet¶esek
mellett, mint ahogy azt a klasszikus modellre kimutatta Chiarella ¶es Szi-
darovszky (2001). Az itt bemutatott modellek megfelel}o vizsg¶alata egy tov¶abbi
dolgozatunk t¶argya lesz.
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CONTINUOUS COURNOT MODELS AND THEIR EXTENSIONS

Realistic Cournot Models are examined with continuous time scales. The asymp-
totic properties of models with intertemporal demand interaction, output adjust-
ment costs, environmental considerations and with cost externalities are investi-
gated. The corresponding discrete models were discussed in our earlier paper (Feuer
and Szidarovszky, 2007).
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PSZEUDOLINE¶ARIS TÄORTFÄUGGV¶ENYEKR}OL1

KOML¶OSI S¶ANDOR
PTE KTK

Martos B¶ela ¶es Rapcs¶ak Tam¶as eml¶ek¶enek aj¶anlom

Martos B¶ela a hiperbolikus programoz¶asr¶ol ¶³rt 1960-as cikk¶eben [8] ¶uj fejeze-
tet nyitott a matematikai programoz¶as ter¶en, melyet }O ugyan hiperbolikus
programoz¶asnak nevezett, de mivel ez az elnevez¶es csak a line¶aris tÄortfÄugg-
v¶enyekre tal¶al¶o, ez¶ert a nemzetkÄozi szakirodalom a tÄortprogramoz¶as (frac-
tional programming) elnevez¶est fogadta el. Martos B¶ela fedezte fel, hogy a
line¶aris tÄortfÄuggv¶enyek rendelkeznek sz¶amos olyan j¶o tulajdons¶aggal, mint
a line¶aris fÄuggv¶enyek, ¶es ez¶ert a hiperbolikus programoz¶as joggal tekinthet}o
a line¶aris programoz¶as egy ¶altal¶anosabb v¶altozat¶anak. Martos B¶ela tÄobbek
kÄozÄott azt is megmutatta, hogy a szimplex m¶odszer hat¶okÄore kiterjeszthet}o
hiperbolikus programoz¶asi feladatokra is [8,9]. Ennek oka a line¶aris tÄortfÄugg-
v¶enynek egy olyan tulajdons¶aga, melyet pszeudolinearit¶asnak nevezÄunk. A
pszeudo-linearit¶as a pszeudokonvexit¶as ¶es pszeudokonkavit¶as egyidej}u fenn-
¶all¶as¶at jelenti. A pszeudolinearit¶assal az¶ota is nagyon sokan foglalkoznak,
f}oleg a tÄortprogramoz¶asban betÄoltÄott szerepe miatt.

Rapcs¶ak Tam¶as tÄobb cikkben foglalkozott a pszeudolinearit¶as vizsg¶alat¶a-
val. Ezen a t¶eren el¶ert legjelent}osebb eredm¶enye 1991-ben jelent meg [10],
amelyben di®erenci¶algeometriai seg¶edeszkÄozÄokkel a pszeudolinearit¶as egy tel-
jesen ¶uj jellemz¶es¶et adta, melynek seg¶³ts¶eg¶evel tov¶abbi sz¶ep eredm¶enyeket ¶ert
el kvadratikus tÄortfÄuggv¶enyek pszeudolinearit¶as¶anak vizsg¶alat¶aban [11, 12].

Ezzel a dolgozattal, mely kvadratikus tÄortfÄuggv¶enyek azon oszt¶aly¶anak
pszeudolinearit¶ast vizsg¶alja, melyeket Rapcs¶ak Tam¶as is vizsg¶alt, szeretn¶ek
Martos B¶ela ¶es Rapcs¶ak Tam¶as eml¶eke el}ott tisztelegni. Mindketten a kÄo-
zelm¶ultban hagytak itt bennÄunket, de gondolataik tov¶abb munk¶alkodnak
bennÄunk [17, 18].

Bevezet¶es

Ebben a dolgozatban f(x) mindig n-v¶altoz¶os fÄuggv¶enyt jelÄol, melynek rf(x)
gradiens¶et oszlopvektornak tekintjÄuk. A pszeudokonvexit¶as fogalm¶at Man-
gasarian vezette be di®erenci¶alhat¶o fÄuggv¶enyekre. Ebb}ol sz¶armazik a pszeudo-
linearit¶as de¯n¶³ci¶oja mely szerint f(x) akkor pszeudoline¶aris, ha egyszerre
pszeudokonvex ¶es pszeudokonk¶av.

1. De¯n¶³ci¶o. A di®erenci¶alhat¶o f(x) fÄuggv¶enyt pszeudoline¶arisnak nevezzÄuk

1Be¶erkezett: 2009. febru¶ar 15. E-mail: komlosi@ktk.pte.hu.
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a K µ IRn konvex halmazon, ha minden x; y 2 K eset¶en

f(x) < f(y) ) rf(y)T (x¡ y) < 0 ¶es f(x) > f(y) ) rf(y)T (x¡ y) > 0 :
(PLIN)

A de¯n¶³ci¶o kÄozvetlen kÄovetkezm¶enye, hogy ha f(x) pszeudoline¶aris K-
n, akkor f(x) vagy konstans K-n (ekkor rf(x) = 0 minden x 2 K-ra),
vagy rf(x) 6= 0 minden x 2 K eset¶en. Emiatt a tov¶abbiakban csak olyan
f(x) di®erenci¶alhat¶o fÄuggv¶enyeket vizsg¶alunk, melyekre rf(x) 6= 0 minden
x 2 K-ra teljesÄul.

A pszeudolinearit¶as lok¶alis jellemz¶ese

A pszeudoline¶aris fÄuggv¶enyek vizsg¶alat¶at egy olyan m¶odszerrel fogjuk v¶egezni,
melyben kitÄuntetett szerepet j¶atszik az implicitfÄuggv¶eny t¶etel, illetve az im-
plicit fÄuggv¶enyek. Mivel az implicit fÄuggv¶enyek lok¶alis inform¶aci¶ot adnak a
vizsg¶alt fÄuggv¶enyr}ol, ez¶ert c¶elszer}u bevezetni a lok¶alis pszeudolinearit¶as fo-
galm¶at.

2. De¯n¶³ci¶o. Az f(x) fÄuggv¶eny lok¶alisan pszeudoline¶aris x0-ban, ha van
x0-nak olyan G kÄornyezete, hogy

x 2 G; f(x) < f(x0) ) rf(x0)(x ¡ x0) < 0 ;

x 2 G; f(x) = f(x0) ) rf(x0)(x ¡ x0) = 0 ;

x 2 G; f(x) > f(x0) ) rf(x0)(x ¡ x0) > 0 :

Ez a lok¶alis fogalom az¶ert is szerencs¶es, mert ¶altala a glob¶alis tulajdons¶ag
is vizsg¶alhat¶o. Igaz ugyanis a kÄovetkez}o t¶etel.

1. T¶etel [5, 6]. Legyen f(x) di®erenci¶alhat¶o a K ny¶³lt konvex halmazon.
f(x) akkor ¶es csak akkor pszeudoline¶aris K-n, ha lok¶alisan pszeudoline¶aris
K valamennyi pontj¶aban.

Megmutathat¶o, hogy rf(x0) 6= 0 eset¶en a lok¶alis pszeudolinearit¶as egy-
szer}ubben is jellemezhet}o.

2. T¶etel [5]. Legyen f(x) di®erenci¶alhat¶o x0 valamely kÄornyezet¶eben ¶es
legyen rf(x0) 6= 0. Ekkor f(x) akkor ¶es csak akkor lok¶alisan pszeudoline¶aris
x0-ban, ha van x0-nak olyan G kÄornyezete, hogy

valah¶anyszor x 2 G ¶es f(x) = f(x0); mindannyiszor rf(x0)(x ¡ x0) = 0 :
(LPLIN)

A lok¶alis pszeudolinearit¶asnak ez az a form¶aja, amely lehet}ov¶e teszi az im-
plicit fÄuggv¶enyekkel val¶o jellemz¶est. Legyen f(x) folytonosan di®erenci¶alhat¶o
x0 valamely kÄornyezet¶eben, ¶es legyen rf(x0) 6= 0. TegyÄuk fel, hogy f 0

xn
(x0) 6=

0. VezessÄuk be a kÄovetkez}o jelÄol¶eseket:

(x1; x2; . . . ; xn¡1) = u; xn = v ¶es x = (u; v) :
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Az implicitfÄuggv¶eny t¶etel. A fenti felt¶etelek teljesÄul¶ese eset¶en az fx 2 K :
f(x) = f(x0) g szintvonal lok¶alisan parametriz¶alhat¶o x0 kÄozel¶eben (x0 egy G
kÄornyezet¶eben) egy egy¶ertelm}uen meghat¶arozott px0(u) fÄuggv¶eny seg¶³ts¶eg¶evel
(mely u0 egy N kÄornyezet¶en van ¶ertelmezve), a kÄovetkez}o m¶odon:

x = (u; v) 2 G ¶es f(x) = f(x0) akkor ¶es csak akkor teljesÄul, ha v = px0
(u),

u 2 N .

A tov¶abbi vizsg¶al¶od¶asok alapj¶at k¶epezi a kÄovetkez}o t¶etel.

3. Lemma [5]. Legyen f(x) folytonosan di®erenci¶alhat¶o x0 valamely kÄor-
nyezet¶eben, ¶es legyen rf(x0) 6= 0. f(x) akkor ¶es csak akkor pszeudoline¶aris
x0-ban, ha a px0(u) (rÄoviden p(u)) implicitfÄuggv¶eny line¶aris N -en.

Bizony¶³t¶as. Mivel f(u; p(u)) ´ f(x0) N -en, ez¶ert mindk¶et oldal deriv¶al¶a-
s¶aval ad¶odik, hogy

f 0
v(u; p(u))rp(u) + ruf(u; p(u)) ´ 0 :

Ebb}ol egyr¶eszt minden u 2 N-re

rp(u) = ¡ruf(u; p(u))

f 0
v(u; p(u))

; (1)

m¶asr¶eszt minden x = (u; v) 2 G, f(x) = f(x0) eset¶en

rf(x) = ¡f 0
v(x)

·
rp(u)

¡1

¸
; (2)

illetve

rf(x0)
T (x ¡ x0) = f 0

v(x0)
£
p(u) ¡ p(u0) ¡ rp(u0)

T (u ¡ u0)
¤

ad¶odik. Ebb}ol m¶ar nyilv¶anval¶o, hogy (LPLIN) akkor ¶es csak akkor teljesÄul,
ha p(u) line¶aris N -en. 2

Ebb}ol a t¶etelb}ol kÄovetkezik a pszeudolinearit¶as Rapcs¶ak-f¶ele jellemz¶es¶enek
[10] lok¶alis v¶altozata.

4. T¶etel [5]. Legyen f(x) folytonosan di®erenci¶alhat¶o x0 valamely kÄornyeze-
t¶eben ¶es legyen rf(x0) 6= 0. f(x) akkor ¶es csak akkor pszeudoline¶aris x0-ban,
ha van olyan g 2 IRn, g 6= 0 vektor ¶es x0 egy G kÄornyezet¶eben ¶ertelmezett ¶es
ott el}ojeltart¶o folytonos c(x) fÄuggv¶eny, hogy

valah¶anyszor x 2 G ¶es f(x) = f(x0); mindannyiszor rf(x) = c(x)g : (R)

Bizony¶³t¶as. A 3. Lemma szerint f(x) akkor ¶es csak akkor pszeudoline¶aris
x0-ban, ha minden u 2 N -re rp(u) = rp(u0) = r 2 IRn¡1. (2) szerint ez
akkor ¶es csak akkor teljesÄul, ha minden x = (u; v) 2 G, f(x) = f(x0) eset¶en

rf(x) = ¡f 0
v(x)

·
r

¡1

¸
= c(x)g
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teljesÄul, ahol gT = [rT ¡ 1] . 2

A kÄovetkez}o t¶etel, amely a 3. Lemma kÄozvetlen kÄovetkezm¶enye, m¶asod-
rend}u szÄuks¶eges ¶es el¶egs¶eges felt¶etelt ad lok¶alis pszeudolinearit¶asra. Ez fogja
k¶epezni tov¶abbi vizsg¶al¶od¶asaink alapj¶at.

5. Lemma. Legyen f(x) k¶etszer folytonosan di®erenci¶alhat¶o x0 valamely
kÄornyezet¶eben ¶es legyen rf(x0) 6= 0. f(x) akkor ¶es csak akkor pszeudo-
line¶aris x0-ban, ha a p(u) = px0

(u) implicitfÄuggv¶eny rendelkezik a kÄovetkez}o
tulajdons¶aggal: minden u 2 N -re

r2
uuf(u; p(u))+2ruf 0

v(u; p(u))rp(u)T +f 00
vv(u; p(u))rp(u)rp(u)T ´ 0 : (3)

Bizony¶³t¶as. A (3) azonoss¶ag, mint majd l¶atni fogjuk, azzal ekvivalens, hogy
a p(u) implicitfÄuggv¶eny r2p(u) Hesse m¶atrixa azonosan 0 N -en. Ez akkor ¶es
csak akkor teljesÄul, ha p(u) line¶aris N -en, kÄovetkez¶esk¶eppen f(x) lok¶alisan
pszeudoline¶aris x0-ban.

Deriv¶aljuk k¶etszer az f(u; p(u)) ´ f(x0), u 2 N azonoss¶agot. Ebb}ol az

f 0
v(u; p(u))r2p(u) =

= ¡r2
uuf(u; p(u)) ¡ 2ruf 0

v(u; p(u))rp(u)T ¡ f 00
vv(u; p(u))rp(u)rp(u)T

azonoss¶agot kapjuk, melyb}ol nyilv¶anval¶o, hogy (3) akkor ¶es csak akkor tel-
jesÄul, ha r2p(u) ´ 0 minden u 2 N -re. 2

Egy speci¶alis fÄuggv¶enyoszt¶aly vizsg¶alata

A tov¶abbiakban egy tÄobbek ¶altal vizsg¶alt fÄuggv¶enyoszt¶aly pszeudolinearit¶as¶at
fogjuk vizsg¶alni az 5. Lemma (3) felt¶etele seg¶³ts¶eg¶evel. Ezt a fÄuggv¶enyoszt¶alyt
vizsg¶alta Rapcs¶ak Tam¶as is a [12, 13] cikkekben.

TekintsÄuk az

f(x) =
1
2xT Ax + aT x + ®

bT x + ¯
; x 2 K µ IRn (4)

kvadratikus tÄortfÄuggv¶enyt a K µ f x 2 IRn : bT x + ¯ > 0g halmazon, ahol
A 6= 0 n-edrend}u szimmetrikus m¶atrix, a; b 2 IRn, b 6= 0 ¶es ®;¯ 2 IR.

A (4) fÄuggv¶eny tulajdons¶agai alapvet}oen fÄuggnek az A m¶atrixt¶ol. A dolgo-
zat tov¶abbi r¶eszeiben a kÄovetkez}o jelÄol¶eseket fogjuk haszn¶alni. rang(A) jelÄoli
az A m¶atrix rangj¶at, image(A) jelÄoli az A m¶atrix k¶epter¶et, azaz image(A) =
f Ax : x 2 IRn g, Iner(A) pedig az A szimmetrikus m¶atrix inerci¶aj¶at jelÄoli.
Az A m¶atrix inerci¶aja az a rendezett sz¶amh¶armas (º(A); ³(A); ¼(A)), ahol
º(A), ³(A), ¼(A) az A negat¶³v, nulla illetve pozit¶³v saj¶at¶ert¶ekeinek sz¶am¶at
jelÄoli multiplicit¶asokkal sz¶amolva, vagyis Iner(A) = (º(A); ³(A); ¼(A)) .

R. Cambinit}ol ¶es L. Carosit¶ol sz¶armazik a kÄovetkez}o jellemz¶es.
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6. T¶etel [1]. A (4) alatt de¯ni¶alt f(x) fÄuggv¶eny akkor ¶es csak akkor pszeudo-
line¶aris a K = fx 2 IRn : bT x+¯ > 0 g ny¶³lt konvex halmazon, ha f(x) vagy

line¶aris, vagy pedig l¶eteznek olyan ®̂ 6= 0 ^̄ ¶es °̂ konstansok, hogy ®̂°̂ < 0 ¶es

f(x) = ®̂bT x + ^̄ +
°̂

bT x + ¯
: (5)

K¶es}obb Rapcs¶ak Tam¶as, egy teljesen m¶as m¶odszert alkalmazva, a kÄovet-
kez}o eredm¶enyre jutott.

7. T¶etel [12]. A (4) alatt de¯ni¶alt f(x) fÄuggv¶eny akkor ¶es csak akkor
pszeudoline¶aris a K = fx 2 IRn : bT x + ¯ > 0g ny¶³lt konvex halmazon, ha

f(x) vagy line¶aris, vagy pedig l¶eteznek olyan ®̂ 6= 0 ¶es ^̄ konstansok, hogy

A = ®̂bbT ¶es a = ^̄b : (6)

A tov¶abbiakban megmutatjuk, hogy ezek az eredm¶enyek csup¶an lok¶alis
pszeudolinearit¶ast felt¶etelezve is kiad¶odnak, vagyis az (5), illetve (6) karak-
teriz¶aci¶ok gyeng¶ebb felt¶etelek eset¶en is fenn¶allnak.

8. T¶etel. TegyÄuk fel, hogy a (4) alatt de¯ni¶alt kvadratikus tÄortfÄuggv¶eny
lok¶alisan pszeudoline¶aris x0 2 K-ban, ahol rf(x0) 6= 0. Az egyszer}us¶eg
kedv¶e¶ert tegyÄuk fel, hogy f 0

xn
(x0) 6= 0. Ekkor l¶etezik olyan r 2 IRn¡1 vektor

¶es l¶eteznek olyan ¸, ¹ 2 IR skal¶arok, hogy

A =

·
¸rrT ¹r

¹rT ¡(¸ + 2¹)

¸
: (7)

Bizony¶³t¶as. TekintsÄuk a

Á(x) =
1

2
xT Ax + aT x + ® ¡ f(x0)(b

T x + ¯)

seg¶edfÄuggv¶enyt. VegyÄuk ¶eszre, hogy f(x) = f(x0) akkor ¶es csak akkor tel-
jesÄul, ha Á(x) = Á(x0), valamint rÁ(x0) 6= 0 ¶es Á0

xn
(x0) 6= 0. Ennek az

a fontos kÄovetkezm¶enye, hogy Á(x) is lok¶alisan pszeudoline¶aris x0-ban. Te-
kintsÄuk a p(u) implicitfÄuggv¶enyt, amely x0 egy kÄornyezet¶eben parametriz¶alja
a Á(x) = Á(x0) szintvonalat. A 3. ¶es 5. Lemm¶ak szerint ekkor minden
u 2 N -re

rp(u) = ¡ruÁ(u; p(u))

Á0
v(u; p(u))

´ r = const ; (8)

¶es

r2
uuÁ(u; p(u)) ´ ¡2ruÁ0

v(u; p(u))T rp(u) ¡ Á00
vv(u; p(u))rp(u)T rp(u) : (9)

Haszn¶aljuk az x = (u; v) dekompoz¶³ci¶ot ¶es az A m¶atrix ennek megfelel}o

A =

·
Auu au

aT
u avv

¸
(10)
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part¶³cion¶alt alakj¶at. Ekkor igazak a kÄovetkez}o ÄosszefÄugg¶esek:

r2
uuÁ(u; p(u)) = Auu ; ruÁ0

v(u; p(u))rp(u)T = aurp(u)T = aurT ;

Á00
vv(u; p(u))rp(u)rp(u)T = avvrp(u)rp(u)T = avvrr

T :

Ezek, a (3) felt¶etellel egyÄutt, azt adj¶ak, hogy

Auu = ¡(2au + avvr)rT : (11)

Mivel Auu szimmetrikus, ez¶ert (11) csak ¶ugy teljesÄulhet, ha ¡2au¡avvr =
¸r valamely ¸ 2 IR mellett, kÄovetkez¶esk¶eppen Auu = ¸rrT ¶es au = ¹r, ahol
¹ = ¡(¸ + avv)=2, ¶es ¶³gy avv = ¡(¸ + 2¹). 2

Az A m¶atrix (10) alatti alakja kÄulÄonÄosen alkalmas arra, hogy az A m¶atrix
inerci¶aj¶at meghat¶arozzuk. Az inerciasz¶am¶³t¶as a Haynsworth f¶ele inercia t¶etel
seg¶³ts¶eg¶evel kÄonnyen elv¶egezhet}o [4]. Ez a t¶etel felt¶etelezi a Schur-komplemens
fogalm¶at, mely az A m¶atrix al¶abbi part¶³cion¶alt alakj¶aval kapcsolatos, ahol P
nemszingul¶aris kvadratikus r¶eszm¶atrix:

A =

·
P Q
QT R

¸
:

A determin¶anselm¶eletb}ol (Schur-lemma) j¶ol ismert

S = R ¡ QT P¡1Q (12)

kvadratikus m¶atrixot (¶ujabban) a P blokk A-beli Schur-komplemens¶enek
nevezzÄuk. A Haynsworth-f¶ele inercia t¶etel azt ¶all¶³tja, hogy amennyiben a
nemszingul¶aris P m¶atrix princip¶alis (sorindexeinek halmaza megegyezik osz-
lopindexeinek halmaz¶aval), akkor

Iner(A) = Iner(P ) + Iner(S) ; (13)

ahol az Äosszead¶as komponensenk¶ent v¶egzend}o. A P blokk principalit¶asa biz-
tos¶³tja azt, hogy mind a P , mind pedig az S m¶atrix szimmetrikus.

A Schur-komplemens fontos szerepet j¶atszik minden pivot algoritmusban,
ez¶ert a (10) k¶eplet alapj¶an b¶armely szimmetrikus m¶atrix inerci¶aja kisz¶am¶³t-
hat¶o speci¶alis pivot elem v¶alaszt¶asi szab¶alyon alapul¶o pivot transzform¶aci¶ok
v¶eges sorozat¶aval. Ezt a numerikus m¶odszert R. W. Cottle publik¶alta [2]-ben.
Err}ol r¶eszletes le¶³r¶as tal¶alhat¶o [7]-ben.

9. T¶etel. TegyÄuk fel, hogy a (4) alatt de¯ni¶alt kvadratikus tÄortfÄuggv¶eny
lok¶alisan pszeudoline¶aris x0 2 K -ban, ahol rf(x0) 6= 0. Ha r 6= 0, akkor
igazak a kÄovetkez}o ¶all¶³t¶asok:

(i) Ha ¸ + ¹ 6= 0, akkor Iner(A) = (1; n ¡ 2; 1).
(iia) Ha ¸ + ¹ = 0 ¶es ¸ + 2¹ > 0, akkor Iner(A) = (1; n ¡ 1; 0).
(iib) Ha ¸ + ¹ = 0 ¶es ¸ + 2¹ < 0, akkor Iner(A) = (0; n ¡ 1; 1).

Ha r = 0, akkor Iner(A) = (1; n¡1; 0), ha ¸+2¹ > 0 ¶es Iner(A) = (0; n¡1; 1),
ha ¸ + 2¹ < 0.
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Bizony¶³t¶as. (ia) Vizsg¶aljuk el}oszÄor azt az esetet, amikor ¸ + 2¹ 6= 0, ¶es
legyen P = [¡(¸ + 2¹)] a (13) inercia-formul¶aban. A (12) Schur-komplemens
formula szerint

S =

·
(¸ + ¹)2

¸ + 2¹
rrT

¸
:

r 6= 0 miatt Iner(rrT ) = (0; n ¡ 2; 1), ¶es ¶³gy

Iner(S) = Iner

·
(¸ + ¹)2

¸ + 2¹

¸
+ (0; n ¡ 2; 0) :

Mivel Iner(A) = Iner(P ) + Iner(S) = Iner [¡(¸ + 2¹)] + Iner
h

(¸+¹)2

¸+2¹

i
+

(0; n ¡ 2; 0), ez¶ert az (ia) ¶all¶³t¶as bizony¶³t¶ast nyert.
(ib) Vizsg¶aljuk most a ¸ + 2¹ = 0 esetet. Ekkor szÄuks¶egk¶eppen ¸ 6= 0.

Legyen P1 =
£
¸r2

i

¤
, ahol ri 6= 0 valamely i-re. Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert

tegyÄuk fel, hogy i = 1. Ekkor (12) a kÄovetkez}ot adja:

S1 =

·
0 0
0T ¡¸=4

¸
:

V¶alasszuk S1-ben a P2 = [¡¸=4] blokkot. Mivel P2-nek S1-ben az (n¡ 2)-ed
rend}u nullm¶atrix a Schur-komplemense, ez¶ert

Iner(A) = Iner
£
¸r2

i

¤
+ Iner [¡¸=4] + (0; n ¡ 2; 0) = (1; n ¡ 2; 1) :

(ii) Legyen P = [¡(¸ + 2¹)]. (12) szerint, ¸ + ¹ = 0 miatt

S =

·
(¸ + ¹)2

¸ + 2¹
rrT

¸
= 0 :

Mivel Iner(A) = Iner(P )+Iner(S) = Iner [¡(¸ + 2¹)]+(0; n¡1; 0), ez¶ert (ii)
bizony¶³t¶ast nyert.

Az A m¶atrix (7) alakja miatt az r = 0 eset bizony¶³t¶asa a (ii) ¶all¶³t¶as
bizony¶³t¶as¶aval megegyez}o. 2

A kÄovetkez}o t¶etel a lok¶alis pszeudolinearit¶as tov¶abbi fontos kÄovetkezm¶e-
nyeit fogalmazza meg.

10. T¶etel. TegyÄuk fel, hogy a (4) alatt de¯ni¶alt kvadratikus tÄortfÄuggv¶eny
lok¶alisan pszeudoline¶aris x0 2 K-ban, ahol rf(x0) 6= 0. Legyen gT =£
rT ¡ 1

¤
. Ekkor igazak a kÄovetkez}o ¶all¶³t¶asok:

(i) rang(A) = 1 vagy 2.

(ii) Ha rang(A) = 1, akkor rf(x0); a ¡ f(x0)b 2 Linfgg = image(A).

(iii) Ha rang(A) = 2, akkor rf(x0); a¡f(x0)b 2 Linfgg µ Linfg;Agg =
image(A).

(iv) Ha f(x) lok¶alisan pszeudoline¶aris egy x0-t¶ol kÄulÄonbÄoz}o x1 pontban
is, ahol rf(x1) 6= 0 ¶es f(x1) 6= f(x0), akkor a; b 2 image(A).
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(v) Ha Ax = rf(x0), akkor rf(x0)T x = 0 ¶es, ha rf(x0)T x = 0, akkor
xT Ax = 0.

Bizony¶³t¶as. (i) Mivel rang(A) = º(A)+¼(A), ez¶ert a 9. T¶etelb}ol kÄovetkezik,
hogy rang(A) = 1 vagy 2.

(ii) A 9. T¶etel szerint, rang(A) = 1 ekvivalens a kÄovetkez}o ¶all¶³t¶assal: vagy
r 6= 0 ¶es ¸ + ¹ = 0, vagy pedig r = 0. A 8. T¶etel szerint ekkor

A = ·

·
rrT ¡r

¡ rT 1

¸
= ·

·
r

¡ 1

¸
[ rT ¡1 ] ;

ahol az els}o esetben · = ¸, a m¶asodikban pedig · = ¡(¸ + 2¹). Ebb}ol
kÄozvetlenÄul ad¶odik, hogy A = ·ggT , ¶es image(A) = Linfgg = ftg : t 2 IRg.
A (8) ÄosszefÄugg¶es szerint

rÁ(x0)
T = ¡Á0

v(x0) [ rT ¡1 ] = ¡Á0
v(x0)g

T ;

ahol Á0
v(x0) 6= 0. A Á(x) fÄuggv¶eny de¯n¶³ci¶oj¶at is ¯gyelembe v¶eve, igaz a

kÄovetkez}o:

rf(x0) =
1

bT x0 + ¯
rÁ(x0) = ¡ Á0

v(x0)

bT x0 + ¯
g ;

¶es ez¶ert rÁ(x0); rf(x0) 2 Linfgg. M¶asfel}ol viszont rÁ(x0) ¡ Ax0 = a ¡
f(x0)b, ¶es ez¶ert a ¡ f(x0)b 2 Linfgg = image(A).

(iii) A 9. T¶etel szerint rang(A) = 2 azzal ekvivalens, hogy r 6= 0 ¶es
¸ + ¹ 6= 0. El}oszÄor azt mutatjuk meg, hogy g 2 image(A), vagyis az Ax = g
egyenlet megoldhat¶o x-ben. TekintsÄuk az x ¶es g vektorokat, valamint az A
m¶atrixot az (u; v) felbont¶asukban, ahol u 2 IRn¡1 ¶es v 2 IR. Ekkor

Ax =

"
¸rrT ¹r

¹rT ¡(¸ + 2¹)

#·
u

v

¸
=

"
¸(rT u)r + ¹vr

¹(rT u) ¡ (¸ + 2¹)v

#
:

Ebb}ol a felbont¶asb¶ol nyilv¶anval¶o, hogy az Ax = g egyenlet akkor ¶es csak
akkor teljesÄul, ha az x vektor u ¶es v komponensei kiel¶eg¶³tik a kÄovetkez}o,
rT u-ban ¶es v-ben line¶aris egyenletrendszert:

¸(rT u) + ¹v = 1 ;

¹(rT u) ¡ (¸ + 2¹)v = ¡1 :
(14)

Mivel az egyenletrendszer determin¶ansa ¸ + ¹ 6= 0, ez¶ert (14)-nek egyetlen
megold¶asa van:

rT u = v =
1

¸ + ¹
; (15)

amib}ol g 2 image(A) ad¶odik.
Most megmutatjuk, hogy g ¶es Ag line¶arisan fÄuggetlenek. Els}o l¶ep¶esben

azt mutatjuk meg, hogy Ag 6= 0. Indirekt m¶odon okoskodva, tegyÄuk fel, hogy
Ag = 0. Ez azt jelenti, hogy

Ag =

"
¸rrT ¹r

¹rT ¡(¸ + 2¹)

# ·
r

¡ 1

¸
=

"
¸(rT r)r ¡ ¹r

¹(rT r) + (¸ + 2¹)

#
=

·
0

0

¸
:
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Ez azonban akkor ¶es csak akkor teljesÄul, ha

¸rT r ¡ ¹ = 0 ;

¹rT r + ¸ + 2¹ = 0 ;

¶es ennek kÄovetkezt¶eben ¸¹rT r = ¹2 = ¡¸2 ¡ 2¸¹. Ez azonban ekvivalens a
(¸ + ¹)2 = 0 felt¶etellel, ami ¸ + ¹ 6= 0 miatt lehetetlen. Ez az ellentmond¶as
bizony¶³tja ¶all¶³t¶asunkat.

A kÄovetkez}o l¶ep¶esben megmutatjuk, hogy g ¶es Ag line¶arisan fÄuggetlenek.
Indirekt m¶odon okoskodva tegyÄuk fel, hogy Ag = °g valamely ° 6= 0 val¶os
sz¶ammal. Legyen ± = 1=° 6= 0. Feltev¶esÄunk szerint ekkor A(±g) = g kell,
hogy teljesÄuljÄon. Ez azonban azt jelenti, hogy az x = ±g = (u; v) vektornak
teljes¶³tenie kell a (15) egyenletet, ami ekvivalens azzal, hogy gT x = gT (±g) =
±gT g = 0, ami azonban ± 6= 0 ¶es g 6= 0 miatt lehetetlen. Ez bizony¶³tja azt,
hogy g ¶es Ag line¶arisan fÄuggetlenek. Mivel g;Ag 2 image(A) ¶es rang(A) = 2,
ez¶ert image(A) = Linfg; Agg, ahogy azt ¶all¶³tottuk.

A (ii) ¶all¶³t¶as bizony¶³t¶asa sor¶an alkalmazott gondolatmenet ebben az eset-
ben is azt eredm¶enyezi, hogy rf(x0); a ¡ f(x0)b 2 Linfgg µ Linfg;Agg =
image(A).

(iv) TekintsÄuk most az x1 2 K pontot, melyre f(x1) 6= f(x0), rf(x1) 6= 0
teljesÄul, ¶es amelyben f(x) ugyancsak lok¶alisan pszeudoline¶aris. (ii) ¶es (iii)
szerint ekkor

rÁ(xi) ¡ Axi = a ¡ f(xi)b 2 image(A)

i = 0; 1 eset¶en. Mivel f(x0) 6= f(x1), ez¶ert nyilv¶anval¶o, hogy a; b 2 image(A).

(v) Megmutatjuk, hogy, ha Ax = rf(x0), akkor rf(x0)T x = 0 ¶es, ha
rf(x0)T x = 0, akkor xT Ax = 0.

N¶ezzÄuk el}oszÄor azt az esetet, amikor rang(A) = 1. Mivel ekkor A = ·ggT

¶es rf(x0) = °g, ahol ·; ° 6= 0, ez¶ert mindk¶et ¶all¶³t¶as nyilv¶anval¶o.
N¶ezzÄuk most azt az esetet, amikor rang(A) = 2. Legyen x = (u; v)

megold¶asa az Ax = g egyenletnek. Ekkor (15) szÄuks¶egk¶eppen teljesÄul, ami
pontosan a gT x = rT u ¡ v = 0 felt¶etelt szolg¶altatja. Mivel rf(x0) = °g,
ez¶ert, ha Ax = rf(x0), akkor rf(x0)T x = 0. TegyÄuk most fel, hogy
rf(x0)T x = 0, amely ekvivalens azzal, hogy gT x = rT u ¡ v = 0. (15)
szerint ekkor Ax = (¸ + ¹)g ¶es ¶³gy xT Ax = (¸ + ¹)gT x = 0. 2

A kÄovetkez}o t¶etel tal¶an t¶uls¶agosan technikainak t}unik, de fontos szerepe
lesz a dolgozat f}o eredm¶enyeinek bizony¶³t¶as¶aban.

11. Seg¶edt¶etel. TegyÄuk fel, hogy a (4) alatt de¯ni¶alt kvadratikus tÄortfÄugg-
v¶eny lok¶alisan pszeudoline¶aris x0 2 K-ban, ahol rf(x0) 6= 0. TegyÄuk fel,

hogy rang(A) = 2. Ekkor l¶eteznek olyan â; b̂ 2 IRn vektorok, hogy

a = Aâ ¶es b = Ab̂ ; (16)

¶es ¸ = f(x0) kiel¶eg¶³ti a kÄovetkez}o egyenletet:

bT b̂¸2 + 2(¯ ¡ aT b̂)¸ + aT â ¡ 2® = 0 : (17)
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Ha f(x) lok¶alisan pszeudoline¶aris legal¶abb h¶arom olyan pontban, ahol f(x)

gradiense nem t}unik el, ¶es a fÄuggv¶eny¶ert¶ekek kÄulÄonbÄoz}oek, akkor az â, b̂
vektorokra teljesÄulniÄuk kell a kÄovetkez}o felt¶eteleknek:

a = Aâ ; b = Ab̂ ; bT b̂ = 0 ; aT b̂ = ¯ ¶es aT â = 2® : (18)

Bizony¶³t¶as. Mivel rang(A) = 2 akkor ¶es csak akkor teljesÄul, ha Iner(A) =
(1; n¡2; 1), ez¶ert a 10. T¶etel (ii) ¶es (iii) ¶all¶³t¶asaib¶ol kÄovetkezik (16)-nak eleget

tev}o â; b̂ 2 IRn vektorok l¶etez¶ese. (16) felhaszn¶al¶as¶aval kapjuk a kÄovetkez}ot:

rf(x0) =
Ax0 + a ¡ f(x0)b

bT x0 + ¯
=

Ax0 + Aâ ¡ f(x0)Ab̂

bT x0 + ¯
=

A(x0 + â ¡ f(x0)b̂)

bT x0 + ¯
:

A 10. T¶etel szerint, ha Ax = rf(x0), akkor rf(x0)T x = 0, ez¶ert

¡
Ax0 + a ¡ f(x0)b

¢T ¡
x0 + â ¡ f(x0)b̂

¢
= 0 :

Elv¶egezve a beszorz¶ast ¶es felhaszn¶alva az a = Aâ, b = Ab̂ ÄosszefÄugg¶eseket,
azt kapjuk, hogy

bT b̂f2(x0) ¡ (2bT x0 + 2bT â)f(x0) + xT
0 Ax0 + 2aT x0 + aT â = 0 :

V¶egrehajtva az

xT
0 Ax0 + 2aT x0 = 2f(x0)(b

T x0 + ¯) ¡ 2®

helyettes¶³t¶est, a

bT b̂f(x0)
2 + 2(¯ ¡ aT b̂)f(x0) + aT â ¡ 2® = 0

egyenletre jutunk, amely pontosan azt adja, hogy ¸ = f(x0) kiel¶eg¶³ti a (17)
egyenletet. Ha f(x) lok¶alisan pszeudoline¶aris legal¶abb h¶arom olyan pontban,
ahol f(x) gradiense nem t}unik el, ¶es a fÄuggv¶eny¶ert¶ekek kÄulÄonbÄoz}oek, akkor
a (17) egyenletnek legal¶abb h¶arom kÄulÄonbÄoz}o megold¶asa van, ami csak ¶ugy
lehets¶eges, hogy valamennyi egyÄutthat¶o 0-val egyenl}o. 2

A kÄovetkez}o t¶etel tiszt¶an m¶atrixalgebrai, de a tov¶abbi vizsg¶alatokban
szÄuks¶egÄunk lesz r¶a.

12. Seg¶edt¶etel. Legyen az A szimmetrikus m¶atrix inerci¶aja (1; n ¡ 2; 1).
Ekkor minden olyan d 2 IRn, d 6= 0 vektorhoz, mely rendelkezik azzal a
tulajdons¶aggal, hogy d = Ad̂ ¶es dT d̂ = 0 teljesÄul valamely d̂ 2 IRn vektorral,
tal¶alhat¶o egyetlen olyan p 2 IRn vektor, hogy

A = pdT + dpT ;

tov¶abb¶a p rendelkezik a kÄovetkez}o tulajdons¶aggal: p = Ap̂ ¶es pT p̂ = 0 teljesÄul
valamely p vektorral, ¶es pT d̂ = dT p̂ = 1.

Bizony¶³t¶as. Legyen s1; s2; s3; . . . ; sn az A saj¶atvektoraib¶ol ¶all¶o ortonorm¶alt
b¶azis IRn-ben. TegyÄuk fel, hogy As1 = ¾1, ¾1 < 0 ¶es As2 = ¾2, ¾2 > 0. A
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feltev¶esek alapj¶an nyilv¶anval¶o, hogy image(A) = Linf s1; s2 g. Rendelkezzen
a d 2 IRn vektor a megk¶³v¶ant tulajdons¶agokkal. Ekkor d 2 image(A) =
Linf s1; s2 g, ¶es ez¶ert d kÄovetkez}o el}o¶all¶³t¶asa egy¶ertelm}u:

d = ±1s1 + ±2s2 :

Mivel d = Ad̂ ¶es dT d̂ = 0, ez¶ert az ¶altal¶anoss¶ag megs¶ert¶ese n¶elkÄul feltehetjÄuk,
hogy d̂ 2 Linf s1; s2 g, kÄovetkez¶esk¶eppen

d̂ =
±1

¾1
s1 +

±2

¾2
s2 ;

¶es enn¶elfogva

dT d̂ =
±2
1

¾1
+

±2
2

¾2
= 0 :

Mivel d 6= 0, ez¶ert ez csak ¶ugy lehet, ha ±1 6= 0 ¶es ±2 6= 0. Legyen

p =
¾1

2±1
s1 +

¾2

2±2
s2 ¶es p̂ =

1

2±1
s1 +

1

2±2
s2 :

KÄonnyen meggy}oz}odhetÄunk arr¶ol, hogy p = Ap̂,

pT p̂ =
¾1

4±2
1

+
¾2

4±2
2

=
4¾1¾2

±2
1±2

2

µ
±2
1

¾1
+

±2
2

¾2

¶
=

4¾1¾2

±2
1±2

2

dT d̂ = 0

¶es

dT p̂ = ±1
1

2±1
+ ±2

1

2±2
= 1 ¶es pT d̂ =

¾1

2±1

±1

¾1
+

¾2

2±2

±2

¾2
= 1 :

Most megmutatjuk, hogy A = pdT +dpT . TekintsÄuk az S = [s1; s2; . . . ; sn]
b¶azis m¶atrixot. S konstrukci¶oja folyt¶an S¡1 = ST , ¶es ¶³gy A = pdT + dpT

akkor ¶es csak akkor ¶all fenn, ha

ST AS = (ST p)(dT S) + (ST d)(pT S) :

¶Irjuk mindk¶et m¶atrixot azonosan particion¶alva, a kÄovetkez}o m¶odon:

ST AS =

µ
P 0
0 0

¶
; ahol P =

µ
¾1 0
0 ¾2

¶

¶es

(ST p)(dT S) + (ST d)(pT S) =

µ
Q 0
0 0

¶
;

ahol

Q =

0
@

2
¾1

2±1
±1

¾1

2±1
±2 +

¾2

2±2
±1

¾1

2±1
±2 +

¾2

2±2
±1 2

¾2

2±2
±2

1
A :

Nyilv¶anval¶o, hogy P = Q akkor ¶es csak akkor teljesÄul, ha

¾1

2±1
±2 +

¾2

2±2
±1 = 0 :
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VegyÄuk ¶eszre, hogy

¾1

2±1
±2 +

¾2

2±2
±1 =

¾1¾2

2±1±2

µ
±2
1

¾1
+

±2
2

¾2

¶
=

¾1¾2

2±1±2
dT d̂ = 0 ;

ami azt bizony¶³tja, hogy P = Q ¶es A = pdT + dpT . 2

Most bebizony¶³tjuk a (4) t¶³pus¶u kvadratikus tÄortfÄuggv¶enyek Cambini-
Carosi, illetve Rapcs¶ak f¶ele karakteriz¶aci¶oj¶at (l¶asd 6. ¶es 7. T¶etelek) a glob¶alis
pszeudolinearit¶as felt¶etelez¶es¶et lok¶alisra gyeng¶³tve. A bizony¶³t¶ast k¶et l¶ep¶esben
v¶egezzÄuk el, annak megfelel}oen, hogy a (4) fÄuggv¶enyben szerepl}o A m¶atrixnak
1 vagy 2 a rangja.

13. T¶etel. Legyen f(x) (4) t¶³pus¶u kvadratikus tÄortfÄuggv¶eny, ¶es az A m¶atrix
rangja legyen 1. Ekkor f(x) akkor ¶es csak akkor lok¶alisan pszeudoline¶aris
x0 2 K-ban, ahol rf(x0) 6= 0, ha l¶eteznek olyan ~® 6= 0 ¶es ~̄, valamint ®̂ 6= 0,
^̄ ¶es °̂ konstansok, melyekre fenn¶allnak a kÄovetkez}o ÄosszefÄugg¶esek:

A = ~®bbT ¶es a = ~̄b ; (19)

valamint

f(x) = ®̂bT x + ^̄ +
°̂

bT x + ¯
; (20)

illetve
®̂ 6= °̂(bT x0 + ¯)2 : (21)

Bizony¶³t¶as. SzÄuks¶egess¶eg. A 10. T¶etel (ii) ¶all¶³t¶as¶anak kÄozvetlen kÄovet-
kezm¶enye olyan ~® 6= 0, ~̄ ¶es ~° konstansok l¶etez¶ese, melyekkel (19) fenn¶all.
Ezeket az ÄosszefÄugg¶eseket (4)-be helyettes¶³tve megkapjuk (20)-at, ahol

®̂ =
~®

2
; ^̄ = ~̄ ¡ ¯

~®

2
¶es °̂ = ® ¡ ¯ ~̄ + ¯2 ~®

2
:

(20)-b¶ol egyszer}u sz¶amol¶assal ad¶odik, hogy

rf(x) =

µ
®̂ ¡ °̂

(bT x + ¯)2

¶
b : (22)

A rf(x0) 6= 0 felt¶etel csak ¶ugy teljesÄulhet, ha (21) fenn¶all.

Elegend}os¶eg. Ha (21) teljesÄul, akkor folytonoss¶agi okokb¶ol a (20) fÄuggv¶eny
(22) gradiense x0 egy eg¶esz kÄornyezet¶en kÄulÄonbÄozik 0-t¶ol, enn¶elfogva teljesÄul a
4. T¶etel Rapcs¶ak-f¶ele (R) felt¶etele, amely elegend}o az x0-beli lok¶alis pszeudo-
linearit¶ashoz. 2

14. T¶etel. Legyen f(x) (4) t¶³pus¶u kvadratikus tÄortfÄuggv¶eny, ¶es legyen az
A m¶atrix rangja 2. TegyÄuk fel, hogy f(x) lok¶alisan pszeudoline¶aris legal¶abb
h¶arom olyan kÄulÄonbÄoz}o pontban, ahol f(x) gradiense nem t}unik el, ¶es a
fÄuggv¶eny¶ert¶ekek kÄulÄonbÄoz}oek. Ekkor l¶etezik olyan p 2 IRn vektor ¶es ¼ 2 IR
skal¶ar, hogy

f(x) = pT x + ¼ : (23)
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Bizony¶³t¶as. A rang(A) = 2 felt¶etel esetÄunkben azzal ekvivalens, hogy
Iner(A) = (1; n ¡ 2; 1). A 11. Seg¶edt¶etel szerint ekkor l¶eteznek olyan â,

b̂ 2 IRn vektorok, melyekkel teljesÄul (18). A 12. Seg¶edt¶etel szerint ekkor
l¶etezik olyan p 2 IRn vektor, hogy

A = bpT + pbT :

A-nak ez a felbont¶asa a (16) ¶es (18) felt¶etelekkel egyÄutt azt adja, hogy

a = Aâ = (pT â)b + (bT â)p = ¼b + ¯p

¶es

® =
1

2
aT â =

1

2

¡
¼bT â + ¯pT â

¢
=

1

2
(¼¯ + ¯¼) = ¼¯ ;

ahol ¼ = pT â. Ezeket az ÄosszefÄugg¶eseket (4)-be helyettes¶³tve megkapjuk
(23)-at. 2
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ON PSEUDOLINEAR FRACTIONAL FUNCTIONS

The aim of the paper is to present a local approach called \the implicit function
approach" in characterizing pseudolinearity in case of quadratic fractional functions.
The class of functions investigating in the paper has already been intensively studied
by several authors, including Cambini-Carosi and Rapcs¶ak. It is shown in the paper
that results known from the literature can be obtained under weaker hypothesis
(local pseudolinearity) on the fractional function under consideration.
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ABSZORPCI¶OS K¶EPESS¶EGEK ¶ES INNOV¶ACI¶O {
EGY SZABADALMI VERSENY MODELLJE 1

SEBESTY¶EN TAM¶AS
PTE KTK

Tanulm¶anyunkban egy szabadalmi versenyt modellezÄunk, amelynek sor¶an a
kor¶abbi megkÄozel¶³t¶esekkel szemben ¯gyelembe vesszÄuk az abszorpci¶os k¶epes-
s¶egek szerep¶et, vagyis, hogy egy v¶allalat K+F tev¶ekenys¶eg¶enek hat¶ekonys¶aga
fÄugg a m¶ar felhalmozott tud¶ast¶ol, azaz a m¶ultban v¶egzett K+F tev¶ekenys¶eg
m¶ert¶ek¶et}ol. A bemutat¶asra kerÄul}o duopol modellt annak bonyolults¶aga mi-
att nem oldjuk meg analitikusan, hanem sz¶am¶³t¶og¶epes szimul¶aci¶o seg¶³ts¶eg¶evel
elemezzÄuk. A kapott eredm¶enyek ¶arnyalj¶ak a szabadalmi versennyel kapcso-
latos kor¶abbi eredm¶enyeket. A kÄovetkeztet¶esek felh¶³vj¶ak a ¯gyelmet arra,
hogy a kor¶abbi modellek ¶altal t¶argyalt, az innov¶aci¶o megval¶os¶³t¶as¶at¶ol val¶o
t¶avols¶agb¶ol sz¶armaz¶o kezdeti l¶ep¶esel}ony mellett az abszorpci¶os k¶epess¶egek
¯gyelembe v¶etele eset¶en megjelenik a v¶allalatok kÄozÄotti, ,,dinamikusnak" ne-
vezhet}o l¶ep¶esel}ony is, amely az abszorpci¶os k¶epess¶egek kÄulÄonbs¶eg¶eb}ol fakad.
¶Igy a kezdeti l¶ep¶esh¶atr¶anyban l¶ev}o v¶allalat sz¶am¶ara lehets¶egess¶e v¶alik a sza-
badalom elnyer¶ese, ha dinamikus l¶ep¶esel}onye kell}oen nagy, vagyis abszorpci¶os
k¶epess¶egeinek szintje elegend}o m¶ert¶ekben meghaladja versenyt¶ars¶a¶et.

Kulcsszavak: szabadalmi verseny, abszorpci¶os k¶epess¶eg, innov¶aci¶o, j¶arad¶ek-
fel¶el¶es

1 Bevezet¶es

A v¶allalatok kutat¶as-fejleszt¶esi tev¶ekenys¶ege gyakran tekinthet}o egyfajta ver-
senynek valamely j¶ol de¯ni¶alt c¶el el¶er¶ese ¶erdek¶eben. KÄulÄonÄosen igaz ez olyan
esetekben, ahol a piacot n¶eh¶any nagy v¶allalat uralja ¶es valamennyien ala-
posan ismerik a leg¶ujabb technol¶ogi¶akat, kutat¶asi eredm¶enyeket, ezen t¶ulme-
n}oen pedig k¶epesek felm¶erni a technol¶ogia fejl}od¶es¶enek lehets¶eges ir¶anyait.
B¶ar ezek a v¶allalatok egyÄuttm}ukÄodhetnek, ilyen szitu¶aci¶okban nem ritka,
hogy tÄobb v¶allalat ugyanazt (vagy igen hasonl¶o) innov¶aci¶ot igyekszik p¶arhu-
zamosan megval¶os¶³tani, mikÄozben tiszt¶aban vannak azzal, hogy versenyt¶arsaik
is ugyanazzal a probl¶em¶aval foglalkoznak.

A fenti s¶em¶aba illik az ¶un. szabadalmi versenyek (patent race) fogalma,
amelyek eset¶eben az innov¶aci¶o megval¶os¶³t¶as¶aval egyfajta monopolista j¶ara-
d¶ekra tesz szert a gy}oztes v¶allalat. Term¶eszetesen nem szÄuks¶eges, hogy a
gy}oztes ¶altal realiz¶alt ,,ki¯zet¶es" szabadalom ¶altal v¶edett legyen, a monopol-
j¶arad¶ek sz¶armazhat puszt¶an az els}obbs¶egb}ol is, b¶ar k¶ets¶egtelen, hogy ekkor

1Be¶erkezett: 2008. december 5. E-mail: sebestyent@ktk.pte.hu.
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rÄovidebb ideig jelent pro¯ttÄobbletet. Az ilyen szitu¶aci¶ok els}o modelljei Loury
(1979) illetve Dasgupta ¶es Stiglitz (1980) nev¶ehez f}uz}odnek.

A szabadalmi versennyel foglalkoz¶o korai irodalom f}ok¶ent az egyens¶ulyi
helyzetek komparat¶³v statikus elemz¶es¶ere koncentr¶alt (Dasgupta ¶es Stiglitz,
1980; Dasgupta, 1986), vagy a versenyz}o v¶allalatok kÄozÄott fenn¶all¶o kezdeti
aszimmetri¶ak hat¶as¶ara (Gilbert ¶es Newberry, 1982). Ezek a modellek ugyan
kezelik a technol¶ogiai bizonytalans¶agot, vagyis ¯gyelembe veszik, hogy adott
K+F r¶aford¶³t¶as bizonytalan m¶ert¶ek}u el}orel¶ep¶est jelenthet csak az innov¶aci¶os
folyamatban, ugyanakkor nem veszik ¯gyelembe a dinamikus bizonytalans¶a-
got, vagyis hogy az innov¶aci¶o id}oig¶enyes tev¶ekenys¶eg, tÄobb peri¶oduson h¶uz¶o-
dik ¶at, s kÄozben a kor¶abban meghozott K+F dÄont¶esek m¶odos¶³that¶ok, ¯gye-
lembe v¶eve a v¶allalatok versenyben elfoglalt relat¶³v poz¶³ci¶oj¶at (Zizzo, 2002).

Csak az innov¶aci¶os folyamat dinamik¶aj¶ara koncentr¶alnak Fudenberg et al.
(1983) illetve Harris ¶es Vickers (1985) modelljei, mikÄozben a technol¶ogiai ha-
lad¶as ezekben az esetekben determinisztikus. Vagyis megjelenik a dinamikus,
de elt}unik a technol¶ogiai bizonytalans¶ag.

Grossman ¶es Sharpio (1987), valamint Harris ¶es Vickers (1987) modelljei
mindk¶et bizonytalans¶agi t¶enyez}ot integr¶alj¶ak: az el}obbi k¶etl¶ep¶eses innov¶aci¶os
folyamatot vizsg¶al, s ¶³gy az ut¶obbi speci¶alis esetek¶ent tekinthet}o.

A dinamikus bizonytalans¶agot ¯gyelmen k¶³vÄul hagy¶o modellek kÄozÄos jel-
lemz}oje, hogy a szabadalmi versenyben r¶eszt vev}o v¶allalatok K+F r¶aford¶³t¶a-
saikat a verseny kezdet¶en ,,egyszer-s-mindenkorra" meghat¶arozz¶ak, s nincsen
m¶odjuk k¶es}obb ezt megv¶altoztatni, annak ellen¶ere, hogy az innov¶aci¶os folya-
mat tÄobbperi¶odus¶u is lehet (l¶asd pl.: Reinganum, 1981).

Grishagin ¶es szerz}ot¶arsai (2001) azonban felh¶³vj¶ak a ¯gyelmet arra, hogy
a K+F versenyben r¶esztvev}o felek ¶altal¶aban keveset tudnak a riv¶alisok folya-
matban l¶ev}o kutat¶asi programjair¶ol, am¶³g valaki meg nem kapja a szabadal-
mat, vagy piacra nem viszi az ¶uj, vagy ¶uj technol¶ogi¶aval k¶eszÄult term¶eket,
esetleg mag¶at a technol¶ogi¶at. ¶Igy a kor¶abbi dÄont¶esek relat¶³v poz¶³ci¶on alapul¶o
felÄulvizsg¶alata ¶ertelm¶et veszti, hiszen nem ismertek a relat¶³v poz¶³ci¶ok.

Valamennyi modell ¯gyelembe veszi, hogy a v¶allalatok kÄulÄonbÄozhetnek a
verseny kezdet¶en elfoglalt poz¶³ci¶ojukat tekintve abb¶ol a szempontb¶ol, hogy
mennyire ¶allnak kÄozel a c¶elhoz, azaz az innov¶aci¶o megval¶os¶³t¶as¶ahoz: ez az
elt¶er¶es jelent}os kÄulÄonbs¶egekhez vezethet a verseny lefoly¶as¶at illet}oen. Har-
ris ¶es Vickers (1985) kiemelik, hogy a v¶allalatok abban is kÄulÄonbÄozhetnek,
hogy milyen hat¶ekony a K+F tev¶ekenys¶egÄuk, azaz adott r¶aford¶³t¶assal milyen
m¶ert¶ek}u el}orehalad¶ast ¶erhetnek el az innov¶aci¶o megval¶os¶³t¶as¶anak ir¶any¶aban.

Egyetlen fenti modell sem t¶er azonban ki arra, hogy ez a kÄulÄonbs¶eg nem
csup¶an a v¶allalatok egyedi jellemz}oib}ol fakadhat, hanem sz¶armazhat mag¶ab¶ol
a K+F tev¶ekenys¶egb}ol is, a tud¶asfelhalmoz¶as hat¶asak¶ent. Erre a jelens¶egre
el}oszÄor Cohen ¶es Levinthal (1989) h¶³vta fel a ¯gyelmet, ¶es abszorpci¶os k¶e-
pess¶egk¶ent hivatkoznak r¶a az irodalomban.2 Abszorpci¶os k¶epess¶egen egy
v¶allalatnak azt a k¶epess¶eg¶et ¶ertjÄuk, hogy a k¶³vÄulr}ol vagy belÄulr}ol ¶erkez}o

2Az angol nyelv}u irodalom az absorptive capacities kifejez¶est haszn¶alja. Magyarul sze-
rencs¶esebbnek tartjuk az abszorpci¶os k¶epess¶eg kifejez¶est, elv¶alasztva ezt a fajta k¶eszs¶eget
a kapacit¶as fogalm¶anak materi¶alisabb jelleg¶et}ol.
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¶uj inform¶aci¶ot, tud¶ast mennyire k¶epes felismerni, ezt mennyiben k¶epes a
m¶ar megl¶ev}o tud¶asb¶azisba integr¶alni, illetve, hogy az ¶³gy b}ovÄul}o tud¶asb¶azist
mennyire k¶epes ¶uj, piack¶epes term¶ekek ¶es szolg¶altat¶asok kifejleszt¶es¶eben fel-
haszn¶alni. Cohen ¶es Levinthal (1989) az abszorpci¶os k¶epess¶egek tekintet¶eben
arra h¶³vj¶ak fel a ¯gyelmet, hogy e k¶epess¶egek nagys¶aga a kor¶abban v¶egzett
K+F tev¶ekenys¶egt}ol fÄugg: azaz egy v¶allalat abszorpci¶os k¶epess¶egei ¶eppen a
K+F r¶ev¶en halmozhat¶ok fel. Az abszorpci¶os k¶epess¶egek jelent}os¶ege teh¶at az,
hogy min¶el el}or¶ebb ¶all egy v¶allalat a K+F l¶epcs}ofokain, ez ir¶any¶u tev¶ekenys¶ege
ann¶al hat¶ekonyabb¶a v¶alik. Egy egys¶egnyi K+F r¶aford¶³t¶as tud¶asb¶azist nÄovel}o
hat¶asa teh¶at egyre jelent}osebb lesz.

Dolgozatunkban az abszorpci¶os k¶epess¶egeknek ezt a szerep¶et ¶ep¶³tjÄuk be
egy szabadalmi verseny modellj¶ebe. A vizsg¶alathoz Grishagin ¶es szerz}ot¶arsai
(2001) modellj¶et vesszÄuk alapul, ¶es azt m¶odos¶³tjuk a szÄuks¶eges m¶ert¶ekben.
¶Igy a dolgozatban tÄobb helyÄutt is hivatkozunk az ezzel val¶o hasonl¶os¶agra,
illetve kÄulÄonbÄoz}os¶egre.

A modell k¶et v¶allalat verseny¶et vizsg¶alja, amelyek meghat¶arozott nagys¶ag¶u
monopolista j¶arad¶ek¶ert versenyeznek. Grishagin ¶es szerz}ot¶arsai (2001) elveit
kÄovetve a v¶allalatok a verseny kezdet¶en hoznak dÄont¶est a kÄovetend}o tÄobb
peri¶odusos strat¶egi¶ar¶ol, majd ezt m¶ar nem m¶odos¶³tj¶ak, azaz nem veszik ¯-
gyelembe relat¶³v poz¶³ci¶ojukat a versenyben. A dolgozat c¶elja, hogy a bemuta-
tott strat¶egiai j¶at¶ek Nash-egyens¶ulyi helyzeteit megkeressÄuk ¶es ezek alapj¶an
kÄovetkeztet¶eseket vonjunk le a verseny kimenetel¶et illet}oen.

A bemutatott modell sok megszor¶³t¶o felt¶etelez¶est tartalmaz, ezek r¶eszben
az alapul szolg¶al¶o modellb}ol ,,ÄorÄokÄolt" tulajdons¶agok, amelyeknek felold¶as¶ara
a dolgozat v¶eg¶en teszÄunk javaslatot.

A dolgozat fel¶ep¶³t¶ese a kÄovetkez}o. A m¶asodik r¶eszben a modell rÄovid
ismertet¶es¶ere kerÄul sor, a harmadik r¶esz a modell szimul¶aci¶oj¶anak elveit mu-
tatja be, a negyedik ¶es ÄotÄodik r¶esz tartalmazza a szimul¶aci¶o eredm¶enyeit, a
hatodik r¶esz pedig Äosszegzi a dolgozat meg¶allap¶³t¶asait.

2 A modell

A piacon k¶et v¶allalat versenyez egyfajta monopolj¶arad¶ek¶ert, amelyet valamely
innov¶aci¶o megval¶os¶³t¶asa eset¶en ¶erhetnek el. Az innov¶aci¶o megval¶os¶³t¶as¶ahoz
tÄobb peri¶oduson keresztÄul v¶egzett K+F tev¶ekenys¶egre van szÄuks¶eg. Tudjuk,
hogy az innov¶aci¶os versenyben gy}oztes v¶allalat V nagys¶ag¶u j¶arad¶ekra tesz
szert. Az is ismert, hogy az innov¶aci¶o megval¶os¶³t¶as¶ahoz N nagys¶ag¶u tud¶ast
kell a v¶allalatoknak felhalmozniuk. A v¶allalatok ¶altal peri¶odusonk¶ent gener¶alt
¶uj tud¶as a K+F r¶aford¶³t¶asok peri¶odusonk¶enti konkr¶et nagys¶ag¶at¶ol, ¶es azok
id}obeli sorrendj¶et}ol is fÄugg.3

A modell az ¶uj tud¶as l¶etrehoz¶as¶anak dinamik¶aj¶an alapul. Az ¶uj tud¶as
l¶etrehoz¶as¶anak modellez¶es¶en¶el az innov¶aci¶oval foglalkoz¶o irodalomban elter-

3Fel kell h¶³vnunk a ¯gyelmet arra, hogy sem Grishagin ¶es szerz}ot¶arsai (2001) modellje,
sem a jelen dolgozatban vizsg¶alt modell nem tartalmazza a technol¶ogiai bizonytalans¶agot,
vagyis a K+F folyamat determinisztikus. A sztochasztikus elemek term¶eszetesen be¶ep¶³t-
het}ok a modellbe, ez egy lehets¶eges ¶es fontos tov¶abbfejleszt¶esi ir¶any lehet.
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jedt ¶un. tud¶as-termel¶esi fÄuggv¶eny megkÄozel¶³t¶est alkalmazzuk, mely szerint a
tud¶as keletkez¶ese egyfajta termel¶esi folyamat, ahol bizonyos inputok (p¶enzbeli,
hum¶an er}oforr¶asok, kor¶abban megszerzett tud¶as, stb.) speci¶alis ,,technol¶ogia"
r¶ev¶en kombin¶al¶odva alakulnak outputt¶a, azaz ¶uj tud¶ass¶a (Griliches, 1989).
Fontos kiemelnÄunk, hogy l¶enyeges kÄulÄonbs¶eg van K+F r¶aford¶³t¶as ¶es K+F
tev¶ekenys¶eg kÄozÄott, ami a tud¶as-termel¶esi fÄuggv¶eny koncepci¶oj¶aval kÄonnyen
¶atl¶athat¶o. A K+F r¶aford¶³t¶as a tud¶as-termel¶esi folyamat inputja, m¶³g a K+F
tev¶ekenys¶eg mag¶at a folyamatot jelenti.

A v¶allalaton belÄuli tud¶as kvantitat¶³v megragad¶asa komoly neh¶ezs¶egekbe
ÄutkÄozik, hiszen az j¶or¶eszt az egy¶enekben, v¶allalati folyamatokban, szervezeti
strukt¶ur¶akban rejlik, s csak egy r¶esze kodi¯k¶alt, azaz kÄozvetlenÄul m¶erhet}o.
A dolgozatban vizsg¶alt modell szempontj¶ab¶ol valamennyi, az adott innov¶aci¶o
megval¶os¶³t¶asa sor¶an l¶etrejÄov}o tud¶as (inform¶aci¶o) l¶enyeges eleme a v¶allalat
adott id}opontig felhalmozott tud¶asb¶azis¶anak. Cowan ¶es Jonard (¶e.n.) nyom¶an
a tud¶ast, amely a kutat¶as-fejleszt¶esi tev¶ekenys¶eg eredm¶enyek¶eppen l¶etrejÄon, a
modellben diszkr¶et ,,t¶enyekk¶ent", azaz valamilyen explicit ¶all¶³t¶as form¶aj¶aban
megfogalmazhat¶o tudom¶anyos vagy egy¶eb ismeretekk¶ent kezeljÄuk. Ennek
¶ertelm¶eben a v¶allalati tud¶as ilyen t¶enyek halmazak¶ent de¯ni¶alhat¶o, ¶es nagy-
s¶aga e halmaz sz¶amoss¶ag¶aval m¶erhet}o.4

Ez a de¯n¶³ci¶o j¶ol illeszkedik a tud¶as hagyom¶anyos ¶ertelmez¶esi keret¶ebe.
¶Altal¶anosnak tekinthet}o a hierarchikusnak is nevezett adat-inform¶aci¶o-tud¶as
megkÄulÄonbÄoztet¶es, ahol az inform¶aci¶o ¶ujdons¶ag¶ert¶ekkel b¶³r¶o adat (t¶eny), a
tud¶as pedig inform¶aci¶ok struktur¶alt halmaza (pl. De Carvalho ¶es szerz}ot¶arsai,
2006).5 Vagyis a v¶allalat ¶altal folyamatosan ,,gy}ujtÄott" t¶enyek ¶es inform¶aci¶ok
valamilyen strukt¶ur¶aba rendez}odve, egym¶assal Äosszekapcsol¶odva alkotj¶ak a
tud¶ast. Ez term¶eszetesen mag¶aban foglalja azt is, hogy ugyanazon az in-
form¶aci¶os b¶azison elt¶er}o tud¶as jÄohet l¶etre, ugyanakkor elt¶er}o inform¶aci¶os
b¶azisokon is l¶etrejÄohet azonos (hasonl¶o) tud¶as.

Figyelembe v¶eve a fentieket, kÄonnyen ¶atl¶athat¶o a tud¶as-elemek (t¶enyek,
inform¶aci¶ok) hat¶asa a v¶allalat tud¶as¶ara ¶es az innov¶aci¶os tev¶ekenys¶egre. Az
ilyen t¶enyek ,,gy}ujt¶ese" eredm¶enyek¶ent a v¶allalat ismeretei Äosszekapcsol¶odnak,
egyre sz¶elesebb h¶al¶ozatba (strukt¶ur¶aba) rendez}odnek, az ismeretek kÄozÄotti
kapcsolatok, asszoci¶aci¶ok sz¶ama nÄovekszik, amely ¶³gy a tud¶as b}ovÄul¶es¶enek
igazi forr¶asa. A v¶allalati K+F tev¶ekenys¶eg az ilyen ismeretek (t¶enyek, ¶all¶³t¶a-
sok) halmaz¶at b}ov¶³ti a k¶es}obb r¶eszletezend}o m¶odon, kÄovetkez¶esk¶eppen nÄoveli
a v¶allalati tud¶ast. Az ¶³gy l¶etrejÄov}o tud¶as a v¶allalatot egyre kÄozelebb viszi az
innov¶aci¶o megval¶os¶³t¶as¶ahoz, v¶egÄul amikor az ismert t¶enyek sz¶ama el¶eri N-

4Term¶eszetesen a tud¶as de¯n¶³ci¶oja ett}ol a megkÄozel¶³t¶est}ol elt¶erhet, mint ahogy p¶eld¶aul
a szervezeti tanul¶asi folyamatokkal foglalkoz¶o irodalom fontos adal¶ekokkal szolg¶al arra
vonatkoz¶oan, hogy az egy¶eni ¶es a v¶allalaton k¶³vÄulr}ol sz¶armaz¶o inform¶aci¶ok milyen kognit¶³v
folyamatok r¶ev¶en transzform¶al¶odnak v¶allalati tud¶ass¶a, ¶es ez a tud¶as milyen dimenzi¶okkal ¶es
jellemz}okkel rendelkezik. A tud¶as e dolgozatban haszn¶alt de¯n¶³ci¶oja azonban kell}ok¶eppen
¶atfog¶o ahhoz, hogy a vizsg¶alt kontextusban k¶enyelmesen hagyatkozhassunk r¶a, mint a v¶alla-
lati tud¶as kÄozel¶³t}o v¶altoz¶oj¶ara. A v¶allalaton belÄuli kognit¶³v folyamatokr¶ol alapos ¶attekint¶est
ad pl. Nooteboom (2004), vagy Cohen ¶es Levinthal (1990).

5Ebben a megkÄozel¶³t¶esben az ¶altalunk haszn¶alt tud¶as-elemek tulajdonk¶eppen a t¶enyeket
¶es az inform¶aci¶okat jelentik: t¶enynek tekinthetÄunk minden, m¶ar a v¶allalat birtok¶aban l¶ev}o
ismeretet (¶all¶³t¶ast) ¶es inform¶aci¶o az ¶uj t¶eny, ismeret. Ezek ¶allnak Äossze tud¶ass¶a.
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et, az ismeretek ,,kritikus szintje" lehet}ov¶e teszi az innov¶aci¶o megval¶os¶³t¶as¶at.
A dolgozatban a tud¶as ¶es tud¶asb¶azis kifejez¶eseket a fenti ¶ertelemben, szi-
nonim¶akk¶ent haszn¶aljuk.6

A v¶allalati tud¶as fenti de¯n¶³ci¶oja mellett k¶et k¶erd¶est kell megv¶alaszolnunk.
Az egyik az, hogy minden, a v¶allalat sz¶am¶ara ismertt¶e v¶al¶o t¶eny azonos
¶ert¶ek}u-e, vagy van, amelyik tÄobbet ¶es van, amelyik kevesebbet ¶er? A dolgo-
zatban alkalmazott modell eset¶eben a legc¶elszer}ubb megold¶asnak az t}unik,
ha felt¶etelezzÄuk, hogy a tud¶as- egys¶egek (t¶enyek) egyen¶ert¶ek}uek. Ez egyfel}ol
kÄovetkezik az inform¶aci¶os b¶azis ¶es a tud¶as kapcs¶an elmondottakb¶ol: mivel
elt¶er}o inform¶aci¶os b¶azison (t¶enyhalmazon) is l¶etrejÄohet azonos tud¶as ¶es azonos
inform¶aci¶os b¶azison (t¶enyhalmazon) is l¶etrejÄohet elt¶er}o tud¶as. Mivel azon-
ban a tud¶as-elemek strukt¶ur¶aj¶at, kontextus¶at nem vizsg¶aljuk, k¶ezenfekv}o,
hogy egyen¶ert¶ek}ueknek tekintjÄuk az elemeket. Van azonban m¶eg egy ok, ami
miatt ezeket az elemeket egyen¶ert¶ek}ueknek tekinthetjÄuk. A tud¶asb¶azisba
kor¶antsem csak azok az ismeretek tartoznak, amelyek szorosan kÄot}odnek az
innov¶aci¶os folyamathoz. S}ot, ¶eppen abban rejlik a tud¶asb¶azis ,,ereje", hogy
sz¶amos els}ore irrelev¶ansnak t}un}o ismeretet is tartalmaz, azonban a tud¶as-
elemek kÄozÄotti kapcsol¶od¶asi pontok sz¶am¶anak nÄoveked¶es¶evel ¶uj asszoci¶aci¶ok,
kÄulÄonÄos Äotletek r¶ev¶en az ilyen ismeretek is hasznos r¶esz¶ev¶e v¶alhatnak az
innov¶aci¶os folyamatnak. Ebb}ol a szempontb¶ol a tud¶asb¶azis r¶esz¶et k¶epez}o
t¶enyek kÄozÄotti kvantitat¶³v kÄulÄonbs¶egt¶etel elhagyhat¶o.7

A m¶asik k¶erd¶es, hogy mik¶ent hat¶arozhat¶o meg N , vagyis azon ismeretek
sz¶ama, amelyek szÄuks¶egesek az innov¶aci¶o megval¶os¶³t¶as¶ahoz. Ezzel a k¶erd¶essel
kapcsolatban azzal a megkÄozel¶³t¶essel ¶elhetÄunk, hogy valamennyi innov¶aci¶o
eset¶en j¶ol azonos¶³that¶ok azok az ismeretek, amelyek szÄuks¶egesek voltak az
adott innov¶aci¶o l¶etrejÄott¶ehez. Sz¶amos ilyen, ¶altal¶aban nagyobb l¶ept¶ek}u in-
nov¶aci¶okhoz kapcsol¶od¶o ismeret-halmazt mutat be p¶eld¶aul Mokyr (1990).
Ezeknek valamennyi eleme j¶ol azonos¶³that¶o: milyen ismeretekre, t¶enyekre
kell ,,r¶ajÄonni" ahhoz, hogy mindezek egy ¶uj term¶ekk¶e, technol¶ogiai elj¶ar¶ass¶a
¶alljanak Äossze. Egyszer}u p¶eld¶aval ¶elve: mit kell ismerni a term¶eszet tÄorv¶e-
nyeib}ol ahhoz, hogy egy sz¶elmalom meg¶ep¶³thet}o legyen? Milyen alkatr¶eszekre
van szÄuks¶eg ¶es ezeket mik¶ent kell Äosszeilleszteni, valamint az alkatr¶eszek
elk¶esz¶³t¶es¶ehez milyen ismeretekre van szÄuks¶eg? Nyilv¶an az ilyen ismeret-
halmazok azonos¶³t¶asa ut¶olagosan meglehet}osen egyszer}u, probl¶em¶asabb azon-
ban a jÄov}ore vonatkoz¶oan. Ezt a probl¶em¶at azzal oldhatjuk fel, hogyha ¯-
gyelembe vesszÄuk, hogy a dolgozatban vizsg¶alt szabadalmi versenyek eset¶eben
a v¶allalatok nem technol¶ogiai ¶attÄor¶est jelent}o tal¶alm¶anyokon dolgoznak, mint
pl. a g}ozg¶ep, sokkal ink¶abb apr¶obb, inkrement¶alis fejleszt¶eseken. Ebben az
esetben a szÄuks¶eges ismeretek kÄore el}ore is pontosabban de¯ni¶alhat¶o. S}ot,
fontos kiemelni, hogy ezek a K+F folyamatok ¶eppen az¶ert Äolthetik a modell-
ben bemutatott verseny form¶aj¶at, mert a v¶allalatok tiszt¶aban vannak azzal,

6A tud¶asb¶azis kifejez¶est az¶ert haszn¶aljuk, mivel a dolgozatban bemutatott modell
eset¶eben a kor¶abban felhalmozott ismeretek l¶enyegesen hozz¶aj¶arulnak a tov¶abbi tud¶as-fel-
halmoz¶asi folyamathoz. ¶Igy nem l¶enyegtelen, hogy a K+F tev¶ekenys¶eg milyen tud¶asb¶azison
zajlik.

7A tud¶as soksz¶³n}us¶ege (heterogenit¶asa) ¶es az innov¶aci¶o kapcsolat¶ar¶ol l¶asd pl. Knott
(2003), vagy a technol¶ogiai halad¶as evol¶uci¶os megkÄozel¶³t¶eseit (pl.: Ziman, 2003).
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hogy mit kell el¶erniÄuk ¶es ezt a c¶elt mik¶ent ¶erhetik el. Term¶eszetesen nem
hagyhatjuk ¯gyelmen k¶³vÄul, hogy a probl¶ema ¶es a megold¶ashoz vezet}o ¶ut
,,j¶ol-de¯ni¶alts¶aga" ¶ugy csÄokken, ahogy a fejleszt¶est}ol az alapkutat¶as fel¶e ha-
ladunk a K+F tev¶ekenys¶egek sz¶eles sk¶al¶aj¶an.

A v¶allalatok feladata, hogy a verseny kezdet¶en eldÄonts¶ek, hogy milyen
K+F strat¶egi¶at v¶alasszanak, azaz meg kell hat¶arozniuk egy K+F kÄolts¶eg-
sorozatot. Egy ilyen ¶altal¶anos strat¶egi¶at az al¶abbi m¶odon jelÄolhetÄunk:

(1) S = (c1; c2; . . . ; cT ) ;

ahol ct (t 2 f 1; 2; . . . ; T g a t-edik id}oszak K+F r¶aford¶³t¶asait jelÄoli, T pedig az
innov¶aci¶os tev¶ekenys¶eg utols¶o peri¶odusa.8 Az egyszer}ubb elemz¶es ¶erdek¶eben
feltesszÄuk, hogy mindk¶et v¶allalat csup¶an h¶arom innov¶aci¶os intenzit¶as kÄozÄul
v¶alaszthat, nevezetesen semmilyen, alacsony ¶es magas K+F aktivit¶ast v¶a-
laszthat mindegyik peri¶odusban. Ezek kÄolts¶egvonzatai rendre 0, 1 ¶es 2, vagyis
igaz, hogy ct 2 f 0; 1; 2 g minden t-re.

A v¶allalatok ¶altal v¶alasztott K+F intenzit¶as befoly¶asolja a tud¶as b}ovÄul¶es¶et.
Min¶el tÄobb er}oforr¶ast ¶aldoz a v¶allalat fejleszt¶esre, ann¶al tÄobb tud¶ast gener¶al,
vagyis ann¶al hamarabb ¶erheti el az innov¶aci¶o megval¶os¶³t¶as¶ahoz szÄuks¶eges
tud¶asmennyis¶eget. Grishagin ¶es szerz}ot¶arsai (2001) modellj¶et}ol elt¶er}oen azon-
ban a jelen dolgozatban a v¶allalatn¶al felhalmoz¶od¶o tud¶as abszorpci¶os k¶epes-
s¶egekre gyakorolt hat¶as¶at is ¯gyelembe vesszÄuk, vagyis felt¶etelezzÄuk, hogy
adott befektet¶essel (ct) ann¶al magasabb p¶otl¶olagos tud¶ast lehet el¶erni, min¶el
nagyobb a v¶allalat sz¶am¶ara m¶ar rendelkez¶esre ¶all¶o tud¶asb¶azis. Ezt az al¶abbi
m¶odon fejezhetjÄuk ki:

(2) ®t ¡ ®t¡1 = ct¹t ;

ahol ®t a t-edik peri¶odusban a v¶allalat sz¶am¶ara rendelkez¶esre ¶all¶o tud¶as
nagys¶aga. A ¹t szorz¶ot¶enyez}o azt fejezi ki, hogy a p¶otl¶olagos tud¶as nem
puszt¶an a befektet¶est}ol fÄugg, hanem a befektet¶es ,,hozad¶eka" id}oben v¶altozhat.
ModellÄunk f}o feltev¶ese, hogy ez a szorz¶ot¶enyez}o ann¶al nagyobb, min¶el maga-
sabb a m¶ar megl¶ev}o tud¶asb¶azis. A felhalmozott tud¶as teh¶at nem csup¶an egyre
kÄozelebb juttatja a v¶allalatot az innov¶aci¶o megval¶os¶³t¶as¶ahoz, hanem a K+F
tev¶ekenys¶eg hat¶ekonys¶aga is javul. A tud¶asb¶azis ilyen hat¶ekonys¶ag-nÄovel}o
hat¶asa gyÄokerezhet abban, hogy a K+F munka folyam¶an olyan ismeretek is
felhalmoz¶odnak, ami ¶uj, a kor¶abbiakn¶al hat¶ekonyabb ¶es a K+F tev¶ekenys¶eget
kÄozvetlenÄul ¶erint}o munkaszervez¶esi elj¶ar¶asokban, technol¶ogi¶akban, eszkÄozÄok-
ben realiz¶al¶odik. Ezen k¶³vÄul tal¶an a legk¶ezenfekv}obb arra gondolni, hogy
a tud¶asb¶azis nÄoveked¶es¶evel a tud¶asb¶azis elemei (t¶enyek) kÄozÄotti lehets¶eges
kapcsol¶od¶asi pontok gyorsul¶o Äutemben n}onek. Ez egyre sz¶elesebb teret en-
ged az asszoci¶aci¶okon alapul¶o ¶uj¶³t¶asnak, ¶uj ismeretek felhalmoz¶as¶anak, ami

8Fontos kiemelni, hogy T csak akkor v¶eges, ha ¶un. befejez}o strat¶egi¶akat vizsg¶alunk.
L¶eteznek olyan strat¶egi¶ak, amelyek mellett T v¶egtelen, ezek azonban (egy kiv¶etellel) nem
relev¶ans strat¶egi¶ak (bizony¶³t¶as¶at l¶asd k¶es}obb), ¶³gy az elemz¶est v¶eges T -re korl¶atozhatjuk.
Az, hogy a befejez}o strat¶egi¶ak v¶eges T -vel jellemezhet}oek, a modell determinisztikus jel-
leg¶eb}ol kÄovetkezik.
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egyszer}uen felgyors¶³tja a tud¶as-akkumul¶aci¶os folyamatot: azonos id}o alatt
nagyobb el}orehalad¶as ¶erhet}o el nagyabb tud¶asb¶azisr¶ol indulva. (Cohen ¶es
Levinthal, 1989). A fenti megfontol¶asok alapj¶an ¹t-re az al¶abbi explicit
ÄosszefÄugg¶est ¶³rjuk:

(3) ¹t = 1 + (®t¡1)
° ;

ahol a ° param¶eter (° ¸ 0) a tud¶asb¶azisnak a K+F tev¶ekenys¶eg hat¶ekony-
s¶ag¶ara gyakorolt hat¶as¶at jelÄoli az ¶uj tud¶as gener¶al¶as¶aban. Ha ° > 1, akkor
a K+F r¶aford¶³t¶asok hat¶ekonys¶aga nÄovekv}o Äutemben nÄovekszik a tud¶asb¶azis
b}ovÄul¶es¶evel, ha ° < 1, akkor ez az Äutem csÄokken}o. Ha ° = 1, akkor a
tud¶asb¶azis b}ovÄul¶es¶enek minden egys¶ege azonos m¶ert¶ekben nÄoveli a K+F
tev¶ekenys¶eg hat¶ekonys¶ag¶at.9 Fontos azonban kiemelni, hogy a param¶eter
els}odlegesen nem a K+F r¶aford¶³t¶asok csÄokken}o vagy nÄovekv}o hozad¶ek¶at m¶eri,
hanem a tud¶asb¶azis hat¶as¶at a K+F hat¶ekonys¶ag¶ara. E megfontol¶as alapj¶an
a param¶etert a tud¶as bels}o hozad¶ek¶anak nevezhetjÄuk.

KÄulÄon kiemelend}o a nem kiz¶art ° = 0 eset, mivel ekkor modellÄunk azonos
Grishagin ¶es szerz}ot¶arsai (2001) modellj¶evel. Ilyenkor ®t¡1 ¶ert¶ek¶et}ol fÄug-
getlenÄul ¹t minden esetben 2, ¶³gy ®t ¡ ®t¡1 2 f0; 2; 4g, ami egy egyszer}u
¶atsk¶al¶az¶ast¶ol eltekintve ekvivalens az ott le¶³rt lehet}os¶egekkel.

A (3) k¶epletben szerepl}o 1-es biztos¶³tja, hogy ¹t ¸ 1 fenn¶alljon minden
pozit¶³v ®t-re. Felhaszn¶alva (3)-at, a t-edik peri¶odus tud¶asb¶azisa a v¶allalatn¶al
az al¶abbi m¶odon alakul:

(4) ®t = ®t¡1 + ctb1 + (®t¡1)
°c :

A fenti ÄosszefÄugg¶est tekinthetjÄuk a tud¶as termel¶esi fÄuggv¶eny¶enek: az ¶ujonnan
l¶etrejÄov}o tud¶as k¶et inputt¶enyez}o kombin¶aci¶oj¶an alapul: egyr¶eszt a v¶allalat
m¶ar megl¶ev}o tud¶as¶an (®t¡1), m¶asr¶eszt a p¶enzbeli r¶aford¶³t¶asokon (ct). Kv¶azi
harmadik t¶enyez}ok¶ent ¯gyelembe vehetjÄuk a ° param¶etert, azaz az abszor-
pci¶os k¶epess¶egeket is, ¶am ez v¶allalat-speci¯kus adotts¶ag, nem dÄont¶esi v¶altoz¶o.

Fontos kit¶ernÄunk azonban egy, a tud¶as de¯n¶³ci¶oja ¶es a fenti ÄosszefÄugg¶es
Äosszeegyeztethet}os¶eg¶evel kapcsolatos probl¶em¶ara: a tud¶ast ¶ugy de¯ni¶aljuk,
mint diszkr¶et t¶enyek halmaz¶at, amelynek sz¶amoss¶aga a v¶allalati tud¶as kÄozel¶³t}o
v¶altoz¶oja. E de¯n¶³ci¶o ¶ertelm¶eben ®t csak eg¶esz ¶ert¶ekeket vehet fel, ezt a
(4) ÄosszefÄugg¶es azonban csak ° eg¶esz ¶ert¶ekei mellett biztos¶³tja. Hogy a °
param¶eter sz¶elesebben ¶ertelmezhet}o legyen, a (4) formula seg¶³ts¶eg¶evel kapott
®t ¶ert¶ekek h¶aromf¶elek¶eppen m¶odos¶³that¶ok. Egyr¶eszt sz¶amolhatunk a (4) sz-
erint kapott ¶ert¶ekek eg¶esz r¶esz¶evel, m¶asr¶eszt eg¶esz sz¶amokra kerek¶³thetjÄuk
a kapott ¶ert¶eket, v¶egÄul kerek¶³thetÄunk szisztematikusan felfel¶e is. Az el}obbi
megold¶as azt a meggy}oz}od¶est tÄukrÄozheti, hogy a r¶esztud¶as nem tud¶as, vagyis

9¶Erdekes eset lehet, ha megengedjÄuk, hogy ° negat¶³v ¶ert¶ekeket is felvegyen. Ez a tud¶as-
felhalmoz¶as csÄokken}o hozad¶ek¶at jelenten¶e: a tud¶asb¶azis folyamatos nÄoveked¶ese ellen¶ere a
K+F r¶aford¶³t¶asok csÄokken}o hozad¶eka ¶erv¶enyesÄul { adott r¶aford¶³t¶as egyre kisebb ¶es kisebb
nÄovekm¶enyt gener¶al a tud¶asb¶azisban. Ez abban az esetben relev¶ans, ha feltesszÄuk, hogy a
tud¶as-akkumul¶aci¶os folyamatban id}ovel a csÄokken}o hozad¶ek tendenci¶aja ¶erv¶enyesÄul. Mivel
azonban a dolgozat f¶okusz¶aban az abszorpci¶os k¶epess¶egek, vagyis a tud¶asb¶azis hat¶ekony-
s¶agot nÄovel}o szerepe ¶all, ezt a lehet}os¶eget nem vizsg¶aljuk.
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a valamely peri¶odusban ,,kics¶³r¶az¶o", de konkr¶et t¶enny¶e nem alakul¶o tud¶as-
kezdem¶enyek nem sz¶am¶³tanak a tov¶abbi tud¶as-felhalmoz¶as szempontj¶ab¶ol.
Az ut¶obbi megold¶as ezzel szemben minden tud¶as-kezdem¶enyt k¶esz t¶enyk¶ent
ismer el. A kÄoz¶eps}o lehet}os¶eg egyfajta kÄoztes megold¶as, itt ¶ervelhetÄunk
¶ugy, hogy bizonyos tud¶as-kezdem¶enyek t¶enny¶e konvert¶al¶odnak, m¶asok nem.
Ak¶armelyik megold¶ast is v¶alasztjuk, a kapott eredm¶enyek kvalitat¶³v m¶odon
nem kÄulÄonbÄoznek a (4) formula ¶altal adott megold¶ast¶ol, ¶³gy ugyan a tud¶as
de¯n¶³ci¶oja miatt a m¶odos¶³t¶as szÄuks¶eges, de ez nem von le semmit a formula
haszn¶alhat¶os¶ag¶ab¶ol.10

Mivel (4) a v¶allalati tud¶asb¶azis alakul¶as¶at els}orend}u di®erencia-egyenlet-
k¶ent¶³rja le, szÄuks¶eges egy kezdeti ¶ert¶ek meghat¶aroz¶asa. Mivel a kezdeti peri¶o-
dusban felt¶etelez¶esÄunk szerint m¶eg nem ¶all a v¶allalat rendelkez¶es¶ere kor¶abbi
tud¶as, azt ¶³rhatjuk, hogy ®0 = 0, amib}ol az els}o peri¶odus tud¶asmennyis¶eg¶ere
(4)-b}ol kÄovetkezik, hogy:11

(5) ®1 = c1 ;

vagyis az els}o peri¶odusban felhalmozott tud¶asmennyis¶eg egyszer}uen az els}o
peri¶odus K+F r¶aford¶³t¶asaival egyenl}o.

Minden S = (c1; c2; . . . ; cT ) strat¶egi¶ahoz tartozik egy T z¶ar¶operi¶odus, ami
egyben a strat¶egia id}otartama, ,,hossza" is, illetve egy ®T z¶ar¶otud¶as. Ezen
felÄul egy¶ertelm}uen meghat¶arozhat¶o egy strat¶egia teljes kÄolts¶ege:12

(6) CS =
TX

t=1

ct :

El}oszÄor Grishagin ¶es szerz}ot¶arsai (2001) nyom¶an megmutatjuk, hogy egy
v¶allalat sz¶am¶ara egy kiv¶etellel csak az ¶un. befejez}o strat¶egi¶ak relev¶ansak,
¶es ez az egy kiv¶etel a nulla er}ofesz¶³t¶es strat¶egi¶aja. Befejez}o strat¶egi¶anak
nevezzÄuk azokat a strat¶egi¶akat, amelyek r¶ev¶en a v¶allalat v¶eges T id}o alatt
el¶eri a szÄuks¶eges N nagys¶ag¶u tud¶ast, azaz megval¶os¶³tja az innov¶aci¶ot.

Mivel de¯n¶³ci¶o szerint a nem-befejez}o strat¶egia nem vezet eredm¶enyre,
vagyis a v¶allalat nem tudja megval¶os¶³tani az innov¶aci¶ot, az adott strat¶egia
ki¯zet¶ese ¡CS lesz, ami fÄuggetlen a m¶asik v¶allalat strat¶egi¶aj¶at¶ol. A nem-
befejez}o strat¶egi¶ak kÄozÄul speci¶alis eset a z¶er¶o er}ofesz¶³t¶es strat¶egi¶aja, amely azt
jelenti, hogy a v¶allalat nem vesz r¶eszt a versenyben, vagyis az S = (0; 0; . . . ; 0)
strat¶egi¶at v¶alasztja. Ezt a strat¶egi¶at S(0)-lal jelÄoljÄuk, ¶es a tov¶abbiakban null-
strat¶egiak¶ent hivatkozunk r¶a. Nyilv¶anval¶o, hogy S(0) ki¯zet¶ese nulla, hiszen

10A v¶allalati tud¶asszint id}obeli alakul¶asa (tetsz}oleges K+F strat¶egia eset¶en) nem mutat
szigni¯k¶ans elt¶er¶est a (4) formula seg¶³ts¶eg¶evel illetve az egyszer}u kerek¶³t¶es alkalmaz¶as¶aval

kapott eredm¶enyek kÄozÄott. ¶Ertelemszer}uen a felfel¶e ¶es lefel¶e tÄort¶en}o eg¶esz sz¶amra
kerek¶³t¶es szisztematikusan rendre magasabb ¶es alacsonyabb peri¶odusonk¶enti tud¶asszinteket
eredm¶enyez, azonban a tud¶asszint alakul¶as¶ara kapott id}osorok min}os¶egileg azonosak.
11A ° = 0 esetet ugyan nem z¶arjuk ki, azonban fontos kiemelni, hogy a (4) ÄosszefÄugg¶es

nem ¶ertelmezhet}o, ha a kezdeti tud¶ast null¶anak v¶alasztjuk. A kezdeti tud¶as konkr¶et
nagys¶aga azonban nem befoly¶asolja a j¶at¶ek kimenetel¶et, csup¶an annak v¶allalatok kÄozÄotti
elt¶er¶ese.
12A jÄov}obeli ki¯zet¶esek diszkont¶al¶as¶at¶ol a modellben eltekintÄunk.
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ebben az esetben CS = 0. Ez viszont azt jelenti, hogy az S(0) strat¶egia
domin¶alja az Äosszes tÄobbi nem-befejez}o strat¶egi¶at, vagyis S(0)-on k¶³vÄul csak
befejez}o strat¶egi¶ak lehetnek relev¶ansak a v¶allalat sz¶am¶ara.

Nyilv¶anval¶o, hogy a null-strat¶egi¶at lesz¶am¶³tva a v¶allalat sz¶am¶ara nem
relev¶ansak azon strat¶egi¶ak sem, amelyek tartalmaznak null¶at. Ekkor ugyanis
mindig van olyan strat¶egia, amely ugyanakkora kÄolts¶eggel, de rÄovidebb id}o
alatt ¶eri el az innov¶aci¶o megval¶os¶³t¶as¶at, ¶³gy a v¶allalat m¶erlegel¶es n¶elkÄul a
rÄovidebb strat¶egi¶at v¶alasztja.

Grishagin ¶es szerz}ot¶arsai (2001) tov¶abb sz}uk¶³tik a relev¶ans strat¶egi¶ak
sz¶am¶at azzal, hogy megmutatj¶ak, hogy minden olyan befejez}o strat¶egi¶at,
amely a szÄuks¶egesn¶el (teh¶at N-n¶el) nagyobb tud¶ast eredm¶enyez, domin¶al egy
olyan strat¶egia, amely ugyanennyi id}o alatt csup¶an a szÄuks¶eges tud¶ast biz-
tos¶³tja. Ennek oka, hogy ott a tud¶as nÄovekm¶enye megegyezik a befektet¶essel,
¶³gy a befejez}o strat¶egia kÄolts¶ege csÄokkenthet}o, ha az egyik peri¶odusban a be-
fektet¶es 1-re csÄokken, ¶es a strat¶egia m¶eg mindig befejez}odik a T -edik peri¶odus-
ban (mikÄozben a V j¶arad¶ek v¶altozatlan). Jelen dolgozat modellj¶eben az in-
nov¶aci¶ohoz szÄuks¶eges N ¶es a befejez}o peri¶odusra el¶ert ®T v¶allalati tud¶asb¶azis
legfeljebb csak v¶eletlenÄul egyezhet meg,¶³gy a domin¶ans strat¶egi¶ak keres¶es¶enek
ilyen m¶odja ¶ertelmetlen.

S}ot, modellÄunkben valamennyi elk¶epzelhet}o befejez}o strat¶egi¶at ¯gyelembe
kell venni, azaz nincs m¶od domin¶ans strat¶egi¶ak tov¶abbi keres¶es¶evel a v¶allalat
sz¶am¶ara relev¶ans strat¶egi¶ak halmaz¶at tov¶abb sz}uk¶³teni. Ennek bizony¶³t¶as¶ahoz
tekintsÄuk a kÄovetkez}o p¶eld¶at.

Legyen h¶arom sz¶obajÄohet}o strat¶egia a kÄovetkez}o:

SA = (2; 1; 1)

SB = (1; 2; 1)

SC = (1; 1; 2) :

A kor¶abban bemutatott ÄosszefÄugg¶esek alapj¶an a v¶allalat tud¶asb¶azisa a harma-
dik peri¶odus v¶eg¶ere a kÄulÄonbÄoz}o strat¶egi¶ak eset¶en ®0 = 1 kezdeti tud¶assal:13

®A
3 = 7 + 5° + (6 + 5°)°

®B
3 = 6 + 2 ¢ 3° + (5 + 2 ¢ 3°)°

®C
3 = 6 + 3° + 2 ¢ (4 + 3°)° :

L¶athat¶o, hogy a v¶egs}o tud¶as a ° param¶eter nagys¶ag¶at¶ol fÄugg. A h¶arom
strat¶egi¶ahoz tartoz¶o v¶egs}o tud¶as alakul¶as¶at ¶abr¶azolja ° fÄuggv¶eny¶eben az
1. ¶abra (° 2 [0; 2]).14

Az ¶abr¶an j¶ol l¶atszik, hogy az ®T ¶ert¶ekeket jelz}o gÄorb¶ek ° = 1 ¶ert¶ekn¶el
metszik egym¶ast. Amennyiben ° < 1, ¶ugy az a strat¶egia jelent nagyobb

13A p¶eld¶ahoz az¶ert v¶alasztottuk a null¶an¶al nagyobb kezdeti tud¶asszintet, mert ha ®0 =
0, akkor a (4) ÄosszefÄugg¶es alapj¶an az els}o, majd ¶ertelemszer}uen a tov¶abbi peri¶odusok
tud¶asa nem hat¶arozhat¶o meg a ° = 0 esetre, mivel ekkor nulla nulladik hatv¶any¶at kellene
k¶epeznÄunk. A p¶elda eset¶en azonban fontosnak tartottuk, hogy a ° = 0 eset is ¶ertelmezhet}o
legyen (l¶asd k¶es}obb).
14Az ¶attekinthet}os¶eg ¶erdek¶eben a v¶³zszintes sk¶al¶at kÄulÄonv¶alasztottuk, hogy a gÄorb¶ek

kÄozÄotti kÄulÄonbs¶egek a 0 · ° · 1 tartom¶anyon is ¶eszrevehet}oek legyenek.
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v¶egs}o tud¶ast, amelyben a nagyobb K+F r¶aford¶³t¶as k¶es}obb tÄort¶enik. Ha
° > 1, akkor a korai magasabb r¶aford¶³t¶asok eredm¶enyeznek magasabb v¶egs}o
tud¶ast, m¶³g ° = 1 eset¶en a v¶egs}o tud¶as szempontj¶ab¶ol irrelev¶ans, hogy melyik
peri¶odusban magasabb a r¶aford¶³t¶as.15 Jelen modell teh¶at speci¶alis esetk¶ent
tartalmazza azt a lehet}os¶eget, hogy a v¶allalat sz¶am¶ara kÄozÄombÄos, hogy a
K+F r¶aford¶³t¶asok milyen sorrendben kÄovetkeznek. Megjegyzend}o azonban,
hogy a modell k¶et ilyen speci¯kus esetet is tartalmaz. Az egyik a most
v¶azolt ° = 1, a m¶asik pedig a kor¶abban bemutatott ° = 0 eset. Mindk¶et
param¶eter-¶ert¶ek mellett a v¶allalat sz¶am¶ara kÄozÄombÄos a strat¶egi¶ak sorrendje,
azonban ° = 0 eset¶en nincsen hat¶asa a m¶ar felhalmozott tud¶asnak, vagyis
¯gyelmen k¶³vÄul hagyjuk az abszorpci¶os k¶epess¶egeket (ez a Grishagin-modell
esete), m¶³g ° = 1 eset¶en nem sz}unik meg a tud¶asakkumul¶aci¶o hat¶asa a K+F
tev¶ekenys¶eg hat¶ekonys¶ag¶ara, csup¶an arr¶ol van sz¶o, hogy a tud¶asb¶azis mindig
a K+F r¶aford¶³t¶asokkal egyenes ar¶anyban n}o.

A strat¶egiai j¶at¶ek ki¯zet¶esei att¶ol fÄuggenek, hogy melyik v¶allalat ¶eri el
el}obb az innov¶aci¶o megval¶os¶³t¶as¶ahoz szÄuks¶eges N nagys¶ag¶u tud¶ast. A gy}oztes
v¶allalat ki¯zet¶ese V ¡CS;winner lesz (V a gy}oztes v¶allalat ¶altal realiz¶alt, ¶es a
szabadalom ¶altal biztos¶³tott monopolista j¶arad¶ek nagys¶aga), m¶³g a vesztes¶e
¡CS;looser .

16 Ha ugyanabban a peri¶odusban val¶os¶³tj¶ak meg az innov¶aci¶ot,
akkor a szabadalmat az a v¶allalat kapja, amelyik v¶egs}o tud¶asa magasabb.
Ha a v¶egs}o tud¶asszint is azonos, vagyis ugyanazt a strat¶egi¶at v¶alasztott¶ak,
akkor mindk¶et v¶allalat a monopolista j¶arad¶ek fel¶et kapja.

1. ¶abra. A v¶egs}o tud¶asszint alakul¶asa ° fÄuggv¶eny¶eben (®0 = 1)

15Bizony¶³that¶o, hogy ° = 1 eset¶en ®T minden olyan strat¶egi¶aban ¶alland¶o, amelyekre CS
illetve T azonos. A bizony¶³t¶ast az 1. FÄuggel¶ek tartalmazza.
16Term¶eszetesen a v¶allalatok a ki¯zet¶esek eset¶eben is jelen¶ert¶eket sz¶am¶³thatnak, amelyt}ol

most eltekintÄunk. (Praktikusan a diszkont-kamatl¶ab 0.)
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Felvethet}o, hogy a v¶allalatok a szabadalmi verseny folyam¶an igyekeznek ¯-
gyelemmel k¶³s¶erni a versenyt¶arsak tev¶ekenys¶eg¶et ¶es az¶³gy szerzett inform¶aci¶ok
alapj¶an ,,menet kÄozben" m¶odos¶³thatj¶ak strat¶egi¶aikat. Jelen dolgozatban azon-
ban, Grishagin ¶es szerz}ot¶arsai (2001) felt¶etelez¶es¶ere alapozva, ezt a lehet}os¶eget
nem vesszÄuk ¯gyelembe. Feltev¶esÄunk, mik¶ent az alapul szolg¶al¶o modelln¶el is
az, hogy a v¶allalatok (kifejezetten a vizsg¶alt duopol szitu¶aci¶okban), igyekeznek
K+F programjaikat titokban tartani, hiszen a verseny megnyer¶ese szempont-
j¶ab¶ol ez ¶all ¶erdekÄukben. A szabadalmi verseny egyl¶ep¶eses j¶at¶ek form¶aj¶aban
tÄort¶en}o modellez¶ese ¶³gy v¶alik lehet}ov¶e: ugyan a verseny tÄobb peri¶oduson ¶at
zajlik, maga a j¶at¶ek egyl¶ep¶eses, hiszen a v¶allalatoknak nincsen lehet}os¶egÄuk
a versenyben elfoglalt relat¶³v poz¶³ci¶ojuk ¶ert¶ekel¶es¶ere ¶es ¶³gy strat¶egi¶ajuk meg-
v¶altoztat¶as¶ara.17

Jogos felvet¶es lehet tov¶abb¶a az is, hogy a tud¶as felhalmoz¶asa a szabadalmi
versenyben vesztes v¶allalat sz¶am¶ara sem marad hozad¶ek n¶elkÄul, vagyis a
megszerzett tud¶as a tervez¶esi id}oszak v¶eg¶en valamilyen ¶ert¶ekkel b¶³rhat. VÄorÄos
(2006) modellje szerint ez az ¶ert¶ek jelent}osen befoly¶asolhatja az adott v¶allalat
tud¶as-akkumul¶aci¶os strat¶egi¶aj¶at: a magasabb jÄov}o¶ert¶ek a tud¶as-felhalmoz¶ast
intenz¶³vebb¶e teszi a tervez¶esi id}oszak v¶ege fel¶e. A jelen kontextusban az, hogy
a felhalmozott tud¶as mennyit ¶er a verseny befejez¶es¶et kÄovet}oen a vesztes v¶al-
lalatnak, k¶et dologt¶ol fÄugg: egyr¶eszt a szabadalmi v¶edelem fok¶at¶ol, m¶asr¶eszt
pedig a kutat¶asi projekt jelleg¶et}ol. Gyenge szabadalmi v¶edelem mellett a fel-
halmozott tud¶as a vesztes sz¶am¶ara is kiakn¶azhat¶o er}oforr¶ast jelent, tov¶abb¶a
egy ¶altal¶anosabb K+F projekt ¶altal gener¶alt tud¶asb¶azis kÄonnyebben felhasz-
n¶alhat¶o m¶as terÄuleteken, m¶³g egy speci¯kus projekt¶e kev¶esb¶e. A dolgozat
modellje nem tartalmazza a tud¶asnak ezt a jÄov}obeli ¶ert¶ek¶et, azonban n¶eh¶any
param¶eter be¶ep¶³t¶es¶evel a fenti megfontol¶asok ¯gyelembe vehet}oek.

3 Szimul¶aci¶o

Mivel a felv¶azolt strat¶egiai j¶at¶ek analitikus kezel¶ese neh¶ezkesnek t}unik, ez¶ert
numerikus szimul¶aci¶oval vizsg¶aljuk meg, hogy a param¶eterek kÄulÄonbÄoz}o ¶er-
t¶ekei eset¶en a modell hogyan m}ukÄodik.18 C¶elunk a szimul¶aci¶oval az, hogy
megkeressÄuk a fent bemutatott j¶at¶ek Nash-egyens¶ulyi helyzeteit, mikÄozben a
modell N, ° ¶es V param¶etereit v¶altoztatjuk. A Nash-egyens¶ulyi helyzeteket
ebben a j¶at¶ekban azok a strat¶egia-kombin¶aci¶ok alkotj¶ak, amelyek eset¶eben,
adottnak felt¶etelezve a m¶asik j¶at¶ekos ¶altal kÄovetett strat¶egi¶at, mindk¶et j¶at¶ekos
a lehet}o legmagasabb pro¯tot ¶eri el. Kevert strat¶egi¶aj¶u (mixed-strategy)
Nash-egyens¶uly eset¶eben a v¶allalatok a meghat¶arozott strat¶egi¶ak kÄozÄul olyan

17TegyÄuk hozz¶a, hogy elviekben a v¶allalatok v¶altoztathatn¶anak strat¶egi¶ajukon, azonban
nincs olyan inform¶aci¶ojuk, amire az ilyen v¶altoztat¶ast alapozhatn¶ak, vagyis a strat¶egia-
v¶alt¶as v¶eletlenszer}u lenne. Tov¶abb¶a a strat¶egia-v¶alt¶ast csak v¶eletlenszer}u sokk¶ent ¶ertel-
mezhetn¶enk, hiszen ha nem ez lenne a helyzet, a v¶alt¶ast okoz¶o inform¶aci¶ot m¶ar a j¶at¶ek
kezdet¶en ismern¶ek a v¶allalatok ¶es eszerint hozn¶ak meg dÄont¶esÄuket.
18Az analitikus kezel¶es neh¶ezs¶egeit az adja, hogy a modell param¶etereinek fÄuggv¶eny¶eben

nem ¶³rhat¶o fel z¶art k¶eplet a leghosszabb vagy legrÄovidebb strat¶egia hossz¶ara, sem az egyes
strat¶egi¶ak v¶egs}o tud¶as¶ara. L¶asd a 2. FÄuggel¶eket.
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val¶osz¶³n}us¶eggel v¶alasztanak, hogy az egyes ki¯zet¶esek v¶arhat¶o ¶ert¶ekei kÄo-
zÄombÄos rel¶aci¶oba kerÄulnek, ¯gyelembe v¶eve (ismerve) a m¶asik v¶allalat ¶altal
kÄovetett strat¶egi¶at (val¶osz¶³n}us¶egeket).

Mivel numerikus szimul¶aci¶or¶ol van sz¶o, nyilv¶anval¶oan nem fedhetjÄuk le
a param¶eterek Äosszes elk¶epzelhet}o kombin¶aci¶oj¶at, mindazon¶altal igyekeztÄunk
egy relev¶ans tartom¶anyban a lehet}o legtÄobb eshet}os¶eget megvizsg¶alni. A
vizsg¶alhat¶o param¶eter-kombin¶aci¶oknak korl¶atot szabtak a sz¶am¶³t¶astechnikai
kapacit¶asok is, mivel N nÄovel¶es¶evel a sz¶obajÄohet}o strat¶egi¶ak halmaza nÄovekv}o
Äutemben b}ovÄul. A szimul¶aci¶ohoz a h¶arom param¶eter eset¶eben a kÄovetkez}o
tartom¶anyokat vizsg¶altuk:

0 · ° · 2

0 · N · 20

0 · V · 100 :

A ° param¶eter eset¶eben a v¶alaszt¶ast az indokolja, hogy¶³gy a vizsg¶alat egyenl}o
ar¶anyban tartalmaz nÄovekv}o ¶es csÄokken}o hozad¶ek¶u eseteket, m¶³g felt¶etelezhet}o,
hogy ° ¶ert¶ek¶et tov¶abb nÄovelve csup¶an kvantitat¶³v ¶es nem kvalitat¶³v v¶altoz¶asok
mutathat¶ok ki a kapott eredm¶enyekben. Az innov¶aci¶o megval¶os¶³t¶as¶ahoz
szÄuks¶eges tud¶as (N) eset¶eben a fels}o hat¶art a szimul¶aci¶o id}oig¶enye szabta
meg. A gy}oztes innov¶ator monopolista j¶arad¶eka (V ) tekintet¶eben nincsenek
ilyen kapacit¶as-korl¶atok, a maxim¶alis ¶ert¶eket ¶ugy hat¶aroztuk meg, hogy a
legkÄolts¶egesebb strat¶egi¶ak eset¶en is sz¶amottev}o pro¯t keletkezzen V maga-
sabb ¶ert¶ekeire. A ° param¶eter eset¶eben a l¶ep¶eskÄozt 0,05-nek v¶alasztottuk, N
eset¶eben ez ¶ertelemszer}uen 1 volt, m¶³g V -n¶el is minden eg¶esz ¶ert¶ekre elv¶egez-
tÄuk a szimul¶aci¶ot a fenti tartom¶anyon belÄul.

Az egyszer}us¶eg ¶erdek¶eben el}oszÄor azt az esetet vizsg¶altuk meg, amikor
a v¶allalatok abszorpci¶os k¶epess¶egei (° param¶eterek) azonosak, tov¶abb¶a a
kezdeti tud¶as szintj¶eben (a0) sincs kÄulÄonbs¶eg. E korl¶atoz¶o feltev¶eseket az
5. pontban feloldjuk.

Fontosnak tartjuk kiemelni, hogy a szimul¶aci¶okkal a c¶elunk nem pon-
tos, sz¶amszer}u eredm¶enyek bemutat¶asa, hanem a vizsg¶alt modellb}ol ad¶od¶o
kvalitat¶³v, tendenciaszer}u meg¯gyel¶esek ¶es kÄovetkeztet¶esek ismertet¶ese. A
hangs¶uly teh¶at a tendenci¶akon ¶es nem a sz¶amszer}u eredm¶enyeken van.

A 3. FÄuggel¶ek tartalmazza a haszn¶alt szimul¶aci¶os algoritmus rÄovid le¶³r¶as¶at.

4 Eredm¶enyek

Az el}oz}o pontban ismertetett param¶eter-tartom¶anyon elv¶egezve a szimul¶aci¶ot
a kÄovetkez}o ¶altal¶anos eredm¶enyeket kaptuk. Tetsz}olegesen kiv¶alasztott (N;°)
p¶ar eset¶en mindig egy¶ertelm}uen l¶etezik egy olyan V ¶ert¶ek, amelyn¶el kisebb
monopolista j¶arad¶ek eset¶en mindk¶et f¶el sz¶am¶ara a K+F versenyen tÄort¶en}o
k¶³vÄulmarad¶as lesz az optim¶alis strat¶egia, teh¶at egyik v¶allalat sem v¶allalakozik
K+F tev¶ekenys¶egre. Ezt a kitÄuntetett ¶ert¶eket Vmin-nel jelÄoljÄuk. Egy¶ertelm}u-
en l¶etezik tov¶abb¶a egy olyan V ¶ert¶ek minden tetsz}oleges (N;°) p¶ar eset¶en,
amelyn¶el magasabb monopolista j¶arad¶ek mellett mindk¶et v¶allalat a maxim¶a-
lis er}ofesz¶³t¶es strat¶egi¶aj¶at v¶alasztja, vagyis egy olyan Sk strat¶egi¶at, amelyben



Abszorpci¶os k¶epess¶egek ¶es innov¶aci¶o . . . 37

ci = 2 minden i 2 f 1; 2; . . . ; k g eset¶en. Ezt a kitÄuntetett ¶ert¶eket Vmax-szal
jelÄoljÄuk.

A k¶et kitÄuntetett ¶ert¶ek kÄozÄott, vagyis Vmin · V · Vmax teljesÄul¶ese eset¶en
adott (N;°) p¶ar mellett tÄobb egyens¶ulyi strat¶egia-p¶ar is l¶etezhet, illetve
el}ofordulhat olyan eset is, hogy csak kevert strat¶egi¶aj¶u egyens¶ulyi helyzetek
l¶eteznek. Fontos kiemelni, hogy Vmin · V · Vmax mellett b¶armely egyens¶ulyi
strat¶egia-p¶ar olyan kombin¶aci¶ot takar, amelyben az egyik v¶allalat nem vesz
r¶eszt a K+F versenyben, m¶³g a m¶asik igen.19 A j¶at¶ek szimmetri¶aj¶an¶al fogva
az ¶³gy kapott egyens¶ulyi strat¶egi¶ak p¶arosak, teh¶at ha (S¤; S0) egyens¶ulyi
strat¶egia-p¶ar, akkor (S0; S¤) is az.

A bevezetett k¶et kritikus ¶ert¶ekre, Vmin-re ¶es Vmax-ra explicit ÄosszefÄugg¶est a
param¶eterek fÄuggv¶eny¶eben nem tudunk fel¶³rni. A szimul¶aci¶o eredm¶enyeib}ol
azonban nagy biztons¶aggal levonhat¶o az a kÄovetkeztet¶es, hogy mind Vmin,
mind Vmax ¶altal¶aban nÄovekszik, de biztos, hogy nem csÄokken, ha N nÄovekszik,
illetve, hogy mindk¶et ¶ert¶ek ¶altal¶aban csÄokken, de biztos, hogy nem n}o, ha °
¶ert¶eke emelkedik.

Az ¶altalunk haszn¶alt modell teh¶at meger}os¶³ti Grishagin ¶es szerz}ot¶arsai
(2001) eredm¶enyeit, azok alapvet}o mondanival¶oj¶aban. Az egyens¶ulyi stra-
t¶egi¶ak jellemz}oi att¶ol fÄuggnek, hogy adott N ¶es ° ¶ert¶ek mellett mekkora a
v¶allalatok ¶altal elsaj¶at¶³that¶o monopolista j¶arad¶ek, vagyis V . Alacsony V
¶ert¶ek eset¶en az innov¶aci¶ohoz szÄuks¶eges kÄolts¶egek nem t¶erÄulnek meg, ¶³gy nem
¶erdemes belekezdeni a fejleszt¶esbe, vagyis az egyens¶ulyi strat¶egia mindk¶et
v¶allalat sz¶am¶ara az innov¶aci¶os versenyb}ol val¶o kimarad¶as (null-strat¶egia).

Ha a monopolj¶arad¶ek el¶eri az adott N ¶es ° ¶ert¶ekek melletti maxim¶alis
hossz¶us¶ag¶u strat¶egia ÄosszkÄolts¶eg¶et (melyet Cmin-nel jelÄolÄunk), a v¶allalatok
sz¶am¶ara ¶erdemes lehet r¶eszt venni a versenyben. ¶Igy teh¶at Vmin-re egy egy-
szer}u ÄosszefÄugg¶est kaphatunk:

Vmin = Cmin(N; °) ;

kiemelve, hogy a leghosszabb strat¶egia ÄosszkÄolts¶ege N -t}ol ¶es °-t¶ol is fÄugg.20 A
kor¶abban elmondottak alapj¶an tudjuk, hogy @Cmin=@N ¸ 0 ¶es @Cmin=@° ·
0, kÄovetkez¶esk¶eppen @Vmin=@N ¸ 0 ¶es @Vmin=@° · 0.

Ha Vmin · V · Vmax, akkor a monopolj¶arad¶ek csak egy v¶allalat sz¶am¶ara
teszi lehet}ov¶e pozit¶³v pro¯t realiz¶al¶as¶at. Amennyiben azonos strat¶egi¶at v¶a-
lasztanak (lesz¶am¶³tva a null-strat¶egi¶at), a j¶arad¶ek megfelez}od¶ese azt ered-
m¶enyezi, hogy mindketten vesztes¶eget kÄonyvelhetnek el. Emiatt csak azok
a strat¶egi¶ak lehetnek egyens¶ulyiak, amelyekben az egyik v¶allalat nem vesz
r¶eszt a versenyben, hiszen ¶³gy }o maga nem lesz vesztes¶eges, m¶³g versenyt¶arsa
elkerÄuli a vesztes¶eget (nulla ki¯zet¶essel).

Az eddig le¶³rt ,,¶atmeneti" ¶allapot v¶eg¶et az a pont jelenti, amely mellett
m¶ar mindk¶et v¶allalat sz¶am¶ara lehets¶egess¶e v¶alik a pozit¶³v pro¯t el¶er¶ese. Ez
akkor kÄovetkezik be, amikor a monopolj¶arad¶ek ¶ert¶eke meghaladja a legkÄolt-

19Ez al¶ol egyetlen kiv¶etel az N = 1 eset b¶armely ° eset¶en V = 2 ¶ert¶ekn¶el. Ekkor
egyens¶ulyt jelent, ha mindk¶et v¶allalat az S = (1) strat¶egi¶at v¶alasztja.
20Cmin ¶ert¶ek¶ere tetsz}oleges N ¶es ° mellett nem adhat¶o z¶art k¶eplet.
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s¶egesebb strat¶egia k¶etszeres¶et, vagyis:

Vmax = 2Cmax(N;°) :

Ennek oka, hogy ekkora j¶arad¶ek mellett m¶ar mindk¶et v¶allalat sz¶am¶ara ¶erde-
mes belekezdeni az innov¶aci¶o megval¶os¶³t¶as¶aba, mivel ha egyszerre val¶os¶³tj¶ak
is meg azt, mindenk¶eppen pozit¶³v pro¯tra tehetnek szert. A kor¶abban el-
mondottak szerint igaz, hogy @Vmax=@N ¸ 0 ¶es @Vmax=@° · 0.

Az eredm¶enyek tov¶abb¶a azt mutatj¶ak, hogy amikor V ¶ert¶eke meghalad-
ja a kritikus Vmax ¶ert¶eket, akkor m¶ar mindk¶et v¶allalat a lehet}o leggyorsab-
ban igyekszik el¶erni az innov¶aci¶o megval¶os¶³t¶as¶at, vagyis a legkÄolts¶egesebb (de
legrÄovidebb) strat¶egi¶at v¶alasztj¶ak.

Grishagin ¶es szerz}ot¶arsai (2001) eredm¶enyeivel Äosszhangban teh¶at azt
l¶atjuk, hogy az innov¶aci¶os verseny gy}oztes¶enek j¶ar¶o monopolista j¶arad¶ek
nÄoveked¶ese egyre er}osebb versenyt gener¶al a v¶allalatok kÄozÄott, mikÄozben a
kÄolts¶egek nÄoveked¶es¶evel fokozatosan csÄokken az elsaj¶at¶³that¶o pro¯t nagys¶aga.
¶Igy a j¶arad¶ek-elm¶elet azon ¶all¶³t¶asa is igazolhat¶o modellÄunkben, hogy a verseny
intenzit¶asa nÄoveked¶es¶evel p¶arhuzamosan a v¶allalatok hajlamosak a j¶arad¶ek
¶ert¶ek¶enek fel¶el¶es¶ere csup¶an a j¶arad¶ek megszerz¶ese ¶erdek¶eben (l¶asd p¶eld¶aul:
Posner, 1975; Fudenberg ¶es Tirole, 1987; Baye ¶es Hoppe, 2003). A tov¶abbi-
akban r¶eszletesebben kit¶erÄunk az egyes param¶eterek szerep¶ere.

Az innov¶aci¶o megval¶os¶³t¶as¶ahoz szÄuks¶eges tud¶as nagys¶aga (N)

N v¶altoz¶as¶anak hat¶asa abban rejlik, hogy a v¶allalatnak a nagyobb szÄuks¶eges
tud¶as miatt magasabb kÄolts¶eget kell v¶allalni, ha meg k¶³v¶anja val¶os¶³tani az
innov¶aci¶ot. A magasabb kÄolts¶eg v¶allal¶asa csak akkor lesz ¶esszer}u, ha sike-
res K+F tev¶ekenys¶eg eredm¶enyek¶eppen megfelel}o m¶ert¶ek}u monopolj¶arad¶ek
saj¶at¶³that¶o el. Logikus teh¶at, ha N emelked¶es¶evel Vmin is nÄovekszik, vagyis
b¶armely v¶allalat csak akkor fog bele az innov¶aci¶oba, ha a v¶arhat¶o monopolista
j¶arad¶ek legal¶abbis el¶eri az adott strat¶egia kÄolts¶egszintj¶et, azaz V ¸ CS . Mivel
azonban N nÄoveked¶es¶evel CS is n}o minden befejez}o strat¶egia eset¶en, Vmin-nek
¶ertelemszer}uen szint¶en nÄovekednie kell.

Hasonl¶o a helyzet Vmax eset¶eben is, a nÄovekv}o szÄuks¶eges tud¶as nÄoveli a
legrÄovidebb strat¶egia kÄolts¶eg¶et is, ez¶altal magasabb monopolista j¶arad¶ekra
van szÄuks¶eg, hogy a legkÄolts¶egesebb strat¶egia k¶etszeres¶et el¶erje.

A monopolista j¶arad¶ek nagys¶aga (V )

A kor¶abbiakban r¶eszletesen megvizsg¶altuk a monopolista j¶arad¶ek szerep¶et.
Nagys¶aga tulajdonk¶eppen ÄosztÄonz¶est jelent a v¶allalatoknak, hogy belefog-
janak az innov¶aci¶o megval¶os¶³t¶as¶aba. Jelent}os¶ege abban ¶all, hogy nÄoveked¶ese
fokozza a versenyt a v¶allalatok kÄozÄott. Ez nyilv¶anval¶o, ha meg¯gyeljÄuk,
hogy mik¶ent viselkednek a modellezett szerepl}ok V < Vmin ¶es V > Vmax

eset¶en. Azonban a Vmin · V · Vmax eseteket vizsg¶alva is l¶athat¶o, hogy
ugyan ekkor tÄobb tiszta egyens¶ulyi strat¶egia l¶etezhet, de ahogy ebben a tar-
tom¶anyban V nÄovekszik, ¶ugy az egyens¶ulyi strat¶egi¶ak mind ,,agressz¶³vabbak"
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lesznek, azaz egyre rÄovidebbek, ¶am egyre kÄolts¶egesebbek. Vagyis az in-
nov¶aci¶o megval¶os¶³t¶as¶aval j¶ar¶o monopolista j¶arad¶ek nÄoveked¶ese a v¶allalatok
kÄozÄotti versenyt fokozza ¶es ez¶altal a j¶arad¶ek nagy r¶esz¶enek fel¶el¶es¶ehez vezet-
het. A magas j¶arad¶ek arra ÄosztÄonzi a v¶allalatokat, hogy min¶el gyorsabban,
egy¶uttal mind magasabb kÄolts¶egeket v¶allalva jussanak el az innov¶aci¶o meg-
val¶os¶³t¶as¶ahoz.

A tud¶as bels}o hozad¶eka (°)

Tulajdonk¶eppen a ° param¶eter az, ami tÄobb technikai v¶altoztat¶as mellett
l¶enyeg¶eben megkÄulÄonbÄozteti modellÄunket Grishagin ¶es szerz}ot¶arsai (2001)
modellj¶et}ol: itt testesÄul meg az abszorpci¶os k¶epess¶egek hat¶asa. Min¶el nagy-
obb ° ¶ert¶eke, a m¶ar felhalmozott tud¶as ann¶al jelent}osebb m¶ert¶ekben j¶arul
hozz¶a a p¶otl¶olagos tud¶as el}o¶all¶³t¶as¶ahoz, vagyis az abszorpci¶os k¶epess¶egek
ann¶al jelent}osebb szerepet j¶atszanak. A szimul¶aci¶o eredm¶enyeib}ol az derÄul
ki, hogy ° nÄoveked¶es¶evel mind Vmin, mind Vmax csÄokken, ami annak a kÄovet-
kezm¶enye, hogy magasabb ° ¶ert¶ekek mellett adott N hamarabb el¶erhet}o, ¶³gy
Cmin ¶es Cmax is csÄokken, csÄokkentve a kritikus V ¶ert¶ekeket. Azt mondhat-
juk teh¶at, hogy az abszorpci¶os k¶epess¶egek nÄoveked¶ese a verseny er}osÄod¶es¶ehez
vezet. Min¶el er}osebben befoly¶asolja a m¶ar rendelkez¶esre ¶all¶o tud¶as (kor¶abban
elv¶egzett K+F) a K+F tev¶ekenys¶eg hat¶ekonys¶ag¶at, ann¶al kisebb monopolista
j¶arad¶ek elegend}o (adott N mellett), hogy mindk¶et v¶allalat r¶eszt vegyen az
innov¶aci¶os versenyben ¶es hogy a lehet}o leggyorsabb strat¶egi¶akat alkalmazz¶ak.

A ° param¶eter nÄoveked¶ese azt is jelenti, hogy a kezdeti intenz¶³v K+F
tev¶ekenys¶eg lehet}ov¶e tenn¶e a v¶allalatok sz¶am¶ara, hogy k¶es}obb, a nagy tu-
d¶asb¶azis hat¶ekonys¶agi el}onyeit kihaszn¶alva kisebb intenzit¶assal ¶erjenek el na-
gyobb l¶ept¶ek}u halad¶ast, ¶³gy kÄolts¶eget takar¶³thatn¶anak meg. A szimul¶aci¶o
eredm¶enyei ugyanakkor azt mutatj¶ak, hogy magas szint}u j¶arad¶ek eset¶en a
v¶allalatok nem ¶elnek ezzel a lehet}os¶eggel, hanem a legkÄolts¶egesebb, leggyor-
sabb strat¶egi¶akat v¶alasztj¶ak. Vagyis az abszorpci¶os k¶epess¶egek ¶altal biztos¶³-
tott kÄolts¶eg-megtakar¶³t¶as ¶aldozatul esik az er}os versenynek.

5 Tov¶abbi szimul¶aci¶ok

Az el}oz}o pontban a szimul¶aci¶ot egy sz}uk felt¶eteli halmaz ment¶en vizsg¶altuk,
azonban fontos kÄovetkeztet¶eseket vonhattunk le. A tov¶abbiakban kicsit ki-
sz¶eles¶³tjÄuk a szimul¶aci¶o tartom¶any¶at ¶es megvizsg¶aljuk, hogy milyen eredm¶e-
nyekre vezet, ha a szabadalmi verseny k¶et v¶allalata (A ¶es B) kÄulÄonbÄoz}o szint}u
abszorpci¶os k¶epess¶eggel rendelkezik, azaz °A 6= °B , valamint ha az egyik
v¶allalat bizonyos el}onnyel indul a versenyben, azaz aA

0 6= aB
0 .

KÄulÄonbÄoz}o bels}o hozad¶ek a tud¶as-felhalmoz¶asban

Realisztikusnak t}unik a feltev¶es, hogy a szabadalmi versenyben r¶esztvev}o k¶et
v¶allalat nem azonos ° ¶ert¶ek mellett m}ukÄodik, vagyis az egyik hat¶ekonyabb a
tud¶as felhalmoz¶as¶aban, mint a m¶asik, azaz magasabb szint}uek az abszorpci¶os
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k¶epess¶egei.21 A szimul¶aci¶ot a kor¶abban haszn¶alt l¶ep¶eskÄozÄokkel valamennyi
(°A; °B) p¶arra elv¶egeztÄuk. A futtat¶asok kÄozÄul csak n¶eh¶any szeml¶eltet}o esetet
mutatunk itt be, al¶at¶amasztand¶o a levont kÄovetkeztet¶eseket, azok azonban a
teljes kÄor}u eredm¶enyeken alapulnak.

2.a ¶abra. °A = 0:3 2.c ¶abra. °A = 1:3

2.b ¶abra. °A = 0:8 2.d ¶abra. °A = 1:8

A 2. ¶abra mutatja a szimul¶aci¶o eredm¶eny¶et N = 20 ¶es n¶egy kÄulÄonbÄoz}o
°A param¶eter-¶ert¶ek eset¶en. Az ¶abr¶akon v¶³zszintesen balr¶ol jobbra haladva
°B a [0:1; 2] tartom¶anyban nÄovekszik, lentr}ol felfel¶e pedig V nÄovekszik 0-
t¶ol 25-ig.22 Az ¶abr¶an fekete sz¶³n jelÄoli azokat a (V; °B) kombin¶aci¶okat,

21Felvethet}o, hogy ugyan a v¶allalatok elt¶er}o abszorpci¶os k¶epess¶egekkel rendelkeznek, de
egyik sem ismeri pontosan a m¶asik v¶allalat ilyen k¶epess¶egeinek szintj¶et. Ekkor logikus
lehet felt¶etelezni, hogy mindegyik v¶allalat a saj¶atj¶a¶eval azonosnak tekinti a m¶asik v¶allalat
° ¶ert¶ek¶et. Ez a feltev¶es azonban a kor¶abban m¶ar bemutatott eredm¶enyekre vezet, ¶³gy kÄulÄon
elemezni szÄuks¶egtelen. ¶Erdekes lehet megvizsg¶alni azonban, hogy mi tÄort¶enik akkor, ha
bizonyos kÄolts¶egek v¶allal¶asa mellett a v¶allalatok k¶epesek pontosan felm¶erni a versenyt¶ars
abszorpci¶os k¶epess¶egeinek szintj¶et. A modell ilyen ir¶any¶u kiterjeszt¶ese azonban m¶ar megha-
ladja e tanulm¶any kereteit.
22A szimul¶aci¶ok sor¶an V ¶ert¶eke a [0; 100] intervallumon mozgott, azonban a 25 fÄolÄotti
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amelyek eset¶en mindk¶et v¶allalat a leggyorsabb strat¶egi¶at v¶alasztja, ¶atl¶os
cs¶³koz¶as eset¶en egyik v¶allalat sem kezd bele az innov¶aci¶o megval¶os¶³t¶as¶aba
(null-strat¶egi¶ak). A fÄugg}olegesen cs¶³kozott tartom¶any olyan param¶eter-kom-
bin¶aci¶okat jelÄol, amikor csak az A v¶allalat val¶os¶³tja meg az innov¶aci¶ot, a
v¶³zszintes cs¶³koz¶as eset¶en pedig csak a B v¶allalat. A r¶acsos mez}okben mindk¶et
v¶allalatnak ugyanakkora es¶elye van a szabadalom elnyer¶es¶ere, teh¶at egyik sem
marad k¶³vÄul a versenyen, de egyszerre csak egy v¶allalat val¶os¶³tja meg az in-
nov¶aci¶ot: ha valamelyik v¶allalat befejez}o strat¶egi¶at v¶alaszt, akkor a m¶asik
sz¶am¶ara a versenyb}ol val¶o kimarad¶as az optim¶alis. A feh¶er terÄuletek ment¶en
nincsen Nash-egyens¶ulyi strat¶egia.

Az ¶abr¶akr¶ol j¶ol l¶atszik, hogy a v¶allalatok azonos abszorpci¶os k¶epess¶egei
mellett kapott eredm¶enyek most csup¶an speci¶alis esetk¶ent jelennek meg egy
b}ovebb kontextusban. Nyilv¶anval¶o tov¶abb¶a, hogy az elt¶er}o abszorpci¶os k¶e-
pess¶egek jelent}osen befoly¶asolj¶ak a szabadalmi verseny kimenetel¶et.

Alacsony szabadalmi ki¯zet¶esek (V ) eset¶en a versenyb}ol val¶o kimarad¶as
az optim¶alis mindk¶et v¶allalat sz¶am¶ara, ak¶arcsak a kor¶abban bemutatott eset-
ben. Magasabb V eset¶en azonban, ha a k¶et v¶allalat abszorpci¶os k¶epess¶egei
szigni¯k¶ansan kÄulÄonbÄoznek, akkor csak az egyik v¶allalat, m¶egpedig a ma-
gasabb szint}u abszorpci¶os k¶epess¶egekkel rendelkez}o sz¶am¶ara optim¶alis az in-
nov¶aci¶o megval¶os¶³t¶asa, alacsonyabb szint}u k¶epess¶egekkel mindig a versenyb}ol
val¶o kimarad¶as a ki¯zet}od}o. Mindegyik esetben tal¶alhat¶o egy rÄovid tar-
tom¶any, amikor mindk¶et v¶allalat sz¶am¶ara ¶erdemes lehet r¶eszt venni a verseny-
ben (ez a tartom¶any °B = °A kÄorÄul tal¶alhat¶o), azonban egyszerre csak egy
val¶os¶³tja meg az innov¶aci¶ot. Az, hogy mindk¶et v¶allalat megval¶os¶³tsa az in-
nov¶aci¶ot, csup¶an akkor fordulhat el}o, ha az abszorpci¶os k¶epess¶egek szintje a
k¶et v¶allalatn¶al megegyezik. Ennek oka az, hogy ha az abszorpci¶os k¶epess¶egek
szintje nem egyezik meg, akkor az egyik v¶allalat fokozatos l¶ep¶esh¶atr¶anyba
kerÄul a m¶asikkal szemben. Ez a l¶ep¶esh¶atr¶any nem teljesen azonos a kÄovetkez}o
pontban t¶argyalt kezdeti l¶ep¶esh¶atr¶annyal, de hat¶asa ugyanaz: a h¶atr¶any itt
nem a verseny kezdet¶en jelentkezik, hanem fokozatosan alakul ki, azonban
el}ore ismert, ak¶arcsak v¶allalati tud¶asban megl¶ev}o kezdeti kÄulÄonbs¶eg eset¶en.
A h¶atr¶any kialakul¶as¶anak fokozatoss¶aga miatt ezt nevezhetjÄuk dinamikus
l¶ep¶esh¶atr¶anynak. Abban a tartom¶anyban, ahol mindk¶et v¶allalat bel¶ephet
a versenybe (n¶egyzetr¶acsos terÄuletek), ez a dinamikus l¶ep¶esh¶atr¶any nem je-
lent}os.

Tov¶abbi, igen fontos kÄovetkeztet¶es, ami ugyan az ¶abr¶ar¶ol nem l¶atszik,
de a szimul¶aci¶os eredm¶enyek tartalmazz¶ak, hogy a j¶arad¶ek-fel¶el}o magatart¶as
is csup¶an az azonos abszorpci¶os k¶epess¶egek eset¶en jelentkezik. Ha ezek a
k¶epess¶egek nem azonosak, ¶es mivel felt¶etelez¶esÄunk szerint a kÄulÄonbs¶eg a ver-
senyt¶arsak sz¶am¶ara ismert, akkor az el}obbiekben ismertetett ,,l¶ep¶esh¶atr¶any-
hat¶as" nem teszi szÄuks¶egess¶e, hogy a fokozatosan l¶ep¶esel}onybe kerÄul}o v¶allalat
a leggyorsabb strat¶egi¶ak fel¶e mozduljon, ahogy a szabadalmi d¶³j nÄovekszik. A
legmagasabb V ¶ert¶ekek eset¶en is az innov¶aci¶ot megval¶os¶³t¶o v¶allalat optim¶alis
strat¶egi¶aja legfeljebb egy darab kettest tartalmaz, vagyis az innov¶aci¶o meg-

¶ert¶ekekre kapott eredm¶enyek semmiben nem kÄulÄonbÄoznek az ¶abr¶ak fels}o r¶eszein l¶athat¶okt¶ol,
¶³gy helytakar¶ekoss¶agb¶ol ezt a r¶eszt az ¶abr¶ar¶ol lev¶alasztottuk.
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val¶os¶³t¶asa lass¶u, azonban a szabadalommal j¶ar¶o monopolista j¶arad¶ek jelent}os
r¶esze realiz¶alhat¶o a gy}oztes v¶allalat ¶altal.

Elt¶er}o kezdeti tud¶asszintek { ,,l¶ep¶esel}ony"

Az eddigi elemz¶es nem t¶ert ki arra az esetre, hogy mi lehet a fenti j¶at¶ek
kimenetele akkor, ha valamelyik j¶at¶ekos az innov¶aci¶os versenyben el}onnyel
rendelkezik, azaz ellenfel¶ehez k¶epest valamivel kÄozelebb ¶all az innov¶aci¶o meg-
val¶os¶³t¶as¶ahoz a j¶at¶ek kezdet¶en. ModellÄunkben ezt a lehet}os¶eget egyszer}uen
valamely j¶at¶ekos a0 kezdeti tud¶as¶anak megv¶altoztat¶as¶aval ¶erhetjÄuk el (ter-
m¶eszetesen ¶ugy, hogy aA

0 6= aB
0 ). A szimul¶aci¶okat ezekre az esetekre is elv¶e-

geztÄuk, az eredm¶enyeket a 3-6. ¶abr¶ak tartalmazz¶ak. A szimul¶aci¶ok sor¶an az
A v¶allalat kezdeti tud¶as¶at vettÄuk nagyobbnak, a 3. ¶abra azokat az eseteket
mutatja, amikor aA

0 = 1, a 4. ¶abr¶an¶al aA
0 = 2, majd az 5. ¶abra eset¶en aA

0 = 5,
v¶egÄul pedig a 6. ¶abra aA

0 = 10 kezdeti tud¶as eset¶en mutatja a szimul¶aci¶o
eredm¶enyeit. A B v¶allalat kezdeti tud¶asszintj¶et a p¶eldak¶ent kiemelt esetek-
ben nulla, az innov¶aci¶o megval¶os¶³t¶as¶ahoz szÄuks¶eges tud¶asszint pedig tov¶abbra
is 20.23

Az ¶abr¶ak jelÄol¶esei megegyeznek a kor¶abbival, balr¶ol jobbra haladva vala-
mennyin °B ¶ert¶eke nÄovekszik a (0:1; 2) tartom¶anyban, minden aA

0 ¶ert¶ek eset¶en
kÄulÄonbÄoz}o t¶abl¶azat tartozik kÄulÄonbÄoz}o °A ¶ert¶ekekhez.

A 3. ¶abr¶akon azt l¶atjuk, hogy ugyan az A v¶allalatnak l¶ep¶esel}onye van a B
v¶allalattal szemben, a B v¶allalatnak is es¶elye van a szabadalom elnyer¶es¶ere
(v¶³zszintesen cs¶³kozott terÄuletek), m¶egpedig ha abszorpci¶os k¶epess¶egei kell}oen
magas szint}uek. A 3.a ¶abra p¶eld¶aul azt mutatja, hogy az A v¶allalat l¶ep¶esel}onye
ellen¶ere, ha a B v¶allalat abszorpci¶os k¶epess¶egei jelent}osen meghaladj¶ak az A
v¶allalat¶et, akkor a B v¶allalat a l¶ep¶esh¶atr¶any ellen¶ere is biztosan elnyeri a
szabadalmat (hozz¶at¶eve persze, hogy kell}oen magas szabadalmi d¶³j eset¶en).
Ahogy az A v¶allalat abszorpci¶os k¶epess¶egei nÄovekednek, ¶ugy marad egyre
kisebb tere a B v¶allalatnak a gy}ozelemre. A 3.d ¶abr¶an l¶athat¶o, hogy ameny-
nyiben az A v¶allalat ° ¶ert¶eke igen magas (1.8), a B v¶allalat sz¶am¶ara m¶ar sem-
milyen kÄorÄulm¶enyek kÄozÄott nem lesz optim¶alis az innov¶aci¶o megval¶os¶³t¶asa.

Ha a szimul¶aci¶ot nagyobb kezdeti tud¶as-kÄulÄonbs¶egre v¶egezzÄuk el, hasonl¶o
eredm¶enyeket kapunk. Amennyiben az A v¶allalat jelent}osebb el}onnyel ren-
delkezik, a B v¶allalat sz¶am¶ara m¶ar kevesebb lehet}os¶eg marad a szabadalmi
verseny megnyer¶es¶ere. Az¶³gy kapott eredm¶enyeket tartalmazz¶ak a 4-6. ¶abr¶ak.
A 6. ¶abr¶ak azt mutatj¶ak, hogy egy csek¶ely tartom¶anyt lesz¶am¶³tva ekkor a
l¶ep¶esh¶atr¶anyb¶ol indul¶o B v¶allalatnak a vizsg¶alt param¶etertartom¶anyon nin-
csen es¶elye a szabadalom elnyer¶es¶ere.24

23Ism¶et hangs¶ulyozzuk, hogy a szimul¶aci¶okat valamennyi sz¶obajÄohet}o (aA0 ;a
B
0 ) p¶arra

elv¶egeztÄuk. A bemutatott esetek szeml¶eltet}o jelleggel ezek kÄozÄul lettek kiv¶alasztva.
24Nyilv¶an, ha kell}oen magas yB param¶eterekre is elv¶egeztÄuk volna a szimul¶aci¶ot, arra

az eredm¶enyre jutottunk volna, hogy aA0 magas ¶ert¶ekei mellett is l¶etezik elegend}oen magas

°B ¶ert¶ek, amelyre a B v¶allalat sz¶am¶ara a szabadalom elnyer¶ese lehets¶eges, alapvet}o kÄovet-
keztet¶eseinket azonban ez nem befoly¶asolja.
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3.a ¶abra. aA = 1, °A = 0:3 3.c ¶abra. aA = 1, °A = 1:3

3.b ¶abra. aA = 1, °A = 0:8 3.d ¶abra. aA = 1, °A = 1:8

4.a ¶abra. aA = 2, °A = 0:3 4.c ¶abra. aA = 2, °A = 1:3

4.b ¶abra. aA = 2, °A = 0:8 4.d ¶abra. aA = 2, °A = 1:8
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5.a ¶abra. aA = 5, °A = 0:3 5.c ¶abra. aA = 5, °A = 1:3

5.b ¶abra. aA = 5, °A = 0:8 5.d ¶abra. aA = 5, °A = 1:8

6.a ¶abra. aA = 10, °A = 0:3 6.c ¶abra. aA = 10, °A = 1:3

6.b ¶abra. aA = 10, °A = 0:8 6.d ¶abra. aA = 10, °A = 1:8
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A kapott eredm¶enyek oka, hogy a kezdeti l¶ep¶esh¶atr¶anyban l¶ev}o v¶allalat
el}onyben lehet az abszorpci¶os k¶epess¶egek ter¶en, vagyis ugyanazt a tud¶ast
rÄovidebb id}o alatt halmozhatja fel. ¶Igy lehets¶egess¶e v¶alik sz¶am¶ara, hogy
,,behozza" a j¶at¶ek kezdet¶en megl¶ev}o lemarad¶as¶at. A l¶ep¶esh¶atr¶anyb¶ol indul¶o
v¶allalat gy}ozelmi es¶ely¶et az a t¶eny teszi lehet}ov¶e, hogy a v¶allalatok abszorp-
ci¶os k¶epess¶egei felt¶etelez¶esÄunk szerint ismertek. KÄonny}u bel¶atni, hogy ha
a v¶allalatok nem ismerik egym¶as ilyen k¶epess¶egeit ¶es azzal a felt¶etelez¶essel
¶elnek, hogy a m¶asik v¶allalat azonos abszorpci¶os k¶epess¶egekkel rendelkezik,
akkor mindig a l¶ep¶esel}onyben l¶ev}o v¶allalat nyeri el a szabadalmat. A hipo-
t¶ezist meger}os¶³tend}o elv¶egzett ilyen szimul¶aci¶ok is azt mutatj¶ak, hogy ekkor
a vegyes-strat¶egi¶aj¶u ¶es a csak null-strat¶egi¶at tartalmaz¶o egyens¶ulyi helyzetek
mellett csak az a v¶allalat jut el a szabadalom megval¶os¶³t¶as¶ahoz, amelyiknek
kezdeti tud¶asa magasabb. Ilyenkor ha a magasabb abszorpci¶os k¶epess¶eg}u
v¶allalat van l¶ep¶esh¶atr¶anyban, akkor mivel felt¶etelezi a m¶asik v¶allalatr¶ol, hogy
abszorpci¶os k¶epess¶egeinek szintje megegyezik a saj¶atj¶aval, ¶es mivel a l¶ep¶es-
h¶atr¶any sz¶am¶ara ismert, ez¶ert nem lesz ¶erdemes belekezdenie a kutat¶as-
fejleszt¶esbe, hiszen a l¶ep¶esh¶atr¶anyt felt¶etelezetten nem k¶epes lekÄuzdeni.

Az aszimmetrikus kiindul¶asi helyzet elemz¶ese r¶ev¶en kapott eredm¶enyek je-
lent}os kieg¶esz¶³t¶est tartalmaznak Grishagin ¶es szerz}ot¶arsai (2001) eredm¶enyei-
hez k¶epest. Az ott bemutatott modell aszimmetrikus kiterjeszt¶ese azt az ered-
m¶enyt mutatta, hogy a kezdeti l¶ep¶esel}onyben l¶ev}o v¶allalat a lehet}o leggyor-
sabb strat¶egi¶aval megval¶os¶³tja az innov¶aci¶ot, m¶³g a h¶atr¶anyban l¶ev}o v¶allalat
semmilyen esetben nem nyerheti el a szabadalmat. Hasonl¶o kÄovetkeztet¶esre
jutnak Harris ¶es Vickers (1985), valamint Fudenberg ¶es szerz}ot¶arsai (1983) is.
Eredm¶enyeink annyiban ¶arnyalj¶ak ezeket a kÄovetkeztet¶eseket, hogy amennyi-
ben ¯gyelembe vesszÄuk az abszorpci¶os k¶epess¶egek hat¶as¶at, ¶ugy a kezdeti
l¶ep¶esel}ony nem felt¶etlenÄul vezet az innov¶aci¶o megval¶os¶³t¶as¶ahoz. A l¶ep¶esh¶at-
r¶anyb¶ol indul¶o v¶allalat magasabb szint}u abszorpci¶os k¶epess¶egei r¶ev¶en meg-
el}ozheti versenyt¶ars¶at ¶es elnyerheti a szabadalmat.

Grishagin ¶es szerz}ot¶arsai (2001) valamint Fudenberg ¶es Tirole (1987) a
szabadalomb¶ol ered}o monopolista j¶arad¶ek fel¶el¶es¶ere h¶³vj¶ak fel a ¯gyelmet az
aszimmetrikus esetben is. Vagyis, hogy hi¶aba van l¶ep¶esel}onyben valamelyik
v¶allalat, a versenyt¶ars jelenl¶ete azt eredm¶enyezi, hogy a lehet}o leggyorsabb
¶es ¶³gy legkÄolts¶egesebb strat¶egi¶aval jut el az innov¶aci¶o megval¶os¶³t¶as¶ahoz, ami
¶³gy a szabadalmi d¶³j jelent}os r¶esz¶enek fel¶el¶es¶et eredm¶enyezi.

Az aszimmetrikus esetre v¶egzett szimul¶aci¶o sor¶an kapott eredm¶enyeink
ezt a kÄovetkeztet¶est n¶emileg ¶arnyalj¶ak. A gy}oztes v¶allalat ¶altal alkalmazott
strat¶egi¶ak akkor vezetnek a monopolista j¶arad¶ek fel¶el¶es¶ehez, ha a k¶et v¶allalat
kezdeti param¶eterei kÄozel esnek egym¶ashoz. Min¶el nagyobb a kÄulÄonbs¶eg
a kezdeti tud¶asszintben ¶es az abszorpci¶os k¶epess¶egekben, ann¶al hosszabb
strat¶egi¶akat alkalmaznak a v¶allalatok, mivel a verseny ann¶al kisebb. Ennek
kÄovetkezt¶eben a monopolista j¶arad¶ek nagyobb r¶esze marad a v¶allalatokn¶al,
ha ezek a kÄulÄonbs¶egek nagyok.
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6 KÄovetkeztet¶esek ¶es tov¶abbfejleszt¶esi ir¶anyok

Dolgozatunkban egy olyan strat¶egiai j¶at¶ekot modelleztÄunk, amelyben a v¶alla-
latok valamely innov¶aci¶o ¶altal biztos¶³tott monopolista j¶arad¶ek¶ert versenyez-
nek. A verseny kezdet¶en meghat¶arozz¶ak K+F strat¶egi¶ajukat, azonban a
verseny sor¶an nem tudj¶ak meg¯gyelni relat¶³v poz¶³ci¶ojukat a versenyt¶arssal
szemben. A modell ¶uj¶³t¶asa a kor¶abbi hasonl¶o modellekhez k¶epest, hogy ¯-
gyelembe veszi az abszorpci¶os k¶epess¶egek szerep¶et, vagyis, hogy a K+F te-
v¶ekenys¶eg hat¶ekonys¶aga a felhalmozott tud¶as fÄuggv¶eny¶eben nÄovekszik.

ÄOsszefoglal¶ask¶eppen k¶et fontos kÄovetkeztet¶es ad¶odik. Egyfel}ol az abszorp-
ci¶os k¶epess¶egek be¶ep¶³t¶ese a szabadalmi verseny modellj¶ebe meger}os¶³ti Gri-
shagin ¶es szerz}ot¶arsai (2001) eredm¶enyeit, vagyis azt, hogy a szabadalommal
elnyert monopolj¶arad¶ek nÄoveked¶ese a verseny er}os¶³t¶es¶en keresztÄul a j¶arad¶ek
fel¶el¶es¶ehez vezet. A szimul¶aci¶o ugyanakkor r¶amutat arra, hogy az abszorpci¶os
k¶epess¶egeknek is van hat¶asuk a j¶at¶ek kimenetel¶ere, m¶egpedig a versenyhelyzet
er}os¶³t¶ese r¶ev¶en. Min¶el jelent}osebb az abszorpci¶os k¶epess¶egek szerepe a K+F
folyamatban, ann¶al ¶elesebb verseny bontakozik ki a monopolj¶arad¶ek meg-
szerz¶ese ¶erdek¶eben. A v¶allalatok hajland¶oak az abszorpci¶os k¶epess¶egek di-
namikus kÄolts¶egcsÄokkent}o hat¶as¶at al¶arendelni a verseny biztos megnyer¶es¶enek.

Amennyiben a szabadalmi versenyben r¶esztvev}o v¶allalatok elt¶er}o abszorp-
ci¶os k¶epess¶egekkel rendelkeznek, ¶ugy az alacsonyabb szint}u abszorpci¶os k¶e-
pess¶egekkel jellemezhet}o v¶allalat rendszerint kihullik a versenyb}ol, vagyis nem
kezd bele az innov¶aci¶o megval¶os¶³t¶as¶aba. A kimarad¶as val¶osz¶³n}us¶ege egyÄutt
nÄovekszik az abszorpci¶os k¶epess¶egek kÄozÄotti kÄulÄonbs¶eggel.

KÄulÄonÄosen fontos eredm¶enyekre vezetett az aszimmetrikus kezdeti poz¶³ci¶ok
vizsg¶alata. A kapott eredm¶enyeket ¶ugy foglalhatjuk Äossze, hogy az abszorp-
ci¶os k¶epess¶egek szerep¶et is ¯gyelembe v¶eve k¶etfajta l¶ep¶esh¶atr¶anyt kÄulÄonbÄoz-
tethetÄunk meg. Egyfel}ol l¶ep¶esh¶atr¶anyt jelent az innov¶aci¶ot¶ol vett abszol¶ut
t¶avols¶ag (kezdeti tud¶asszintek) kÄulÄonbs¶ege, m¶asfel}ol megjelenik egy dinami-
kus l¶ep¶esh¶atr¶any, amely az abszorpci¶os k¶epess¶egek kÄulÄonbs¶eg¶eb}ol fakad: ala-
csonyabb abszorpci¶os k¶epess¶egek mellett a kezdetben abszol¶ut l¶ep¶esel}onyben
l¶ev}o v¶allalat el}onye elveszhet.

¶Igy fontos kieg¶esz¶³t¶es a kor¶abbi modellekhez k¶epest, hogy az abszorpci¶os
k¶epess¶egek be¶ep¶³t¶ese lehet}ov¶e teszi, hogy a kezdeti l¶ep¶esh¶atr¶anyban l¶ev}o v¶al-
lalat is megval¶os¶³tsa az innov¶aci¶ot, felt¶eve, hogy dinamikus l¶ep¶esel}onye k¶epes
ellens¶ulyozni a kezdeti l¶ep¶esh¶atr¶anyt.

A dolgozatban vizsg¶alt modell azonban kor¶antsem teljes, fontos tov¶abb-
fejleszt¶esi ir¶anyok v¶azolhat¶ok fel. Egyr¶eszt nem tartalmaz diszkontfaktort,
ami a dinamikus megkÄozel¶³t¶esb}ol fakad¶oan ¶arnyalhatn¶a az eredm¶enyeket. Ez-
zel ÄosszefÄugg¶esben ¶erdemes kiemelni Harris ¶es Vickers (1985) kit¶etel¶et, mi-
szerint az innov¶aci¶ot¶ol val¶o kezdeti t¶avols¶ag nem csak a tud¶asszintek kÄozti
kÄulÄonbs¶eget jelenti, hanem azt is, hogy az egyes v¶allalatok hogyan ¶ert¶ekelik a
szabadalmi d¶³jat. A szabadalmi d¶³j vagy monopolista j¶arad¶ek elt¶er}o ¶ert¶ekel¶ese
kifejez}od¶esre juthat elt¶er}o diszkontr¶at¶akban is. Fontos lehet tov¶abb¶a meg-
vizsg¶alni, hogy mi tÄort¶enik akkor, ha a K+F tev¶ekenys¶eg kÄolts¶egei m¶as ar¶any-
ban adottak: ct 2 f 0; 1; 2g helyett pl. ct 2 f0; 1; 3 g, illet}oleg, hogy milyen
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eredm¶enyekre vezet, ha a v¶allalatok elt¶er}o kÄolts¶egstrukt¶ur¶aval rendelkeznek
ilyen szempontb¶ol. A szimul¶aci¶o seg¶³ts¶eg¶evel viszonylag kÄonnyen kezelhet}o a
technol¶ogiai bizonytalans¶ag, ami egy sztochasztikus modellt felt¶etelez, tov¶ab-
b¶a a tud¶as tervez¶esi horizonton t¶uli hasznos¶³t¶as¶anak lehet}os¶ege is be¶ep¶³thet}o
a modellbe.

1. FÄuggel¶ek

Bizony¶³tand¶o, hogy ° = 1 eset¶en, adott CS ¶es T mellett ®T minden olyan
strat¶egia eset¶en megegyezik, amelynek ÄosszkÄolts¶ege CS , hossza pedig T .

El}oszÄor bizony¶³tsuk, hogy a strat¶egia k¶et egym¶ast kÄovet}o elem¶enek (k¶et
peri¶odus kÄolts¶eg¶enek) felcser¶el¶ese azonos ®T -t eredm¶enyez. Legyen a k¶et
felcser¶elt elem ck ¶es ck¡1, vagyis a k¶et strat¶egia:

(F1)
S = (c1; c2; . . . ; ck¡1; ck; . . . ; cT )

S0 = (c1; c2; . . . ; c
0
k¡1; c

0
k; . . . ; cT )

Az S0 strat¶egia relev¶ans elemeire a felcser¶el¶es miatt nyilv¶anval¶oan ¶erv¶enyes,
hogy: c0

k = ck¡1 ¶es c0
k¡1 = ck. Ekkor az ¶uj tud¶asszintek ®0

k ¶es ®0
k¡1. Nyil-

v¶anval¶o, hogy ®0
i = ®i minden i · k ¡ 2 eset¶en, illetve, hogy c0

i = ci minden
i 6= k; k ¡ 1 eset¶en.

A fentiek ismeret¶eben ¶³rjuk fel ®k-t ¶es ®0
k-t, felhaszn¶alva, hogy ° = 1:

(F2)
®k = ®k¡1 + ck(1 + ®k¡1)

®0
k = ®0

k¡1 + c0
k(1 + ®0

k¡1)

Fel¶³rva a fenti ÄosszefÄugg¶eseket ®k¡1-re ¶es ®0
k¡1-re is ¶es ezeket behelyettes¶³tve

(F2)-be, ¶atrendez¶es ut¶an ad¶odik, hogy

(F3)
®k = ®k¡2 + ®k¡2(ck¡1 + ck) + (ck¡1 + ck) + ck¡1ck + ®k¡2ck¡1ck

®0
k = ®0

k¡2 + ®0
k¡2(c

0
k¡1 + c0

k) + (c0
k¡1 + c0

k) + c0
k¡1c

0
k + ®0

k¡2c
0
k¡1c

0
k

A z¶ar¶ojelekben l¶ev}o kifejez¶esek a k¶et kÄulÄonbÄoz}o fel¶³r¶as eset¶en azonosak, mivel
bennÄuk a strat¶egia k¶et felcser¶elt elem¶enek Äosszege, illetve szorzata szerepel.
Mivel ezeket az elemeket csak felcser¶eltÄuk, de nem v¶altoztattuk meg, ¶³gy
nyilv¶anval¶o, hogy ck¡1 + ck = c0

k¡1 + c0
k ¶es ck¡1ck = c0

k¡1c
0
k. Bel¶attuk

tov¶abb¶a, hogy ®0
k¡2 = ®k¡2. ¶Igy bizony¶³tott, hogy ®k = ®0

k.
Ebb}ol az eredm¶enyb}ol kÄovetkezik, hogy ®0

i = ®i minden i > k eset¶en
is, mivel minden c0

i = ci i > k eset¶en. Vagyis ®0
i = ®i minden i ¸ k.

Mivel k · T szÄuks¶egszer}uen teljesÄul, ez¶ert bizony¶³tott, hogy k¶et tetsz}oleges
elem felcser¶el¶ese ° = 1 eset¶en v¶altozatlanul hagyja ®T -t. Az S0 strat¶egia
k¶et ¶ujabb, tetsz}oleges egym¶ast kÄovet}o elem¶enek felcser¶el¶es¶evel el}o¶all¶³that¶o
S00 strat¶egia, amelyre ®00

T = ®0
T = ®T , majd ezt a m¶odszert folytatva minden

olyan strat¶egia, amelyben CS ¶es T adott nagys¶ag¶u. ¶Igy teh¶at bel¶athat¶o, hogy
valamennyi ilyen strat¶egia eset¶eben ®T ¶alland¶o. 2
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2. FÄuggel¶ek

Ahhoz, hogy a j¶at¶ek analitikusan kezelhet}o legyen, szÄuks¶eges, hogy z¶art
formul¶akat fogalmazzunk meg egy adott strat¶egia v¶egs}o tud¶asszintj¶ere ¶es
hossz¶ara.

A v¶egs}o tud¶asszint ismeret¶ehez a (4) di®erencia-egyenlet megold¶asa szÄuk-
s¶eges, amely a param¶eterek ¶es a strat¶egia kÄolts¶eg-elemeinek felhaszn¶al¶as¶aval
¶³rja fel ®t ¶ert¶ek¶et tetsz}oleges t-re. A (4) egyenletb}ol azonban az kÄovetkezik,
hogy b¶armely ®t eset¶eben szÄuks¶eges ismernÄunk a t-edik peri¶odusig viselt
kÄolts¶egek nagys¶ag¶at ¶es sorrendj¶et. Ebb}ol pedig az kÄovetkezik, hogy z¶art for-
mula nem ¶³rhat¶o fel ®t-re. Enn¶elfogva ¶altal¶anos k¶epletet nem adhatunk sem
egy strat¶egia v¶egs}o tud¶as¶ara ®T , sem hossz¶ara (T ), azokat csak a strat¶egi¶aban
szerepl}o kÄolts¶eg-elemek sorrendj¶enek ismeret¶eben sz¶am¶³thatjuk ki.

A leghosszabb (ct = 1, 8t) ¶es legrÄovidebb (ct = 2, 8t) strat¶egi¶ak eset¶en
rendre az

(F4) ®t = 1 + ®t¡1 + (®t¡1)
° ;

illetve az

(F5) ®t = 2 + ®t¡1 + 2(®t¡1)
°

nemline¶aris, nem eg¶esz kitev}oj}u di®erenciaegyenleteket kellene megoldani,
hogy z¶art k¶epletet kapjunk ®t-re ¶es a tov¶abbi nagys¶agokra. Ezen egyenletek
megold¶as¶ara a szerz}o nem ismer megfelel}o algoritmust. 2

3. FÄuggel¶ek

A szimul¶aci¶os algoritmus logikai l¶ep¶esei a kÄovetkez}ok.

² A szimul¶aci¶o els}o l¶ep¶esek¶ent a param¶eterek meghat¶aroz¶as¶ara (beolvas¶a-
s¶ara) kerÄul sor. A monopolj¶arad¶ek nagys¶aga (V ), az innov¶aci¶o megval¶o-
s¶³t¶as¶ahoz szÄuks¶eges tud¶as nagys¶ag¶anak (N), valamint mindk¶et v¶allalat
eset¶eben a kezdeti tud¶as (®1

0, ®2
0) ¶es az abszorpci¶os param¶eter (°1, °2)

megad¶asa szÄuks¶eges.

² A megadott param¶eterek alapj¶an mindk¶et v¶allalat eset¶eben kisz¶am¶³t-
hat¶o a leghosszabb relev¶ans strat¶egia (vagyis a csupa 1-est tartalmaz¶o
strat¶egia) hossza (T ).

² Ezek ut¶an lehets¶eges az Äosszes T hossz¶us¶ag¶u strat¶egia fel¶³r¶asa. Ez azt
jelenti, hogy valamennyi olyan kÄulÄonbÄoz}o strat¶egi¶at felsorolunk, amely-
nek hossza T ¶es nem tartalmaz null¶at.

² Ezeket a strat¶egi¶akat ,,csonkoljuk", azaz olyan strat¶egi¶akat k¶epzÄunk
bel}olÄuk, amelyek nem hosszabbak a szÄuks¶egesn¶el. Ez azt jelenti, hogy
a fenti l¶ep¶esben gener¶alt strat¶egi¶akat csak addig a peri¶odusig vesszÄuk
¯gyelembe, am¶³g a strat¶egia megval¶os¶³t¶as¶aval gener¶alt tud¶as el¶eri N -et.
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² Az ¶³gy kapott strat¶egiahalmazb¶ol kisz}urjÄuk a redund¶ans strat¶egi¶akat,
hozz¶aadjuk a null-strat¶egi¶at, ¶³gy megkapjuk a v¶allalatok sz¶am¶ara rele-
v¶ans strat¶egi¶ak halmaz¶at.

² Minden ¶³gy kapott strat¶egi¶ara kisz¶am¶³thatjuk a strat¶egia kÄolts¶eg¶et,
v¶egs}o tud¶asszintj¶et ¶es hossz¶at, mindk¶et v¶allalat eset¶eben.

² Az ¶³gy kapott adatokb¶ol kialak¶³thatjuk mindk¶et j¶at¶ekos ki¯zet¶esi m¶at-
rix¶at. A m¶atrixban szerepl}o adatok egyszer}uen a v¶allalat pro¯tj¶at tar-
talmazz¶ak, ¯gyelembe v¶eve a v¶alasztott strat¶egi¶akat. A ki¯zet¶esek a
dolgozatban de¯ni¶alt m¶odon alakulnak.

² A k¶et v¶allalat ki¯zet¶esi m¶atrix¶anak ismeret¶eben mindk¶et v¶allalat reak-
ci¶o-fÄuggv¶eny¶et is fel¶³rhatjuk, vagyis hogy a versenyt¶ars adott strat¶egi¶aja
eset¶en az adott v¶allalat sz¶am¶ara melyik strat¶egia az optim¶alis v¶alaszt¶as.

² Az ¶³gy kapott reakci¶o-fÄuggv¶enyek seg¶³ts¶eg¶evel lehet}ov¶e v¶alik a Nash-
egyens¶ulyi strat¶egia-p¶arok meghat¶aroz¶asa. Ehhez csup¶an azt kell meg-
vizsg¶alni, hogy a lehets¶eges strat¶egia-p¶arok eset¶eben a v¶allalatok reak-
ci¶ofÄuggv¶eny¶enek ¶ert¶eke megegyezik-e az aktu¶alis strat¶egi¶aval.

² A szimul¶aci¶o ezek ut¶an kimeneti adatk¶ent megadja az egyens¶ulyi stra-
t¶egia-p¶arok sz¶am¶at, az egyens¶ulyi strat¶egi¶akban a v¶allalatok strat¶e-
gi¶aj¶anak jelleg¶et (melyik v¶allalat ¶es h¶any egyens¶ulyi strat¶egia-p¶arban
nyer, az adott strat¶egia gyors vagy lass¶u, stb), azok hossz¶at ¶es egy
kÄulÄon t¶abl¶aban magukat a strat¶egi¶akat is kilist¶azza, a r¶eszletes elemz¶es
lehet}os¶eg¶et fenntartva.

A dolgozatban bemutatott szimul¶aci¶o a fenti algoritmust ism¶etelte meg
kÄulÄonbÄoz}o param¶eter-¶ert¶ekek eset¶en.
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ABSORPTIVE CAPACITY AND INNOVATION { A PATENT RACE MODEL

In this paper we model a patent race where, in contrast to previous studies, the
role of absorptive capacity is incorporated. This means that the e±ciency of a
¯rm's innovative activity depends on previously accumulated knowledge, that is,
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its past R&D activity. The presented model, due to its complexity, is not solved
analytically, but analysed through computer simulations. Our results complement
previous ¯ndings about patent races. The results emphasise that including absorp-
tive capacity in the model, not only the initial distance from the innovation plays
a di®erential role between ¯rms but a second kind of di®erence emerges, called
\dynamic lead" in the paper. This dynamic lead stems from di®erent absorptive
capacities. In this setting, a ¯rm which is initially farther away from the innovation
can win the patent race if its absorptive capacity is su±ciently higher than that of
its rival's.
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A DIVATHOZ CSATLAKOZ¶O FOGYASZT¶OK
HASZNOSS¶AGI FÄUGGV¶ENYEI1

KOV¶ACS K¶ARMEN
PTE KTK

Tanulm¶anyom c¶elja a divatterm¶eket fogyaszt¶o egy¶enekre vonatkoz¶o n¶eh¶any
hasznoss¶agi fÄuggv¶eny bemutat¶asa. Els}osorban a hasznoss¶agi fÄuggv¶enyeket
alkot¶o komponensekre, ¶es az azok kÄozÄotti ÄosszefÄugg¶esekre Äosszpontos¶³tok,
vagyis arra, hogy milyen t¶enyez}ok ¶es hogyan befoly¶asolj¶ak a divathoz tÄort¶en}o
csatlakoz¶as ¶elvezet¶et. Nem c¶elom teh¶at a fÄuggv¶eny anal¶³zis, sokkal ink¶abb
r¶amutatni n¶eh¶any, a hasznoss¶ag m¶ert¶ek¶et befoly¶asol¶o t¶enyez}ore, valamint
megl¶at¶asom szerint a divatterm¶ekek fogyaszt¶as¶ara hat¶ast gyakorl¶o, de a hasz-
noss¶agi fÄuggv¶enyekb}ol hi¶anyz¶o relev¶ans elemre.

1 Bevezet}o

A divatnak alapvet}oen a kvalitat¶³v vonatkoz¶asait kutatj¶ak. Nagyon fontosnak
tartom azonban a divatjavak fogyaszt¶as¶anak kvantitat¶³v szempontb¶ol tÄort¶en}o
vizsg¶alat¶at is, minthogy ez¶altal a verb¶alisan megfogalmazott elm¶eleti Äossze-
fÄugg¶esek jobban meg¶erthet}ok, valamint hozz¶aseg¶³thet ¶uj ÄosszefÄugg¶esek felis-
mer¶es¶ehez, kÄovetkeztet¶esek levon¶as¶ahoz. A gazdas¶agi szakirodalomban a di-
vatnak tÄobbf¶ele matematikai modellj¶et alkott¶ak meg, ezek azonban empirikus
tesztel¶esÄuk neh¶ezs¶ege ¶es hi¶anya miatt nagyr¶eszt megmaradtak az elm¶elet
szintj¶en. Az al¶abbiakban azokkal a kvantitat¶³v vonatkoz¶asokkal foglalkozom,
amelyek a divatot adapt¶al¶o egy¶en fogyaszt¶oi hasznoss¶ag¶ara vonatkoznak.

Az egy¶en ¶altal egy divatterm¶ek fogyaszt¶as¶ab¶ol nyert hasznoss¶ag¶erzet, il-
letve ¶elvezet a hasznoss¶agi fÄuggv¶enyen keresztÄul ragadhat¶o meg. Minthogy
az egy¶ent divathoz val¶o csatlakoz¶as¶aban er}osen befoly¶asolj¶ak ¶erzelmei (Cho
{ Lee, 2005; O'Shaughnessy { O'Shaughnessy, 2003; Mahajan { Wind, 2002;
Kov¶acs, 2006), valamint a divatterm¶ekek ¶es a divatm¶ark¶ak a szimbolikus
fogyaszt¶as eszkÄozei (Kov¶acs, 2005ab), a divatjavakb¶ol nem, vagy nem csak
funkcion¶alis hasznoss¶ag, hanem szimbolikus hasznoss¶ag is sz¶armazik; l¶etezik
teh¶at a racion¶alis hasznoss¶agukon t¶ul egy m¶asodlagos hasznoss¶ag is (H¶amori,
1999). A szimbolikus hasznoss¶ag kÄozgazdas¶agi alapja az, hogy

² a divatjavak klubjavaknak tekinthet}ok { vagyis a kÄozjavak ¶es a mag¶anja-
vak kÄozÄott ¶atmeneti kateg¶ori¶at k¶epeznek, amelyek a fogyaszt¶ok alacsony
sz¶ama mellett nem versenyz}ok, de versenyz}ov¶e v¶alnak azok sz¶am¶anak
nÄoveked¶es¶evel (Buchanan, 1965; Adams { McCormick, 1987),

1Be¶erkezett: 2008. okt¶ober 9. E-mail: karmen@ktk.pte.hu.
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² a divat dinamik¶aja pedig le¶³rhat¶o a klubok elm¶elet¶evel, amelynek alap-
gondolata, hogy az egy¶ennek egy j¶osz¶ag fogyaszt¶as¶ab¶ol sz¶armaz¶o el¶e-
gedetts¶eg¶et az ugyanazon j¶osz¶agot fogyaszt¶o emberek sz¶ama hat¶arozza
meg (Adams { McCormick, 1992).

A term¶ekhez kapcsol¶od¶o szimbolikus hasznoss¶agot V¶azquez { Del R¶³o {
Iglesias (2002) megfoghat¶o term¶ekjellemz}okb}ol (pl. st¶³lus, sz¶³n) sz¶armaz¶onak,
valamint pszichol¶ogiai ¶es t¶arsas szÄuks¶egleteket kiel¶eg¶³t}onek v¶eli.

E tanulm¶anyomban ismertetek n¶eh¶any spekulat¶³v, divatadapt¶aci¶ora vo-
natkoz¶o fogyaszt¶oi hasznoss¶ag fÄuggv¶enyt. Annak ellen¶ere, hogy ezek a fÄugg-
v¶enyek alapvet}oen elm¶eleti jelent}os¶eg}uek (gyakorlati alkalmazhat¶os¶aguk ne-
h¶ezs¶egekbe ÄutkÄozik), r¶amutatnak a divat fogyaszt¶oi magatart¶as¶anak ¶es a di-
vatnak mint kollekt¶³v fogyaszt¶asnak a felsz¶³n alatt megh¶uz¶od¶o, bonyolult, a
k¶³n¶alati oldal szerepl}oi sz¶am¶ara ugyanakkor relev¶ans ÄosszefÄugg¶eseire. KÄozÄos
jellemz}ojÄuk, hogy a t¶arsadalmi hat¶asok valamilyen aspektusb¶ol ¶es valamilyen
form¶aban megtal¶alhat¶ok bennÄuk. Ennek h¶atter¶eben az ¶all, hogy a divat egy-
fajta csoport- vagy tÄomegfogyaszt¶ast jelent, valamint hogy a divatjavak fo-
gyaszt¶as¶anak ¶elvezet¶et jelent}os m¶ert¶ekben befoly¶asolj¶ak az interperszon¶alis
viszonyok.

A divatban egyidej}uleg ¶erv¶enyesÄul k¶et kulcsfontoss¶ag¶u szerepet j¶atsz¶o in-
terperszon¶alis hat¶as; az egyik meghat¶aroz¶oja az elkÄulÄonÄul¶es, a m¶asik¶e pedig
az Äosszetart¶as ir¶anti ig¶eny (Simmel, 2001; Bianchi, 2002; Sassatelli, 2000). A
fogyaszt¶ok r¶esz¶er}ol megnyilv¶anul¶o elkÄulÄonÄul¶es ir¶anti ig¶enyt sznob hat¶asnak, a
konformit¶asra tÄorekv¶est pedig bandwagon hat¶asnak nevezik. A sznob hat¶as
egyr¶eszt felbukkanhat akkor, amikor ¶uj preszt¶³zs term¶eket vezetnek be a piac-
ra, ¶es az azt els}ok¶ent adapt¶al¶ok a fogyaszt¶ok korl¶atozott sz¶am¶ab¶ol kÄovetkez}oen
k¶³v¶annak el}onyre szert tenni. M¶asr¶eszt pedig, felmerÄulhet, ha a st¶atusra
¶erz¶ekeny fogyaszt¶ok az¶ert, ¶es akkor utas¶³tanak el egy term¶eket, mert, illetve
amint az emberek tÄobbs¶ege fogyasztja azt (Vigneron { Johnson, 1999). A
bandwagon hat¶as a sznob hat¶as ellent¶ete, ennek kÄovetkezt¶eben terjed el a
divat az egyes fogyaszt¶oi szegmensekben, illetve a t¶arsadalomban. A divat-
ciklus elej¶en a sznob hat¶as ¶erv¶enyesÄul, a fogyaszt¶ok alacsony sz¶ama mellett
¶eri el maximum¶at. Amint azonban a fogyaszt¶ok sz¶ama el¶er egy elegend}oen
nagy kritikus ¶ert¶eket, a j¶osz¶ag k¶³v¶anatosabb¶a v¶alik; min¶el tÄobben csatlakoz-
nak a divathoz, ann¶al nagyobb lesz a fogyaszt¶ok kÄor¶eben a konformit¶as, azaz
a bandwagon hat¶as megnyilv¶anul¶asa, kÄovetkez¶esk¶eppen a divatciklus v¶eg¶en
¶eri el maximum¶at (Corneo { Jeanne, 1997). Empirikus vizsg¶alatokkal is
al¶at¶amasztott¶ak, hogy a divatinnov¶atorok r¶esz¶er}ol els}osorban sznob hat¶as
¶erv¶enyesÄul, ¶es hogy a divatkÄovet}ok a konformit¶as ir¶anti ig¶enyÄuk miatt ut¶a-
nozz¶ak a divatot m¶ar kor¶abban adapt¶al¶okat, azaz r¶eszÄukr}ol bandwagon hat¶as
nyilv¶anul meg (Cholachatpinyo et al., 2002ab).

Meg¯gyelhet}o tov¶abb¶a, hogy az ¶ar, illetve a kÄolts¶eg komponens mindegyik
fÄuggv¶enyben hasznoss¶ag csÄokkent}o t¶enyez}ok¶ent szerepel. Eszerint nem veszik
¯gyelembe azt, hogy a divatinnov¶atorok sz¶am¶ara a magas ¶ar preszt¶³zs¶ert¶eket
jelenthet (Groth { McDaniel, 1993; Stearns { Borna, 2005) { ezt empirikus
kutat¶asom is meger}os¶³ti (Kov¶acs, 2009) {, vagyis hogy a divatterm¶ek ¶ara
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nem felt¶etlenÄul csÄokkenti a hasznoss¶agot. Az ¶ar komponenst ennek alapj¶an
c¶elszer}unek tartom (¡1)s t¶enyez}ovel megszorozni, ahol s bin¶aris v¶altoz¶o:
s = 1, ha az ¶ar motiv¶alja a divatterm¶ek megv¶as¶arl¶as¶at, azaz nÄoveli a fogyaszt¶o
hasznoss¶ag¶at, ¶es s = 0 ellenkez}o esetben, amikor a norm¶al javak¶ehoz ha-
sonl¶oan ¶ert¶ekeli a divatadapt¶al¶o a term¶ek ¶ar¶at, ¶³gy az csÄokkenti hasznoss¶ag¶at.
A (¡1)s t¶enyez}o alkalmaz¶as¶aval a fÄuggv¶eny sokkal jobban kifejezi a divat-
term¶ek fogyaszt¶asa mÄogÄott megh¶uz¶od¶o (kÄulÄonbÄoz}o) fogyaszt¶oi preferenci¶akat,
¶es ez¶altal pontosabb ¶ert¶eket kaphatunk az egy¶enek ¶altal ¶elvezett hasznoss¶ag
m¶ert¶ek¶er}ol.

2 A divatot adapt¶al¶o fogyaszt¶o hasznoss¶agi
fÄuggv¶enye

Frijters (1998) modellje azon alapul, hogy a divatjavak st¶atusjavaknak te-
kinthet}ok, ¶es st¶atus ¶ert¶ekÄuket fogyaszt¶oik ¶atlagos st¶atusa hat¶arozza meg.
A modell a kÄovetkez}ok¶eppen ¶³rja le az i egy¶en x divatj¶osz¶ag v¶as¶arl¶as¶aval
kapcsolatos hasznoss¶agi fÄuggv¶eny¶et:

Ui[xi; yi ¡ xip(t)] = g[yi ¡ xip(t)] + xi°

Z T

t

Sx;t dt ; (1)

² ahol xi bin¶aris v¶altoz¶o, amelynek ¶ert¶eke 1, ha az i egy¶en megv¶as¶arolja
a divatj¶osz¶agot, ¶es 0, ha nem,

² Sx;t a t id}opontban x divatj¶osz¶agot birtokl¶o egy¶enek ¶atlagos st¶atus¶aval
egyenl}o,

² ° a st¶atus jelent}os¶eg¶et jelz}o param¶eter, 0 < ° < 1,

² p(t) a divatj¶osz¶ag t id}opontbeli ¶ara,

² yi az i egy¶en jÄovedelme.

Az (1) alapj¶an a fogyaszt¶o hasznoss¶aga egyr¶eszt fÄugg a fogyaszt¶o jÄove-
delm¶enek ¶es a divatterm¶ek adott id}opontbeli ¶ar¶anak kÄulÄonbs¶eg¶et}ol, azaz a
rezidu¶alis jÄovedelm¶et}ol. Felt¶etelezzÄuk, hogy a g(¢) folytonos ¶es konk¶av. Ez
ut¶obbi tulajdons¶ag biztos¶³tja, hogy a divatterm¶ek mint st¶atusj¶osz¶ag relat¶³v
¶ert¶eke a jÄovedelem nÄoveked¶es¶evel emelkedik; azaz a st¶atust biztos¶³t¶o adott
divatterm¶ek akkor ny¶ujt nagyobb fogyaszt¶oi hasznoss¶agot, ha magasabb a
jÄovedelem. A modell szerint ugyanis a divatciklus elej¶en, amikor magas a
divatterm¶ek ¶ara, azt kevesen, a magas jÄovedelm}uek tudj¶ak megv¶as¶arolni ¶es
¶³gy a j¶osz¶ag st¶atus ¶ert¶eke is magas lesz. Amint azonban mind tÄobben csat-
lakoznak a divathoz, ¶es a term¶ek ¶ara csÄokken, az alacsonyabb jÄovedelm}uek is
fogyaszt¶okk¶a v¶alnak, ¶es¶³gy a j¶osz¶ag st¶atus ¶ert¶eke is egyre kisebb lesz (Frijters,
1998).

A fogyaszt¶oi hasznoss¶agi fÄuggv¶eny m¶asik Äosszetev}oje a st¶atusra vonatkozik:
min¶el fontosabb a st¶atus az egy¶en sz¶am¶ara, valamint min¶el magasabb a di-
vatj¶osz¶ag adott id}opontbeli fogyaszt¶oinak ¶atlagos st¶atusa, ann¶al nagyobb
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az egy¶en hasznoss¶aga. E t¶enyez}ok fÄuggv¶enybe tÄort¶en}o be¶ep¶³t¶es¶et Frijters
(1998) arra a meg¯gyel¶es¶ere alapozza, hogy az egy¶en ¶altal egy divatj¶osz¶ag
¯togtat¶as¶aval szerzett st¶atus a divatj¶osz¶agot fogyaszt¶ok egy r¶esze ¶altal m¶ar
¶elvezett szem¶elyes st¶atusb¶ol sz¶armazik. A divatos term¶ekekkel teh¶at ,,tu-
lajdonk¶eppen t¶arsadalmi st¶atusunkat v¶as¶aroljuk meg" (H¶amori, 1998 110.
o.). Empirikus vizsg¶alatok t¶amasztj¶ak al¶a, hogy a st¶atus szerep¶enek m¶eg
sz¶amos technol¶ogiai innov¶aci¶o (pl. telekommunik¶aci¶os eszkÄozÄok) v¶as¶arl¶asa
eset¶eben is szigni¯k¶ans szerepe van (Leung { Wei, 1998). Am¶³g a fÄuggv¶eny
els}o, p¶enzÄugyi jelleg}u komponense az egy¶en szintj¶ere vonatkozik, addig a
m¶asodikban a t¶arsadalmi hat¶asok, illetve szimbolikus tartalm¶u t¶enyez}ok is
benne rejlenek.

Fontosnak tartom felismerni ¶es kiemelni azt, hogy ebben a hasznoss¶agi
fÄuggv¶enyben nem szerepel maga a divatterm¶ek, teh¶at ezen ÄosszefÄugg¶es alapj¶an
a relev¶ans term¶ekjellemz}ok (az ¶arat kiv¶eve) nincsenek hat¶assal a fogyaszt¶o
¶altal ¶elvezett hasznoss¶agra; ezt nagym¶ert¶ek}u gyenges¶egnek tal¶alom. A fo-
gyaszt¶ok ugyanis a v¶as¶arl¶asi dÄont¶eshozatal sor¶an a divatterm¶ek tulajdons¶agait
is ¶ert¶ekelik, p¶eld¶aul az ¶ujdons¶agot jelent}o st¶³lusjellemz}oket (Kov¶acs, 2007),
valamint a racion¶alis megfontol¶ason alapul¶o min}os¶eget; ezek a t¶enyez}ok is be-
foly¶asolj¶ak a divathoz tÄort¶en}o csatlakoz¶asb¶ol ered}o hasznoss¶ag¶erzetet, illetve
¶elvezetet. Empirikus kutat¶asom eredm¶enyei szerint a divatterm¶ekek tulaj-
dons¶agai a fogyaszt¶ok sz¶am¶ara fontosabbak is, mint az, hogy m¶asok milyen
hat¶ast gyakorolnak r¶ajuk (Kov¶acs, 2009). ¶Igy c¶elszer}unek tartom kieg¶esz¶³teni
a fÄuggv¶enyt addit¶³v m¶odon egy

xi

nX

z=1

wi;zci;z

komponenssel, ahol

² ci;z az i fogyaszt¶onak a divatterm¶ek z-edik tulajdons¶ag¶ara vonatkoz¶o
preferencia szintje, ci;z 2 (¡1;+1). Ha az i egy¶en sz¶am¶ara a divat-
term¶ek z-edik tulajdons¶aga vonz¶o, akkor a ci;z pozit¶³v, ha viszont nem
k¶³v¶anatos, akkor negat¶³v ¶ert¶eket vesz fel, a kÄozÄombÄoss¶eget a 0 fejezi ki.

² wi;z az egyes term¶ektulajdons¶agokhoz tartoz¶o s¶ulyok, amelyek azok
fontoss¶ag¶at jelentik az i fogyaszt¶o sz¶am¶ara, ¶es

Pn
z=1 wi;z = 1.

Min¶el ink¶abb tetszik teh¶at az i fogyaszt¶onak a divatterm¶ek z-edik tulaj-
dons¶aga, valamint min¶el fontosabb az sz¶am¶ara, ann¶al nagyobb az ¶altala
¶elvezett hasznoss¶ag. Ha azonban a j¶osz¶ag egyes tulajdons¶agait negat¶³van
¶ert¶ekeli, akkor az csÄokkent}oleg hat hasznoss¶ag¶erzet¶ere, kÄulÄonÄosen, ha nagy
jelent}os¶eget tulajdon¶³t nekik.

Corneo ¶es Jeanne (1999) modellj¶eben, amelyet a helyv¶alaszt¶as alapj¶an
interpret¶al { tÄok¶eletes inform¶alts¶agot felt¶etelezve, minden egy¶en k¶et t¶³pus
valamelyik¶ebe sorolhat¶o: a ,,k¶³v¶anatosba" (,,desirable type") vagy a ,,nem
k¶³v¶anatosba" (,,undesirable type"). Az i egy¶en hasznoss¶agi fÄuggv¶enye:

ui = yi + (1 ¡ li)
³¼0

iµ
¡ c0

´
+ li

³¼1

iµ
¡ c1

´
; (2)
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² ahol yi a fogyaszt¶o jÄovedelme,

² ¼j a ,,k¶³v¶anatos" egy¶enek ar¶anya a j 2 f0; 1g helyen,

² µ szigor¶uan pozit¶³v ¶³zl¶es param¶eter,

² cj a j helyre tÄort¶en}o eljut¶as kÄolts¶ege,

² li az egy¶en helyv¶alaszt¶asa, amely dummy v¶altoz¶o, ¶ert¶eke 0, ha a 0 helyre
megy ¶es 1, ha az 1-re.

Minden egy¶en a k¶et hely kÄozÄul csak az egyikbe megy. A ,,k¶³v¶anatos"
egy¶enek pozit¶³v, a ,,nem k¶³v¶anatos" egy¶enek negat¶³v extern¶aliak¶ent hatnak
a helyv¶alaszt¶as sor¶an. Min¶el magasabb a v¶alasztott helyen a ,,k¶³v¶anatos"
egy¶enek ar¶anya { ceteris paribus, ann¶al nagyobb a hasznoss¶ag (Corneo {
Jeanne, 1999). Ez val¶oj¶aban azt jelenti, hogy a divatnak mint kollekt¶³v ma-
gatart¶asnak meghat¶aroz¶o szerepe van abban, hogy az egy¶en sz¶am¶ara mekkora
¶elvezetet ny¶ujt egy divatterm¶ek fogyaszt¶asa. A fogyaszt¶o adott helyre tÄort¶en}o
eljut¶as¶anak kÄolts¶ege csÄokkenti a hasznoss¶agot, a jÄovedelme pedig nÄoveli.

A hasznoss¶agi fÄuggv¶eny meg¶³t¶el¶esem szerint olyan szolg¶altat¶asok ig¶enybe
v¶etel¶et interpret¶alja j¶ol, ahol m¶asokkal egy helyen tÄort¶en}o, ¶erzelmekre (is)
ir¶anyul¶o fogyaszt¶as tÄort¶enik ¶es fontos az atmoszf¶era. A legjobb p¶eld¶ak a
(,,divatos") vend¶egl¶at¶ohelyek, idegenforgalmi c¶elpontok, valamint a sz¶orakoz-
tat¶oipar helyei ¶es rendezv¶enyei. Ezekben az esetekben egyfajta funkcion¶alis
vagy racion¶alis hasznoss¶agon t¶uli ¶elm¶eny fogyaszt¶asr¶ol van sz¶o, amelyre a
szolg¶altat¶asi kÄornyezet r¶esz¶et k¶epez}o tÄobbi ig¶enybe vev}o is nagym¶ert¶ekben
hat¶assal van.

Empirikus adatok is al¶at¶amasztj¶ak, hogy p¶eld¶aul az ¶ettermekben { kÄulÄo-
nÄosen a vacsor¶an¶al { a vend¶egek sz¶am¶ara fontos szerepe van a tÄobbi vend¶eg-
nek, olyannyira, hogy m¶eg hajland¶oak is tÄobbet ¯zetni a ,,trendi" t¶arsas¶aggal
egy id}oben tÄort¶en}o ¶etkez¶es¶ert (Andersson { Mossberg, 2004). Az Eur¶op¶aban
is elterjedt amerikai Starbucks k¶av¶eh¶azl¶anc egys¶egeit pedig nemcsak a j¶o
k¶av¶e, hanem a t¶arsas¶ag ¶erz¶es¶e¶ert keresik fel az emberek (Schultz, 2004).

Nakayama { Nakamura (2004) a divatot t¶arsadalmi interakci¶okat { sznob
hat¶ast ¶es bandwagon hat¶ast { mag¶aban foglal¶o jelens¶egnek tekinti. Az ¶altaluk
kifejlesztett fogyaszt¶oi hasznoss¶ag fÄuggv¶eny els}osorban annak vizsg¶alat¶ara
alkalmazhat¶o, hogyan befoly¶asolj¶ak a divatciklus kÄulÄonbÄoz}o id}opontjaiban a
divathoz csatlakoz¶o egy¶enek hasznoss¶ag¶at a t¶arsadalmi hat¶asok. ModelljÄuk-
ben a divatot az egy¶enek bin¶aris v¶alaszt¶as¶anak Äosszegek¶ent hat¶arozz¶ak meg.
Az 1-es alternat¶³va jelentse a divat adapt¶al¶as¶at, a 2-es pedig annak nem
adapt¶al¶as¶at. Mindegyik alternat¶³v¶anak van hasznoss¶aga, V1, illetve V2. Ha
V1 nagyobb, mint V2, akkor az 1-es alternat¶³v¶at v¶alasztja az egy¶en, amely
azt jelenti, hogy csatlakozik a divathoz. Felt¶etelezzÄuk, hogy a divat nem
adapt¶al¶as¶anak hasznoss¶aga z¶erus, azaz V2 = 0. Ebb}ol az kÄovetkezik, hogy
a divathoz tÄort¶en}o csatlakoz¶as hasznoss¶aga nem negat¶³v, vagyis V1 ¸ 0. A
divatadapt¶al¶asra vonatkoz¶o hasznoss¶agi fÄuggv¶eny

V1 = ¡p + ¯x(1 ¡ x)® ; (3)
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² ahol p az ¶altal¶anos kÄolts¶eg (¡1 < p < +1), amely a gazdas¶agi ¶es a
pszichol¶ogiai kÄolts¶eg Äosszeg¶enek ¶es mag¶anak a divat attraktivit¶as¶anak
a kÄulÄonbs¶ege (sztenderd egys¶egre v¶altva),

² x a divatadapt¶aci¶os r¶ata (0 · x · 1), vagyis a divathoz csatlakozottak
¶es a n¶epess¶eg sz¶am¶anak az ar¶anya,

² ® ¶es ¯ konstans param¶eterek, ® ¸ 0, ¯ ¸ 0,

² ® param¶eter a sznob hat¶as relat¶³v er}oss¶ege a bandwagon hat¶asra,

² ¯ param¶eter a t¶arsadalmi interakci¶o er}oss¶ege.

Az ® param¶eterk¶ent val¶o ¶ertelmez¶es¶et nem tartom helyesnek, mert a di-
vat-¶eletciklus folyam¶an mind a sznob hat¶as, mind a bandwagon hat¶as er}os-
s¶ege, valamint azok nagys¶ag¶anak egym¶ashoz val¶o viszonya v¶altozik. ¶Igy nem
hely¶enval¶o minden fogyaszt¶o eset¶en, akik a divat-¶eletciklus kÄulÄonbÄoz}o id}opont-
jaiban csatlakoznak a divathoz, ugyanazon ® ¶ert¶ek alkalmaz¶asa. Az ® ¶ert¶eke
teh¶at az x divatadapt¶aci¶os r¶ata nÄoveked¶es¶evel (amely val¶oj¶aban a divatterje-
d¶est jelenti) egyÄutt v¶altozik. Az ®-t ¶³gy sokkal ink¶abb v¶altoz¶ok¶ent lenne c¶el-
szer}u a fÄuggv¶enyben szerepeltetni, mert v¶elem¶enyem szerint param¶eterk¶ent
nagym¶ert¶ekben torz¶³tja a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny ¶ert¶ek¶et. Az ® nagys¶aga a
kÄovetkez}ok¶eppen ¶ertelmezhet}o:

² ha ® = 0, csak bandwagon hat¶as ¶erv¶enyesÄul,

² ha 0 < ® < 1, bandwagon hat¶as > sznob hat¶as,

² ha ® = 1, bandwagon hat¶as = sznob hat¶as,

² ha ® > 1, bandwagon hat¶as < sznob hat¶as.

A bandwagon (bw) ¶es a sznob (s) hat¶as er}oss¶ege a divat elterjed¶ese folya-
m¶an makro vagy t¶arsadalmi szinten az 1. ¶abra szerint alakul. (Az ¶abr¶an n mu-
tatja a fogyaszt¶ok sz¶am¶at a (0; 1) folytonos intervallumon, amely val¶oj¶aban
a divatadapt¶aci¶os r¶at¶at jelÄoli; a v¶³zszintes tengely teh¶at a divat ¶eletciklus¶aval
van ÄosszefÄugg¶esben. B(¢) a [0; 1] intervallumon de¯ni¶alt, a term¶ek hossz¶u
t¶av¶u h¶³r vagy tekint¶ely ¶ert¶ek¶et reprezent¶al¶o fÄuggv¶eny; a sznob ¶es a band-
wagon hat¶as er}oss¶eg¶et fejezi ki { a divathoz csatlakozott fogyaszt¶ok sz¶am¶anak,
illetve ar¶any¶anak fÄuggv¶eny¶eben. A sznob hat¶as a divatot adapt¶al¶ok viszony-
lag alacsony ar¶anya mellett ¶eri el maximum¶at, a divatterm¶eket fogyaszt¶ok
sz¶am¶aval egyÄutt nÄovekv}o bandwagon hat¶as pedig a divatciklus v¶eg¶en.) A
divatciklus elej¶en az ® ¶ert¶eke nagyobb 1-n¶el. A sznob hat¶as maximum¶anak
el¶er¶es¶et kÄovet}oen folyamatosan csÄokken az ® ¶ert¶eke az x divatadapt¶aci¶os r¶ata
nÄoveked¶es¶evel, minthogy a sznob hat¶as gyengÄul, a bandwagon hat¶as pedig
er}osÄodik amint mind tÄobben ¶es tÄobben adapt¶alj¶ak az ¶uj divatot. V¶egÄul, ha el-
terjedt a divat, ® null¶av¶a v¶alik. Az azonban els}osorban a term¶ekkateg¶ori¶anak,
a divat st¶³lusjegyeinek, valamint a fogyaszt¶ok interperszon¶alis kapcsolatainak
¶es magatart¶as¶anak a fÄuggv¶enye, hogy
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² az ® milyen Äutemben csÄokken a divatciklus sor¶an,

² milyen x ¶ert¶ekn¶el ¶eri el maximum¶at az ®,

² milyen x ¶ert¶ekn¶el v¶alik egyenl}ov¶e a sznob ¶es a bandwagon hat¶as, vala-
mint hogy

² milyen maxim¶alis ¶ert¶eket vehet fel az ®.

Az x(1 ¡ x)® kifejez¶es ¶ert¶ek¶er}ol a fentiek alapj¶an ¶³gy meg¶allap¶³that¶o,
hogy min¶el nagyobb az ® ¶ert¶eke, ¶es ezzel p¶arhuzamosan min¶el kisebb x
¶ert¶eke, ann¶al kisebb; tov¶abb¶a x = 0-n¶al z¶erus ¶ert¶eket vesz fel, x = 1-n¶el
pedig nem ¶ertelmezhet}o a hatv¶any. Az el}obbi ÄosszefÄugg¶es azt jelenti, hogy
min¶el er}osebb a sznob hat¶as ¶erv¶enyesÄul¶ese a bandwagon hat¶ashoz k¶epest,
ann¶al kisebb a divatot adapt¶al¶o fogyaszt¶o hasznoss¶aga { ceteris paribus.
Ebb}ol az a kÄovetkeztet¶es vonhat¶o le, hogy ez a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny a di-
vatkÄovet}okre ¶epÄul, minthogy }ok bandwagon hat¶asra csatlakoznak a divathoz,
tov¶abb¶a pedig a divatinnov¶atorok r¶esz¶er}ol ¶erv¶enyesÄul az er}os sznob hat¶as,
akik sz¶am¶ara pont az jelenti a hasznoss¶ag nÄoveked¶es¶et, ha ki tudnak t}unni
m¶asok kÄozÄul. Ilyen m¶odon teh¶at a divatinnov¶atorok hasznoss¶agi fÄuggv¶eny¶enek
¶ert¶ek¶et torz¶³tja az ® t¶enyez}o. Az x divatadapt¶aci¶os r¶ata k¶et lehets¶eges sz¶els}o
¶ert¶ek¶enek ¶ertelmez¶ese is szÄuks¶eges. Ha x = 0, akkor a szorzat ¶ert¶eke is 0,
azaz a t¶arsadalmi hat¶asok nem j¶arulnak hozz¶a az egy¶en ¶altal ¶elvezett hasz-
noss¶aghoz, mivel ez esetben val¶oj¶aban m¶eg nem is jÄott l¶etre a divat, hiszen
nincsenek divatol¶o fogyaszt¶ok. Ha viszont x = 1, akkor ® = 0, ¶es ¶³gy a
hatv¶any nem ¶ertelmezhet}o; ez azt jelenti, hogy a divat (teljesen) elterjedt,
csak bandwagon hat¶as ¶erv¶enyesÄul, az el¶erte maximum¶at, azaz a divat meg-
semmis¶³tette Äonmag¶at.

1. ¶abra. A sznob ¶es a bandwagon hat¶as Corneo { Jeanne, 1997 p. 338 alapj¶an
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Fontosnak tartom kiemelni a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny egyes t¶enyez}oi kÄozti
viszonyokat, illetve azok hat¶as¶at a hasznoss¶ag ¶ert¶ek¶enek alakul¶as¶ara. Ha
(valamennyire is) attrakt¶³v az egy¶en sz¶am¶ara maga a divat, illetve a divat-
term¶ek, akkor az attraktivit¶asi t¶enyez}o ¶ert¶ek¶er}ol felt¶etelezem, hogy nagyobb,
mint 0. Ebben az esetben, ha a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny ¶ert¶eke pozit¶³v, akkor az
egy¶en csatlakozik a divathoz, azaz megv¶as¶arolja a divatj¶osz¶agot. Ha viszont
a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny negat¶³v ¶ert¶eket venne fel, akkor ink¶abb nem adapt¶alja
a divatot, azaz V2 = 0 lesz, mert az magasabb hasznoss¶agot jelent sz¶am¶ara.
Ha azonban az attraktivit¶asi komponens ¶ert¶eke kisebb 0-n¶al, azaz nem vonz¶o
sz¶am¶ara maga a divat, akkor m¶eg ha egy¶eni szempontj¶ab¶ol nem adapt¶aln¶a
is a divatot, mivel ¡p < 0, el}ofordulhat, hogy csatlakozik a divathoz, mivel
lehet, hogy a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny ¶ert¶eke pozit¶³v lesz, ha a t¶arsadalmi hat¶as
elegend}oen nagy, hogy ellens¶ulyozza az egy¶eni szint hasznoss¶agot csÄokkent}o
hat¶as¶at:

j ¡ pj < ¯x(1 ¡ x)® : (4)

Ez legink¶abb akkor fordulhat el}o, ha az egy¶en sz¶am¶ara nagyon fontos, hogy
beilleszkedjen egy csoportba, ¶³gy p¶eld¶aul a tin¶edzserekn¶el a kort¶ars csoport-
hat¶as er}oteljes ¶erv¶enyesÄul¶esekor vagy a tiszteletb}ol fakad¶o ut¶anz¶as sor¶an. Az
egy¶eni szint t¶enyez}oivel kapcsolatban meg¶allap¶³that¶o, hogy ha a gazdas¶agi ¶es
pszichol¶ogiai kÄolts¶eg Äosszege kisebb, mint az egy¶en sz¶am¶ara a divat attrakti-
vit¶asa, akkor ez nÄoveli a fogyaszt¶o hasznoss¶ag¶at.

Miller { McIntyre { Mantrala (1993) dinamikus divatadapt¶aci¶os modellj¶e-
ben azt felt¶etelezi, hogy a t¶arsadalomban mindenki mindenkire hat¶ast gyako-
rol. Az egy¶en ¶altal elfogadott ¶es alkalmazott st¶³lus inform¶aci¶ot kÄozvet¶³t
az egy¶enr}ol a t¶arsadalom tÄobbi tagja fel¶e. Azok az emberek, akikre az
egy¶en pozit¶³v hat¶assal van, szint¶en csatlakozni akarnak az ¶uj st¶³lushoz. Ez a
st¶³lusv¶altoztat¶as azt¶an m¶asokat is befoly¶asol, ¶es a folyamat tov¶abbgy}ur}uzik.
Ily m¶odon dinamikus a divat folyamata, a dÄont¶eshozatal param¶eterei pedig
egy¶enenk¶ent kÄulÄonbÄoz}oek.

A modell k¶epes kezelni ugyanannak a term¶eknek egyidej}uleg tÄobb tu-
lajdons¶ag¶at; az egyszer}us¶³t¶es ¶erdek¶eben felt¶etelezzÄuk, hogy az egy¶en x tu-
lajdons¶agnak egy bizonyos szintj¶et v¶alasztja egy folyamatos, egydimenzi¶os
t¶erb}ol, amelynek mindk¶et v¶eg¶en ¯zikai korl¶atok vannak. (A tov¶abbiakban egy
meghat¶arozott x v¶alaszt¶as¶ara Miller { McIntyre { Mantrala (1993) alapj¶an
,,st¶³lus" v¶alaszt¶ask¶ent hivatkozom.) Az egy¶en c¶elja minden egyes id}operi¶odus-
ban olyan xt-t v¶alasztani, amellyel maximaliz¶alja hasznoss¶ag¶at. Egy adott t
id}operi¶odusban a v¶alasztott st¶³lus mindig a t¶arsadalom tÄobbi tagja ¶altal az
el}oz}o, t¡1 peri¶odusban adapt¶alt st¶³lus fÄuggv¶enye. ¶Igy az i egy¶en adapt¶aci¶oja
a t-edik peri¶odusban

xi;t = f(Xt¡1) (5)

ahol Xt¡1 = (x1;t¡1; . . . ; xn;t¡1) az n tag¶u t¶arsadalom t ¡ 1 peri¶odusbeli
adapt¶aci¶oj¶anak oszlopvektora (Miller { McIntyre { Mantrala, 1993).

Az egy¶ent a t¶arsadalom tÄobbi tagja szelekt¶³ven befoly¶asolja. Az i egy¶enhez
ill}o st¶³lust a t-edik peri¶odusban, azaz xa;i;t-t, a pozit¶³v referenci¶aj¶u egy¶enek
el}oz}o peri¶odusban v¶alasztott st¶³lusainak s¶ulyozott ¶atlaga hat¶arozza meg. A
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t¶arsadalom azon tagjai eset¶eben, akikre az egy¶en jelent}os ¯gyelmet ford¶³t,
nagy s¶ulyokat alkalmazunk, a s¶ulyok nem lehetnek negat¶³vak, ¶es ÄosszegÄuk
egy. Az egy¶en Äonmag¶anak 0 s¶ulyt hat¶aroz meg, mert a szelekt¶³v hat¶as
t¶arsadalmilag sz¶armaztatott. Az xr;i;t az i egy¶enhez a t-edik peri¶odusban
nem hozz¶aill}o st¶³lus, anal¶og m¶odon sz¶armaztathat¶o. A szelekt¶³v hat¶as k¶et
vektorra tÄort¶en}o elkÄulÄon¶³t¶ese mutatja az ¶ert¶ekelt egy¶enekhez f}uz}od}o attrakci¶o
szintj¶et, ¶es az ellenszenves egy¶enekt}ol val¶o t¶avols¶agtart¶as szintj¶et. ¶Igy minden
i = 1; . . . ; n-re

xa;i;t = ÁiXt¡1 (6)

xr;i;t = ®iXt¡1 (7)

ahol Ái az i egy¶en eset¶en a m¶asokra vonatkoz¶o ¶ert¶ekelt s¶ulyok sorvektora, ¶es
®i az i egy¶en eset¶en a m¶asokra vonatkoz¶o nem m¶elt¶anyolt s¶ulyok sorvektora
(Miller { McIntyre { Mantrala, 1993).

A fentiek alapj¶an Miller { McIntyre { Mantrala (1993) a divatterm¶eket
fogyaszt¶o egy¶en hasznoss¶agi fÄuggv¶eny¶et az al¶abbi kvadratikus form¶aban fejezi
ki:

Ui(xi;t) = ¡ca;i(xi;t ¡ xa;i;t)
2 + cr;i(xi;t ¡ xr;i;t)

2 ¡ cc;i(xi;t ¡ xi;t¡1)
2 ; (8)

² ahol xi;t az i egy¶en ¶altal a t peri¶odusban v¶alasztott st¶³lus,

² xa;i;t az i egy¶enhez ill}o st¶³lus a t-edik peri¶odusban,

² xr;i;t az i egy¶enhez nem hozz¶aill}o st¶³lus a t-edik peri¶odusban,

² ca;i az i egy¶en attraktivit¶asa a pozit¶³van ¶ert¶ekelt csoportokhoz, ca;i > 0,

² cr;i az i egy¶en t¶avols¶agtart¶asi ig¶enye az ellenszenves csoportt¶ol (a ca;i

¶es a cr;i ¶altal¶aban nem azonos m¶ert¶ek}u), cr;i > 0,

² cc;i az i egy¶en v¶altoz¶assal szembeni attit}udje, cc;i > 0.

A (8) fÄuggv¶eny els}o komponense ¶ugy ¶ertelmezhet}o, hogy min¶el ink¶abb elt¶er
az i egy¶en ¶altal v¶alasztott st¶³lus a szerinte hozz¶aill}ot}ol, ann¶al alacsonyabb
a fogyaszt¶o szimbolikus hasznoss¶aga. A m¶asodik komponens szerint min¶el
ink¶abb elt¶er az i egy¶en st¶³lusa a nem hozz¶aill}o st¶³lust¶ol, ann¶al nagyobb az
¶elvezett hasznoss¶ag. A harmadik komponens pedig azt jelenti, hogy min¶el
nagyobb st¶³lusv¶altoztat¶ast hajt v¶egre az i egy¶en a t ¡ 1-edik peri¶odusr¶ol a t-
edik peri¶odusra, ann¶al alacsonyabb a hasznoss¶aga; vagyis az egy¶ent v¶altoz¶ast
nem kedvel}o term¶eszet}unek t¶etelezi fel a modell.

Miller { McIntyre { Mantrala (1993) ¶altal kidolgozott szimbolikus hasz-
noss¶agi fÄuggv¶enynek a kÄoz¶eppontj¶aban teh¶at a divatterm¶ek tulajdons¶agai ¶es
az egy¶ennek a tÄobbi fogyaszt¶ohoz, valamint azok st¶³lusv¶alaszt¶as¶ahoz val¶o vi-
szonya ¶all. A fÄuggv¶enyt teljes eg¶esz¶eben az egy¶en ¶ert¶ek¶³t¶elete hat¶arozza meg,
hiszen minden egyes param¶eter ¶es v¶altoz¶o a fogyaszt¶o preferenci¶ait¶ol fÄugg.
ÄOsszess¶eg¶eben a modell a divathoz tÄort¶en}o csatlakoz¶as kÄozponti elemeire ¶epÄul,
tov¶abb¶a a fogyaszt¶oi ¶erzelmekre, az elkÄulÄonÄul¶es ¶es a konformit¶as ir¶anti ig¶enyre
¶es arra, hogy a divatterm¶ek st¶³lusjellemz}oi okozz¶ak a fogyaszt¶oi ¶elvezetet. A
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(¯zikai ¶ertelemben vett) divatterm¶ekek (teh¶at nem a szolg¶altat¶asok) st¶³lus
v¶alaszt¶as¶at ¶³rja le j¶ol, amikor { a t¶arsadalmi kÄornyezet sz¶am¶ara { j¶ol l¶athat¶o
fogyaszt¶as tÄort¶enik, teh¶at p¶eld¶aul a ruh¶ak vagy az aut¶ok eset¶eben. P¶enzÄugyi
jelleg}u t¶enyez}ok mint az ¶ar ¶es a jÄovedelem nem szerepelnek a modellben.2

3 A hasznoss¶agi fÄuggv¶enyek Äosszevet¶ese

Az ismertetett hasznoss¶agi fÄuggv¶enyekben (1. t¶abl¶azat) kÄozÄos, hogy a t¶ar-
sadalmi hat¶as valamilyen form¶aban szerepel bennÄuk. Miller { McIntyre {
Mantrala (1993) modellje az egyetlen, amelyben e hat¶asok nemcsak makro,
hanem mikro szinten is megjelennek, hiszen a t¶arsadalom minden tagj¶ahoz
val¶o viszony (kÄulÄon-kÄulÄon) be¶epÄul a fÄuggv¶enybe. A bandwagon ¶es a sznob
hat¶as Nakayama { Nakamura (2004) ¶es Miller { McIntyre { Mantrala (1993)
fÄuggv¶eny¶eben egy¶ertelm}uen jelen van, Frijtersn¶el (1998) viszont m¶asoknak az
egy¶en hasznoss¶ag¶ara gyakorolt befoly¶asa a divatterm¶eket fogyaszt¶ok ¶atlagos
st¶atusa alapj¶an ¶erv¶enyesÄul. Corneo { Jeanne (1999) modellj¶eben a konfor-
mit¶as ir¶anti ig¶eny ¶all annak h¶atter¶eben, hogy az egy¶en sz¶am¶ara ,,k¶³v¶anatos"
fogyaszt¶ok ar¶anya van hat¶assal a hasznoss¶agra.

A divatra, a divatterm¶ek tulajdons¶agaira vonatkoz¶o t¶enyez}ok Frijters (1998)
fÄuggv¶enye kiv¶etel¶evel mindegyik modellbe be¶epÄulnek. Corneo { Jeanne (1999)
fÄuggv¶eny¶eben a divathoz val¶o viszonyul¶as az ¶³zl¶es param¶eteren, Nakayama {
Nakamura-n¶al (2004) pedig a divat attraktivit¶ason keresztÄul jelenik meg {
igaz pontosabb meghat¶aroz¶asuk n¶elkÄul. Miller { McIntyre { Mantrala (1993)
modellj¶eben van a legnagyobb szerepe a divatterm¶ekek tulajdons¶againak,
hiszen az egy¶en c¶elja minden egyes id}operi¶odusban a term¶ekjellemz}ok olyan
szintj¶et v¶alasztani, amellyel maximaliz¶alhatja hasznoss¶ag¶at { ¯gyelembe v¶eve
m¶asokhoz, ¶es azok st¶³lusv¶alaszt¶as¶ahoz val¶o viszony¶at. A fÄuggv¶eny az egy¶en
¶altal v¶alasztott, az egy¶enhez ill}o ¶es nem hozz¶aill}o st¶³lusok kÄozÄotti ÄosszefÄug-
g¶eseken alapul.

P¶enzÄugyi komponens Miller { McIntyre { Mantrala (1993) fÄuggv¶eny¶en
k¶³vÄul mindegyikben megjelenik. Frijtersn¶el (1998) az ¶ar a jÄovedelemmel ¶es
a divat j¶osz¶ag st¶atus ¶ert¶ek¶evel ÄosszefÄugg¶esben jelenik meg. Corneo { Jeanne
(1999) fÄuggv¶eny¶ebe ¶erdekes m¶odon a fogyaszt¶as hely¶ere tÄort¶en}o eljut¶as kÄolt-
s¶ege ¶epÄul be, ¶es nem pedig a divatos term¶eknek vagy szolg¶altat¶asnak az ¶ara.
Nakayama { Nakamura-n¶al (2004) a gazdas¶agi kÄolts¶egen k¶³vÄul, pszichol¶ogiai
kÄolts¶eg is megjelenik, sajnos azonban ennek konkr¶etabb meghat¶aroz¶as¶ara
sincsenek utal¶asok. Ism¶etelten hangs¶ulyozom azt { amire m¶ar a Bevezet}oben
is kit¶ertem, hogy mindegyik fÄuggv¶enyben hasznoss¶ag csÄokkent}o t¶enyez}ok¶ent
szerepel az ¶ar, illetve a kÄolts¶eg komponens. Az ¶altalam javasolt, az ¶arhoz mul-
tiplikat¶³v m¶odon kapcsol¶od¶o (¡1)s t¶enyez}o fÄuggv¶enybe tÄort¶en}o be¶ep¶³t¶es¶evel
azonban lehet}os¶eg van az ¶arat hasznoss¶ag nÄovel}o t¶enyez}ok¶ent ¶ert¶ekel}o fo-
gyaszt¶ok preferenci¶ainak ¯gyelembe v¶etel¶ere is, amelynek kÄovetkezt¶eben pon-
tosabban le¶³rhat¶o ¶es m¶erhet}o a fogyaszt¶oi hasznoss¶ag.

2Miller { McIntyre { Mantrala (1993) modellj¶enek r¶eszletes bemutat¶as¶at, elemz¶es¶et ¶es
¶altalam tÄort¶en}o tov¶abbfejleszt¶es¶et l¶asd Kov¶acs, 2005c.
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1. t¶abl¶azat. A divathoz csatlakoz¶o fogyaszt¶ok hasznoss¶agi fÄuggv¶enyeinek Äosszehasonl¶³t¶asa

Az egyes modellek saj¶atoss¶agaira Äosszpontos¶³tva kiemelend}ok az al¶abbiak.
Frijters (1998) fÄuggv¶eny¶enek egy term¶ek tulajdons¶ag(ok)ra vonatkoz¶o kom-
ponenssel tÄort¶en}o kieg¶esz¶³t¶ese szÄuks¶eges, mivel az egy¶enek divatterm¶ekekkel
kapcsolatos v¶as¶arl¶asi dÄont¶es¶et, illetve fogyaszt¶as¶ab¶ol ered}o ¶elvezet¶et a t¶arsa-
dalmi hat¶asokon ¶es a jÄovedelmen k¶³vÄul a term¶ekjellemz}ok is nagym¶ert¶ekben
befoly¶asolj¶ak. Corneo { Jeanne (1999) modellje nem alkalmas a divat terje-
d¶es¶enek vagy egy adott id}opontbeli ¶allapot¶anak magyar¶azat¶ara, elemz¶es¶ere,
sokkal ink¶abb annak vizsg¶alat¶ara, hogy k¶et divat illetve jelen esetben k¶et
,,trendi" hely kÄozÄul melyiket v¶alasztja az egy¶en, ha azon emberek ar¶any¶ara
Äosszpontos¶³t, akikkel azonosulni szeretne. Nakayama { Nakamura (2004) ¶altal
kidolgozott fÄuggv¶eny arra mutathat r¶a, hogy a divatterjed¶es, a divatciklus
folyam¶an a t¶arsadalmi hat¶asok v¶altoz¶o er}oss¶ege ¶es egym¶ashoz val¶o viszo-
nya hogyan befoly¶asolja a fogyaszt¶oi hasznoss¶agot. Az egy¶en ¶altal ¶elvezett
hasznoss¶agra teh¶at nagym¶ert¶ekben hat¶assal van az, hogy a divatciklus mely
id}opontj¶aban csatlakozik a divathoz, mivel a sznob ¶es a bandwagon hat¶as
er}oss¶ege ¶es ar¶anya a divatterjed¶es sor¶an v¶altozik. Fontos hangs¶ulyozni tov¶ab-
b¶a, hogy Nakayama { Nakamura (2004) hasznoss¶agi fÄuggv¶enye a divatkÄovet}ok
fogyaszt¶oi magatart¶as¶ara ¶epÄul. V¶egÄul, Miller { McIntyre { Mantrala (1993)
szimbolikus hasznoss¶agi fÄuggv¶enye dinamikus, vagyis a fogyaszt¶ok st¶³lus v¶a-
laszt¶asa a tÄobbi egy¶en el}oz}o peri¶odusbeli st¶³lus v¶alaszt¶asa alapj¶an tÄort¶enik.

4 ÄOsszegz¶es

Tanulm¶anyomban a divatterm¶eket fogyaszt¶ok hasznoss¶agi fÄuggv¶enyeit vizs-
g¶altam, az }oket alkot¶o t¶enyez}ok ¶es a kÄoztÄuk fenn¶all¶o ÄosszefÄugg¶esek alapj¶an.
Mindegyik hasznoss¶agi fÄuggv¶eny arra ¶epÄul, hogy a divatjavak fogyaszt¶as¶ab¶ol
nem, vagy nem csak funkcion¶alis hasznoss¶ag, hanem szimbolikus hasznoss¶ag
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is sz¶armazik. KÄozÄos bennÄuk, hogy a divathoz tÄort¶en}o csatlakoz¶ast befoly¶asol¶o
t¶arsadalmi hat¶asok valamilyen szempontb¶ol megtal¶alhat¶ok bennÄuk, ugyan-
akkor azonban az ¶ar komponens mindenÄutt hasznoss¶ag csÄokkent}o t¶enyez}ok¶ent
szerepel, ¯gyelmen k¶³vÄul marad teh¶at, hogy a magas ¶ar preszt¶³zs¶ert¶eket jelent-
het. Az ismertetett hasznoss¶agi fÄuggv¶enyek mindegyike eset¶eben ugyanakkor
m¶as-m¶as, a divatterm¶ek fogyaszt¶as¶anak ¶elvezet¶ere hat¶ast gyakorl¶o t¶enyez}o
van a kÄoz¶eppontban, ¶es ¶³gy elt¶er}o jelleg}u divatterm¶ekek, valamint vizsg¶alati,
elemz¶esi c¶elokra alkalmazhat¶ok.
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UTILITY FUNCTIONS OF FASHION ADOPTERS

In this paper I present some utility functions refer to consumers of fashion good. I
primarily focus on the components of utility functions and the connections between
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them, in other words, what factors and how they in°uence the enjoyment of fashion
adoption. My purpose is not a function analysis, but to point out some factors that
have an e®ect on the degree of utility, furthermore such relevant factors that are
missing from the utility functions but in my opinion they have an e®ect on the
consumption of fashion goods.
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ANONIM ¶ES SEMLEGES T¶ARSADALMI V¶ALASZT¶ASI
FÄUGGV¶ENYEK1

BEDNAY DEZS}O { OLL¶AR MARIANN
Budapesti Corvinus Egyetem, KÄozgazdas¶agtudom¶anyi Kar

Dolgozatunkban azt a t¶etelt bizony¶³tjuk, amely szerint (a szerepl}ok r¶esz¶er}ol
szigor¶u line¶aris rendez¶eseket felt¶etelezve) anonim ¶es semleges t¶arsadalmi v¶a-
laszt¶asi fÄuggv¶eny pontosan akkor l¶etezik, ha M 6= P

®ini, ahol M az al-
ternat¶³v¶ak sz¶ama, N a szavaz¶ok sz¶ama, ni N nem 1 oszt¶oja ¶es ®i 2 IN .
Ezt felhaszn¶alva bel¶atjuk, hogy t¶arsadalmi sorrendi fÄuggv¶eny pontosan akkor
adhat¶o, ha M kisebb, mint N legkisebb pr¶³moszt¶oja. Bemutatjuk a t¶etel
n¶eh¶any ¶erdekes kÄovetkezm¶eny¶et ¶es megmutatjuk, hogy l¶etez¶es eset¶en Borda-
¶es Condorcet-konzisztens fÄuggv¶eny is adhat¶o. V¶egÄul ÄosszevetjÄuk a t¶arsadalmi
sorrendi fÄuggv¶enyekkel szembeni elv¶ar¶asainkat az Arrow-t¶etel felt¶etelrendsze-
r¶evel.

1 Bevezet¶es

A t¶arsadalmi v¶alaszt¶asok elm¶elet¶eben kÄozponti szerepet tÄoltenek be az olyan
t¶etelek, amelyek bizonyos felt¶etelnek megfelel}o t¶arsadalmi v¶alaszt¶asi fÄuggv¶e-
nyek exisztenci¶aj¶aval kapcsolatosak. A most bizony¶³tand¶o t¶etelben k¶et felt¶e-
telt veszÄunk ¯gyelembe. Az egyik az anonimit¶as, ami egyfajta egyenl}o b¶a-
n¶asm¶odot kÄovetel meg a szerepl}oket tekintve. Szeretn¶enk, ha egy t¶arsadalmi
v¶alaszt¶asi fÄuggv¶eny minden szavaz¶ot egyenl}oen kezelne. A m¶asik pedig a sem-
legess¶eg, ami hasonl¶ot jelent az alternat¶³v¶akra n¶ezve. El szeretn¶enk kerÄulni
egy olyan kiv¶alaszt¶asi szab¶alyt, amelyben bizonyos alternat¶³v¶ak kitÄuntetettek
a v¶egeredm¶eny szempontj¶ab¶ol. Az ¶all¶³t¶ast egy feladatk¶ent megtal¶altuk Mou-
linn¶al (Moulin, 1988), ahol v¶azlatosan a bizony¶³t¶asr¶ol is sz¶o esik. A most
kÄovetkez}o r¶eszletes bizony¶³t¶asban igyekszÄunk kiemelni a l¶enyegi elemeket.
Majd a t¶etel egyszer}u, de ¶erdekes kÄovetkezm¶enyeit mutatjuk be, tÄobbek
kÄozÄott, hogy mikor l¶etezik t¶arsadalmi sorrendi fÄuggv¶eny, ¶es hogy l¶etez¶es
eset¶en Borda-konzisztens ¶es Condorcet-konzisztens fÄuggv¶enyeket is adhatunk.
V¶egÄul a t¶arsadalmi sorrendi fÄuggv¶enyekre vonatkoz¶o ¶all¶³t¶as felt¶eteleit ha-
sonl¶³tjuk Äossze az Arrow-t¶etel felt¶eteleivel.

2 A t¶etel ¶es bizony¶³t¶asa

El}oszÄor tiszt¶azzuk pontosan a fogalmakat, felt¶eteleket ¶es elv¶ar¶asokat. N sze-
repl}o mindegyike M sz¶am¶u alternat¶³va halmaz¶an k¶epes egy egy¶ertelm}u rang-
sort fel¶all¶³tani. JelÄolje az alternat¶³v¶ak halmaz¶at A, A = fa1; a2; . . . ; aMg. A

1Be¶erkezett: 2008. m¶ajus 7. E-mail: omariann@gmail.com.
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lehets¶eges rangsorok halmaza legyen S, az i-edik szerepl}o sorrendje: pi . Az
eg¶esz t¶arsadalom pro¯ljainak halmaza pedig legyen

P = f(p1; p2; . . . ; pN ) : (p1; p2; . . . ; pN ) 2 SNg:

Egy pro¯lt ezent¶ul egy term¶eszetes elem}u P m¶atrixszal reprezent¶alunk, ahol
az oszlopokban a szerepl}ok ¶altal fel¶all¶³tott sorrend tal¶alhat¶o. Az i-edik osz-
lopban ¶all¶o sz¶amok teh¶at az i-edik szerepl}o alternat¶³vasorrendj¶et jelentik,

csak most p¶eld¶aul P =

2
64

a20 a14 . . .
a4 a17 . . .
...

...
. . .

3
75 helyett P =

2
64

20 14 . . .
4 17 . . .
...

...
. . .

3
75 -ot

¶³runk. Olyan fÄuggv¶enyeket szeretn¶enk vizsg¶alni, amelyek az egy¶eni sorrende-
ket egy t¶arsadalmi v¶alaszt¶ass¶a vagy sorrendd¶e transzform¶alj¶ak.

2.1. De¯n¶³ci¶o. T¶arsadalmi v¶alaszt¶asi fÄuggv¶enynek nevezÄunk egy f : P ! A
fÄuggv¶enyt.

2.1. De¯n¶³ci¶o. T¶arsadalmi-sorrend fÄuggv¶enynek nevezÄunk egy F : P ! S
fÄuggv¶enyt.

Mindkett}ot}ol elv¶arjuk, hogy adott N ¶es M eset¶en minden lehets¶eges pro¯l
az ¶ertelmez¶esi tartom¶anyukba essen. Ha a kett}ot Äosszefoglal¶oan szeretn¶enk
eml¶³teni, akkor majd t¶arsadalmi fÄuggv¶enyk¶ent hivatkozunk r¶ajuk.

A k¶et vizsg¶alati szempontunk a bevezet}oben is eml¶³tett szavaz¶ok kÄozÄotti
anonimit¶as ¶es az alternat¶³v¶ak kÄozÄotti semlegess¶eg. Anonimit¶as alatt olyasmit
¶ertÄunk, hogy a szavaz¶as kimenetele nem fÄugg att¶ol, hogy pontosan kikhez
is tartoznak a be¶erkezett szavazatok (a leadott sorrendek). Teh¶at olyan
elj¶ar¶asokat keresÄunk, amelyek a szavazatokat egyenrang¶uan kezelik; ha az
emberek sorrendjei egym¶as kÄozÄott felcser¶el}odnek, az a szavaz¶as kimenetel¶en
nem v¶altoztat. Ezzel a tulajdons¶aggal p¶eld¶aul a k¶epvisel}ov¶alaszt¶as eset¶en al-
kalmazott egyszer}u tÄobbs¶egi szavaz¶as rendelkezik, hiszen mindegy, hogy kik
szavaztak K jelÄoltre, csak az sz¶am¶³t, hogy Äosszesen h¶anyan. Ugyanakkor a
futball Eur¶opa-bajnoks¶ag helysz¶³n¶et eldÄont}o bizotts¶agban holtverseny eset¶en
az elnÄok szavazata dÄont, }o semmik¶eppen sem tekinthet}o a tÄobbiekkel egyen-
rang¶unak ilyen esetekben.

Az alternat¶³v¶ak kÄozÄotti semlegess¶eggel az alternat¶³v¶ak egyenrang¶us¶ag¶at
szeretn¶enk megfogni. Egy szavaz¶asi vagy kiv¶alaszt¶asi elj¶ar¶as sor¶an nem sze-
retn¶enk, ha el}ofordulhatna az az esetet, hogy miut¶an minden szavaz¶o ¶ert¶ekel¶e-
s¶eben pontosan megcser¶el}odÄott a K ¶es L alternat¶³va helye (m¶as nem tÄort¶ent),
a kialakult sorrend m¶egsem v¶altozik. A k¶epvisel}ov¶alaszt¶as a legtÄobb esetben
ezt a krit¶eriumot is teljes¶³ti, hiszen mindegy, hogy melyik jelÄolt pontosan ki-
csoda; az nyer, aki a legtÄobb szavazatot kapja. Viszont a m}ukorcsolyaversenyek
kvali¯k¶aci¶os rendszere nem teljes¶³ti a semlegess¶eget, hiszen a versenyz}ok be-
jut¶asa teljes¶³tm¶enyÄukÄon k¶³vÄul az orsz¶agok kor¶abban szerzett kv¶ot¶ait¶ol is fÄugg.

N¶ezzÄuk hogyan de¯ni¶aljuk pontosan ezeket a fogalmakat.

2.3. De¯n¶³ci¶o. Egy f t¶arsadalmi v¶alaszt¶asi fÄuggv¶enyt anonimnak nevezÄunk,
ha minden a szerepl}ok halmaz¶an, azaz az f1; 2; :::;Ng halmazon vett ¼ per-
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mut¶aci¶o eset¶en

f (p1; p2; . . . ; pN ) = f
¡
p¼(1); p¼(2); . . . ; p¼(N)

¢
:

Hasonl¶oan egy F t¶arsadalmi-sorrendi fÄuggv¶eny anonim, ha

F (p1; p2; . . . ; pN ) = F
¡
p¼(1); p¼(2); . . . ; p¼(N)

¢
:

2.4. De¯n¶³ci¶o. Egy f t¶arsadalmi v¶alaszt¶asi fÄuggv¶enyt az alternat¶³v¶akra
n¶ezve semlegesnek nevezÄunk, ha f (p1; p2; . . . ; pN ) = ai eset¶en, a pi sorren-
deken vett ¾ permut¶aci¶o elv¶egz¶ese ut¶an

f (¾(p1); ¾(p2); . . . ; ¾(pN )) = a¾(i):

Hasonl¶oan egy F t¶arsadalmi-sorrend fÄuggv¶eny az alternat¶³v¶akra n¶ezve sem-
leges, ha F (p1; p2; . . . ; pN ) = s eset¶en, a pi sorrendeken vett ¾ permut¶aci¶o
elv¶egz¶ese ut¶an

F (¾(p1); ¾(p2); . . . ; ¾(pN)) = ¾(s):

Ha m¶atrix form¶aban adott pro¯lokban gondolkozunk, akkor az anonimi-
t¶as nem jelent m¶ast mint, hogy n¶eh¶any oszlop felcser¶el¶ese nem v¶altoztatja
meg az eredm¶enyt. A semlegess¶eget pedig k¶epzelhetjÄuk ¶ugy, hogy ha K
¶es L helyez¶esei mindenki szerint hirtelen felcser¶el}odnek, ¶es semmi m¶as nem
tÄort¶enik, akkor az eredm¶enyben betÄoltÄott szerepeik is cser¶el}odjenek ki. Vagy
m¶as megkÄozel¶³t¶esben ¶ugy is, hogy K ¶es L csak nevet cser¶eltek.

Felvezet¶esk¶ent a f}o t¶etel el}ott k¶et egyszer}uen bel¶athat¶o ¶all¶³t¶ast bizony¶³tunk.
Ezeket csak a kÄonnyebb ¶erthet}os¶eg kedv¶e¶ert mutatjuk meg, ¶es az¶ert hogy
szokjuk a bizony¶³t¶as menet¶et.

2.5. ¶All¶³t¶as. M = N( 6= 1) eset¶en nem l¶etezik anonim ¶es semleges t¶arsadalmi
v¶alaszt¶asi fÄuggv¶eny.

Bizony¶³t¶as. Az ¶all¶³t¶as bizony¶³t¶as¶ahoz induljunk ki a kÄovetkez}o pro¯lb¶ol:

P =

2
66666664

1 2 3 . . . M
2 3 4 . . . 1
3 4 5 . . . 2
...

...
...

. . .
...

M ¡ 1 M 1 . . . M ¡ 2
M 1 2 . . . M ¡ 1

3
77777775

TegyÄuk fel, hogy l¶etezik f v¶alaszt¶asi fÄuggv¶eny, mely teljes¶³ti a k¶et felt¶etelt,
¶es f(P ) = ai. A P oszlopain v¶egezzÄuk el a ¾ = (1; 2; . . . ;M) permut¶aci¶ot.
Ekkor a kÄovetkez}o pro¯lt kapjuk:

¾(P ) = (¾(p1); . . . ; ¾(pN )) =

2
66666664

2 3 4 . . . 1
3 4 5 . . . 2
4 5 6 . . . 3
...

...
...

. . .
...

M 1 2 . . . M ¡ 1
1 2 3 . . . M

3
77777775
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Ekkor f semlegess¶ege miatt f(¾(P )) = a¾(i), viszont l¶atszik, hogy az oszlopok
eggyel el vannak cs¶usztatva, ¶³gy az anonimit¶as miatt f(¾(P )) = f(P ) = ai,
ami csak M = 1 esetben fordulhat el}o. 2

2.6. ¶All¶³t¶as. Ha M ¶es N nem relat¶³v pr¶³mek, akkor nem l¶etezik anonim ¶es
semleges t¶arsadalmi v¶alaszt¶asi fÄuggv¶eny.

Bizony¶³t¶as. Mivel M ¶es N nem relat¶³v pr¶³mek, ¶³gy l¶etezik d, 1-n¶el na-
gyobb kÄozÄos oszt¶ojuk. A tetsz}olegesen v¶alasztott d seg¶³ts¶eg¶evel vegyÄunk egy
lehets¶eges P pro¯lt, amely a kÄovetkez}o d £ d -s blokkokb¶ol ¶all el}o:

D =

2
66666664

1 2 3 . . . d
2 3 4 . . . 1
3 4 5 . . . 2
...

...
...

. . .
...

d ¡ 1 d 1 . . . d ¡ 2
d 1 2 . . . d ¡ 1

3
77777775

:

VegyÄuk azt a P , term¶eszetesen M £ N -es pro¯lt, amely a kÄovetkez}ok¶eppen
¶epÄul fel:

P =

2
666664

D D . . . D
D + [d] D + [d] . . . D + [d]
D + [2d] D + [2d] . . . D + [2d]

...
...

. . .
...

D + [(m ¡ 1)d] D + [(m ¡ 1)d] . . . D + [(m ¡ 1)d]

3
777775

;

ahol m nem m¶as, mint M=d. TegyÄuk most is fel, hogy l¶etezik olyan f
v¶alaszt¶asi fÄuggv¶eny, amely teljes¶³ti az anonimit¶ast, semleges ¶es f(P ) = ai. A
P oszlopain v¶egezzÄuk el a ¾ = (1; 2; . . . ; d)(d+1; d+2; . . . ; 2d) . . . ((m¡1)d+
1; (m ¡ 1)d + 2; . . . ; md) permut¶aci¶ot. Itt is l¶atszik, hogy a ¾ elv¶egz¶esekor az
oszlopok felcser¶el}odnek (mindegyikb}ol az ut¶ana kÄovetkez}o ad¶odik, a blokkbeli
utols¶okb¶ol pedig az els}ok). ¶Igy az anonimit¶as miatt tov¶abbra is f(¾(P )) = ai.
Viszont a semlegess¶eg miatt f(¾(P )) = a¾(i), ami csak d = 1 esetben fordulna
el}o, ez viszont ellentmond d v¶alaszt¶as¶anak. 2

Rem¶enykedhetn¶enk hogy minden m¶as esetben (teh¶at amikor M ¶es N re-
lat¶³v pr¶³mek) m¶ar tal¶alunk anonim ¶es semleges f -et, de a kÄovetkez}o egyszer}u
p¶elda r¶amutat egy m¶asik probl¶em¶ara. VegyÄuk 6 szavaz¶o ¶es 5 alternat¶³va
eset¶en a kÄovetkez}o pro¯lt:

P =

2
66664

1 2 3 1 2 3
2 3 1 2 3 1
3 1 2 3 1 2
4 5 4 5 4 5
5 4 5 4 5 4

3
77775

L¶athat¶o, hogy az anonimit¶asi ¶es semlegess¶egi elv¶ar¶asoknak semelyik alter-
nat¶³va hozz¶arendel¶es¶evel sem tudunk eleget tenni, holott a 6 ¶es az 5 relat¶³v
pr¶³mek. Az itt megjelen}o probl¶ema vezet a kÄovetkez}o t¶etelhez.
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2.7. T¶etel. Anonim ¶es semleges t¶arsadalmi v¶alaszt¶asi fÄuggv¶eny pontosan
akkor l¶etezik, ha M 6= P

®ini, ahol ni N 1-n¶el nagyobb oszt¶oja ¶es ®i 2 IN.

Bizony¶³t¶as. El}oszÄor n¶ezzÄuk azt az ir¶anyt, amikor azt kell megmutatnunk,
hogy ha M el}o¶all ilyen alakban, akkor nem l¶etezik ilyen f fÄuggv¶eny. A bi-
zony¶³t¶as az el}oz}oekhez nagyon hasonl¶o. Megint indirekt tegyÄuk fel, hogy
l¶etezik f , ¶es f(P ) = ai, ahol a megfelel}o P ellenp¶elda pro¯l megalkot¶as¶ahoz
el}oszÄor de¯ni¶aljuk a kÄovetkez}o ni £ ni -s m¶atrixokat:

Ni =

2
6664

1 2 . . . ni

2 3 . . . 1
...

...
. . .

...
ni 1 . . . ni ¡ 1

3
7775 (i = 1; 2; . . . ; k) :

Ezekb}ol pedig ¶ep¶³tsÄuk fel P -t:

2
66666666666666666666666666666666666664

N1 N1 . . .
N1 + [n1] N1 + [n1] . . .
N1 + [2n1] N1 + [2n1] . . .

...
... . . .

N1 + [(®1 ¡ 1)n1] N1 + [(®1 ¡ 1)n1] . . .
N2 + [®1n1] N2 + [®1n1] . . .

N2 + [n2] + [®1n1] N2 + [n2] + [®1n1] . . .
N2 + [2n2] + [®1n1] N2 + [2n2] + [®1n1] . . .

...
... . . .

N2 + [(®2 ¡ 1)n2] + [®1n1] N2 + [(®2 ¡ 1)n2] + [®1n1] . . .
...

... . . .
...

... . . .
...

... . . .

Nk + [
Pk¡1

i=1 ®ini] Nk + [
Pk¡1

i=1 ®ini] . . .

Nk + [nk] + [
Pk¡1

i=1 ®ini] Nk + [nk] + [
Pk¡1

i=1 ®ini] . . .

Nk + [2nk] + [
Pk¡1

i=1 ®ini] Nk + [2nk] + [
Pk¡1

i=1 ®ini] . . .
...

... . . .

Nk + [(®k ¡ 1)nk] + [
Pk¡1

i=1 ®ini] Nk + [(®k ¡ 1)nk] + [
Pk¡1

i=1 ®ini] . . .

3
77777777777777777777777777777777777775

Persze ezek az ni £ ni -s blokkok nem pontosan egym¶as al¶a kerÄulnek, vi-
szont mindegyiket jobbra tudjuk m¶asolni annyiszor, hogy az oszlopok sz¶ama
v¶egÄul N -et adjon. V¶egezzÄuk el a szok¶asos ¾ = (1; 2; . . . ; n1)(n1 + 1; n1 +
2; . . . ; 2n1); . . . ; ((®1 ¡1)n1 +1; (®1 ¡ 1)n1 +2; . . . ; ®1n1) . . . . . . ((®k ¡ 1)nk +Pk¡1

i=1 ®ini+1; (®k¡1)nk+
Pk¡1

i=1 ®ini+2; . . . ;
Pk

i=1 ®ini) permut¶aci¶ot. Ekkor
megint az tÄort¶enik, hogy minden oszlopb¶ol az ut¶ana kÄovetkez}o oszlop lesz, a
blokkbeli utols¶okb¶ol pedig az els}ok. ¶Igy az anonimit¶as miatt ¶ujra teljesÄulnie
kell, hogy f(¾(P )) = ai, a semlegess¶eg miatt pedig f(¾(P )) = a¾(i), ami
ellentmond¶as, hiszen ¾ permut¶aci¶o nem tartalmaz egyelem}u ciklust.
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Ezut¶an n¶ezzÄuk azt az ir¶anyt, amikor az alternat¶³v¶ak sz¶ama nem ¶all el}o
az emberek sz¶am¶anak 1-n¶el nagyobb oszt¶oinak term¶eszetes sz¶amokkal vett
line¶aris kombin¶aci¶ojak¶ent, vagyis M 6= P

®ini. Az ilyen esetekben konkr¶et
p¶eld¶at mutatunk a megfelel}o f konstru¶al¶as¶ara. El}oszÄor minden alternat¶³v¶ahoz
rendeljÄunk hozz¶a egy M elem}u vektort, melynek els}o koordin¶at¶aja jelentse
azt, hogy h¶any ember tette ezt a bizonyos alternat¶³v¶at az els}o helyre, a
m¶asodik koordin¶ata azt, hogy h¶anyan tett¶ek a m¶asodik helyre, ¶es ¶³gy tov¶abb,
az utols¶o, M -edik koordin¶ata legyen az a sz¶am, ah¶anyan az utols¶o helyre
tett¶ek. Ezt a vektort nevezzÄuk ezent¶ul helyez¶esvektornak.

Az ¶³gy kapott M darab vektor kÄozÄott biztosan van 2 kÄulÄonbÄoz}o, hiszen,
ha mind egyforma lenne, akkor az els}o helyen ¶all¶o koordin¶at¶akat Äosszeadva
meg kellene kapnunk az emberek sz¶am¶at, N-et, ez pedig azt is jelenten¶e, hogy
N oszthat¶o volt M -mel, ami ellentmond a felt¶eteleknek, (kiv¶eve, ha M = 1,
de ebben az esetben m¶ar k¶eszen is lenn¶enk). RendezzÄuk ezeket a vektorokat
valahogyan sorba. P¶eld¶aul most a lexikogra¯kus rendez¶es szerint. A felt¶etel
miatt az sem lehets¶eges, hogy minden egyforma vektorokb¶ol ¶all¶o csoportban a
vektorok sz¶ama el}o¶allna N 1-n¶el nagyobb oszt¶oinak term¶eszetes line¶aris kom-
bin¶aci¶ojak¶ent (hiszen ekkor az helyez¶esvektorok sz¶ama, M ilyen el}o¶all¶³t¶asok
Äosszege lenne). Most vegyÄuk az els}o olyan csoportot, amelynek sz¶ama nem
¶all el}o ilyen line¶aris kombin¶aci¶ok¶ent. Az ehhez a csoporthoz tartoz¶o alter-
nat¶³v¶akat tartsuk meg, a tÄobbit felejtsÄuk el. ¶Igy biztosan csÄokkentettÄuk az
alternat¶³v¶ak sz¶am¶at (hiszen nem miden helyez¶esvektor volt egyforma), ¶es
szint¶en egy olyan esethez jutottunk, ahol az alternat¶³v¶ak sz¶ama nem ¶all el}o
az emberek 1-n¶el nagyobb oszt¶oinak kombin¶aci¶ojak¶ent. Az eredeti sorren-
deket alapul v¶eve most is k¶esz¶³tsÄuk el minden bennmaradt alternat¶³v¶ahoz
a megfelel}o helyez¶esvektorokat. Az elj¶ar¶ast tov¶abb folytatva v¶eges l¶ep¶esben
jutunk egy olyan esethez, amikor m¶ar csak egyetlen alternat¶³va marad benn.
Legyen ez az alternat¶³va a fÄuggv¶eny ¶ert¶eke.

Ez az f anonim, hiszen k¶et ember szavazatainak kicser¶el¶ese nem v¶altoz-
tatja meg azt, hogy h¶anyan szavaztak az i-edik alternat¶³v¶ara, ¶³gy a helyez¶es-
vektorok sem v¶altoznak meg.

R¶aad¶asul f semleges is, hiszen ha k¶et alternat¶³va helyez¶esei rendre felcse-
r¶el}odnek, akkor a k¶et alternat¶³v¶ahoz tartoz¶o helyez¶esvektorok is kicser¶el}od-
nek, m¶as pedig nem tÄort¶enik. Teh¶at a k¶et vektor ¶atveszi egym¶as szerep¶et.
P¶eld¶aul ha eddig a fÄuggv¶eny¶ert¶ek az egyik alternat¶³va volt, most az els}o l¶e-
p¶esben kiadott vektorcsoport ugyanaz marad, csak a m¶asik alternat¶³va helye-
z¶esvektora szerepel itt az els}o alternat¶³va vektora hely¶en. Pontosan ugyanez
tÄort¶enik a kÄovetkez}o l¶ep¶esekben is. ¶Igy a v¶eg¶en a m¶asik alternat¶³va lesz a
fÄuggv¶eny¶ert¶ek. 2

3 KÄovetkezm¶enyek

Ebben a r¶eszben bemutatunk n¶eh¶any els}o hall¶asra furcs¶anak t}un}o kÄovetkez-
m¶enyt, amelyek a t¶etel ismeret¶eben m¶egis kÄonnyen l¶athat¶ok.

3.1. KÄovetkezm¶eny. Ha az emberek sz¶ama oszthat¶o 6-tal, akkor nem
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tudunk anonim ¶es semleges f-et adni, kiv¶eve azt az esetet, amikor M = 1
(ez viszont nem t¶ul ¶erdekes).

Ebben az esetben a fenti t¶etel azt mondja, hogy semmilyen olyan alter-
nat¶³vasz¶am eset¶en nincs anonim ¶es semleges f, ahol M el}o¶all 3 ¶es 2 term¶eszetes
line¶aris kombin¶aci¶ojak¶ent. Viszont minden 1-n¶el nagyobb term¶eszetes sz¶am
ilyen. ¶Erdekes lehet m¶eg megjegyezni, hogy ha N olyan, hogy semmilyen
M 6= 1-re sem tudnak dÄonteni, akkor N oszthat¶o 6-tal (hiszen ekkor sem 2-re
sem 3-ra nem tudnak dÄonteni, ami azt jelenti, hogy N oszthat¶o 2-vel ¶es 3-mal
is).

3.2. KÄovetkezm¶eny. Ha az emberek sz¶ama pr¶³mhatv¶any (N = pk, ahol
p pr¶³m), akkor pontosan azokban az esetben tudunk anonim ¶es semleges f-et
el}o¶all¶³tani, amikor N ¶es M relat¶³v pr¶³mek.

A t¶etel szerint M 6= P
®ipi esetben adhatunk anonim ¶es semleges f -et,

r¶aad¶asul ekkor M nem oszthat¶o p-vel, vagyis M ¶es N relat¶³v pr¶³mek.

3.3. KÄovetkezm¶eny. Ha az emberek sz¶ama nem pr¶³mhatv¶any ¶es N · M ,
akkor nincs anonim ¶es semleges f t¶arsadalmi v¶alaszt¶asi fÄuggv¶eny. (M-re jobb
becsl¶es is adhat¶o. Ha N k¶et legkisebb pr¶³moszt¶oja p1 ¶es p2 (p1 < p2) akkor
(p1 ¡ 1)p2 · M-re m¶ar nincs f .)

Mivel N nem pr¶³mhatv¶any, ¶³gy van 2 kÄulÄonbÄoz}o pr¶³moszt¶oja p1 ¶es p2. A

0; p1; 2p1; . . . ; (p2 ¡ 1)p1

sz¶amok mindegyike kÄulÄonbÄoz}o marad¶ekot ad p2-vel osztva, hisz p1 ¶es p2 re-
lat¶³v pr¶³mek. Teh¶at b¶armely (p2 ¡ 1)p1-n¶el nagyobb sz¶am kirakhat¶o p2 ¶es
p1 term¶eszetes line¶aris kombin¶aci¶ojak¶ent. V¶alaszthatjuk p1-et ¶es p2-t N k¶et
legkisebb pr¶³moszt¶oj¶anak, ¶es m¶ar k¶eszen is vagyunk.

A t¶arsadalmi-sorrend fÄuggv¶enyekre vonatkoz¶o ¶all¶³t¶ast egy rÄovid meggon-
dol¶assal kapjuk a t¶arsadalmi v¶alaszt¶asi fÄuggv¶enyekre vonatkoz¶o t¶etelb}ol.

3.4. ¶All¶³t¶as. Anonim ¶es semleges F t¶arsadalmi sorrendi fÄuggv¶eny pontosan
akkor l¶etezik, ha az alternat¶³v¶ak sz¶ama kisebb, mint az emberek sz¶am¶anak
legkisebb nem 1 oszt¶oja.

Bizony¶³t¶as. El}oszÄor n¶ezzÄuk azt az ir¶anyt, amikor legal¶abb annyi alternat¶³va
van, mint N legkisebb nem 1 oszt¶oja. Ez a legkisebb oszt¶o legyen d. TegyÄuk
fel indirekt, hogy F l¶etezik, ¶es F (P ) = s 2 S. N¶ezzÄunk egy ellenp¶elda P
pro¯lt a kÄovetkez}o m¶odon.

D =

2
66666664

1 2 3 . . . d
2 3 4 . . . 1
3 4 5 . . . 2
...

...
...

. . .
...

d ¡ 1 d 1 . . . d ¡ 2
d 1 2 . . . d ¡ 1

3
77777775
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¶Ep¶³tsÄuk ebb}ol fel P -t m¶eghozz¶a ¶ugy, hogy annyiszor ¶³rjuk egym¶as mell¶e D-t,
hogy meglegyen az N oszlop. A d+1; d+2; . . . ; M alternat¶³v¶akat pedig le¶³rjuk
minden oszlopba ebben a sorrendben a D m¶atrixok al¶a. Ha ezen P pro¯lon
elv¶egezzÄuk a ¾ = (1; 2; . . . ; d) permut¶aci¶ot, akkor megint minden oszlopb¶ol az
ut¶ana kÄovetkez}o lesz, ¶³gy az anonimit¶as miatt F (¾(P )) = s. A semlegess¶eg
miatt viszont F (¾(P )) = ¾(s), ami ellentmond¶as, mert d 6= 1.

A m¶asik ir¶any eset¶en az alternat¶³v¶ak sz¶ama kisebb, mint az emberek
sz¶am¶anak legkisebb nem 1 oszt¶oja, azaz M < d. A t¶arsadalmi sorrend
meg¶allap¶³t¶as¶ahoz haszn¶aljuk a kÄovetkez}o elj¶ar¶ast. Azt m¶ar l¶attuk, hogy ilyen
esetben t¶arsadalmi v¶alaszt¶asi fÄuggv¶eny (f) konstru¶alhat¶o. N¶ezzÄuk meg, hogy
mit ad egy f(P ). Ezt az alternat¶³v¶at ¶³rjuk els}o helyre, ¶es tÄorÄoljÄuk a sorren-
dekb}ol. Most a megmaradt (M ¡ 1) £ N -es pro¯lra alkalmazzunk egy f -et.
Ezt megtehetjÄuk, hiszen M < d miatt M ¡ 1 < d, ¶es ¶³gy M ¡ 1 sem ¶all el}o N
oszt¶oinak term¶eszetes line¶aris kombin¶aci¶ojak¶ent. Amelyik alternat¶³v¶at az ¶uj
f adja, azt ¶³rjuk a m¶asodik helyre. ¶Igy tov¶abb haladva ¶ep¶³tsÄuk fel s vektort.
Az ¶³gy kapott F t¶arsadalmi sorrendi fÄuggv¶eny l¶athat¶oan anonim ¶es semleges
a v¶alaszt¶asi fÄuggv¶enyek tulajdons¶agai miatt. 2

3.5. Megjegyz¶es. Ha az alternat¶³v¶ak vagy a szavaz¶ok sz¶ama v¶egtelen (¶es
egyik sem 1), akkor nem l¶etezik sem f t¶arsadalmi v¶alaszt¶asi, sem pedig F
t¶arsadalmi sorrendi fÄuggv¶eny.

N¶ezzÄuk azt az esetet, amikor az alternat¶³v¶ak sz¶ama v¶egtelen. Ha az em-
berek sz¶ama N , akkor vegyÄunk egy olyan P pro¯lt, amiben a kÄovetkez}o
N £ N -es m¶atrixok kÄovetkeznek sorra:

Pi =

2
6664

1 + iN 2 + iN . . . N + iN
2 + iN 3 + iN . . . 1 + iN

...
...

. . .
...

N + iN 1 + iN . . . N ¡ 1 + iN

3
7775

P pedig ezekb}ol fel¶ep¶³tve:

P =

2
6664

P0

P1

P2

...

3
7775

Ebb}ol m¶ar l¶atszik, hogy b¶armit is rendelne egy ilyen pro¯lhoz egy v¶alaszt¶asi
vagy sorrendi fÄuggv¶eny, ellentmond¶asra jutn¶ank.

Ugyan¶³gy j¶arunk, ha az emberek sz¶ama v¶egtelen, ¶es azt a pro¯lt vizsg¶aljuk,
amelyben a kÄovetkez}o M £ M-es m¶atrixok ism¶etl}odnek,

p =

2
6664

1 2 . . . M
2 3 . . . 1
...

...
. . .

...
M 1 . . . M ¡ 1

3
7775

¶es P = [p; p; . . .].
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Ha az alternat¶³v¶ak ¶es a szavaz¶ok sz¶ama is v¶egtelen, akkor a fels}o k¶et esetet
Äosszekombin¶alva kapjuk az ellentmond¶asra vezet}o pro¯lt.

3.6. Megjegyz¶es. Ha l¶etezik t¶arsadalmi v¶alaszt¶asi fÄuggv¶eny, akkor megad-
hat¶o Borda-konzisztens f ¶es Condorcet-konzisztens f is. Ha l¶etezik t¶arsadalmi
sorrendi fÄuggv¶eny, akkor megadhat¶o Borda-konzisztens F ¶es Condorcet-kon-
zisztens F is.

A 2.7. T¶etel bizony¶³t¶asa sor¶an csak arra volt szÄuks¶egÄunk, hogy valahogyan
rendezni tudjuk a helyez¶esvektorokat, a rendez¶es m¶odja ¶erdektelen volt. Ha
egy m¶asfajta rendez¶est v¶alasztunk, el¶erhetjÄuk, hogy Borda-gy}oztes l¶etez¶ese
eset¶en, ez az alternat¶³va legyen f t¶arsadalmi v¶alaszt¶asi fÄuggv¶eny eredm¶e-
nye. Borda-sz¶aml¶al¶asnak nevezik azt az elj¶ar¶ast, amely sor¶an minden al-
ternat¶³v¶ahoz hozz¶arendelnek egy pontsz¶amot, ami ¶ugy keletkezik, hogy a
pro¯lbeli minden i-edik helyez¶es ut¶an M ¡ i pont j¶ar. A Borda-gy}oztes al-
ternat¶³va pedig az az alternat¶³va lesz, amelynek mindenkin¶el tÄobb pontja
van (Kelly, 1988). A helyez¶esvektorok seg¶³ts¶eg¶evel kÄonnyen megkaphatjuk az
egyes alternat¶³v¶ak Borda-pontjait. Csak a helyez¶esvektort kell Äosszeszoroz-
nunk az [M ¡ 1; . . . ; 1; 0] oszlopvektorral. RendezzÄuk a Borda-pontok alapj¶an
a helyez¶esvektorokat, ha pedig egy Borda-ponthoz tÄobbf¶ele helyez¶esvektor is
tartozik, akkor rendezzÄuk ezeket mondjuk lexikogra¯kusan. Innent}ol csin¶aljuk
ugyanazt, mint a 2.7. T¶etel bizony¶³t¶as¶aban. Ha P szerint van Borda-gy}oztes,
akkor az ¶³gy kapott f P -hez azt rendeli. Ha pedig l¶etezik t¶arsadalmi sorrendi
fÄuggv¶eny, akkor F szok¶asos f -b}ol val¶o konstrukci¶oj¶aval megadhatunk olyat
is, amely Borda-sorrend l¶etez¶ese eset¶en ezt a sorrendet adja.

Amikor l¶etezik anonim ¶es semleges v¶alaszt¶asi fÄuggv¶eny, akkor adhatunk
olyat is, amely Condorcet-gy}oztes l¶etez¶ese eset¶en ezt rendeli a pro¯lhoz. Egy
alternat¶³va Condorcet-gy}oztes, ha az egy¶eni sorrendek alapj¶an minden p¶aros
tÄobbs¶egi szavaz¶asb¶ol minden m¶as alternat¶³v¶aval szemben gy}oztesen kerÄul ki
(Gehrlein { Lepelley, 1998). Ezek alapj¶an, ha egy P pro¯l szerint ai alter-
nat¶³va Condorcet-gy}oztes, akkor a P -hez tartoz¶o § permut¶aci¶ocsoport min-
den elem¶enek ai ¯xpontja. Ez az¶ert van, mert ha ez az alternat¶³va szere-
pelne egy P -t Äonmag¶aba viv}o permut¶aci¶o 1 ciklus¶aban, az azt is jelenten¶e,
hogy a permut¶aci¶o elv¶egz¶ese eset¶en egy m¶asik alternat¶³va kerÄulne a hely¶ebe,
vagyis eredetileg is 2 Condorcet-gy}oztes lett volna, ami nem fordulhat el}o.
Teh¶at Condorcet-gy}oztest tartalmaz¶o pro¯lokhoz nyugodtan rendelheti f a
gy}oztest, m¶³g a tÄobbi pro¯lhoz rendelje p¶eld¶aul a lexikogra¯kus rendez¶es sze-
rinti m¶odszerb}ol ad¶od¶o alternat¶³v¶at. F -et k¶esz¶³tsÄuk ez alapj¶an az f -b}ol.

4 ÄOsszevet¶es az Arrow-t¶etellel

Ha t¶arsadalmi v¶alaszt¶asi fÄuggv¶enyekr}ol besz¶elÄunk, az Arrow-f¶ele lehetetlens¶e-
gi t¶etel megkerÄulhetetlen. ¶Erdemes a k¶et t¶etel felt¶etelrendszer¶et Äosszehasonl¶³-
tani. Az Arrow-t¶etelnek hatalmas irodalma van, rendk¶³vÄul sok kÄulÄonbÄoz}o ki-
mond¶asa ismert. Sz¶amunkra legszimpatikusabb a kÄovetkez}o megfogalmaz¶as
volt, ahol a t¶arsadalmi j¶ol¶eti fÄuggv¶eny ugyan¶ugy sorrendpro¯lokhoz rendel
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egy sorrendet, mint a mi F t¶arsadalmi sorrendi fÄuggv¶enyÄunk. De¯ni¶aljunk
el}oszÄor n¶eh¶any fogalmat:

(U) Univerzalit¶as: F t¶arsadalmi sorrendi fÄuggv¶enyt univerz¶alisnak nevezzÄuk,
ha adott N ¶es A alternat¶³vahalmaz eset¶en ¶ertelmez¶esi tartom¶anya az
Äosszes A0 µ A alaphalmaz¶u pro¯lok halmaza.

(P) Pareto-felt¶etel: Azt mondjuk, hogy F teljes¶³ti a Pareto-felt¶etelt, ha
azokhoz a pro¯lokhoz, amelyekben a szerepl}ok mind azonos sorrendet
¶all¶³tanak fel, ezt a sorrendet rendeli.

(I) Irrelev¶ans alternat¶³v¶akt¶ol val¶o fÄuggetlens¶eg: Azt mondjuk, hogy F tel-
jes¶³ti az irrelev¶ans alternat¶³v¶akt¶ol val¶o fÄuggetlens¶eget, ha b¶armely P
pro¯l ¶es A0 µ A alternat¶³vahalmaz eset¶en F (P jA0) = F (P )jA0.

(D) Dikt¶atormentess¶eg: Azt mondjuk, hogy i 2 N dikt¶ator F -re n¶ezve, ha
8P eset¶en F (P ) = pi. Ha nincs ilyen i, akkor azt mondjuk, hogy F
dikt¶atormentes.

Az Arrow-t¶etel azt mondja, hogy ha A legal¶abb 3 elem}u, N pedig nemÄures,
v¶eges halmaz, akkor olyan F fÄuggv¶eny, amely a fenti 4 tulajdons¶ag minde-
gyik¶evel rendelkezik, nem l¶etezik (Cassels, 1981).

L¶atsz¶olag a mi k¶et felt¶etelÄunknek semmi kÄoze sincs az Arrow-t¶etelbeli
felt¶etelekhez, de ha egy kicsit jobban v¶egiggondoljuk, a mi technikai jelleg}u
felt¶eteleink nem is esnek olyan t¶avol az Arrow-f¶ele, egyfajta igazs¶agoss¶agot
megkÄovetel}o felt¶etelekt}ol. KÄonnyen l¶atszik, hogy anonimit¶asi felt¶etelÄunk is
kiz¶arja dikt¶ator l¶et¶et. Az anonimit¶ast a dikt¶atormentess¶eg egy sz¶els}os¶eges
er}os¶³t¶es¶enek tekinthetjÄuk, ami nem csak azt mondja, hogy ne legyen 1 kitÄun-
tetett szerepl}o, hanem azt is, hogy minden szerepl}o szavazata ugyanannyit
¶erjen. Az univerzalit¶ast egy anonim ¶es semleges t¶arsadalmi sorrendi fÄuggv¶eny
teljes¶³ti, hiszen azt kaptuk, hogy ha M sz¶am¶u alternat¶³va ¶es rÄogz¶³tett N
szerepl}o eset¶en adhatunk sorrendet, akkor enn¶el kevesebb alternat¶³vasz¶am
eset¶en is adhatunk. Az irrelev¶ans alternat¶³v¶akt¶ol val¶o fÄuggetlens¶eget nem
teljes¶³tik a kapott t¶arsadalmi sorrendi fÄuggv¶enyeink. A semlegess¶egfogalom
egy teljesen m¶as oldalr¶ol ragadja meg ugyanezt probl¶em¶at, hiszen azt mondja,
hogy a fontos alternat¶³v¶ak kicser¶el}od¶es¶et}ol igenis fÄuggjÄon az eredm¶eny.

A Pareto-felt¶etelt szint¶en nem kÄoveteltÄuk meg a kiindul¶asn¶al, de vegyÄuk
¶eszre, hogy minden olyan esetben, amikor l¶etezik anonim ¶es semleges sorrendi
fÄuggv¶eny, akkor tal¶alunk olyat is, amelyik teljes¶³ti a Pareto-felt¶etelt. (A
2.7. T¶etel bizony¶³t¶as¶aban haszn¶alt lexikogra¯kus rendez¶essel kapott f -ekb}ol
k¶esz¶³tett F pont ilyen fÄuggv¶eny. Ennek a bel¶at¶as¶ahoz el¶eg arra gondolnunk,
hogy a mindenki ¶altal k-dik helyre sorolt alternat¶³va helyez¶esvektora ¶ugy fog
kin¶ezni, hogy benne a k-dik elem N lesz, az Äosszes tÄobbi pedig 0).
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ANONYMOUS AND NEUTRAL SOCIAL CHOICE FUNCTIONS

In this paper, we prove that there exists an anonymous and neutral social choice
function if and only if M 6=

P
®ini, where M denotes the number of the alterna-

tives, N the number of the agents, ni a divisor of N and ®i 2 IN. Furhermore,
we prove that a social ranking function exists if and only if M is less, than the
least prime divisor of N. As corollary, we show, that in case of existence, there
might be found Borda- or Condorcet-consistent function. Finally, we compare our
assumptions to those used along Arrow's impossibility theorem.



78 Bednay Dezs}o { Oll¶ar Mariann



Szigma, XL. (2009) 1-2. 79

TUDOM¶ANYOS ¶ELET

X. Gazdas¶agmodellez¶esi Szak¶ert}oi Konferencia
Budat¶et¶eny, 2008. okt¶ober 10.

Jubileumi, tizedik szak¶ert}oi konferenci¶aj¶at tartotta a Gazdas¶agmodellez¶esi
T¶arsas¶ag (GMT) 2008. okt¶ober 10-¶en Budat¶et¶enyben, a Vojnovich-Husz¶ar
vill¶aban. A k¶et¶evenk¶ent megrendezett szak¶ert}oi konferenci¶anak m¶ar hagyo-
m¶anya van. Lehet}os¶eget ad a szakma m}uvel}oinek, hogy azokban az ¶evekben
is ÄosszejÄojjenek egy tudom¶anyos eszmecser¶ere, amikor ¶epp nincs Oper¶aci¶o-
kutat¶asi Konferencia.

Ezeknek a konferenci¶aknak a jellemz}oit az al¶abbiakban lehet Äosszefoglalni:

² rÄovid, tÄobbnyire egynapos program,

² egy adott t¶ema dominanci¶aja, de nem kiz¶ar¶olagoss¶aga,

² a r¶esztvev}ok sz¶ama nem t¶ul nagy (50 kÄorÄul),

² nem csak k¶esz eredm¶enyek bemutat¶asa, hanem besz¶amol¶o folyamatban
l¶ev}o kutat¶asokr¶ol is.

Ez a konferencia eleget tett a fent felsorolt krit¶eriumok mindegyik¶enek.
A vezet}o t¶ema a biztos¶³t¶as volt, amelyet e legkÄulÄonbÄoz}obb aspektusokb¶ol
vizsg¶altak az el}oad¶ok. Kov¶acs Erzs¶ebet, valamint az Augusztinovics M¶aria
{ M¶at¶e Levente szerz}op¶aros a nyugd¶³jbiztos¶³t¶assal, a modellez¶es-el}orejelz¶es
¶es az adatb¶azis probl¶em¶aival foglalkoztak el}oad¶asukban. A nyugd¶³jrendszer
fenntarthat¶os¶ag¶at vizsg¶alta Mell¶ar Tam¶as egy makroÄokon¶omiai modellben
elhelyezve.

A biztos¶³t¶as egyes aspektusai elm¶eletibb ¶es ¶altal¶anosabb s¶³kon h¶arom
el}oad¶as t¶em¶aj¶aul is szolg¶alt. SzÄule Borb¶ala a biztos¶³t¶asi kÄotelezetts¶egek ¶ert¶e-
kel¶es¶evel foglalkozott egy kock¶azati tolerancia alap¶u modell keret¶eben. Cs¶oka
P¶eter, P. Jean-Jacques Herings ¶es K¶oczy L¶aszl¶o a kooperat¶³v j¶at¶ekelm¶elet
eszkÄozeit haszn¶alta. El}oad¶asukban az aggreg¶alt portfoli¶o kock¶azat¶anak meg-
oszt¶as¶at tanulm¶anyozt¶ak ¶atruh¶azhat¶o hasznoss¶ag¶u kooperat¶³v j¶at¶ekok, ezen
belÄul a kock¶azateloszt¶asi j¶at¶ekok seg¶³ts¶eg¶evel. Pint¶er Mikl¶os az erkÄolcsi koc-
k¶azat j¶at¶ekelm¶eleti modellj¶enek ¶es a biztos¶³t¶asnak a kapcsolat¶at elemezte.

Kom¶aromi ¶Eva a biztos¶³t¶asi tartal¶ekk¶epz¶es modellez¶es¶ere a matematikai
programoz¶as eszkÄozeit haszn¶alta. A cs}odel}orejelz¶essel k¶et el}oad¶as is foglalko-
zott. Kov¶acs Edith ¶es Sz¶antai Tam¶as egy ¶uj, a ,,hasznos inform¶aci¶ora"-ra
¶epÄul}o m¶odszert ismertetett a cs}od el}orejelz¶es¶ere, m¶³g Hajdu Ott¶o a cs}od-
val¶osz¶³n}us¶eg logit alap¶u becsl¶es¶enek mintav¶eteli saj¶atoss¶agaival foglalkozott.
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Voltak olyan ¶erdekes el}oad¶asok is, amelyek nem kapcsol¶odtak szorosan a biz-
tos¶³t¶ashoz. Zalai Ern}o egy makroÄokon¶omiai modellt konstru¶alt, amely a Neu-
mann ¶es a Leontief modellek kÄozÄos ¶altal¶anos¶³t¶asa. Bessenyei Istv¶an el}oad¶asa
szint¶en makroÄokon¶omiai t¶em¶aj¶u volt, a szoci¶alis t¶amogat¶asok makrogazdas¶agi
hat¶asait elemezte. Region¶alis probl¶em¶aval foglalkozott Moh¶acsi M¶arta el}o-
ad¶asa, amelyben az ¶eszak-alfÄoldi r¶egi¶o fels}ooktat¶asi ¶es munkaer}o-piaci hely-
zet¶et vizsg¶alta. V¶allalati szint}u probl¶em¶akkal foglalkozott Szab¶o GyÄorgy ¶es
Sulyok D¶enes el}oad¶asa. Raig M¶aria a struktur¶alt k¶epelemz¶es m¶odszer¶enek az
ad¶oz¶ok ellen}orz¶es¶en¶el tÄort¶en}o hat¶ekony gyakorlati alkalmaz¶as¶at ismertette.

A szakmai programhoz tartozott Szil¶agyi GyÄorgy visszaeml¶ekez¶ese Husz¶ar
G¶ez¶ara, a magyar biztos¶³t¶asmatematika els}o, kiemelked}o m}uvel}oj¶ere, a KÄoz-
gazdas¶agi Egyetem Gazdas¶agmatematika Tansz¶ek¶enek egykori vezet}oj¶ere, aki
egy¶ebk¶ent a konferencia sz¶³nhely¶eÄul szolg¶al¶o villa tulajdonosa ¶es lak¶oja volt
egykoron. A Gazdas¶agmodellez¶esi T¶arsas¶ag felhaszn¶alta ezt az alkalmat arra,
hogy az idei Krek¶o B¶ela - d¶³jat ¶atadja Zalai Ern}onek, aki ezt a kitÄunte-
t¶est a gazdas¶agmodellez¶es terÄulet¶en kifejtett magas sz¶³nvonal¶u tudom¶anyos
munk¶aj¶a¶ert ¶es a t¶arsas¶ag m}ukÄod¶es¶enek hat¶ekony t¶amogat¶as¶a¶ert kapta.

A konferencia sz¶³nhelye tÄok¶eletesen megfelelt egy ilyen jelleg}u rendezv¶eny-
nek. A h¶az, a kert ¶es a kÄorny¶ek atmoszf¶er¶aja eml¶ekezetes marad mindenki sz¶a-
m¶ara. Ugyancsak nagy ¶elm¶eny volt a h¶azat gondoz¶o m}uv¶eszcsal¶ad |Fodor
P¶eter ¶es csal¶adja| ¶altal adott kamarazenei koncert ¶es a sz¶³nvonalas ven-
d¶egl¶at¶as. A konferencia tÄok¶eletes megszervez¶ese els}osorban a GMT jelenlegi
elnÄok¶enek, Ligeti Cs¶aknak az ¶erdeme. Ugyancsak kÄoszÄonetet ¶erdemel min-
denki, aki a konferencia siker¶ehez el}oad¶ok¶ent, elnÄokk¶ent ¶es r¶esztvev}ok¶ent hoz-
z¶aj¶arult. A konferencia meger}os¶³tette a t¶arsas¶ag tags¶ag¶at abban a meggy}oz}o-
d¶es¶eben, hogy ezt a hagyom¶anyt folytatni kell, legkÄozelebb 2010-ben, ugyan-
is 2009-ben a GMT, a Magyar Oper¶aci¶okut¶asi T¶arsas¶ag ¶es a Bolyai J¶anos
Matematikai T¶arsas¶ag kÄozÄos rendez¶es¶eben ism¶et sor kerÄul az Oper¶aci¶okutat¶asi
Konferenci¶ara.

Forg¶o Ferenc
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